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Préliminaires

Nous allens faire un rappel, aussi bref que possible, des notions

Blémentaires du A-calcul que nous utiliserons par la suite.

Définition des A—expressions :

Soit un alphabet V = { x,¥,2 ... }, contenant un narbre déncrbrable

de lettreg notées encore Vy,Vos;Vys «e- et un ensenble S ={ (,),x } de
symboles particuliers. Le langage A des A-eaxpressions est le sous-ensemble

minimal de ( S+ )* , contenant :

(1) x si xeV
(2) { ee? ) si g,e' e V
(3) ( Axe ) si e e A

Une expression de la forme (1) est dite &tre une varigble, une de la

forme (2) une ggp_licat’ion et une de la forme (3) une abstraction.

Abréviations :

Nous utiliserons couramment un certain nombre d'abréviations ( voir
Church [4] ) destinées & restreindre l'utilisation abusive des parenthéses.

Régle 1 : L'omission des parenthéses () dans ( ee' ) est autorisée, quand
on peut le faire sans ambiguit&, ( ee') pouvant &tre l'expression campléte
considérée ou simplement une sous-expression . Pour restaurer de telles pa-

renthdses anises, la régle 3 suivre est 1l'association vers la gauche, par

exemnple :
£xy est une abréviation de (( fx ) v )
f(xy) (£ (xy))
fxyz . (({fx)y) z)
f(xy) z ((f (xy))z)

f(ax)y ( £ Ax.x )}y )




Régle 2 : Nous ajoutons & S un nouveau synbole "." et toute sous-formule

de la forme :

A { ee' ) pourra étre notée A.ee!
A { dye ) " " AX.Aye
Axy " " AX.Y
Régle 3 : Nous supprimons autant que possible les A, c'est 3 dire :
( Axy.ee' ) signifie ( Ax.ky.ee' ) ou ( Ax{xy(ee")))
( Axyz.ee' ) " ( Ax.Ay.AzZ.ee' ) ou ( Ax(ly(kz (ge'))))

etc ...

Régle 4 : Nous permettons l'amission des parenth&ses les plus externes dans
( Ax.e ), ou dans ( ix.ee' ), ou dans ( Axy.ee' ), ou dans ( Axyz.ee' ), ete...

quand ces expressions constituent 1'expression entiére ( et non une sous-

expression ).

Contexte : Un contexte est une A-expression, dans laquelle une sous—-expression
n'existe pas. Un contexte est donc une A-expression avec un trou. Autrement

dit, un contexte C [ ] est :

(1) F]

(2) (ecC'l 1) si e A et C'[ ] est un contexte
(3) ( C'[ :l € ) n n n "

{4) { xxC'C 1) si xe V et C'[ ] est un contexte

Nous utiliserons pour les contextes les mémes abréviations que pour

les M-expressions et par exemple :

——
Axy.[ Jyx signifiera ( ax { ly((??fETBX 1))
Posons CL 1= xy.l Jyx. Par C [e], si ¢ est une A-expression quel-
conque, nous désignons l'expression obtenue en insérant ¢ entre les sym—
‘boles [ ] du contexte désigné par C [ 1, et en supprimant les caractéres [ ]
cu en les remplagant par ( ) selon que la syntaxe des A-expressions 1'exige

ou non. Par exemple :

C [z]
C [ax.x]

AXY.ZYX
AXy.( AX.X )yx

]




Nous y montrons que l'interpré&tation est correcte, en utilisant une idée de
P, Welch [22,23]. I1 s'agit de montrer cue toute ré&duction peut &tre dépassée
par une réduction fonctiomnant de l'intérieur vers l'extérieur. La démonstra-

tion proposée utilise une technique de Wadswourth [21], et le résultat est plus
fort que celul de Welch. Faute de place, nous n'avons pu étudier le rapport
qui existe entre le modéle que nous utilisons et les modéles de Scott ; mais
il semble fort probable qu'un isomorphisre existe avec le modéle E_ proposé
par Wadsworth [211. Notre modéle N est normal, c'est a dire ou'aucune forme
normale n'y est &gale 3 une expression sans forme normale.

Dans le ehapftre 111, nous nous intéresserons aux ré&gles de calcul

sur les r-expressions. En effet, plusieurs radicaux { c'est 3 dire des sous
expressions de la forme (Ax.M)N sur lesquelles on peut effectuer des g-conversions )
peuvent coexister dans une méme expressions. Camment donc choisir le radical &
convertir & chaque étape de calcul, pour obtenir la forme normale d'une expression
si elle existe ? Plus ¢énéralement on peut définir la valeur calculée par une
réduction d'une expression qui a cu qui n'a pas de forme normale. Cette valeur

est toujours "moins définie" que la valeur asscciée 3 1'expression,dont est issue
la réduction,dans 1'interprétation ( voir Wadsworth [21]1 et Cadiou [2] ).

Wadsworth a montré que cette valeur maximale pouvait &tre atteinte. Nous défini-

rons la notion de réduction siire, analogue 3 celle de Vuillemin [43] pour les

programmes récursifs, que nous montrerons suffisante pour que la valeur calculée
scit maximale. Ce crit®re n'est pas décidable, mais certaines régles effectives
de calcul le vérifient. En particulier, nous avons montré que certaines régles de
calcul plus complicguées que celles qui sont habituellement décrites atteignent

la forme nommale d'une expression, si elle existe.







INTRODUCTTON

Dans cette thése, ncous étendons au lambda calcul muni de la seule
opération de béta conversion certains ré&sultats connus pour les schémas de
programues récursifs. Pour ce faire, nous construisons une interpré&tation
purement algébrique des lanbda expressions { voir Nivat [44] ) et nous défi-

nissons la notion de réduction stire { voir Vuillemin [437 ).

le lambda calcul, d&fini par Church [4 1, a suscité de nambreuses
études dont le point est fait par Curry, Feys, Hindley et Seldin [#, %] ;
c'est un systéme formel dont les expressions scnt engendrées & partir d'un
enserble de variables grice & deux opérations : 1) l'abstraction par rapport
d une variable ; 2) l'application. Ainsi AX.x+y,\V.¥+Y, A\xy.%X+y,Ayx.xty dési-
gnent des fonctions de x ou de y ou des deux variables a la fois dont la
valeur est xty. Quant & 1'application d'une fonction 3 un argument, elle
équivaut & une substitution en vertu d'une ré&gle appelée B-conversion : ainsi
( ax.xty }a se réduit 3 aty, ( Ay.xty )a & xta, ( Axy.xty }ab & atb,
( Ayx.xty )ab & kta ; certaines réductions peuvent &tre plus camplexes :
(Ax.xx) {(Ax.®y) se réduit a (Ax.xy)(kx.xy)} puis & (Ax.xy)y, puis & yy ; etc...
On appelle forme normale toute expression irréductible, et il est aisé de véri-
fier que toute expression n'a pas forcément une forme normale ( par exemple
( Axexx) ( dxuxx) ou ( Ax E(xx)) ((Ax.£(xx})) ... ). Church [ 4] a montré que 1'en—
semble des procédés de calcul exprimables dans ce formalisme est tout aussi puis-
sant que celul des calculs faits avec une machine de Turing ( fonctions récursives

partielles ).

-

Ce n'est pas d'aujourd'hui qu'on a songé 3 &tablir un lien entre le
A-calcul et la sémantique des langages de programmation. Ainsi, le langage LISP,
créé par Mac Carthy [ 31, s'inspire fortement du A-catcul. Landin [ 3] a traduit
ALGOL 60 en termes de A-expressions, interprétant en fait un surenserble de ce
langage par sa SECD machine, dont 1'opération de hase est la 8-conversion.
Morris (111 a montré qu'une relation intéressante sur le langage traduit, 3
savolr 1'éguivalence extensionnelle, revenait & identifier les expressions qui,
dans tout contexte, ont des comportements identiques lorsque le calcul se termine.
Seott et Strachey [18] ont souligné le fait que les conflits de types qu'on trouve
dans les langages de programmation courants sont analogues & ceux gu'on rencontre







dans le A-calcul. En effet, un programme &crit en langage d'assemblage peut

se modifier lui-méme ou exécuter des données ; ALGOL 60 admet des procédures

qui peuvent prendre des procédures came argument ( par exemple elles-mémes ) ;
une fonction LISP est complétement assimilée 3 une donnée ; des procédures

peuvent s'introduire dans les classes de SIMULA ; des langages camme PAL ou
GEDANKEN sont purement applicatifs et ne font pas de distinction entre procé-

dure et structure de dornées ... On peut discuter de 1'utilité de telles ca~
ractéristiques de programmation. Nous défendons simplement le principe suivant :
de tels langages de programmation, qui sont des constructions camplexes et em—
piriques pour une bonne part, existent et sont utilisés;par conséquent, 1'étude
mathématique de leur s@mantique doit &tre faite. Fn résumé, on peut dire pour
justifier le choix du A-calcul que traduire les programmes sous la forme de M- exrres-
sions présente trois avantages : 1) revenir & un langage plus simple et néan-
moins suffisamment général ; 2) se donner la possibilité de représenter des pro-
grammes qui ont des fonctions comme paramétre ou résultat ; 3) ramener 3 la raison
les dispositions des programmes qui conduisent 3 des effets bizarres en raiscon de
la confusion ( volontaire ) qu'elles supposent entre programmes et donndes.

Pour illustrer cette correspondance entre programme et i-calcul, nous
considérerons les deux exemples suivants :

1) Exemple emprunté& & Nolin [15]. Supposons que 1’on dispose d'une pro-
cédure ALGOL,D, de dérivation d'une fonction. Scit :

real procédure D ( procédure f ; real x ) & lim f( x+h )-f(x)
h=+20 h

( e corps de cette procédure représente n'importe quel programme itératif cal-

culant la limite en question ). On se trouve dans 1'impossibilité d'écrire la
dérivée seconde D2 en fonction de D, sans utiliser de sorbres effets de bord.
Mais si nous disposons d'un langage proche du A-calcul, ol des fonctions peuvent
&tre le résultat de procédures, nous pouvons écrire :

B(f) <= x.lin £ xth )-f{x)
h-0 h

et
DALY (x) <= D{E(E)) (x)

2) Exemple dérivé d'un exemple de Manna-Neess—Vuillemin [101. Soient
F et G deux procédure ALGOL 60 définies par :
integer procédure F( procédure f ; integer x )<=
if P(f) then x else H(F(Kf,x)) :
integer procédure G( procédure f ; integer x ) &=
if P(£f) then x else G{KE,Hx ) ;







Ces deux procédures donnent le méme résultat pour toute valeur des
arguments ( y campris £ =F ou £ = G ) et quelles que soient les procé&dures P,H,K,
pourvu que E ne soit pas une fonction constante ( plus précisément HQ = @ avec
les notations que nous introduirons plus loin ). Les deux A-expressions € et €

associées & F et G, seront :

en = Y(AF.Afax., if (P{f)) x H(F(Kf)x))

Y(AG.Af.hx. if (P(f)) x(G(KE) (Hx)))
Y = Ag.(Ax.g(xx)) (Ax.g(xx)).

Jusqgu'd présent, nous n'avons fait qu'essayer de justifier le choix
du i-calcul en tant que langage de programmation. Il reste & définir une in-
terprétation des A-expressicns en tant que traductions de programmes. Toute
interprétation fondde uniquemrent sur 1'interconvertibilité est trop fine. En
effet, des expressions non interconvertibles ( c'est & dire qui ne se réduisent
pas & une méme expression ) peuvent avoir un comportement identique dans tout
contexte { voir l'exemple précédent ). C'est le rdle d'une interprétation
"adéquate" que d'identifier de tels éléments ; nous voulons donc, obtenir en
premier lieu, ure interprétation raisonnakble des Ai-expressions en tant qu'images
de programmes. D'autre part, toute -i-expression n'est qu'une variable, une
fonbtion ou une application d'une fonction & un arqument. Le demaine d'interpré-
tation intuitif est donc un espace‘anctionnel. On bute, 13, sur un des maux dont
a souffert longtemps le A-calcul : l'absence de tout modéle fonctionnel. La '
difficulté tenait au fait que toute expression peut &tre considérée comme dési-
gnant & la fois une fonction et un objet ; il fallait donc imaginer un domaine D
isomorphe & 1l'ensenble des fonctions de D dans D ! Scott [16] proposa une théorie
générale de la calculabilité qui lui permit (17] de d&finir um tel domaine, en
restreignant les fonctions envisagées aux fonctions continues pour une certaine
topologie. Wadsworth [21] a montré que cette interprétation é&tait adéquate.

Dans le chapitre I de cette thése, nous rappelerons la syntare des
r-expressions, en définissant, & la sulte de Wadsworth [21], les formes normales
d gauche.

Dans le chapftre II, nous construirons un domaine d'interprétation des

A-expressions purement algébrique et analogue 3 celui décrit par Mwat [14] et
Vurllemin [20] pour le cas des schémas de programmes récursifs. L'approche est

similaire 3 celle de P. Weleh.







Variables libres - Variables liges :

Une méme variable x peut avoir plusieurs occurrences dans une expres?-
sion . Pour une occurrence donnée de x dans e, considérons le contexte C [ ]
formé par 1'expression e dans laguelle nous remplagons Gette occurrence de x
par [ 1. Nous avons donc € = C [x] et nous dirons que cette occurrence de x
est une occurrence liée de x dans e, s'il existe deux contextes C' [ J et C" [ 2
tels que : C [ ] =C' [A%.C" [ 1]. Toute occurrence de X qui n'est pas une

occurrence. 1ige est appelée oceurrence libre de x dans e.

Une variable qui a des occurrences liées est une variable lide. Une

variable qui a des occurrences libres est une variable libre. Remarquons que
dans une méme expression une variable peut &tre i la fois libre et life. De

plus les variables liées d'une expression sont celles qui suivent immédiatement
un ) dans cette expression. Les ensembles VARLIB (e) et VARLIE (¢), des variables

libres et liées d'une \-expression e,sont exactement définis récursivement de la

maniére suivante :

VARLIE (x) =@
VARLIE ( ee' ) = VARLIE (¢) u VARLIE ( e' )
VARLIE ( AxX.e )= VARLIE {g) u {x}

VARLIE (x) = {x}
VARLIB ( ge' ) = VARLIB (g) u VARLIB { ¢' )

VARLIB ( AX.e )= VARLIB () = {x}

Substitution

Pour deux expressions M et N, et une variable x, la substitution de x

par N dans M, notée M [®\N1, est définie par :

® [x\N], = N

y [x\NI =y (x#v)
(e’ ) [x\N] = (e [#\N] ¢' [x\N1 )
( Ax.e ) [x\N1 = ix.e

i

( Ay.e )} [x\NJ rz.ely\z1[=x\N] (x#Zy) oliz
est la variable définie par :

1) six¢ VARLIB (e) ouyg¢ VARLIB (N), z=y




2} sinocn 2z est la premifre variable dans la liste V1rVor cee
telle que : z ¢ VARLIB (eg) u VARLIB (N)

Autrement dit, M [x\N] est 1'expression cbtenue en substituant toutes

les occurrences libres de x dans M par 1'expression N,

Conversions :

o — conversion ! toute sous—expression de la forme ix.e peut &tre

remplacée par Av.e [x\yl si yv ¢ VARLIB (e).

B = conversion . toute sous-expression de la forme ( Ax.M )N

peut &tre remplacée par M (x\N]

n — conversion ! toute sous—expression de la forme Ax.Mx peut &tre

remplacée par M si x ¢ VARLIR (M)

Toute sous—expression de la forme ix.e , ( Ax.M )N , ix.Mx ( si x ¢ VARLIB(M))

est appelée un radicagl. Nous avons donc des o~radicaux, R-radicaux, n-radicaux.

Par la suite, nous ne considérerons que o et g comversions. Intuitivement,

a—-conversion veut dire renammage des variables muettes que sont les variables

-

liges et g-conversion signifie l'application d'une abstraction & un argument.

Notations :

1) e » ¢' signifie que ¢ donne ' par application d'une ré&gle de conversion
d un radical R de e.

2) ¢ Bev a 1e méme sens que précédemment mais parmet de préciser le radical R
sur lequel la conversion a eu lieu ( Ians une méme expression, il peut

y avoir, bien slir, plusieurs radicaux ).

3) € T e' ou e E e' précise le type de la conversion effectuée.

§*

4) ¢ » ¢' gignifie que e' s'obtient de e par un narbre ( éventuellement nul )
de conversions. Nous dirons encore qu'il y a une réduction de ¢ & ' ou que ¢

est dértvable de ¢.




Nous carbinons ces notations pour obtenir :

* * *® . Py
e' , ¢ > g , e g e' , € a+B ¢' dont les sens sont immEdiats.
]

Si ¢ % e' , nous dirons encore que ¢' s'obtient de ¢ par contraction
du radical R de €, le contracté de R dans e' &tant la sous-expression

correspondant 3 R dans .

Convention : Nous ignorons autant que possible par la suite les a-conversions
et chaque fois que nous parlerors de conversions ou réductions nous voudrons dire

g~conversions ou 3-réductions.

Forme normale :

Une expression qui ne contient aucun g-radical est en forme normale.

Une expression € a une forme normale s'il existe une expression n en forme

normale telle que : e > n
Descendants :

Supposons « % e! avec R = { Ax.M )N et considérons un autre radical de ¢,
S = ( Ay.P )Q. Les descendants ( "résidual" ) de S dans ¢' sont définis de la

maniére suivante :

1) i R et S sont deux expressions qui ne se recouvrent pas, la réduction
de £ 3 ¢' ne touche pas 3 S. Et dans e’ on retrouve la méme expression

( Av.P }Q qui est le descendant ( unique )} de S dans ¢'.

2) S8i & contient strictement R :

a) P contient R. Dans ', apxr@s contraction de R, nous retrouvons une
sous—expression P' corresporndant & P. Et { (x.P )Q se transforme en

( xax.P' )Q, descendant ( unique ) de S dans ',

b) Q contient R. Aprds contraction de R, Q se transforme en Q',
sous-expression de €', et ( Ax.P )Q se transforme en ( x.P )Q',

descendant { unique ) de S dans <'.

3) 8i S =R, S n'a aucun descendant dans ¢'.




4) Si R contient strictement S :

a) M contient S. Dans &', { Ax.M )N a &été remplacé par M [x\N]
et les occurrences libres de x dans S, sous—expression de M, ont
&té remplacées par N pour donner une sous-expression (( Ay.P YQ) [x\N],
sous-expression de M[x\N] , descendant ( unique ) de S dans e'.

L) N contient S. Dans &', ( Ax.M )N a &té remplacé par MEx\N1]
sous-expression de N, se retrouve autant de fois ( &ventuellement mul )
que N remplace x dans ML[x\N1 . Toutes ces occurrences de S, dans M[x\N]
et donc dans ¢', sont les descendants de S dans e'.

Si e % e’ , nous appelerons pére d'un radical & dans ', le radical de ¢
dont 8 est un descendant. Si e % ¢',les descendants d'un radical § de e, dans ¢',
sont obtenus par fermeture de la définition précédente de descendant. sies e',
1'anedtre dans ¢ d'un radical S de ' est le radical de ¢ dont S est un descendant.

Remarquons que pére et ancétre ne sont pas toujours définis.
Nous dirons que dans une expression e, une sous-expression R est d gauche

d'une autre sous—expression S de e si :

1) R et S sont deux sous—expressions disjointes et R est a gauche de S;

2) R contient S.

Remarquons que dans ces deux cas le bord a gauche de la sous-expression R

est 3 gauche de celui de S.
Remrrquons aussi que si R et S sont deux radicaux et si R est d gauche de 8
et si ¢ E e', Rn'a qu'un seul descendant dans e'.

Théoréme de Church-Rosser

PP, : * * . . P *
Théoréme : Si ¢ ~ e' et e~ e" il existe n tel que : e' S nete" .

Une démonstration de ce théoréme figure dans [4 ]: Curry [ #] le montre dans
les hypotéses encore plus générales. Nous n'utiliserons par la suite que cette

formulation restreinte, qui ne fait intervenir que o et g conversions.

Corollaire immédiat : Si ¢ a une forme normale, cette forme normale est unique

~ . =
a des g-conversions pres.




Théoréme de standardisation :

R R R
Définition : On dit qu'une réduction e = €0 23 elwg cen 2B € est une (§-)
réduction standard si,pour tout i ( 1<isn-1 }, le contracté de Ri dans €4 est &

gauche de Ri+1‘ De £0 a cy grossiérement parlant, on contracte les radicaux de

la gauche vers la droite, en fait surtout de 1'extérieur vers 1'intérieur.

s -~ & - 3 * k] [] - 0]
Théoréme de standardisationm : 81 e =+ ¢', il existe une réduction standard

de ¢ 3 ¢'.

Une démonstration existe dans Curry [ #J.

Corollaire immédiat ; Si ¢ a une forme normale, la ré&duction rnormale { consistant

a contracter systématiquement le radical le plus & gauche ) atteint la forme

normale.







CEAPTIRE I

SYNTAXE

Nous allons nous définir un A-Q calcul, c'est i dire un A-calcul
€tendu par une constante et introduire quelques notions syntaxicues,
dues 3 Wadsworth [21] et Barendregt [4 1, qui seront fordamentales par

la suite.

1 — Le A-02 calcul : définition

1.1, Définitiog H

Nous étendons le langage A des \-expressions par une constante Q.

Autrement dit, nous considérons 1'ensemble T des A-fl-expressions,camme

étant le plus petit ensemble contenant :

(1) X si Xe Vu {0}
(2) g ¢! si g,e' € A52
(3 A X . o€ si Xe Vetece AQ

pour un alphabet V, infini dénambrable, de variables., La constante Q ne

peut &tre liée. Et dorénavant nous ne considérerons plus que des i-0- expres

sions

et nous &crirons A & la place de AQ, confondant \-expressions et A=~ expressions,

tant qu'il n'y aura pas d'ambiquités.

La longueur d'une expression e,|l ¢ ||,est définie récursivement de la

maniére suivante :

(i) Il x 1] =0 si xe Vuln}
i) flee [I=1flell+]le []+1
(1ii) |l ax.e |l =1le || +1 sixeV

pour tcutes expressions e,g'.







1.2, Autre définition :

Soit A' le plus petit sous-ensemble de A contenant :
U axx, .. XpeXE1€y +ee€) Si mn0 et x, ¢V,

x e Vu{Q}l et ey € A' pour l<ism et I<js<n
2" J\xlxz S ({ A X.M) N €1€9 sos & si m,nz0 et

X, € V, Xe V et M,N;ej ¢ A' pour 1l<ism et l1<jsn

Les expressions de la forme (1') sont dites &tre en forme normale

d gaucke ( "head normal form" ) ou f N.g. en abrégé. Les expressions de

la forme (2'} ne sont pas en f.n.g. Elles contiemnent un radical de téte

( "head redex" ) ( Ax.M )N. Remarquons que dans les expressions de la premiére

forme, la variable de téte,x, peut &tre libre ou liée ou Btre la constante Q.

Remarque 1.2, : A = A',

Preuve : 1) A' < A car A' est un sous-ensemble de A par d&finition, les
régles de formation de A' ne contenant que des applications et

abstractions 3 partir des variables de V et la constante Q.

2) A c A'. Intuitivement, toute expression de A se développe d'abord
par application exhaustive de la régle (3}, puis par la r&gle (2),
finissant soit sur une variable ou , soit sur une abstraction.
Plus rigoureusement, définissons Ay sws—ensémble de A, tel que :

x si x e Vinl

A 1 contient I
g g si g,e' € A

Considérons les deux sous—enserbles L et Lys minimaux, de A tels que :

£ si e, e L
I contient ’ 1 1 1
AXeE si ee L, xXe V
et X si x e Vu{q}
L1 contient £ € si € € Ll, gee L

( XM )N si MNeL et xe V
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Montrons que A c L et Al = Ll' Soit £ une expression cuelcondue,
par récurrence sur || ¢ |], montrens que :

ce A= celL et ec¢ Al=>eeLl.
€as de base : [[ ¢ || = 0. Alors e =x¢ Vu{a} etdonc eec Aetee A

Mais aussi X ¢ Ll' doncxe L et e L et ee¢ Li.

Cas général : || ¢ 1| > 0.

a) si ee Ay, came [] e || >0, ¢ estde la forme :
e = ege; OO ep,eq € A, Par définition de la longueur, || ey [| <[] e || et,
par hypothése de récurrence, came e, € A , e; ¢ L. D'autre part, eg € Ae

Troils cas se présentent donc :

1) g = X e V u{Q}. Donc £g € Ll et €=EOEl€L.

2) €9 = €9€4 oii €os€q € A, Donc €y € Ay et, comme [ € ||< || e ||, par
hypothése de récurrence, €y € Ll et done €g8y T E € L.

3) g = Ax M o Me A. Comme || M [I < || e ||, par hypoth&se de récur-
rence, M e L. et donc { Ax.M )e] = ¢ ¢ L.

b) si e A, dans le cas ol £ ¢ i\l, nous venons de montrer que e ¢ Ll' Comme
Ll cL, ee€ L. 81 ee A, et s1 € n'est pas un €lément de Al, nous avens
donc £ de la forme : e = Ax.dolixe Vete'e Ao Came || e’ || < |] ¢ |],

par hypothése de récurrence e' ¢ L et e =ix.e'e L

Considérons, & présent, les sous-ensarbles minimaux, L' et L' 17 de A

générés par les régles suivantes :

' 3 : ? .
L' contient M{lx2 sen Xm'El si Xj ¢ v, £q el 17 1<ism
, ) ’
l . Xe €, see Ep sl xeV u{ql , ej € L
L 1 contient
{ Ax.M }N E1En see €l si X e Vet MN, ey € !

pour 1<jsn . m et n &tant positifs ou nul, quelconques.




I1 est clair que L = L' et Ll = L‘l, et que L' = A'. Nous avons

donce AcL=L'=A'".Donc AcA'. [

Nous venons donc de montrer que les deux définitions par les régles
(1),(2},(3} et (1'),(2") du langage des A-f-expressions sont identicues.
Par la suite, nous utiliserons surtout la deuxiéme définition et nous nous

servirons, donc, abordamment de la notion de forme normale 3 gauche.

2 - Quelques propriétés des formes normales 3 gauche :

2.1, Définition :

Une A-expression e est dite quoir une forme normale & gouche ( en abrégé

. . N *
avoir une f.n.g. ) s'il existe n tel que ¢ + n et n est en f.n.qg..

Remarquons gque e peut ne pas étre en f.n.g..

2.2, Equivalence sur les f.n.g.

Nous dirons que deux f.n.g. t et t' sont équivalentes ou ont la méme
téte, si et seulement si :
t = lxlxz s Xoe X E1€p ver €y
— || '
t = )\ylyz ‘o Ym' YE E 5 een € n

et par un renommage des X et Y; o il existe u et u' tels que :

*

t“-a-u = )\2122 e zm.z nln2 see Ny

£'% w0 = Az .z Z .zn', n' o
“ 1 2 LI N ] m. 1 2 LB BN ) nl

Nous &crirons t o t' , pour "t équivalent & t'". Et, fiddles 3 notre

.

& notre convention d'ignorer les a—conversions, nous aurcns :

t = lxlx?, PP Xm.xelez En

t~t'<et

| - H 1 1
t'= }\xlx? ‘e xm.x ETJE o =o€ n

Remarquons qu'il est clair que ~ est bien une relation d'éguivalence.
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2.3. Proposition :

Sielt et £ 5 t' et si t et t' sont deux f.n.g, alors t ~ t'.( Wadsworth )

Preuve : Irmédiate par application du théor2me de Church-Rosser. Si e 5t et

e 5 t', d'aprds ce théoréme, il existe u tel que t Suett' 3.

Came t est-en f.nig. , t ~ u. En effet, si t = J\xlx2 ces K oXE1€s wns Ep |
la réduction de t & u ne peut contracter que des radicaux internes au €4

—_— - T
et donc u = Axlx2 see XXMMy wee Mo De méme, came t' est en f.n.q.,

t' ~ u., Donc par transitivité, t ~ t'. [

2.4, Proposition :

Si £ a une f.n.g., il existe une £.n.q., tg dérivable de ¢ telle que pour

toute expressicon t en £.n.g9., telle que ¢ 5t

Preuve : Soit

R R R
e = £, 3 = mg €y 7w -3 e, = e' une réduction standard et supposons ¢

non en £.n.g. et Rl différent du radical de t&te de e. { Ri est le radical

contracté permettant de passer de €41 é.ei ). Montrons que e' ne peut &tre
alors en f.n.g..

En effet, camme R1 n'est pas le radical de téte T de egr T est forcé-

ment d gauche de R, et il existe donc un descendant unique de T, soit T',

1
dans €, De plus, T' est le radical de té&te de ;- Et comme la réduction est

standaxd, le contracté de R1 dans el est & gauche de R2, c'est 3 dire T' est

a gauche de R,. Donc €, n'est pas en f.n.g, R, est différent de T' radical .
R R
1’ et la réduction €y -3 €y aes -5 €= e’ est standard.

Cette réduction a donc une lonqueur n-1. Par récurrence donc, e' n'est pas

de téte de ¢

en f.n.g. Le cas de base.de la réourrence ((n = 0 ) est ﬁnnédiat.

Supposons, a présent que ¢ 3¢ et t est en f.n.g. Le théoréme de
standardisation affirme qu'il existe une réduction standard de ¢ & t.
Soit ¢ = £ 5% N FE ...-?E e, =t cette réduction standard et t est en f.n.g?

donc nous venons de voir que R1 doit &tre le radical de gauche de €07
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sinon t ne peut &tre en f.n.g. De méme pour €1 see soit Ej' le premier

des £4 ( J minimum )} tel que Ej est en f.n.g. Posons tg = ej.On.a cbhteml

tg P d partir de Egs €D contractant systématiquement le radical de

téte. tg est donc indépendant de 1l'expression t, en f.n.g., considérée.

Et pour toute expression t, en f.n.g., dérivable de ¢, nous avons tg 5 t.0

Corollaire : 5i ¢ a une f.n.g., la réduction normale { contractant toujours le
radical le plus & gauche ) atteint une f.n.g. et cette f.n.g. est la f.n.g.
minimale" tg‘

Preuve : Contenue dans la preuve précédente. []

3 - Conclusion :

Les formes normales a gauche, que Wasdworth a introduites, ( encore
appelées termes solvables chez Barendregt ) ont un camportement identique aux
formes normales. Elles sont uniques, modulo la relation ~, et il existe un moyen
standard, la réduction normale, pour en obtenir une. Toutefois, il existe une
forme norrale d gauche, pour une expression domnée, qui est, en cuelque sorte,
minimale, c'est celle que 1'on obtient par la réduction normale ( ou réduction
du radical le plus & gauche ). Nous préciserons davantage, dans le chapitre
suivant, cet aspect minimal de cette f.n.g., en suivant Wadsworth et parlant
ainsi d'approximations d'une expression ét plus tard de la valeur chtenue par

une ré&duction.
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Chapitre II. S&mantique

Nous allons d&finir un sous-ensemble N des * - {i -expressions qui ont
une "information finie". Cet ensemble servira de base & un ensemble N,
domaine d'interprétation de toutes les X - Q - expressions. Nous

définirons une sémantique, c¢'est-i-dire une fonction de A dans N et nous

vérifierons que cette sémantique est "adequate", dans le sens de Milper [1{ 1.

1) N : ensemble des points d'information finie :

1.1, Approximation directe : (Wadsworth)

I.1.1. Définition :

Soit ¢ , une fonction de A dans A (¢:A > A), telle que, pour tout
e de A, ¢(c) est 1l'expression obtenue en remplagant tous les radicaux
de ¢ par A et en appliquant, autant que possible, les deux w-régles
sulvantes :

{1) toute sous-expression de la forme ¢ est remplacée par .

(2) toute sous-expression de la forme AX.(Q est remplacée par £

$(e) est 1l'approximation directe de €. Par la suite, nous omettrons

parfois des parenthdses, désignant par ¢g, en fait ¢{(e). Une remarque plus
impor tante est que cette dé&finition de ¢ a bien un sens. En effet, si Y(e)
désigne l'expression obtenue en remplagant tous les radicaux de e par 0,
En fait, seuls les radicaux les plus externes sont remplacés. De Y(e) &
#(c), il faut appliquer exhaustivement les deux w-r&gles. Remarquons, donc,

-

que : 1) ce processus se termine, cat les deux w-régles diminuent 3 chaque
application la longueur de l'expression ; 2) le ré&sultat obtenu, aprés
applications successives de ces r&gles, est indépendant de 1l'ordre dans
lequel elles ont &té appliquées et ce résultat est, donc, unique et ¢ est

bien une fonction (univoque). (Les deux w-ré&gles ont une propriété

"Chur ch~Rosser').
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1.1.2, Propriétés de 1'approximation directe :

1.1.2.!. Proposition :

8i € est une f.n.g. de variable de t&te différente de 2, soit :

£ = &xixz...xm.xsisz...an (x # Q)

alors

It

de lxlxz...xm.x(¢el)(¢52)...(¢€n)

Démonstration :

Immédiate d'aprés la définition de ¢. []

1.1.2.2. ProEosition :

Les deux clauses suivantes sont &quivalentes :
(a) ¢e = Q

(b) ¢ n'est pas en f.n.g. ou £ est une f.n.g de variable de t8te 0.
g

Démonstration : Immédiate aussi.

(b) => (a). Si ¢ n'est pas en f.n.g, alors ¢ est de la forme :
£ = Ax]xz...Xﬁ.(kx.M)Nsisz...En et
P(e) = kx]xz...xm.ﬂ(wef)(wsz)...(wsn) et par application des w-régles,
d'abord de type (1) pour &liminer les (wei),.puis de type (2) pour &liminer
les A, on obtient ¢e = Q. Sinon, si € est en f.n.g. de variable de t3te £,
g = lexz...xm.ﬂalsz...en
et

ve = lxlxz...xm.ﬂ(wel)(wsz)--a(wﬁn)

d'oll $e=R - pour les mBmes raisons que précédemment.
(a) => (b). Si e = Q, € ne peut Btre en f.n.,g de variable de t&te
distincte de @, car, alors, d'aprés 1.1.2.1., on aurait
€ = Axlxz...xm.xelez...sn (x # )
et g = Ax]xz...xm.x(¢sl)(¢52)...(¢sn)
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Donc ¢e # @ et € ne peut &tre que dans 1'une des deux formes restantes,
4 savoir en f.n.g avec { comme variable de t@te ou non en f.n.g., [
1.1.2,3, Proposition :
Si ¢e # 0, ¢ est en f£.n.g avec une variable de t&te distincte de Q.

Démonstration :

Corollaire de 1a proposition précédente. [J

1.1.3. Conclusion :

Nous avons utilisé une dé&finition de 1'approximation directe, qui
est une trés légére extension de celle de Wad swor th, puisque nous consi-
dérons un A-0=-calcul. Et nous retrouvons, bien sir, les mémes propriétés.
Sous la constante §, il faut naturellement comprendre une valeur indéfinie.
Et ¢(e) représente 1'information qu'a une expression e, tant que ses
radicaux n'ont pas &té !'calculés". Les deux w-régles signifient (1) que
"indéfini" appliqué i une expression ¢ donne "indéfini", (2) que la
fonction qui donne la valeur "indéfinie" quelque soit la valeur de
1'argument est confondu avec "ind&fini". On s'attend donc i gagner de
1'information, au fur et i mesure que 1'on fait des conversions sur une

expression g. Mais, auparavant nous nous intéresserons i la structure de

1'ensemble image, ¢(A), par ¢ de A.




e

1.2. Définition et structure de N,

i.2.1. Définition :[TT = ¢(ﬂ)L Autrement dit, nous désignons par N

l'ensemble image par la fonction ¢ d'approximation directe du langage
des A-fl-expressions.
Remarquens que N est un sous-ensemble de Ay car ¢ est de type

A-)-A'

1.2.2. Proposition : Soit N ' le plus petit sous ensemble de A

_contenant :

(1 «

(2) Kx]xz...xm.xalaz...an sim, n2 0 et X;y x € Vet ay e N

pour 1£i<m, 1<j<n,

Alors N = N',

Démonstration : 1) N < M, Qu encore sie ¢ A, alorsd(e) ¢ N'.

Montrons le par une induction sur la longueur de €, qui peut avoir deux
formes (voir I.1.2.) :
Cas 1 : ¢ n'est pas en £f.n.g.D'aprés 1.1.2.2., $(&) =8. Et donc

$(c) est dans N',

Cas 2 : € est en f.n.g. Soit :

€

kx]xz...xm.xsjsz...En

ou e = ).x}xz...xm.ﬁel€2...6n.

Dans ce dernier cas ¢(g) =0 et ¢(€) ¢ N'. Sinon :

$(e) = Axlxz...xm.x(¢81)(¢€2)...(¢€n)
d'aprés 1.1.2.1., et comme la longueur de Ei(lsisn) est plus petite que
celle de e. Par hypothése d'induction, nous savons que ¢(€i) e N', donc
¢(e) ¢ N'. La cas de base de 1'induction &tant le cas 2 oii n = 0,
démontré par la méme occasion.

2) N' ¢ N. Preuve immédiate 8galement, Soit a un &lément N',

montrons par induction sur la longueur de a, qu'il existe € dans & tel que
g y 4 q

¢ (e) = a.
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0. On a $((Ax.x)x) = Q.

Cas 1 : a

. _ - ' , .
Cas 2 : a lxlxz...xm.xalaz...an. Par hypoth&se d'induction, il

existe des £ss dans A, tels que ¢(ei) = a,, Et donc si

i
€= AX X,....X .XE,¢& LB on a :
172 ™ 172°"""n ?

¢{e) Kx!xz...xm.x(¢sl)(¢52)...(¢€n) (par 1.1.2.1.)

fi

- | L .
Axlxz...xm.xa]az...an (hypothése d'induction)

= a .

N peut donc 8tre considéré comme 1'ensemble des w ~8—formes normales,

En effet, toute expression de N ne contient aucune sous—expression qui n'est
un radical=g, de la forme (Ax.M)N, ni un radical=-w s de la forme Ax.8 ou

fle , sur laquelle une B-conversion ou une des deux w-~régles peut &tre
appliquée.

Nous avons consid&r& dans la démonstration précédente deux types de
longueurs : 1) la longueur d'une expression dé&finie en I. 2) la longueur
sur le sous-ensemble des approximants que nous dé&finirons d'une manidre
légérement différentes. En effet pour a e N, [lalt, la longueur de a,
sera définie par :

Hall =0

nm 3

Ilhxlx +esX_L.Xa az...anfl =1+

H«

Nous avons introduit, bien sir, une ambiguité entre la longueur sur A
et la longueur sur N, notée dans les deux cas de la méme maniére, mais par
la suite 1'utilisation de l'une ou 1'autre des longueurs sera bien claire

selon le contexte.

1.2.3, Ordre sur N: Si a et b sont deux &léments de N, nous dirons que

a < b si et seulement si b peut s'obtenir de a par la substitution de

certains { de a par certaines expressions de N.
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Plus précisément :

a=
a < b <=> ou
a= ix veeX XA Ba4..d
172 m 172° n

et
b = Ax]xz...xh.xblbz...bn

et a; < bi pour I<is<n,

Souvenons nous que nous ignorons les a-conversions. Cette définition
de l'ordre est purement syntaxique et ne fait appel & aucune interprétation.
Nous nous &loignons donc de 1'ordre considéré par Wadsworth [ ]. D'autre

part, il est clair que < est bien un ordre.

1.2.4. Structure de N :

1.2,4,1, Lemme : si a <b et a #, oi a, b ¢ N, alors a =~ b,

Démonstration : immédiate. En effet, d'aprés la définition précédente de

1l'ordre, comme a # Q :

a AX X, 0ok XA .8,,..2
2 m 2 n

1 i

]

et b Ax x2"'xm'Xblb2"'bn

!

Donc a = b (cf : définition de = en I). []

1.2.4.2. Proposition : N a une structure d'inf-treillis, ou plus
exactement
1) i1 existe un &lément minimum
2) toute paire d'éléments a et b de N posséde un plus grand

minorant commun, Min(a,b), défini de la maniire suivante
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s8ia=0oubienb=0 oua¥hb

Ax1x2...xm.x(Min(al,bl))...(Min(an,bn))

Min(a,b) =
st a=b eta-= }\x]xz...xm.xa]az...an
et b = Ax]xz... m.xblbz...bn
Démonstration : 1) Elément minimum.Q < a pour tout a de N,

2) Plus grand minorant commun.
a) Min(a,b) < a. Démonstration par récurrence sur la taille de Min(a,b).

Cas de base : Min(a,b)

t < a, pour tout a de N.

Cas général : Min(a,b) = Axlxz...xp.xmlmz...mq. Par définition de la

fonction Min, nous savons qu'alors :

a= A% X,...X .Xa.a

T R e Rl R

b AX,X ...xp.xb b b

172 172" ""q
et m, = Min(ai,bi).pour tout 1 1<i<q. La longueur des m, est plus petite
que celle de Min(a,b) et donc par hypothése d'induction :
m, = Min(ai,bi) < a, .
D'od par définition de 1l'ordre sur N, Min(a,B) < a.
b) Min{a,b) = Min(b,2) < b, la fonction Min &tant bien slir symétriqie.
¢) si a,b,ec ¢ N, montrons
c<a et e <b =>¢ < Min(a,b), par une induction sur la longueur

de ¢.

Cas de base : ¢ 2. Immédiat car 2 <Min(a,b).

Cas général : ¢ AX X,...X_.XC,C

...c . Par définition de 1'ordre
172 n

nous savoens que 3

a = Axlxz...xm.xalaz...an

b Axrxz... m'Xble"'bn
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avec ¢, < a, et c. < bi pour tout i, 1<isn. La longueur de s est plus
1
petite que celle de c, et par hypoth&se d'induction :
e < Mln(ai,bi)
Par d&finition de 1'ordre,
c < lxlxz...xm.x(Mln(a],bI))...(Mln(an,bn))
= Min(a,b) (par dé&finition de Min). 0O

1.2.4.3, Proposition : Toute paire d'éléments a et b, de N, ayant au
moins un majorant commun a un plus petit majorant commun, Max(a,b),

défini par :

asib= @
bsia= @
Max(a,b) =
kx]xz...xm.x(Max(a],bl))...(Max(an,bn))
81 a b et g = lexz...xm.xalaz...an
et b = ?\xlxz...xm.xb]bz...bn

Démonstration :

a) Max est une fonction totale sur toute paire a,b d'éléments,
ayant un majorant commun c. Montrons le, par récurrence sur la longueur de c.

Cas de base : ¢ = @, Alors a =b = Q <c = Q, Et Max(a,b) = Q.

Axlxz...xm.xclcz...cn. Sla=0Roub =0, Max(a,b) est

défini. Supposons a # @ et b # Q. D'aprds 1,2,4.1., comme a < ¢ et b < c,

Cas général : c

nous avons a = b =~ ¢, Soit

It

a AX . XyoesX .Xa . A,....4
2 m n

1 172

kxlxz... m’Xbin"'bn

[

b

et, a; < c, et bi < ¢; pour I<isn. Par hypothése de récurrence, comme la
longueur de c, est plus petite que celle de c, Max(ai,bi) est défini et
donc

Max{a,b) = Axlxz...xm.x(Max(ai,bl))...(Max(an,bn)) est défini,
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b) a < Max(a,b). Preuve par récurrence sur la longueur de a.
Cas de base : a = & < b = Max(2,b) = Max(a,b)
Cas général : a = Kxixz...xm.xa]az...an.

Si b = Q, alors a < a = Max(a,) = Max(a,b). Sinon, comme il existe.

c tel que 1 a <¢, b < ¢, on sait que a = b = ¢ et
h = lxlxz... m'Xbin"'bn

De plus

Max(a,b) = Axlxz...xm.x(Max(aI,bi))...(Max(an,bn)) par définition
de Max. La longueur de a., pour 1<isn, est plus petite que celle de a, et
par récurrence, on a, par hypoth&se :

a; < Max(ai,bi)

d'oil a < Max(a,b).

¢} b < Max(b,a) = Max(a,b), car Max est symétrique.
d) si a,b,c ¢ N, montrons
a <cetb <ec =>Max(a,b) < c, par une récurrence sur la longueur de c.
Cas de base : ¢ = 2, Alors a = b = Max(a,b) = Q< = ¢.
Cas général : c = lxlxz...xm.xclcz...cn.
§i a = Q, Max(a,b) = Max(Q,b) = b < c. De méme, si b = . Sinom,
si a et b sont tous les deux distincts de 2, ona :t a b = ¢ et donc :
a = Ax x2...xm.xa az...an

1 i
b

]

lxlxz...

m'Xble"'bn
et
Max(a,b) = lxlxz...xm.x(Max(al,bI))...(Max(an,bn))
De plus a < c et b < ¢, c'est~3-dire a; <c; et bi < ¢, pour 1€i<n, Par

hypothése, comme la iongueur de ¢; est plus petite que celle de ¢, on a :
Max(ai,bi) < e
d'otli, par définition de 1'ordre,

Max(a,b) < C. D
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1.2.5, Conclusion : Nous avons isolé, dans l'ensemble des A-Q-expressions,
un sous~ensemble N qui a presque une structure de treillis. L'ordre, dont
nous avons muni N, suivant 1'approche de Nivat [44], est purement syntaxique.
Cet ordre est analogue i celui considér&, pour le cas des programmes
récursifs, par Courcelle~Kahn, Vuillemin [ 5§ ], Courcelle-Vuillemin [ 4 ].
L'ensemble N va nous permettre de définir le "degré d'information" que
contient une A-Q-expression. Pour ce faire, nous parlerons donc
d'approximants d'une A-Q~expression, en adoptant la méme dé&finition que

Wadsworth £247.

1.3, Treillis des approximants d'une expression

1.3.1. Définition : nous appellerons ensemble des approximants d'une

A-fl~expression €, 1'ensemble des approximations directes des expressions
dérivables par f-réduction de e. Nous noterons A(e) cet ensemble,

Autrement dit :
*
ACe) = {¢n | & > n}
Un élément de A(c) est un approximant de e¢. Et, comme ¢ : AN,
nous savons que, pour toute A-{- expression e, A(e) c N.

Notation : nous noterons D(e), l'ensemble des expressions dérivables

par f-réduction de € :

D(e)y = {n | e3n}

Nous avons donc la relation suivante :

A(e) = 9 (D(¢))

1.3.2, Proposition :

e »e' => g < pe!

Autrement dit, on ne peut qu'augmenter 1'information par 8~-r&duction.




T

Démonstration : immédiate par une récurrence sur la longueur de ¢g.

Cas de base : ¢e = Q. Alors, pour tout e'y ona : ¢e < ¢e'. En
. . * .
particulier pour &' tel que ¢ - &',
énér : = AX X, ...X . +..a_. D'aprés la proposition
Cas general ¢e ‘XI 9 X xala2 0 ap prop t1

1.1.2.3,

£ = J\XIXZ...Xm.XEI Ezo-ign (X # Q)

et ¢e, = a, pour l<is<p,
i i
» * ’ 3 . . [ .
81 ¢ »+ €', ceci signifie :
' = Ax. X%....X .xe'e'...eé

172 jul 172

* - ’ -~ -~
et e > ei pour I<is<n, les conversions de € i &' ne pouvant &tre
qu'internes aux £ Or la longueur de ¢si est plus petite que celle de ¢¢,
et par hypothése de récurrence, nous avons ¢ei < ¢e£. Par définition
de l'ordre sur N,
e < A ceeX_ ! b IR '
¢ X Xgee ok ox(0e)) (). (9e))

et comme x # {, d'aprés 1.1.2.1.

pe' = Axlxz...xm.x(¢€;)(¢sé)...(¢€é)

d'oli : ¢e < ¢e ', []

1.3.3. Proposition : Les deux clauses suivantes sont équivalentes pour

toute expression

(a) A(e) ={}

(b) € n'a pas de f.n.g. ou ¢ a une f.n.g. de variable de t&te .
g

Démonstration : (a) =» (b). Si A(e) = {q} » pour toute expression n

dérivable de e par B-r&duction, on a ¢n = 9. D'aprés la proposition 1.1.2,2.,
n n'est pas en f.n.g. ou n est une f.n.g. de variable de t8te Q. Donc toute
expression n, dérivable de ¢, a 1'une de ces deux formes. Donc ¢ n'a pas de

f.n.g. ou £ a une f.n.g. de variable de t3te Q.
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(b) => (a). Remarquons que les deux alternatives de (b) s'excluent
mutuellement, une expression ne pouvant i la fois ne pas avoir de f.n.g.
et avoir une f.n.g. Si £ n'a pas de f.n.g., pour tout n dérivable de ¢,
n n'est pas en f.n.g. et d'aprés 1.1.2.2., ¢n = Q. Donc A(e) = {n}. Si e
a une f.n.g., t, de variable de t8te Q, c'est-d-dire :

t = Ax]xz...xm.ﬂalez...en

Soit n dérivable par B-réduction de ¢. Si n n'est pas en f.n.g.,
¢n =0 (d'aprés 1.1.2.2.). Si n est en f.n.g.,n =~ t (d'aprés I.1.3.3.) et
done n s'Becrit sous la forme :
n = lxlxz...xm.ﬂnlnz...nn
n a donc { comme variable de t8te et ¢n = Q (voir 1.1.2.2.). Toute expression

n , dérivable de e, est donc telle que ¢n=0 . Autrement dit : A (¢) = {Q}. [}

1.3.4, Proposition : Soit ¢ une expression., Si A(e), ensemble des
approximants de e, contient des El&ments différents de 0, alors il existe

un plus petit &€lément différent de § dans A(g).

Démonstration : Si a ¢ A(e) et a # 0, d'aprés la proposition 1.1.2.3.,

on sait que a = ¢(n), pour une expression n en f.n.g..Comme a ¢ A(e),
n e D(e) et, par la proposition I.1.3.5., il existe une f.n.g. té’

dérivable de e, telle que :

*

g >0

Par 1.3.5., nous avons : ¢(tg) < ¢n. Et comme ty € Die),0(tg) ¢ Ale). [J

1.3.5. Proposition : Si ¢ a une f.n.g. t, de variable de téte différente
de ¢, soit :

t o= Axixz...xm.xelez...sn {(x # Q)

it a. un approximant d ., (1=izn alors KoveoX +XA 8rves
So i PP e e, ( ), alq Axl prreX+X8,8),..3  est un

approximant de e.
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- L] - 1] *
Démonstration : Immédiate, On a : ¢ > t et :

t = Ax}xz...xm.xelez...en

81 a; € A(ei), il existe donc, par la dé&finition de la notion
d'approximant, une expression n; telle que :

*

, = . , * .. Or :
al ¢nl et el nl On a donc

3
t XIXZ...Xm.XnInznonT]n

et, si on appelle u cette dernidre expression :

iti X
|4 = h. SR . s
u X 2 Xm Xn]nz n

1 n

Donc u e D(e) et, par 1.1.2.1., comme x # Q :

$u Axlxz...xm.x(¢nl)(¢n2)...(¢nn)

= lexz...xm.xa]az...an
puisque a; = ¢n;. Comme du ¢ A(e), on a donc

AX X,....X .Xa,a

v A(g).
172 m 19278, € (e) [

1,3.6, Proposition : Pour toute expression & et pour toute paire d'expressions
n et n', dérivables de e, il existe une expression f, dérivable de gy, telle

que

¢(2) = Min(¢(n),¢(n"))

* *
et telle que : ¢ *net ¢ - n'.

Démonstration : Utilisons une ré&currence sur la longueur de Min(én,oh').

Cas de base : Min(¢n,¢n') = Q. Trois cas se présentent, d'aprds la
définition de Min (voir 1.2.4.2.)

1) ¢n = Q. Comme n e D(e), on a ¢ 3 n et done ¢e < ¢n (d'aprés
1.3.2.). Done ¢e < @, car ¢n = Q et @ Etant 1'Elément minimum. de N,
e = 0. Or n' e D(e), c'est-i~dire : e 2 n'. Nous avoenc done

*

E+n ete d n' et ¢e =0 = Min(én,én'). Et ¢ joue le rBle du £

recherché&, dans ce cas.
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2) ¢nt = 2, Cas symétrique au précédent et nous avons donc la méme
démonstration.

3) ¢n #9n ', Nous supposons ¢n et ¢n' tous les deux distincts de @
pour exclure les deux cas précé&dents. D'aprés 1.1.2.3.,n et n' sont deux
f.n.g. de variable de téte différente de fi. Comme n et n' sont dérivables
de e, par I1.1,3.3., nous avons n * n' et, par application immédiate de
1.1.2.1., ¢n = ¢n'. Ce cas est donc impossible.

Cas général : Min(¢n,¢n') = Ax]xz...xp.xmlmz...mq. D'aprés la définition

de Min {voir 1.2.4.2.)

¢n = kxlxz...xp.xa]az...aq (x # @)
T
pn’ = lxlxz...xp.xb]bz...bq
et m, = Mln(ai,bi) pour 1<i<q

Nous avons done, par application de 1.1.2.3., n et n' de la forme :

n = )\xlxz...xp.xnlnz...nq {(x # )
o= e n . ' '-o- !
n | Axlxz. xp xNy M, nq
et a; = ¢ni, bi =¢ni pour 1<£i<q. De plus, par hypothése,n et n'

13 - - * .
sont deux expressions de W(e), c'est-d-dire : ¢ In eteln, D'aprés
I.2.4, , comme n et n' sont deux f.n.g. dérivables d'une méme expression g,
nous connaissons l'existence d'une f.n.g. "minimale", tg’ dérivable elle

. * * * :
aussi de e, telle que : g > tg’ t +n et tg > n'. Par 1.2.3. , nous
avons également : tg = n=n', tg est done de 1la forme
t = Ax KpersX WXE Egunsk
P q

1 172
1

g
* * ' . H -
> n. et . —+ n; pour l<izq. Donc, ns et ng sont deux expresslons

De plus € i i

dérivables de e, et m, = Min(ai,bi) = Min(¢ni,¢n£) a une longueur plus
petite due celle de Min(én,$n'). Par hypothé&se de ré&currence, il existe

Ci dans D(ei) tel que

¢,

. N s
; M1n(¢ni,¢ni) m, pout I<igq.

+ %

*
t . . . = 1! pour tout i.
€ §1 nl, Cl nl p
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Appelons [ 1'expression :

z = Axlxz...xp.xglgz-..gq

* . * * *
Comme ei +—ci pour tout 1, 1<£iZg, tg -+~ {. Et comme & > tg,s - L.L est
donc un membre de D(e) et; puisque x # 0

br = Axlxz...xp-x(¢€1)(¢cz)...(¢cq) par 1.1.2.1.

= kxlxz...xp.xmlm2

Min{én,én').

..lm
q

* * 1 * * Y
De plus, comme L, *ng etz >m,ona L0 et z->n'. [

Corollaire :

et s

5i a et b sont deux approximants d'une expression &, Min(a,b) est
aussi un approximant de e. Autrement dit :
a,b € A(e) => Min(a,b) e A(g).

Démonstration : Par d&finition de A(e), A(e) = ¢(D(e)). Si a, b ¢ Ale),

i1l existe n et n' dans D{(e) tels que : ¢n = a et ¢n' =b. D'aprés la
proposition préc&dente, il existe £ dans D(e) tel que ¢z = Min(¢n,¢n') =
Min(a,b). Par définition de A(g), ¢z € A(e) et donc Min(a,b) e A(e). [
1.3.7. Proposition : A(e) est un sous-ensemble dirigé de N, c'est-d—dire,
pour tout couple a,b d'éléments de A(e), il existe un c dans A(e) tel que :

a <c et b < c.

Démonstration : Si a,b ¢ A(e), par définition de A(e), il existe n et n'

dérivables de e, tels que a = ¢n et b = ¢n'. Par application du théoréme de
* * g . . * 1 X
Church-Rosser, comme € ~n et ¢ + 1, 1l existe ¢ tel que :t n >z et n'> .
Par 1.3.2., on a done : ¢n < ¢ et ¢n' < ¢r ., Posons ¢ = ¢z. On a :
* .
a <cetb <c. D'autre part,c Sn3c¢ . Donc e D(e), clest-a-dire

c=¢z¢e Aled., O

1.3.8, Proposition : Max est une fonction totale de A(e) x A(e) dans N,
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Démonstration : Si a,b e A(e), par application de la proposition précédente,

il existe c dans A(e) tel que : a <c et b <c. a et b admettent donc un
majorant commun c¢ dans A(e), donc dans N. Max(a,b) est alors défini, comme

l'assure la partie (a) de la preuve de 1.2.4.3, ]

1.3.9. Proposition : 8i a et b sont deux approximants d'une expression ¢ ,

Max(a,b) est aussi un approximant de ¢, c'est-i-dire :

a,b e A(e) => Max(a,b) e A(¢)

Démonstration : Par récurrence sur la longueur de Max(a,b).

Las de base : Max(a,b) = 0, Par définition de Max (voir 1.2,4.3.),
a =h =, Et donc a = b = Max(a,b) = 9. Comme a,b ¢ A(e), Max(a,b)~e A(e).

Cas général : Max(a,b) = Axlxz...xp.xmlmz...mq. Trois cas se présentent :

It

1) b = Q. Par définition de Max, on a alors : a Max(a,b). Et donc,

comme a € A(e), Max(a,b) ¢ A(e).

2) a = Q. Cas symétrique du précédent.

..

3) a et b tous les deux distincts de Q et alors

a = kxlxz...xp.xaiaz...aq

b = lxlxz...xp.xblbz...bq

Max(ai,bi) pour 1<i<q. D'apré&s la proposition 1.2.4,¢ a alors

®
rt
g

]

une f.n.g. minimale tg’ tg = lx]xz...xp.xelez...eq, et ai’bi € A(si) pour
I<i<q. D'autre part, la longueur de m, est plus petite due celle Max(a,b),
done par hypothise de récurrence, m, = Max(ai,bi) € A(Si) et par 1.3.5, :
hxlxz..,xp.xmlmz... q e A(e)

ou encore Max(a,b) ¢ A(e). O

1.3.10 : Proposition : Pour toute expression e, A(e), ensemble de ces
approximants, est un sous-treillis de Ns ensemble des expressions en

w-g-forme normale.
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Plus précisement :
1) A(e) contient un &lément minimum,ée.
2) toute paire d'éléments a,b de A(e) admet un plus grand commun minorant,
Min{a,b)
3) toute paire d'éléments a,b de Ak) admet un plus petit commun majorant

Max(a,b).

Démonstration : 1) Elément minimum. Soit a un &lément de A(g), il

existe donc un n dans D(e) tel que a = ¢n . Or et n et, donc,¢e < $n par
1.3.2, Comme e ¢ D(e), ¢c ¢ A(e) et e est donc bien 1'élément minimum
de A(e).

2) Plus grand commun minorant. Soient a,b deux &léments
de A(e). Nous savons (voir 1.3.6.) que Min(a,b) ¢ A{c). Comme A(e) est un
sous-ensemble de N, Min(a,b) est bien le plus grand commun minorant de
a et b dans A(g).

3) Plus petit commun majorant. Soient a,b deux &l&ments
de A(e). Max(a,b) ¢ A(e) (voir 1.3.9.) et comme A(c) est un sous—ensemble

de N, Max(a,b) est bien le plus petit commun majorant de a et b dans A(g). []

1.3.11., Proposition : Les trois clauses suivantes sont équivalentes,
pour toute paire d'é€l&ments a,b de A(e)
(a) a<b

(b) Pour tout n' tel que ¢n' = h, il existe n tel que ¢n = a et

* o

n+n'y,n et n' &tant des expressions dérivables de e.

. . s *
(c) I1 existe n et n', dérivables de &, tels que ¢ n > n' et

Démonstration : (a) = (b). Soient a,b quelconques dans A(c) tels que

Yy

a < b, Considérons e',n', quelconques, respectivement dans ¢_l(a) et ¢m
Nous avons €', n' dans D () et, d'aprés 1.3.6., il existe n dans D(e), tel
que

¢n = Min(¢e',¢n') = Min(a,b) = a
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(b) => (¢). Soient a,b dans Ae), ¢_1(a) et ¢—I(b) ne sont pas des
ensembles vides. Si, donec, pour tout n' tel que ¢n' = by, il existe n tel
que ¢n= a, il existe bien n et n' dans D(e) tels que ¢n =a, ¢n ' = b et
n 3.

(¢) => (a). Soient a,b dans A(c), et soiént n et n' dans D(e), tels

que n 3 n' et ¢n=a, én' = b. D'aprés 1.3.2., ¢e < ¢c'. Donc a <b., []

Remarquons que si a,b ¢ A(e) et si a <b, il n'est pas vrai que

pour tout n de D(e), tel que ¢n = a, il existe un n' de D(e) tel que ¢n' = b et

* .
n > n'. En effet, considérons e = (Ix)(Ix) oil I = Ay.y. Nous avons

Die) {(Ix) (Ix) et Alg) : ©
<
'
X ( Ix) Ix) X x &
<
\
Axx XX

c'est=3~dire : D(&) {(Ix) (Ix),, x(1x) , (Ix)x,xx} et Ale) ={Q,x0,xx}.

Et
¢((IX) (Ix)) = ¢ ((Ix)x) = @
¢ (x(Ix)) =xQ
$ (xx) = xx

Pourtant : @ < x Q et si n= (Ix)x, ¢n = Q et il n'existe pas n', tel que
* .
n' € D(e) et n > n' et ¢n' = x0. De méme, sur cet exemple, on voit que la

proposition duale de 1.3.6., pour Max, est fausse.

Corollaire : Pour toute chaine finie croissante {a],az,...a% de A(e),

il existe une réduction :

telle que ¢ei * a;, pour I<is<n et e; € D(e).
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Démonstration : Application immédiate de la proposition précédente. [

1.3.12, Conclusion et discussion.

L'ensemble des approximants de toute A=Q~expression a une structure
de treillis, vis & vis de 1l'ordre < de N. Mais D(e), ensemble des expressions
dérivables de e, n'a pas cette belle structure. En effet, nous pourrioms
nous définir le préordre suivant :

*

si myn' € D(e), n<n' <=>n3>p!

Nous n'avons pas bien sfir 1'antisymétrie, car nous pouvons avoir 3 la

]

. * *
fois : n > n' et n' » n. Par exemple : n I ((Ox,I(xx))(Ax.I(xx))) et
n' = (Ax.Ix))(Ax.I(x%)) si I = Ax.x. En prenant 1'espace quotient de T{e)
relativement 3 ce préordre, nous n'avons toujours pas une structure de

treillis, En effet, prenons ¢ = I(K(Ix)y), si I = Ax.x et K = AX.AV.V ;

nous avons alors ;

Die) : T(K(Ix)y)
I(Ix) K(Ix)y I(ny)

et, Ix et Kxy n'ont pas de plus grand minorant commun, vis & vis de 1l'ordre
considéré, puisque K(Ix)y et I(Xxy) sont des minorants de Tx et Kxy, mais ne
sont pas inf&rieurs & un plus grand minorant commun.

Remarquons, également, que si ¢ a une forme normale n, A(e) a un
€lément maximum n. Si ce n'est pas le cas, A(c) peut toujours avoir un

€lément maximum. Prenons, par exemple, ¢ = (Ix)(4A) ol T = Ay.y et

A Az.zz. A(c) a alors un &lément maximum xQ. Mais, en général, A(e)

n'aura pas d'élément maximum. Considérons, par exemple, ¢ = Y oii Y est
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l'opérateur point fixe, voir Morris [4%] c'est-3-dire
Y = M.0x.£(xx))(Ax.f(xx)). Dans ce cas,

ACYY = (@ ,A£.£0, A£.E(£0), A£.E(E(f2)),...} et ACY) n'a pas d'&lément

maximum.

Nous aimerions pouvoir parler de la "valeur" de &, comme &tant
1l'approximation maximale que nous pouvons aveoir de e. Autrement dit, la
"valeur" de ¢ serait 1'élément maximum de A(e). Or ce point n'existe pas,
comme nous venons de le voir. Nous allons donc introduire des points
infinis, c'est-d-dire compléter N par des points infinis. Cet ensemble

-~

complété sera noté N et nous pourrons, aprés, parler de "valeur" de toute

-~

expression en introduisant une fonction sémantique de A dans N qui précisera

cette id€e intuitive que nous venons de développer.
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2) N : ensemble des points d'information finie ou infinie

2.1. Ensembles dirigés :

Un ensemble dirigé S sur un treillis D, muni de 1'ordre <, est

un sous-ensemble de D, tel que pour toute paire x,y d'@léments de S, il
existe dans S un €l&ment z tel que : x < z et v < z.

Scott M¥ utilise abondamment cette notion, quoique sa définition
est légérement différente. Remarquons que toute chaine croissante est un en—
serble dirigé. Nous parlerons d'ensembles dirigés, plutdt que de chaines, car
cette notion est plus facile 3 manipuler et évite de parler d'indices, mais
nous samnes bien conscients que ces deux notions sont &quivalentes. Nous avons
déja vu, au paragraphe précédent, que pour toute expression £, A(e) est un

sous-ensemple dirigé de N.

2,2, Définition de ﬁ :

N est 1'ensemble de tous les sous-ensembles dirigés de N.

autrement dit :

N={s|{ScN,s dirigs }

2.3. Ordre sur N et définition de N

Pour toute paire d'@léments S,S' de N , nous dirons que S' damine §
ou S c8' ssi, pour tout a de S, il existe un b de S' tel que a < b.
En bref :

Scs' & Vaes.dbes'.ac<b

La relation c© est réflexive et transitive, mais elle n'est pas antisymétriquef“

Par exemple, pour S=1{ £2 0 | n 20} et 8" = { £20 g |n20},8cs" ets' cs.

Nous allons, donc, passer 3 un espace quotient N/= r en considérant la relation

d'équivalence, = , définie par :

S8 < Scs' et §'cS

pour S,S' dans N. Par [S] » Nous désignerons la classe d'équivalence de S,

c'est 3 dire :

[S1=1{8"|s8=8",8" €N}
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pour tout S de N. L'ensemble N/= est, donc, munie de 1'ordre suivant :
[81 c[s'] < Sc&8
powr tout S,S' de N. Remarquons que si [8] < [8'], alors pour tout U, U'

dans [8] et [8'] , ona : U c U",

=)
It

<
I

Définition : Posons :

F.Y
2.4, Structure de N

2.4,1. Lemme : { a un &lément minimm, [{Q}].

Démonstration : Pour tout S de N, {n)} < 8, donc L{0}] ¢ [s].O0

I

2.4,2. Lemme : Toute paire [S] et [S'] d'éléments de N a un

plus grand minorant commun, noté [S1 1 LS'], tel que :
(81 [s']T=[{Mn(aa’) | ae 8§,a"e 8" }]

Démonstration : Irmmédiate. En effet, posons :

M={Mn (a,a') {ae S,a" e« 8"}
Nous avons : |
1) MeN . En effet, d'abord M ¢ N car Min est une fonction totale sur
NxN et & valeurs dans N. De plus M est dirigé. Considérons m et m'
dans M, Par définition de M, il existe a,b dans S et a',b' dans S'
tels cque :
m=Mn (a,a') et m'=Mn ( b,b"')
Came £ et §' sont dirigés, il existe ¢ dans S et ¢' dans S' tels que :
a<c,b<c et a'<c¢',b'<c'. Donc:
Min (a,a' ) < Min { ¢,c' ) et Min ( b,b' ) < Min ( c,¢' ).

De plus, par définition de M, Min ( c,c' ) est dans M.



2)

3)

4)

g

[M] < [8]. On a bien M c 8, car pour tout m de M, il existe a et a'

dans S et S', tels que m=Min ( a,a' ) , donc tels quem < a.
[M] < £8'] pour la méme raison.

Si [T1 c {8 et [T] = [S'], alors [T] c [M] pour tout T de K. Sup-

posons, donc, T c Set T ¢ S'. Si a est un &lément quelconque de T, il existe
donc b-et b' dans S et S' tels que a <b et a < b'. D'oll a < Min ( b,b" ).
Or Min ( b,b' ) est un &lément de M. Donc pour tout a de T, il existe un

€lément de M, supfrieur. Ce qui signifie : T c Met donc [TI ¢ M1, [

2,4.3. Lemme : Toute paire [S8] et [S'] d'éléments de N ; qui a
un majorant commun, a un plus petit commun majorant, noté [S] L [S'1, tel cue :

(il [8'I=[{Max (a,a'} | ae S,a"' ¢ 8" }]

Démonstration : Posons M = { Max ( a,a’ ) | a< S,a' ¢ 8' }. Nous avons :

1)

2)

M bien dé&fini. En effet, soit [T] le majorant cammn de [S] et (s'l.

Donc ST et S'cT. Et fout €lément a de S admet'un majorant b dans T ;
de méme tout &lément a' de S'admet un majorant b' dans T. Came T est
dirigé, b et b' sont majorés par un ¢ de T. Et donc toute paire d’'élé&ments
a,a' de S et ' admet un majorant ¢ dans T, dorc dans N. Max ( a,a’ ) est

alors bien défini ( voir paragraphe précédent 1.2.4),

Me N, Nous avons, bien, M < N, Montrons que M est dirigé. Soient m et m'
dens M. Il existe a,b dans S et a',b'dans S' tels que : m =Max ( a,a' ) et
Iﬁ' =Max ( b,b’' ). Or S et S' sont dirigés, il existe donc c et ¢' dans
Setcf'telsque ta<c,b<ceta'<c', b <c'. Done :

Max (a,a') <Max ( c,c' ) etmax ( b,b" ) <Max { c,c’ ).




3)

4)

5)
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Or, came ¢ et ¢’ sont dans S et 8', Max { c,¢' ) est dans M. Pour
toute paire d'éléments m et m' de M, il existe donc un majorant com-—

mun dans M et M est dirigé.

[8] ¢ [M], c'est & dire S c M. Bour tout a de S, prenons a' arbitraire

dans 8' ; Max ( a,a" ) est dans M et a < Max { a,a' ).
[8] ¢ [M'] pour la méme raison.

Si [8] « (U] et [8'] ¢ [U], alors [M] ¢ [UJ, pour tout U de N, Supposons,
donc, Sc U et S' cU. 5imest un Elé&ment quelconque de M, il existe a et a'
dans S et 8', tes que m =max ( a,a' ). Or, came § < U, pour cet Elément
a de S, il existe b dans U tel que a < b, De méme, came S' c U, il existe
b' dans U tel que a' < b'. Camre U est dirigé, b et b' ont un majorant
comun ¢ dans U, c'est 8 dire : b<cetb' <¢c. Donca<ceta'<cg,
pour un élément ¢ de U. D'oliMax ( a,a' ) < ¢, camme Max ( a,a' ) est le
plus pétit majorant de a et a'. En bref, pour tout m de M, nous avons trouvé
un cdans U tel que : m<c. DoncMcU et [M]c UL O
2.4.4, Proposition : N a une structure d'inf-treillis, ou plus exactement :
1) il existe un él&ment minimum
2) toute paire d'éléments a un plus grand commun minorant.
3) toute paire d'éléments, ayant un majorant commn, a un plus petit

cormun majerant.

Démonstration : Corollaire des lemm es 2.4.1., 2.4.2., 2.4.3. [
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Pour 1'instant, nous n'avons rien gagné au point de vue structure,
les structures de Net de N, plus exactement de son espace quotient N
sont identiques. Ce sont, tous les deux, des inf-treillis qui possédent en
plus une propriété de treillis pour les points qgui ont des majorants communs.
L'ensemble N est plus vaste, car il a la méme cardinalité que les réels et
1'ensemble N est dénombrable. Grice a N, nous pouvons parler, & présent, de
points "infinis". Par exemple, { @,fQ,f( £2 ), ..., an, ... } est un point
de N. Mais J‘:f a une structure plus riche que N.

2.4.5. Proposition : N est cawplet, c'est 3 dire tout sous-ensemble

dirigé de N admet une limite dans N.

Démonstration : Soit X un sous-ensemble dirigé de M. Posons :

E=1u 8, E est donc 1'union de tous les sous-ensembles dirigés, £,de N
[SleX tels que [S] est dans X.

1) E est un sous-ensemble dirigé de N. En effet, prencns a et b quelconques
dans F. 81 a et b sont dans un mére sous—ensemble S de N, camme S est dirigé,
il existe un ¢ dans S , dorc dans E, qui majore a et b. €1 a et bk sont dans
deux sous—ensarbles S et §' distincts. Comme [S3 et [8'] sont dans X,
sous-ensemble dirigé de N , il existe [S"] dans X, tel que : [S] c [8"]et
[S'] < {8"]l. Donc S ¢ S" et §' = 8", c'est & dire il existe a' et b' dans
S" tels que : a < a' et b < b'. Came S" est dirigé, il existe c dans S§",
donc dans E, tel que a' < cetb' <c ; donctelquea<cethb < c. Dans

tous les cas, si a et b sont deux él&rents cuelconques de E, il existe c¢

dans E tel que : a < ¢ et b < ¢ et E est donc bien un sous-enserble dirigé deN.

2) si [8]le X, aloxrs [81 ¢ [F].
Immédiat par définition des différents cordres. En effet, si [S1e¢ X , S c E
et, donc pour tout a dans S, il existe a dans E tel que a < a. Donc

ScE et [8]c [E]
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3) $8i, pour tout [8] ¢ X, [8] ¢ [T] , alors [E] < [T] oli T est un sous-
enserrble dirigé de N.
Immédiat aussi. Prenons un a quelconque dans E. D'aprés la définition de E,
a est dans un S tel que [S] ¢ X. Came, par hypoth@se, [8] c [T], ona S c T
et il existe b dans T tel que a < b, Donc pour tout a de E, il existe un b

plus grand dans T, c'est a dire E ¢ T. Donc [E] < [T3. O

Au lieu de considérer cet ensemble E, &gal & 1'union de tous les S tels
que [S] est dans X, nous aurions pu prendre un ensemble ¥, &gal 4 1'union de &
tel cue (8] est dans X ; c'est § dire, pour chaque classe d'éguivalence [S] au
lieu de prendre tous les ensembles de [S8] , nous n'aurions pu considérer ¢u'un
seul 8' tel que S = S°'.

Tout ensanble dirigé de N edmet, donc un plus petit majorant dans
N. Suivant Scott M#], si X est un tel sous-ensemble dirigé@, nous noterons
U X, ce plus petit majorant, encore appelé limite de X. La notion de complé-
tude de 1'&noncé de la proposition précédente est différente de la notion
habituelle ( voir Scott [4%] ) car nous voulons dire camplet, relativement aux
sous-ensembles dirigés. Il est bien clair, que tout sous-enserble quelconque de
N n'a pas forcément de majorant. Nous devrions, peut—étre,“plutét dire, sui-
vant la terminologie de Kahn—-Courcelle-Vuillemin [5 1 que N est un ordre

partiel complet.

2,4.6, Topologie sur N

Suivant Scott [4*] , nous allons introduire quelques lég&res notions
topologigues, qui vont nous permettre :
1} d'éclairer nos notations,
2) de dégager dans ﬂ une famille intéressante de points, plus ou moins

-

isamorphes & ceux de N.

[~

.4.6.1. Définition : Nous appelerons ouvert de N , tout sous-ensemble C

tel que :
1) si [8] €0 , alors tout 8' tel que [8] c [8'] est tel que [S'] 0.




-

2) si X est un sous-ensemble dirigé de N et silJXe O, alors X n O # f.

De plus N et 1'’ensemble vide, @, sont des ocuverts.
2.4.6.2, Définition : Nous appelerons intérieur de [S]1 , &lément de
N, le plus grand ouvert contemu dans 1'ensemble des majorants de [S] ,c'est

4 dire dans 1'ensemble { [8'] | g1 c [S'], 8' ¢ N}

2,4.6.3. Définition : Nous dirons que [S] est strictement inférieur a

[S*] , que nous noterons [S3 < [8'], ssi [S'] est dans 1'intérieur de [S].

2.4.6,4. DEfinition : [8] est un pornt fsolé de N gsi [8] < [8].

Toutes ces notions sont dans Scott [1¥] . Et le lecteur est prié de

s'y référer pour de plus amples développements.

2.4.7. Propositien : N est une extension de N. Plus exactement, il
existe une injection de N dans A , qui préserve l'ordre et la structure et f

est donnée par la formule :

f (a)=1[0[{al}] pour tout a dans N.

Démonstration 3
1) £ est une injection. Si £ {a ) =f (b ), pour 2 et b dans N, alors

{bl.Donc : a <bethb < a.

I

[{al}l=0{b1l], clest 3 dire { a }

Donc : a = b.

2) f préserve l'crdre. Sia<b, {a}lc{b} etdonc:

H{alilcl{bl}], c'estddire £ (a) cf (b).

3) f préserve la structure, car il est clair que :

£ { Mn { ab)) f{a)pnf (b))

f{(a)utf(b) si Max ( a,b ) est d&fini. [

il

et £ (Max (a,b))
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2.4.7.2. Proposition : Si [{ a }I ¢ [8], pour [S] dans N

et a dansg N, alors [{ a }] < [8]

Démonstration : Nous voulons donc démontrer que les majorants de [{ a }]

forment un ouvert.
1} 8i {{ a}] gl[s8]etsilS8]clS'], onabien :

[{ allcls8'] et l'axiane n°1 des ouverts est bien vérifié.

in

2) sil{al}l)cUZXolX estun enserble dirigé de N/=.

In

Nous avons vu, en 2.4.5. , que : Li X = [E] ofl E est 1'enserble dirigé
tel que E=u S, Nous avons donc : {a} c E dans N , c'est i dire qu'il
existe b daiijizxtel que & <b (dans N ). Came b est dans E, b est dans un S,
sous-ensenble dirigé de N, tel que : [SleX. Il existe, donc, un S, tel que
[8]e X et {a}l =S, et, done, [{ a }] < [S]. En bref, pour tout scus-ensemble X,

dirigé, de N tel que : [{ a }] < IS]. L'ensemble des majorants de [{ a }]

veérifie bien 1'axicme n°2 des ouverts. [J
2.4.7.3. Corollaire : Pour tout a de N, [{ a }] est un point isolé de N.

Démonstration :Conséquence immédiate de la proposition précédente. Comme

[fallcl{iall,onal{all<i{all.

2.4,7.4, Proposition : Pour tout S de N, on a :
sl=u{f{all]|aecs}

Démonstration : Camme S est dirigé, { [{ a }1 | a¢ S } est un sous-ensermble

dirigé de N . D'autre part, d'aprds 2.4.5 :

U{{all|aest=C[uvi{a}l= [s] .0
aec S

2.4.7.5. Corollaire : N admet une base isamorphe 3 N .
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Nous rappelons la définition d'une base ( voir Scott M%)
pour un damaine de calcul. Une base de N est un sous-ensemble de N,
au plus dénambrable, tel que tous les €léments de N s'obtiemnent par

limite d'ensembles dirigés ne contenant que des points de la base.

Démonstration : D'aprés la proposition précédente, construction
. Propo par

-

méme de N, sinous posons B={ [{ a }]1 | aeN }, tout glément [S]
de N , s'obtient par limite d'un ensemble dirigé ne contenant que des
&léments de B. Or B est iscmorphe & N { voir 2.4.7.1. ), donc B est dénom~

brable et est, donc bien, une base de V. O

2.4.8, : Proposition : N est un ordre partiel contimu cu , plus

précisément, pour tout [S] de N :

sl =0 {87! [s']<(8],[8Tck}

Démonstration : Posons : X = { [8'] | [8']1 < (8], 8"« N}.Xestun

enserble dirigé, et, comme :
[s']1 < [8] = [8'] ¢ 8]

U X < [S]. D'autre part, les minorants de [S] contiemnent des Eléments de

la base, notamment les &léments de la forme [{ a 1] oll a est dans S. D'aprés

2.4.7.4., nous savons que :
sl=pu{l{al}t]aecs}
Mais la proposition 2.4.7.2. indigue gqu'alors : [{ a }] < [S8].

Donc [slciuX 0O

2.5, Conclusion L'ensemble N  est un ordre partiel camplet et continu.
Ce plus, il a la pxcpriété gque tout scus-ensauble dirigé & une structure de
treillis. Cette structure serble se retrouver constamment dans tout damaine de
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calcul ( voir Vuillemin [20] ). Elle est moins riche que celles que
considedre Scott [13],qui se place & oriorj dans un treillis camplet et
contini. Son approche simplifie, peut &tre, l'exposé, mais introduit,
malheureusement, des points qui ne correspondent & aucune interpré&tation.
Nous ne faisons, bien sir, gue suivre une approche similaire, qui s'en
inspire fortement, mais ncous essayons d'exclure , autant gue possible,
tout domaine cui n'est pas purement syntaxicue. Une belle propriété des
crdres partiels continus est que la fonction 1, donnant le plus grand
minorant coomun de ses deux arqurents, devient une fonction contihue en

ses deux arguments.
Nous sammes, a présent, préts pour introduire une sémantique

des A—expressions.




AN

3) Une sémantique des A-0- expressions

3.1. Définition :
Nous appelerons fonction de sémanticque, ou plus simplement,
sémantique, la fonction S de A dans N telle que :
Site)=7[Ale) ]

oi Al € ) est l'ensemble des approximants de £ ( voirl.3)

3.2. Notations :
Pour deux expressions ¢ et ¢'

1) e c ¢! est équivalent &
€ ] [} n n S ( e )

moIn

o
75}
™
In
U n

£

De méme, nous écrirons ¢ < ¢' pour § (¢ ) < 8 ("), et, si
X est un sous-ensenble de A, tel que $ ( ¥ ) soit un sous-ensemble

dirigé de ﬁ , hous noterons U X pour U § ( X }.

3.3, Corollaires immé&diats

1 @ e
'S A(e)cA ()

ce ,e'cg

"t
oM

(1} &
(2) e ¢

n
m

La relation < n'est pas un ordre sur A, puisque ¢ n'est pas un
ordre sur N, D'autre part, en revenant i la définition initiale

de 1'ordre sur N, nous avons :

3y g c ¢! = Vae A (e). dbe A (e"). ac<h

Cette derniére remarque semble assez convaincante. Nous avons,
donc, € ¢ ¢! si pour tout approximant de e, il existe un plus grand
approximant de e'. Autrament dit, e est moins défini que ¢', et pos-—

séde, en quelque sorte, moins d'information cue '.

{4) 8i ¢ n'a pas de f.n.g., alors € = Q

{(5) &i ¢ est en forme normale, et si e ne contient pas de @, alors

ece' = e=¢'.
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Ces deux remarques sont aussi évidentes. Si ¢ n'a pas de
f.n.g., par application 1.3.3. , A( £ ) = {Q) et donc ¢ = Q.
Si ¢ est en forme nomale, ¢e = £ et donc A( ¢ ) = {e}. D'autre
part, dans N, les g-formes normales sont des points maximaux,
c'est & dire que, si a et b sont dans N et si a est une g-fomme
normale, cna : a <b =—» a = b. Donc, came ¢ c ¢!, pour tout
ade Al £ )}, il existe un b supérieur dans A et). Came A (e )= {e},
a=¢ <b et, ¢ tant une g-forme normale, € =b. On a & €€ A (e')
et, dans A( &' )}, il ne saurait y avoir un approximant supérieur,

si bien que : € = ',

(6) Si e et ¢' sont deux formes normales, non o—interconvertibles, et

ne contenant pas de Q, alors :
e fge' et ' £e.

Cette remarque est aussi &évidente et se montre aisément par

contradicticn.

—_
~J
—r
m
It

UialaeA{e) ]
() ae Ale ) =>ac<ce

Ce sont deux conséquences directes des notations. ( voir 2.4.7.2. )

3.4, Discussion :

Si, nous posons Y = Af. { Ax.f( xx )) ( Ax.f( x¢ )), nous pouvons

vérifier qu'alors, par exemple :

¥£ = Yf2

Y( fog ) = £( ¥{ gof ))
oli £° = fof et fog désigne Bfg
ol B = Afugax. £(g(x})

Nous retrouvens un certain nombre de propriftés, qui ont 1l'air
sympathiques { voir Vuillemin [137 ). Il reste & dérontrer que cette
sémantique est une bomne sémantique ocu plus exactement, une s&mantique
adéquate, telle que 1'entend Milner [411.




4) S est-elle une sémantique adegquate des A-Q-expressions ?

4.1. Validité des régles de conversion.

. . %
4.1.1. Proposition : Sie ~ e' , alors ¢ = ¢'.

D&ronstration

1) €' c e. En effet, si ¢' 5 n, alors ¢ L n.
Donc £ > n et, par conséquent, P( e’ )cD{ ¢ ), c'est
d dire A( € )cA( e ). Par définition de 1'ordre sur N,

Al g' ) iA( e ), donc ¢' < e.

2) &' ¢ £. Considérons a quelcongque dans A{ e ).
Par définition de A( e ), il existe donc n tel que : ¢ > n
et a = ¢n. Or ¢ 5t D'aprés le théoréme de Church-Roser,
il existe n' tel que = ¢! 5ntetn3n'. Donc : ¢n < ¢én'
( voir 1.3.2. ). Et, came €' 3 n' , ¢n' ¢ A( e' ). Pour
tout a de A{ ¢ ), i1 existe donc un plus grand &lé&ment dans

A(e'), etdonc : A{ce) E_A( e’ )oue ce'. O

4.1.2. Validité des w-régles de conversion :

Nous poserons ¢ > e' , si e' s'obtient de e par application
d'une des deux w-régles du §1, et ¢ % e! pour une dérivation
de longueur arbitraire.

4.1.2.1, Proposition : Si e 2 e', alors ¢ = oe’.

Dé&nonstration :

Par induction structurelle sur ¢e. Supposons || ¢e || = 0.
Donc ¢e = Q. D'aprés 1.1.2.2,, deux cas se présentent :
Cas 1 :

e n'est pas en f.n.g. Alors ¢ est de la forme :

g = Axl “es m.( AX.M )Ne1 e Bl

G-




e

La w-r&gle, appliqguée & e, soit interne & M,N ou un ai( l<iszn ),
soit M = 0 et le g-radical est alors ax.M(=2ax.2 ). Dans la
premidre alternative, ¢' n'est pas en f.n.g. et, donc, ¢e’ = Q = de.

Dans le second cas, &' est de la forme :

| R
€ F Ay¥y een Ko bl N e cen E

1%2 n
et e’ =0 = ¢¢ , car e' est une f.n.g. de variable de
tate O ( voir 1.1.2. ).

Cas 2 : ¢ est une f.n.g. de variable de téte Q, c'est & dire :

£ = AX x2 e gm.ﬂelsz ess E

1 n

Trois sous—cas se présentent. Le w-radical, sur leguel opére

~

la conversion de £ 3 €' est, soit interne & un des =,, soit e, ,
! i 1

soit, si n = 0, »x_.0. Dans chacune de ces alternatives, ' est
*mn

une f.n.g. de variable de té&te 0, et donc : ¢e' = Q = ¢e.
Supposons 3 présent, || ¢¢ || > 0. Nous avons, donc ¢ de la forme.
€ = AX Xy eov X WKE1E5 eu. £ ({x#8)

et le w-radical, considéré dans la ré&duction de ¢ & €', est interne

d un des €4 Nous avons donc :

1— ¥ 1 '
£ Axlxz ease Xm.xe 1% 2 aesE

n

oll e, 2 s’i pour un i ( l<is<n } et, pour j # i,

ona: ey = s‘j. Par hypothése de récurrence, comme
|’ ¢€i TT < || be ll ' ¢€'i= ¢€i' D'oll :

e = Axlxz e XX { ey ) ( de, Yoe.eo | ¢En )
= Axlxz S S { ¢E'1 ) ( ¢s'2 ) oeee ¢E'n )

de’. C
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4.1.2.2. Corollaire : Si ¢ > ', alors 4e = $e’.
_— W
Preuve : Application immédiate de la proposition précédente . [

4,1,2,3, Lemme : ¢( el x\Q@ 1 < ¢( el 2\n 1}

Démonstration : Par récurrence sur lea tcille de ¢e.
Cas de base :||¢2]] = 0. On a donc : ¢e = Q. Deux cas se présentent:

1} e n'est pas en f.n.g. Alors, el x\2 1 ) n'est pas en f.n.g. et
(el x\Q0 1) =80 < ¢(el x\n 1) pour toute expression n.

2) ¢ est une f.n.g. de variable de t&te Q. Rlors, el x\0 1 l'est
aussi et ¢{( el x\Q J ) =0 < ¢( el x\n 1),

Cas général : || ¢e || 2 0. On a donc :
pe = )\yly2 ‘e yﬁl.yala2 see @y
Ft donc :
€ F Aylyz ‘e yﬁ'Y81€2 cee €4
avec a; = ¢ei pour tout i ( l<isn ).'Deux cas se présentent
d pouveau :

1) v=x, et alors : ¢ el x\Q ] =9 , car X est remplacé par {
et el x\2 ] est une f.n.g. de variable de téte Q.

2) y # x, et alors, deux cas présentent aussi. Si x est l'une

des variables Y { 1<i<m ), nous avons

el X\N@ 1 =€l x\n 1 =c¢
et par conséquent :

(el 202 T =4¢(cel x\n 1= ¢c
D'cl

e el =\ J < ¢( el x\n J.

Sinon, x n'étant pas une des variables liées y; (1sism ) , on a :

el x\@ 1 = AV Yy e Y0¥ (el x\a 3 )L 52[ e Jo.o{ an[ x\Q 1)




49

et : el X\n 1=y ¥y «v0 Yo¥ ( gq0 %5\n T) eyl x\n 1 )e.ud enl ¥\n 1)

{(sovvenons nous que nous ignorons les e-conversions ). Par hypothése de récur-
rence, came | | beg |l < || ¢ || pour tout § ( 129<n ), 4 esL x\o 1< dle [x\n})

et donc corme :

o ( el x\Q 1
et :

AY Yy oo y&fy( o ( g0 x\Q ] )Z( ¢ (el x\a 3 1D TTR L enf x\q 1))

¢l el x\n 1= AY (Vg ees yﬁ.y( ¢ { sl[ x\n 1 1) ¢( 52[ N\ 1 ))e.ol 6 En[ x\n 1))

ch a : (el x\@ 1 < ¢( el x\n 1) , d'aprés la définiticn de l'ordre sur N. [l

4,1,2.4. Lemme : el x\Q 1 c el x\n ]

Démonstration : Considérons un approximant,a, quelconque de e[ x\@ ]. Alors,
a est l'approximation directe d'un e", dérivable de e[ x\@ I.
Or les ensembles D( ¢ ) et U{ [ x\2 I} sont isamorphes, et donc,
il existe un e¢', dérivable de ¢, tel que : e* = e'l x\0 1. A la
réduction ¢ > ¢' correspond une réduction e[ x\n J el x\n J.
Or ¢( e'T x\@ J < ¢( 'l x\n 1, et came a = ¢e" = ¢( 'l x\n 1,
et came ¢( '[ x\n ] est un approximant de €'l x\n 1, on a :

el x\@ 1 cel x\n 1. O

4,1.2.5, Proposition : CL & I ¢ CL ¢ 1, pour tout contexte CL 1 et

toute expression e.

Démonstration : Application du lemme précédent. Il suffit de considérer une ;

variable x n'appartenant pas & C[ 1 et & €. 8i nous posons n=C[x],

nl x\e J. O

alors CLao d=nl x\2 J et Cl ¢ 1

R . *
4,1.2,6, Proposition : Si ¢ " e' alors e' c e,

Démonstration : Application de la proposition précédente. En effet, chacune

des applications des w-régles revient & la substitution d'une

sous-expression par ¢. [
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4.1.2.7. Lemme : Si ¢ n et si €3 e', alors il existe n' tel que :

“2
et X n' et n et n'.
W g
P - \ &
Démonstration : Par récurrence sur la longueur de la o™ réduction e >
2
Cas de base : Immédiat car si la longueur de cette ré&duction est nulle, n' =
. S R , *
Cas général : Posons ¢ — et ¢ E e'. Nous avons donc €y M et la lon-

2 2

gueur de cette réduction est strictement inférieure a celle

allant de ¢ & n. Trois cas se présentent :

1) S et R sont disjoints. Il existe un descendant unique S' de S dans ¢ '.

]
De méme R & un descendant unicue R' dans €;. Et pous avons e! %+ s‘l

L]
R
£

€1 % €'y"
un n' tel que : e'l %,n' et n % n'. Donc n' est tel que :
2

et Par hypoth&se de récurrence, nous savons qu'il existe

*
e+n' et n' 3.

+
012 B

2} S contient R. Nous avons done, S = OP et R est contenu dans P. S a donc

un descendant unique S' dans &', mais e, ne contient aucun descendant

i - -
deR:Sibkmcmee'g*e . D'oll, came e, — 1 , &' —+ n.
o 1 1w o
2 2 2
Dans ce cas, done, n = n'.

3} R contient 8. Posons R = { ix.M )N. S est donc contenu soit dans M,
soit dans N. Dans €y il existe un descendant unique R' de R, et dans

chacune des deux alternatives précédentes, l'application simultanée de

¥
1

1a wz-régle, aux descendants de S dans ' donne e'l tel que elg e'y-

Done, ! 33 s’l et came la longueur de la ré&duction € E+ n est
2

- - [} - * -~ - I} )
inférieure 3 celle de ¢ oy, par hypothése de récurrence, il existe

2
n' tel que : ¢’ s n' et q % n'. Donc ¢ z+ n'et nant. 0O

Wy 8 2

¥

The




4.1.2.8. Proposition : Sie E+ netsice % ¢!, alors il existe n' tel

Démonstration : Application directe du lemme précédent, en faisant une récur-
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2

Ly K *
que E'EZH' et e'—gn'.

. . o
4.1.2.9. Proposition : Si ¢ > g!, alors e = e.

Démonstration : Nous savons dé€jd que €' ¢ e. Montrons que nous avons aussi

rence sur la longueur de ¢ % e's [

2

4.1.2.10 Lemme : Sie —>n etsi ¢ ’;—> e', alors il existe n'

’ . - ] ) ) ] - 4 *
Démonstration : Par récurrence sur la longueur de la ré&duction € — €,

e ce's Soit a un appfoxima.nt dé e, Il existe un n tel que

£ % n et ¢n = a. D'aprés la proposition précédente, il

existe n' tel que : n :—23» n' et s'% n'. Or, ¢n= ¢n'( voir 4.1.2.1.),
et comme n' est dérivable de €', ¢n', est un approximant de e'.

Donc pour tout a, dans A( ¢ ), il existe un approximant ¢n' de e'

tel que : a = ¢n < ¢n'. Nous avons donc, e ¢ e'. [J

SERE 5

1
n' et e'-—n’.

b)l 2

Cas de Base

Cas général

a)

“y

:  Cette longueur est nulle, et la proposition est immédiate car n=n'.

-

: Posons ¢ 2, e, et € -}5-; n. Nous avons trois cas :
wy 1 Wo
R et S sont disjoints. Si S' et R' sont respectivement les descen-—

dants de S et R dans n et ¢, il est clair que si 1'on pose :

1 4 ]
€ %}2* ny s alors n %{ g et, par hypothése de récurrence, il existe
n' tel que : n f—*n' et ' —+ n', Donc n' est tel que : nin
1 ml wo Wy
et ' — n'.
“2
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b) S contient R. Ce cas est impossible, car S est de la forme ix.(Q.

c) R contient S. Appelens R' le descendant unique de R dans €,- On a:
L]
£y z;» n , et par hypothése de récurrence, il existe n' tel que
2 S

n i‘* n' et g' — n'. 0O
2 Way

4,1.2,11, Lemme : 81 e — ' et si ¢ r alors il existe n?',
1

3

0
1

* *
1 : e l____ 1 .
tel que n - n et w2;-§ n
Démonstration : Par récurrence sur la longueur de la ré&duction e 3—)—3- e'.
1
Cas de base : Immédiat, car si la longueur de cette réduction est nulle,
e'=e et ' = n.
Cas_général : La longueur de la réduction e 3;—+ e' est plus grande ou
1
égale 3 1. Posons ¢ -S—» e, et e I_g n. Trois cas se présentent :
1
1) S et R sont disjoints. Alors S et R ont respectivement un descendant

. s’
unicue S' et R' dans n et €17 et, si nous posons el-—é— nys nous avons

1 EN nye Par hypothése de récurrence, camme la longueur de la réduction
= _

1-

€ -5 ¢! est inférieure de 1 3 celle de ¢ Ej—r e', il existe n' tel que:
v 1

l *

n t—rn‘ et s'—i—-%->n' ' si bien ocue : nf-a- n' et 3'5—1-75» n'.

1wy wysB Wy 2

2) S contient R. Ce cas est impossible car S est de la forme : S = Ay.Q.




3) R contient S. Posons R = ( Ax.M )N,

a) Si S est contenu dans M ou dans N, 1l'application de la 'wl—régie aux

. . ]
descendants de S dans n donne une expression nq telle que : £ l;—» n

si R' est le descendant de R dans €y+ Nous avens donc : n E—» Ny et,
, _ I
par récurrence, il existe n' tel que U 1:3* n' et ¢! f—-—-é n'.
l r
_ _ N
) Py + 1 LI T
Parqonsequen, n—t;-lrn et ¢ ru-;gn

b) Si R=5N, ot § = Ax.0, posons e = Z[R].

Onadonc : e =Cl(Xx.2 )], et e, =CIaN], et n = C[g].

1

On peut donc obtenir n de €y par une mz-r'égle sur un radical de la

- forme N. Ponc € =M et nous savons, corme ela-r e', qu'il existe n"

2 o : 1
tel que : ¢! 3, n' et n = n' ( voir 4.1.2.10 ). Donc n' est tel
* “2 “1
que €' —~+ ' et 1 = n'.0
wyrB |

5 PR . , - 1
4.1.2. Proposition : S; € m—; e!' , alcrs e =z e'.

Démonstration : Nous savons d€jd que e' ¢ e. Montrons que : e c g', Soit a

‘un approximant quelconque de ¢, montrons qu'on peut le najore_r par un approxi-
mant b de e'. Soit n tel que ¢n =a. Ona : ¢ % n , et d'aprés la proposition
PEécédente, il existe n' tel que n %; n' et ¢! -&J—z-: n'. Donc ¢' = n' ( voir

4.1.1et 4,1.2.9, ) 7 et ¢n =¢n'. Comme ¢n' < n', nous avons ¢n c ¢', c'est
3 dire : ac e’ et il existe, donc par définition de 1'ordre, un approximant b

de e' tel que a < b. O

Nous venons donc de montrer que dans la s@manticue, que nous considérons

les deux w-régles sont valides.

1




-

4.2, Définition d'une gémantique ad@quate.

Nous reprencns les notions de s@manticues adéquates et minimales
( "fully abstract" ), dues & R. Milner f411.

4.2,1. Sémantique op@rationnelle :
Définition : Pour toute relation d'équivalence R de A x 4,
nous appelerons sémantique opérationnelle de A, la congruence =~
vis & vis des régles de formation du langage A, définie par :

g ~¢g' ss8i VC[ 1. CLel R CLe'l.

I1 est aisé de vérifier que si € = ¢' alors Clel = cle'] pour
tout contexte C[ 1. Cette définition de s@&mantique opérationnelle
laisse un choix arbitraire de la relation R. En fait, et cela
justifiera la définition, R traduit 1'idée & priori que l'on a
d'une sémantique. Pour notre langage A des )-expressions, R sera
définie de la maniére suivante : ¢ R &' ssi ¢ a une forme normale,

¢! aussi et si leurs formes normales sont &gales & des a-conver-
sions pré&s. On aurait pu prendre pour R des définitions différentes,
par exemple : ¢ Re' ssi ¢ et e¢' peuvent se ré&duire sur une

méme varxiable x ou ¢ Re' ssi ¢ et ¢' ont une £.n.g. chacun,

etc... Nous ne considérerons par la suite, que la premiére définition.§

4.2.2, Sémantique ad&quate.

Pour toute sémantique S : A + D , de A dans un domaine d'inter-
prétation arbitraire D, notons ¢ = ¢', pour S{( e ) = S( ' ). Cette _
convention est conforme & celle que nous avons utilisé précédemment i

en 3.

~

Définition : Une sémantique S est adéquate vis & vis d'une sdman—

tique opérationnelle ~ ssi elle satisfait les deux conditions

suivantes :

1) § définit une congruence sur A vis 3 vis des régles de formation
du langage A, c'est 3 dire :

eze! => VC[ 7 Clel=C[e'l
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2) S respecte ~ , c'est & dire :

ese' = e~c¢

Remarquons que si D = A et S( e ) = ¢ pour tout e de A, la sémantique S
est trivialement adéquate vis & vis de n'importe quelle sémantique opérationnelle.

4,2,3, Sémantique minimale :

Définition : Une sémantique S est minimale vis d vis d'une séman-

tique opérationnelle ~ ssi :

-

1) § est adéquate vis 3 vis de ~
2} La relation suivante est vérifiée :

exe' = eze¢'

Nous allons nous efforcer de montrer que la sémantique S définie
dans le paragraphe 3 est une s@mantique adéquate vis 3 vis de la s&mantique opératic
rationnelle définie en 4.2.1. Par 8 , nous entendrons donc dorénavant la séman-

tique de 3, et "adéquate" signifiera "adéquate vis i vis de ~ définie en 4.2.1.°,

4,3, § est-elle adéquate ?

Ie probléme difficile est de savoir si § dé&finit une congruence
sur A, Nous devens donc montrer en reprenant les notations du paragraphe 3, que
l'or a

e = e = (Clel = Cle']l pour tout C[ 1
Nous montrerons, en fait, une relation plus forte, c'est i dire :

ece = ClelcCle']  pour tout CC 1.

Cette relation ressenble donc beaucoup & 1'axicme de monctonie que

l'on a chez Scott [4+].

4.3.1. Rappel : C{0J c Cle]l pour tout contexte C[ ] et toute expression ¢

Cette proposition a &t& montrée en 4.1.2.5.




4.3.2.

Démonstration

4.3.3.

Démonstration :

4.3.4.

4.3.5.

Démonstration :
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Proposition : 81 ae N et be N et si a<b, alors
Clal ¢ (b

: Simple application transitive de la proposition précédente
car si a < b, alors a se distingue de b par la substitution

de certaines sous-expressions de b par 2. U

Proposition : 81 ae A( e ), alors Clal ¢ Clel pour tout
contexte C[ J. '

Si a est dans A{ ¢ ), il existe n tel que ¢ 5 neta=é¢n.
Or, par application transitive de 4.3.1., Cl¢nl ¢ Cinl, car
¢n se distingue de n par le remplacement de certaines sous-
expressions de n par ©. Donc Clal < Clnl. Or, ctnne e > N,
ona Clel 3 CInl pour tout contexte CL 1, et la g-conversion
étant valide ( voir 4.1. ), on a : Clnl = Clel.

En résumé : C[a]l < Clnl = Clel. O

Conjecture P : Pour toute expression ¢ et pour tout contexte CL I,

ona :

ClelcU{Clal |ae A (e)}

Proposition : Si la conjecture P est vrale, et si e < ¢', alors
Zroposition ’ =

ona : Cfelc Cle'] pour tout contexte CL J.

8i e c ', par définition de cet ordre, si a est un élément

de A( ¢ ), on sait g'il existe un b dans A( e' ) tel que a < b.
Donc pour tout contexte C[ 1; par application de 4.3.2., on a :
Clal c C[bl. D'autre part, A( ¢ ) &tant un sous-ensemble dirigé

de N, [ Clal | ae A(e ) } est un ensemble dirigé par application
de 4.3.2. De méme pour 1'ensemble { C[b] | b e A(e) }. Ces
deux derniers ensembles ont donc une limite dans ﬁ, puisque- N est
canplet pour ses sous-enserbles dirigés. Et, de plus pour tout a
de A( ¢ }, on sait qu'il existe un b de A( ' ) tel que :

Clal <€l cl { Clb] [ be A (')}
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c'est & dire, par définition de L :
U{cClal[aeA (e)} clL{Cbl] be A(e") }

Or, par 4.3.3., on sait que, pour tout b dans A ( ¢' ), on a :
Clb] = Cle']. Done Cle'l est un majorant de 1'ensemble
{clb] { be A (e') } et est supérieur i son plus petit majorant.

Donc, si e ce’' , ona:

Ufclal |ae A (e) }clI{Cb] | beA (')} cCle]
et si la éonjecture P est vraie, on a :

Clalcli{ClalfaecAle) }cUL{CO] |beA (e') JeCle']

c'est & dire : Clel ¢ Cle'l. [

Il ne nous reste plus qu'a démontrer la conjecture P,
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5. Réductions de 1'intdrieur vers l'extérieur :

Dans cette partie, nous allons montrer que, pour toute expression
et pour tout contexte C [ 1, il existe des réductions, qui dépasseront
toute approximation de C [e] , en réduisant d'abord C [e]l jusqu'd un
certain € [n] , puis en ne contractant, par la suite, que des radicaux
qui ne descendent pas de radicaux de n. Toute réduction peut-elle donc
8tre dépassée par une réduction travaillant de l'intérieur vers 1'extérieur ?
Nous retrouvons donc un probl&me proposé par P. Welch [2%], et démontré par
iui [2%1 ,[22] . Nous espérons présenter ici une démonstration simple et

originale de ce résultat.

5.1, Dé&finitions et présentation du probléme :

Rl RZ Rn
5.1.1. Dé&finition : une ré&duction ¢ = € - el<+ Eg e »> g =7

fonctionne de l'intdrieur vers l'extérieur ("inside—out reductions")

ssi pour tout i (1%isn) et pour tout j(i<jsn) Rj n'est pas un descendant

d'un radical contenu dans Ri'

Nous dirons encore qu'une telle réduction est i.e. et nous noterons

* - . . -
3 -+ 1 une réduction i.e. de £ & 1.

i.e

Par exemple, si I = Ax.x et e = (Ax.a(xy)(xz))(II) la réduction :

e > (Ax.a(xy)(xz)) I » a(Ily)(Iz) - ay(Iz) est i.e. mais la réduction :

e > a({IDy)((I1)z) » a(ly)({(I1)z) - ay((II)z) n'est pas i.e..
5.1.2. Probléme :

Il est clair que, pour un ¢ donné, l'ensemble des n tel que

* ) ) *
g = n est strictement compris dans l'ensemble des n tel que £ > 7.
i.e. . .
Mais nous aimerions montrer que si e - n, alors il existe um ¢' tel que

e 3 £' et n 3 e'.P. Weleh [217, [22] démontre qu'il existe &' tel que
i,e

* , . . .
>y e' et ¢n < ¢e', ce qui est plus faible mais suffisant pour montrer

£

que S est adéquate.
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Nous allons redémontrer cette propesition en introduisant un
A-calcul typé, inspiré de celui de Wadsworth [47 ol la proposition
sera &vidente si ce A-caleul typé a une propriété Cﬁurch-Rosser, puis
nous reviendrons au A-calcul normal oii la transposition deé ce qu'il

se passe dans le A-calcul typé& nous donmera la solution du probléme

proposé,

5.2, Un A-calcul typé

5.2.1. Syntaxe :

Nous disposons du méme alphabet V = {vl,vz,...} que pour le

A-calcul normal. L'ensemble At des A-expressions typées est le plus

petit ensemble contenant :

xk .81 x e Vu{q} et k e N
(EE')k si e,e' € At etk e N
(Axe)k si ¢ eAt et x eV etk elN

Si M est 1'une de ces trois expressions, le nombre k sera appelé

le type de M, noté encore type(N). Les abbré&viations sont identiques &

celles du A-calecul ordinaire. De méme, nous avons des définitions similaires

des variables libres et 1liges. La projection M rnl sur n(n = o) d'une

expression typée M est dé&finie, par cas, par :

(88’)k[n]= (ec’)P

(kxe)k[n}= (?\xs)-p

si p = inf{n,k}. La substitution, dans une expression typée M d'une

variable libre x par une expression typée N, notée M[x\N1, est dé&finie

inductivement par :

k
x [x\N] N[k}

k
¥y

:ykﬂx\N]




(ee)¥Ix\] = (elxW] ' [x\WD¥

Ox. )5 x\W1 = Ox.e)*

(ly.s)k[x\N] (Kz.EEy\zn][X\N])k ol X # y et z est définie par

1) si x £ VARLIB(€) ou y £ VARLIB(N), z = y

2) sinon z est la premidre variable Ve de V telle que :

z ¢ VARLIB(e) u VARLIB(N)

et od n est supérieur 3 tous les types des sous—expressions de «.

5.2.2. Conversions:

3 - k o~y
G- conversion : toute sous-expression de la forme (Ax.M)" peut 8tre

remplacée par (Ky.M[x\yn])k, oll n est un entier quelconque supérieur 3

tous les types des sous-expressions de M, si y £ VARLIB(M).

n+1N)k

- conversion : toute sous—expression de la forme ((Ax.M) s

of n = o, peut &tre remplacée par MLx\N. T 7

Comme pour le A-calcul ordinaire, nous avoms la méme notion de
g P g g k . .
radical. Le degré d'un B-radical ((Ax.M) N) sera le nombre n. Ces
conversions sont donc identiques & celles définies par Wadsworth [#4 7.
Toutefois, ici la contraction d'un radical de degré& O n'est pas défini.

Une expression sera, donc, en forme normale si elle ne contient pas de

f- radicaux de degré non nul., Naturellement, nous ignorerons autant que
possible les a-conversions, 1'égalité de deux expressions devant souvent
etre comprise comme 1'égalité modulo des o -conversions et chaque fois
que nous ne préciserons pas le type de la conversion, il.faudra,bien sir,
comprendre B-conversion.

5.3. Propriété Church-Rosser du A-calcul typé

Nous utiliserons la m&thode de Tait et Martin Lof (*) pour montrer

gque notre A-calcul typ€ a une propriété Church—Rosser.

(*) Merci beaucoup & Gorden Plotkin pour m'avoir indiqué cette méthode
et m'avoir aidé€ au cours de cette démonstration de la propriété Church-
Rosser.
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5.3.1. Réduction compléte :

L'expression C(c), obtemue par réduction compléte de ¢, est

définie inductivement par :

C(xk) = xk

CCOx®) = Gx.com)®
C((MN)k) = (C(M) C(I\i))k si M n'est pas de la forme

GxMH™T o

%

o]

n+l1

ccoxm™ % = con e

rn1 rnlrk]
I1 est clair que C{e) est l'expression obtenue de £ en contractant
"en paralléle" tous les radicaux de ¢ de degré nonm nul. Mais nous allons

définir formellement ce que 1l'on entend par réduction paralléle.

5.3.2. Ré&duction paralléle

La contraetion en paralléle de plusieurs redexs d'une expression e,
permettant d'obtenir e' i partir de e, notée encore ¢ » &', est définie

inductivement patr les rdgles suivantes :

Mo M, N>XN'

régle C :

(O™ Hm* eyt 3
régle S, @ x* +x°  sixeVUlg)

M > M'

;égle 82 :
ox.mE 5 axamE
MM, N+ N'

om® 5 arnn

régle 83 :

oi M,N,M',N' sont des expressions typ@es quelconques. Si € -»€', nous
dirons encore que nous avons un pas de féduction paralléle de e 3 g'. Cette
notation est coh@rente avec la signification que nous.attachions,
auparavant, (voir Préliminaires) au signe . Il est, en effet, bien

clair que si ¢ se réduit 3 e' par la contraction d'un seul radical, nous

avons bien que ¢ » ¢', avec notre nouvelle notation.
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5.3.3. Lemme | : Si (?tx.M)k + N, alors il existe M' tel que

= (Ax.M')k et M > M'.,

Démonstration : La seule régle applicable pour que l'on ait (kx.M)k -+ N

est la régle 82 et N est donc de la forme (J\x.M')k avec M = M', [

5.3.4. Lemme 2 : Si xk + N, alors N = k.
Démonstration : la seule régle applicable est S1 et donc N = xk. 0

5.3.5, Lemme 3 :S1 M - M', alors M > M .
—_— [nl - [nl

Démonstration : par cas sur la régle appliquée pour la ré&duction M - M',

Notons p = inf{k,nl.

Cas | : Application de la rdgle S, : alors M = M' = xk et

1
P, 4P

M[ = M'[n]= xP. or la régle S, nous dit que x , c'est-i-dire

nJ 1

t
a1 "M a1
Cas 2 : Application de la régle 82 : alors M = (?xx.Ml)k et

k P P
= ' 1 = ' = '
= (Ax.M]) , avec M1 +-Ml. De plus M[n] (Ax.M]) et M[n] (Ax.Ml) .

Comme Mi -+ M;, par la régle 82, nous avons (Ax.M])p - (Ax.M;)p,

] n g '
c'lest-i-dire Min] + M [0l

Cas 3 : Application de la régle S, : alors M = (MIMZ)k et M' (M M} ) .

3
' 1 - v 4P 1 - vty P
avec MI + M1 et M2 -+ M2. De plus, M[n] (MIMZ) et M [n] (M M ) . Done, |
comme M, -+ M! et M_ = M!, par la ré&gle 33 nous avoens (M M )p > (M M )P é

I 1 2 2
t =2 t
c'est~d~dire M[n] - M[n]'

Cas 4 : Application de la régle C : alors M = ((Ax.Ml)m+!M2)k et
1 av 1 ' m+] P ?
M' = M! fx\MzEm] Cmllk] ECM - Ml et M2 *—Mz. De plus, M [n] = = ((Ax.M ) )
' = M! 1 ' . fan-
et M[n] M] EX\MZEm]]Fm][p]' Donc, comme Ml é—M] et M2 -+ M2, par applica

tion de la régle C, nous avons :

m+] 5
.((lx...Ml) M ) + M EX\Mz[m]][m][p]

1 ] L}
c'est-3-dire M[n] > M [n]* [
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5.3.6. Lemmg 4 3 M[n]Ex\N} = M[x\N][nj

Démonstration : par cas sur M, Netons p = inf{k,n}.

Cas 1 : M = xk. Alors :

_ P . L
MEnJEX\N] = x*[x\N] = N[p] = Nik][n] M[x\N][n]
Cas 2 : M = yk ol x # y. Alors :
- <P _ P ok -
M[n][x\N] =y [x\Wl=vy" =y [nl = l’I[x\N]{n:|
- k
Cag 3 : M= (MIMZ)
Nous avons alors :

- P
M[n][x\N] = <M1M2) [x\N]

(Ml[x\MMz{x\NJ)P

. k
(MIEX\NJMQLX\N]) fn]

Cas 4 : M = (Ay.M])k. Nous pouvons supposer y # X et v non libre

dans N ; ce que nous pouvons réaliser par des a~conversions que nous

‘ignorons. Dans ce cas, nous avons :

P
MEHHX\N] (Ay.Ml) [x\N]

13

(Ay.Ml[x\N])P

k
(Ky.M][x\N]) [n]

It

M[x\NJERJ g

5.3.7. lemme 5 : Si x # y et si x n'est pas libre dans B, on a :
MEx\AILy\B] = M{y\BI[x\Aly\B1]
pour toutes expressions typées M, A, B.

Démonstration : Posons El = MEX\A]EV\B] et E2 = MLy\BI[x\A[y\B]] et

raisonnons, & nouveau, par récurrence sur |{M|]|.
k . . . 1
Cas 1 : M = x . Alors : E, = A[k][y\B} et E, = A[y\B][k]et, par le

lemme 4, E] = E2.
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Cas 2 : M = yk. Alors EI = B[k] et, de plus,
E, = Br, \[x\aly\B1] = B[x\A[y\B1], -, par le lemme 4. Comme x n'est pas
2 [x] y [k]
libre dans B, on a done : E2 = B[k] = E}.

Cas 3 : M = zk ol z # x et z # y. Alors E, = 2k = E,.

Cas 4 '+ M (MIMz)k' Nous avons, dans ce cas !

E, = 0 [x\AI[y\B] M,I\ATLY\BD® et
E, = cMI[y\Bsz\Aty\BJJ M [\BIL=\ALy\BID®. Bt, comme [[¥,[] < [}
et ||M21| < [IM[], par récurrence nous avons E] = E2'

k - R
Cas 5 : M = (lz.Ml) . Nous supposons & nouveau z # X, z # y et z ni
libre dans A, ni dans B, Nous ne perdons rien & la généralité& et nous

pouvons toujours se ramener i ce cas par o-conversion. Alors

B, = QM [x\AILy\BD® et
B, = Oz [y\BIx\ALyABID
Donc, comme ??Mlll < |IMl], on a E, = E, par récurrence. []

5.3.8. Lemme 6 : Si M = M' et N »~ N', alors M{x\N] » M'{x\N'] , pour

toutes expressions M,N,M',N' typées.

Démonstration : Raisonnons par récurrence sur la taille [IM[[| de M.

Cas 1 : |IM[] = 0, c'est-3-dire M est une variable.
k
Cas 1.1, : M = x . Par le lemme 2, comme M - M', onaM=M = xk et,

done, ML x\N] = N et M'[x\N'2 = N'[kl Par le lemme 3, comme N - N', nous

avons N[k]+ N'[k]'

Cas 1.2, : M = yk oli y # x. Le lemme 2 indique encore que : M = M' = yk.
Et, donc, M[x\N1 = yk et M'[x\N'] = yk. Or, par application de la régle

k %k
Spnwswmsy+y.
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Cas 2 : |M|| > 0, Plusieurs cas se présentent selon la régle
appliquée pour 1la réduction paralldle M - M',

Cas 2.1. : Application de la régle S1 ; ce cas est impossible car

nous avons supposé | [M]| > 0.

Cas 2.2. : Application de la régle Sz': Alors, ona : M = (Ay.Ml)k et

k
M' = (Ay.M;) avec M, +—M;. De plus, nous supposerons encore y # X et
y non libre dans N, condition que nous pouvons toujours réaliser par des

o-conversions que nous ignorons. Comme N -+ N', il est clair que y n'est

pas libre dans N', puisque VARLIB(N') est un sous~ensemble de VARLIB(N).

Donc :
MLx\ND = (i, LoD

M Lx\NT] = (Ay.M;[x\N'E)k

Comme IIM1|| < | IM[] et M1 -+ M;, nous avons, par récutrence i

MIEX\N] - M;[x\N'], Donc, par la régle Sz

(ly.M][x\N])k - (ly.M;[x\N'])k, c'est-a~dire M[x\NT > M'[xAN"'].

Cas 2.3. : Application de la régle 83 ; alors, on a :

- k | - 1 l,k . 1 ¥ -
M= (MIMZ) et M' = (MIM2) avec Ml > Ml et M2 - M2. Dans ce cas :

MLxWI = Gt [T LD
MU' D= (!N gL\ DS
Comme [IM, |1 < [IMIT, [TM)[1 < []M]] et M, > M}, M, > M, nous avons par
récurrence :
M [x\N] > M Lx\N' ]

MZEX\N] > Mé[x\N']

D'oli, par la ré&gle S3 :

(MIEX\N] Mz[x\N])k > (M{[x\N'}M&Ex\N'] )k

‘c'est=d~dire : M[x\N] - M'[x\N'].
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Cas 2.4. Application de la r&gle C : alors, nous avons :
.

M= ((Ay-Ml)n+1M2) et M' = M;[y\M' ] avec M > M! et M_ -+ M!

2lnl [nllk] 1 I 2 2

Nous supposons, 3 nouveau, y # x et y non libre dans N' sans perdre en

généralité&, Dans ce cas
k

n+]M2[x\N])

Mix\N1 = ((Ay.lex\NE)

Comme ||M1i| < | |M|[ et lilel < FIM[] et M, »M!, M2 +-M§, nous avons

]
@ar récurrence
MIEX\N] - M;[X\N']

MZEX\NJ +-Mé£x\N']

D'ol, en appliquant la régle C :
- n+l k Ny 1 1 '
Et, par les lemmes 4 et 5, on a :

M{x\N]1 > M;[y\Mé[n]][§\N']

(nilk]
¢'est—d~dire, en utilisant encore le lemme & :
MLx\NT - MILY\MZLnEJEn][k%X\N ]

Done M[x\NT * M'[x\N'1. O

5.3.9. Lemme 7 : Si M » M', alors M' -+ C(M) pour toutes expressions

M,M' typées.

Démonstration : par récurrence sur |[M|]|, la taille de M.

Cas | : ||M|[ = 0, c'est-d-dire M = xk. Alors, par le lemme 2,
.k e K .,k Xk
M'" = x, Et la définition de C donne C(M) = x . Et M" = x + x = C(M)
par la régle S].
Cas 2 : [IM|]| > 0. Nous raisonnons par cas sur la régle appliquée

pour la réduction paralldle M - M'.

Cas 2.1. : Application de la ré&gle S

| ¢ ce cas est impossible,

puisque |IM|| > 0.
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Cas 2.2. Application de la régle 52 : Nous avons alors :

M= (lx.MI)k et M' = (Ax.Mi)k aveg Ml -+ M;.

Comme QIMEI{ < |[¥]], nous
avons par récurrence M; - C(M]). D'oll par la régle Sz,
Oa.MD® 5 (001 . O, par définition, C(M) = (x.C0,))". Done,

dans ce cas : M' > C(M).

Cas 2.3. Application de la régle 5. : Nous avons alors
=)

= k L A ta! k T 1
M = (MIMZ) et M' = (M]-Mz) avec M, —)-M] et MZ +M2. Comme |]M2H < [IM]|],

nous avons par récurrence : Mé - C(Mz). Nous allons distinguer deux
gous-cas selon que M soit, ou non, un radical de degré& non mul.

Cas 2.3.1. : M n'est pas de la forme (kx.MB)n+}. Alors, par

1
définition, on a : C(M) = (C(MI)C(MZ))R. Comme | [M || < ||M]]

MI - M;, nous Savons par récurrence que M; > C(M]). Et, comme

M) » C(M)), par la regle S, : (M;Mé)k 5 (C(MI)C(MZ))R, clest-a-dire

3
M' 5 COMDY.
Cas 2.3.2, : M, = (Ax .M )n+1' Comme M, 5> M', nous avons par le
—_———— 1 3 i I

Lemme 1, M; = (kx.Mé)n+] avec My - Mé. Or ]|M3[f < | [M]| et on a, par

récurrence M! » C(MB)' D'oil, comme Mé > C(MZ), par la régle C, nous

3

avons @

. o+l k
M= (M) TN > CUDIRNC AL Ty

Or, dans ce cas, par définition, nous avons

_ n+1 k, _
cQ) = C(((Ax.MB) MZ) ) = C(M3)[X\C(M2){n]}[n][kj

Cas 2.4. Application de la ré&gle C : Dans ce cas, on a :

+1
n avec M. 5 M! et M. 4 M!,

M= (Ox.M) Iy rnirk 1 1 27

M) et M' = MITx\M
Nous avons alors :

Can = COEMCOL) o e

Or §|M]|[ < M| et ;|M2|[ < ||M]}|. On a, par récurrence :

M! & C(MI) et Mé - C(Mz), c'est-d-dire par le lemme 3 > C(M

1

Si nous appliquons 3 présent le lemme 6, nous avons

F Mo g 2rm

MM apd > COIIRCO) 4]
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D'oli, en utilisant le lemme 3, & nouveau, on a : M' + (M), (]
5.3.10. Lemme 8 : Pour toute expression M typée, si M » M' et
M +M", il existe alors une expression N typée telle que M' > N

et M" - N,

Démonstration : le lemme 7 nous indique que nous n'avons qu'a

prendre N = C(M), 0O

5.3.11. Proposition : (Propriété Church-Rosser) Si M Iu et
M3 M", il existe N tel que M' 3N et X N pour toutes expressions
typées M,M',M",

= . n - . - ,
Démonstration : Notons M > M' une réduction de n pas de réduction

paralldle de M & M', Montrons, par récurrence sur n+ p, que si M v
et M B M", il existe N tel que M' ByoetM 3w, si n ou p est nul, la

proposition est trivialle. Supposons donc n = | et p 2 1.

1) 8in=1p=1, le lemme 8 montre l'existence de N tel que

M’ 3 N et M" i N.

2) Sinon, m > 1 ou p > 1. Supposons, par exemple, n ¥ I 1'autre
cas étant purement symEtrique. Seit M;, l'expression telle que :
M > M¥ n3l M'. Nous avons, donc, M = M; et M B M", Comme 1 + P <mn+p,
puisque n > 1, par récurrence, nous savons qu'il existe MY tel que
M; B M? et M" - MT. Et, 3 nouveau,par récurrence, comme Mi sl M' et

M; B M?, il existe N tel que M' EN et MT rd N. En résumé, il existe

N tel que M' BN et " BN, O

5.4, Correspondance entre le A-—-calcul typé et le A-calcul non typé :

5.4.1. : Définition : nous considérerons une fonction, det : At + A,
de "détypage" qui enlévera les types d'une expression typée donnée,

clest-d-dire :
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£ = x

det(x
g___((een (det(e) det(e'))
de

t({Ax.g) ) (Ax.det(e))

Une expression U typée et telle que det(U) = e sera encore

appelée une affectation de type de €.

5.4.2, Définition : Nous introduisons un ordre partiel sur At,
notd U <V si U et V sont des expressions typées et si det(U) = det(V)
tel que :
x <x sik=s1
k 1
(Ax.U) < (Ax.V) si k €£letlU <V

(UU')k < (VV')1 sik €1 etU <V etU'< V'

Donc U < V signifie que U et V sont deux affectations de type
d'une méme expression mais, dans U, le type de chaque sous-expression

est inférieur au type de la sous—expression correspondante dans V.

De plus, si det U = det V, nous définirons MAX(U,V), comme
gtant 1l'expression typéé telle que :
MAX(xk,xl) = xP
wax(uu)*, (W) = axE,vMx@',v'))P
wx(Ox.0F, 0xb = Oxaaxw,n)?
oii p = suplk,1}.

T1 est clair que U < MAX(U,V) et V < MAX(U,V).

5.4.3. Lemme 1 : 81 U <V et mw £ n, alors U[m] < V[n]’ pour toutes

expressions U,V typ€es et pour tous entiers naturels m,n.

Démonstration : imm&diate par cas sur U. Nous noterons p inf{k,m} et

q = inf{1,n}. Remarquons que si k £ 1 et sim<n, ona p < q.
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Cas 1 : U = xk. Alors V = x1 ol k = 1. Et, donc, U[m] = x et

U[n] = xq. Et, comme m < n, on a p < q et xP < xq.
Cas 2 : U = (Ax.Ul)k. Alors V = (lx.V])1 od k £ 1 et U1 < VI' Donc,
= p = (3 q < < 1
U[m] (Ax.U]) et V[n} (kx.Vl) . Commem < n, on a p < q. D'ou,
puisque U1 < Vi’ on a (Ax.UI)p < (Ax.Vl)q.
Cas 3 : U = (Ule)k. Alors V = (V1V2)1 o k < 1, U1 < V] et
= P = 9 <
02 < V2. Donc, U[m] (Ule) et V[n] (VIVZ) . ET comme m € n, on a
o P q
P £ q. D'oli, comme Uy <V, et U, <V,, ona (UIUZ) < (VIVZ) . 0
5.4.4, Lemme 2 : Si U < U' et V < V', alors on a :
Ulx\V] < U'[x\V'], pour toutes expressions typées u,Gt,v,v',

Démonstration : par récurrence sur la taille de U, [|U}].

Cas |, U = xk. Alors U[x\V] = ka] et, coome U < U} on a :

U' = xl ol k £ 1, D'oll U'[x\V'] = Vt[l]' Or, comme V < V', on a :

1]
ka] <V r1]® par le lemme 1,
Cas 2, U = yk. Alors, comme U < U', ona : U' =y ofi k £ 1, Dans
ce cas, U[x\V] = yk =U et U'[x\V'] = yl =7',
Cas 3. U = (Ule)k. Alors, comme U < U', on a : U' = (U;Ué)1

ol k €1 et u, < U; et U, < Ué. D'autre part

0Tx\W = @, Tx\w] U, Lxw ¥

U] = (U)Fx\v' ] Ué[x\V'J)l

Par récurrence, comme IJUIII < ||Ull et l]Uzlf < [lU]l, nous avons

Uifx\V] < U;fx\V'] et Uz[x\V] < Ué[x\V']. D'ofi, par définition de 1'ordre,

Ulx\v] < U'[x\V'].

Cag 4, U = (Ay.Ul)k. Alors, comme U < U', ona : U' = (hy.Ui)l
of k €1 et Ui < Ui. De plus, sans perdre de lg généralité, nous
pouvons supposer y # x et y non libre dans V, c'est-i-dire dans V'

puisque VARLIB(V) et VARLIB(V') sont identiques. Donc :
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k
Ulx\v] = (ly.UI£x\V])

W] = (y.0)Gew Dt

Par récurrence, comme l[UliJ < [|U]], nous avons

U][x\V] < U;{X\V']. Dol Ulx\V] < U'[x\V'], [

5.4.5. Lemme 3 : Pour toutes expressions M,N, non typées et pour
toute expression U typ&e telles que det(U) = M[x\N], il existe deux
affectations de type de M et N, respectivement V et W, telles que
U < vix\wl.

Démonstration : par récurrence sur la taille de M, #Ml].

Cas I : M ==x, Alors M(x\N] = N = det(U). Posons, alors W = U et
V= xk ol k = type(U). Alors V[x\WJ] = U[k} =U et, done, U < V[x\W]

et det(V) = x et det(W) = N.
Cas 2. M =y oll ¥y # x. Alors M[x\N] = y = det(U). Posons V = yk
oi k = type(U) et supposons W queleconque tel que det(W) = N. Nous avons,

donc, V = U = yk et, par conséquent, U < V = V[x\W] et det(V) = y et

det(W) = N,

Cas 1, M = M]Mz. Nous avons, dans ce cas
MLx\NT = (0, [x\N] M, [x\ND) = det ().
Donc, nous avons : U = (U1U2)k ol QEE(UP = M![x\N] et
det(U,) = MZEX\N]. Par récurrence, commeiIIMlll < [IM]] et f|M2f¥ < +IMI,
nous connaissons 1l'existence d'expressions typées VI’WI’VZ et W, télles

que

1
=2

UI < V]{x\Wl] oil det(V]) M, et det(Wl)

!

M2 et det(wz)

]
=

UZ < v2[x\w2] oli det(Vz)

Posons W = MAX(WI’WZ)' Nous avons det(W) = N et WI < W et W2 < V.
Or, grace au lemme 2, nous savoens que VIEXxWIJ < VIEX\W] et

Volx\W,] < Vzix\W]. Les définitions de 1'ordre < et de la substitution

nous donne :




.72~

k
(v][x\wlj vztx\wzj)

A

k
U = (UIUZ)

A

(v, [x\WT v LxwD*

k
(V,V,) " I=x\W]
Posons, donc, V = (vlvz)k. Nous avons, alors, U<V[x\W] et

det(V) = (det(V )det(V,)) = MM, = M et det(W) = N.

Cas 4 M = ly.M1 -Nous supposons, encore, y # x et y non libre dans
N, ce que nous pouvons réaliser par a—conversions. Dans ce cas,
MIx\ND = (.M [x\ND) = det (V). Done, U = (ly.Ul)k. Bt det(U,) = M [x\N].
Par récurrence, comme lfMlll < [IM]], nous connaissons 1l'existence de
V1 et W tels que : QEE(VI) = Ml et det(W) = N et tel que Ui < VIEX\W].
Posons V = (ly.VI)k. On a; donec : U < (Ay.Vlix\W])k = V[x\W], puisque y

n'est pas libre dans N, donc dans W. De plus, det(W) = N et

det(V) = Ay.det(V)) = Ay.M; =M. [

5.4.6, Lemme 4 : Si U,V,U' sont des expressions typées telles que :

U<VetU=>U'", alors il existe une expression V' typée telle que :
-

U' =V et V < V',

Démonstration : par récurrence sur la taille de U, }]|Ul].

Cas 1 : ||UI] = 0. Alors U = x5 et, donc, comme U =V, V = x! o

k =1, De plus comme U+ U', on a U' = U (voir 5.3.4.). Par la régle S],
‘nous avons x1 > xl, c'est~8~dire V »WW. Et si nous posons V' = V, nous
avons V - v' et V < V",

Cas 2 : ||Ul| > 0. Raisonnons par cas, selon la ragle appliquée
pour la réduction parall&le U - U',

Cas 2.1. Application de la régle S] : ce cag est impossible

puisque [|U]|] > 0.
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Cas 2.2, Application de la régle SZ: alors U = (;\x.Ul)k at
1
U' = (lx.U;)k avec;Ulﬁ- U;. De plus, comme U <V, on a V = (Ax.VI)

ot k £1 et U, <V, . Comme IIU]II < llul|!, par récurrence mnous

1
¥o= ( x.V;)l. On a : U' <V' et V > V' par application de la

tel que U! < V! et V, > V!, Posons

connaissons l'existence de V 1 1 1 1

régle 52'

Cas 2.3, Application de la régle S3 : alors U = (UIUZ)k et

Ut = (UiUé)k avec U] -+ U; et U2 > Ué. Comme nous avons U < ¥,

V s'écritc ¢+ V = (VIVZ)I ol k £ 1 et Ul < V1 et U2 < V2. Par récurrence

comme flUllf < |lul] et IIU2]| < 1Uuf{ , il existe V; et Vé tels que :

1 1 ] T
U1 < VI et V1+ V]

L) ¥ L}
U2 < V2 et V2 > V2

Posons V' = (V;Vé)l. On a : U' <V' et V» V' par la régle 83.

Cas 2.4. Application de la régle C : alors on a :

n+] k R ' 1 '
1) U2) et U' = Ui{x\UZEn%[n][k} avec Ul > U] et U2 +-U2.

Donc, comme U < V, nous avons V = ((kx.V!)pHVz)l ol U1 < Vl’ U2 < V2

U= ({(Az,U

et n < p, k s 1. Par récurrence, comme llUi|| < Hull et [U,[1 < [U]],

on connait 1l'existence de V; et Vé tels que :

] L} 1
U] < V1 et V] - Vl

ul < vV} et v, » V.

2 2 2 2
. T - oyt vt 1 \ =
Si on pose V Vi[X\VZEp]][pJEIJ’ on aV > V' par la régle C.
1 , ; 1 1 R ] t .
D'autre part, comme U2 < V2 etn<p, ona: U2[n] < v2[p]’ par le

lemme 1, et, donc, comme on a, en outre, U; < Vi, le lemme 2 nous
indique que :

U;[x\Ué[n]] < V;[x\Vé[P]]

Et, par conséquent, comme n £ p et k £ 1, on en d&duit que

U' < V' (lemme 1). [J
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5.4.7. Lemme 5 : S8i U,V,U' sont des éxpressions typées telles que
W

U +U' et U <V, alors il existe une expression typée V' telle que
*

V>V etU'< V',

Démonstration : par récurrence sur la longueur de la réduction

*
U = U', en appliquant le lemme 4. []

Nous sommes, 2 présent, préts pour montrer que l'on peut simuler
toute réduction non typée par une réduction typée, pourvu que 1l'on
se donne des types suffisamment &levés, Pour unifier 1'exposé et
conserver, dans sette partie, les mémes schémas de démonstration, le
symbole "»" signifiera "r&duction parall&le" pour des ré&ductions
typé€es ou non. Nous ne nous attarderons pas 3 définir rigoureusement
les axiomes de "+" pour les réductions paralléles non typées, car ils
sont identiques 3.ceux des ré&ductions typées, sauf qu'il n'y a pas bien
sir d'indicage de toutes les expressions. Et nous désignerons les
régles de "»" non typé&, par le méme nom que celui des ri@gles corres-
pondantes de """ typé. La valeur des résultats ne sera pas affectée,
car les réductions oll un seul radical est contracté i chaque pas sont,
bien stir, un cas particulier des réductions ofi chaque pas est une

réduction paralléle,

5.4.8, Lemme 6 : Si M et N sont deux expressions non typées telles
que M > N et si W est une affectation de type N, alors il existe des
affectations de type, U et V, respectivement de M et N, telles que
U->VetW<V.

Démonstration : par r&currence sur la taille de M, | IM|!}.

Cas 1. !IMl| =0, c'est-a-dire M = x. On a, alors, N = x et,

comme det(W) = N, ona W = xk. Posons U = V = xk =W, OnalU->V, par

la régle S, et W < V par définition de 1'ordre.

1
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Cas 2 : [I¥]] > 0. Plusieurs cas se présentent, selon la ragle
appliquée pour la ré&duction paralléle non-typée M + N.

Cas 2.1. Application de Si 5 ce cas est impossible, car nous

supposons | [|M|] > O.

Cas 2.2, Application de 82 t on a alors M = ka.Mi et N = kx.Nl,

ot M] > N]. Alors, comme det(W) = N, nous avons W = (Ax.W})k ol

det(wi) = Nl' Par récurrence, comme !IMIII < [IM]], on sait qu'il existe

U1 et V] tels que : Ul =3 V1 et Wl < VI et det(Ul) = M1 et det(Vi) = Nl'
Par la régle 82, sl nous posons U = (Ax.Ul)k et V = (Ax.U])k, nous
avons U ~ V. Or, det(U) = Ax.det(UI) = kx.Ml = M et, de méme,

det(V) = Ax.det(VI) = Ax.N1 = N. De plus, comme W1 < V}, nous avons

V.

W= (Ax.wl)k < (?\x.V])k

Cas 2.3. Application de S3 : dans ce cas, M = M]M2 et N = NINZ oii

M1 - NI et M2 - N2. Comme det(W) = N, W s'8erit : W = (wlwz)k ol

det(W)) = N| et det(W,) = N,. Comme [M [ < IIM|] et ||M)1[ < |IM|],

ar récurrence nous connaissons l'existence d'expressions tvoées U ,V
P P 4 1*7 1

U2,V2 telles que :

1l
f

U1 - VI et det(U])

U2 > V2 et det(Uz)

M1 et det(Vl) NI et w] < V1

M2 et det(Vz) = N2 et Wz < V2

i
1

Posons U = (UIUZ)k et V = (V]V2)k ; alors, par la régle S3, nous
avons U V. D'autre part, det(U) = M et det(V) = N. De plus, comme

Wl < V] et W2 <V, onaW«<V,

Cas 2.4, Application de C : Alors M = ((Ax.Ml)Mé) et

N = Nl[x\sz oil MI > N3 et M2 -+ NZ' Nous avons done det (W) = N][x\N%
et par le lemme 3, nous connaissons 1l'existence de Wl et W2, tels que
det(W]) = N] et det(Wz) = N2 et W< Wl[x\wzl. Par récurrence, comme

IIM]II < [IM]] et [iMé[l < 1INI1i1 existe U]’UZ’VI’VZ tels que :
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UI > V1 et det(Ul) M] et det(Vl) = N1 et Wl < V1

U2 - V2 et det (Uz) M2 et det(Vz) = N2 et w2 < V2

- qtly va s o =
Posons U = ((hx.Ul) Uz) olt q = sup{tzpe(vl),tzpe(vz)} et
vV = Vlfx\sz. En appliquant la régle C, nous avons
U= VI{X\VZEq]][q][q] = VI[x\V23

M et

c'est-i—-dire U » V. D'autre part, det(U)
det (V) = gEEﬁV])[x\det(Vz)} = lex\sz = N et, comme W} <V et W, <V,

par le lemme 2, on a : Wl[x\WZJ < Vlfx\sz et, donc, W<V, [

5.4.8. Proposition : Si € et e' sont deux expressions non-typées
* . [ .
telles que € > &', alors il existe deux affectations de type U et U’

*
respectivement de € et €' telles que U > u'.

Démonstration : par récurrence sur la longueur 1 de la réduction

e3> e,
Cas 1. 1 = 0. Soit U une affectation de type quelconque de €. On
a alors € = ¢' et si on pose U' = U, on a bien det(U') = €',

*
Cas 2. 1 > 0, On a alors & > € < e'. Comme la longueur de £ - g!
’ . - . -— - L] * '
est strictement inférieure 3 celle de la réduction € * €', par
récurrence nous connaissons l'existence de Vl et V', typées, tels que

*
det(VI) =€ det(V') = €' et V1 + V', Par le lemme 6, il existe deux

affectations de type, U et Ul’ de € et £ telles que : U U] et V]< U1

* *
et, grice au lemme 5, comme v, > V', on a : u, =+ U' ot V' < U'", Done U’

*
est une affectation de type de €' et il existe une réduction U = U1 -y, O

’ *
On peut, done, simuler toute réduction non-typée, € + €', par une
% .
réduction typée, U > U', ol U et U' sont deux affectations de type de
et g', pourvu que U ait des types suffisamment &levés sur chacune de

ses sous—expressions. Réciproquement, il est bien clair que si

S S S
U=1"0 S U »2 U. + ... >" U =U" est une réduction typée, il 1lui
o] 1 2 n
R] R2 R, R
- £ - £ +3 —)—n £ = E'

o | 9 . n , Ton

correspond une réduction g = €
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typée ol les différents radicaux contractés Ri sont les sous-expressions

correspondant aux Si’ dans € ye

5.5. Quelques propriétés supplémentaires du A-calcul typé :

Nous allons &tudier, d'abord, certaines propriétés des descendants,
la notion de descendant dans le A-calcul typé étant analogue i celle
dur~calcul ordinaire. Nous n'en redonnerons, donc, pas la définition.
(Voir Préliminaires). Les radicaux d'une expression V typée qui ne des-
cendent pas d'un radical d'une expression U typée, si U 8 V, seront

encore appelés radicaux créés par la contraction de V dans U, ou encore,

s

radicaux cré@s par R. Nous nous intéresserons d'abord 3 deux propriétés

de ces radicaux qui sont vraies dans le A-calcul typé ou non-typé et,
donc, pour simplifier 1'exposé, nous nous placerons dans le A-calcul
non typé. Dans cette partie, nous aurons besoin de la netion de
B-conversion &tendue aux contextes, dont la signification est intuiti—

vement &vidente,

5.5.1, Lemme 1 : Si & est une expression non~typée telle que :
1) € n'est pas un radical,
2) €& est un contexte d'un radical R, c'est-i~dire ¢ = C[R] oii
R = (Ax.M)N,
R

3) e > €' ol ¢' est un radical,

alors £ ne peut avoir que l'une des deux formes suivantes :

1} £ (Ax.M)NQ od M = Ay.P

]

2) e = Ox.M)NQ oii M = x et N = Ay.P

1

ol P et Q sont deux expressions non—-typ€es quelconques.

DEmonstration : Posons €' = (Az,A)B, et R' = M[x\N]. Nous

raisonnerons par cas selon la forme du contexte C[ ] .




-78-

Cas 1. C[ 1 =1L1. Alors e= C[R] = R et ce cas est donc impossible

puisque nous avons supposé que £ n'est pas un radical,

Cas 2. ¢L 1 = At.C'[ ] . Dans ce cas, nous avons
€' = C[R"] = At.C'[R']. Ce cas est encore impossible, puisqu'alors

e # (Az.A)B.

Cas 3 . C[L J=+nC'l 1. Alors, ona €' =C[R'] = nC'[R"], Comme
e' = (Az,A)B, ona n=2Az,A et B = C'[R'], D'odi, ¢ = C[IR] = (Az.A)C'[R],
et nous avons donc encore une impossibilité, car = est supposé ne pas etre
un radical.

Cas 4 :+ C[ 1= ¢'[ In. Comme C[R'] = (Az.A)B, nous devons avoir

n =B et C'[R'] = Az.A. Donec, deux sous cas se présentent :

Cas 4.1. C'l ]= Az.CIE J. Mais, ce cas est impossible, car, alors

m
]

CiR] = (Az.C][R])B et est donc un radical.

Cas 4.2, C'l I=1[ 1. Alors, nous avons R' = Xz.A, c'est-d-dire
MCx\N] = Xz.A. Et il est clair, par un raisonnement par cas sur M, que
les deux seuls cas possibles sont :

1) M=x et N = Az.A

2) M = Ay.P pour une certaine expression P et une variable y,

c'est-a-dire, en résumé, pour ¢, nous ne pouvons avoir que les deux

s

cas suilvants

1} ¢ (Ax.M)N B oi M-= x et N = Aiz.,A

]

2) e = (Ax.M)N B oli M = Ay.P g

5.5.2. Lemme 2 : 81 R = (Ax.M)N est un radical non typé et si e est
une sous—expression de R, c'est-3-dire R = C[ ], telle que :
1) ¢ n'est pas un radical, et & # X,
2 ¢ ] a une structure de radical,
73) si ¢' est tel que C[] CEJ C'L 7 et cCle] E C'le'l,

alors &' est un radical,
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alers CL I= (Rx.CI[ DN et e= xQ et N = Ay.P ol P,Q sont des expressions

quelconques et Cl[] un contexte quelconque.

Démonstration : comme C[ ] a une structure de radical, on a deux cas :

gas 1. ¢l 1= (Ax.M) Cl[ J. Alors N = lee] et on a
c'L 1= M[x\C][] J]. D'autre part, C'[e'] = M[x\N], c'est-a-dire
C][s'] =N = CIEE]' Nous avons donc £ = &' et ce cas_ést impossible car
ne peut Stre a la fois un radical et différent d'un radical.

Cas 2. cl 1= (Kx.CIE T)N. Supposons x non libre dans N, ce que nous
pouvons toujours réaliser par une ¢—-conversion qué nous ignorons. Alors
c'l 1= lex\N3 [ Tet C'[e'] =M=x\N]= C][E]IX\N] = Cl[x\N]Ea[x\N]],
c'est~d-dire &' = e[x\N1. Or nous avons supposé que € n'est pas un
radical et ¢ eét un radical. Posons &' = (Ay.P)Q.En raisonnant par cas

sur €, comme £ # X, le seul cas possible est donc &= %Q et N = Ay.P.[0J

5.5.3., Proposition ; si e, &' sont deux expressions non typéas,
. . R . .
si R = (Ax.M)N est un radical de € tel que e + £', et si S est un radical
de &' créé par R dans €', la sous expression mn, pére de S dans €, ne

peut 8tre que 1'une des trois formes suivantes :

Dn = (Ax.MNQ ol M = Ay.P et (x.M)N le radical contracté;
2)n = (Ax.M)NQ ot M = x, N = Ay.P et (Ax.M)K est le radical
contracté,

3)n = xQ oil N = hy.P et n est une sous expression de M.

Démonstration : Soit R' = ML x\N] le contracté de R dans ', Nous avons

trols cas
1) S8i S est une sous expression disjointe de R', alors le pére de 3
dans ¢ est une sous expression identique & § et, donc, S ne peut etre

un radical créé par R dans e'.
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2) si S contient strictement R', le p8re n de S dans e contient R,
c'egst-d-dire n = C[R] pour un certain contexte C[ ], Et, comme S est
~un radical créé par R dans £', nous avons n différent d'un radical
et § = C[R'], qui est un radical. D'aprés le lemme 1, nous ne pouvons

qu'avoir :

ayn (Ax,M)NQ ol M = Ay.P

It
[}

bin (Ax,M)NQ oi M= x et N = Ay.P

3} 8i 8 est contenu, au sens large, dans R', d'apr@s la définition
des descendants (voir Prélimimaires), le pére n de S dans € ne peut
qu'8tre contenu dans M ou dans N. De plus, cette définition nous
indique que n# x. Il existe, donec, un contexte C[ J, qui a une
structure de radical, tel que R = C[ nl. D'autre part, S est tel que,

: Cg,:lr R '

si cL ] ¢'l 1, on aclnl+cCc'[S], Donc, comme n n'est pas un

vadical, d'aprés le lemme 2,n est une sous expression de M telle

que : M= xQ ol N = Ay.P. a

5.5.4. Proposition : Si U,V sont deux expressions typées et si R

\ R . P
est un radical de U tel que U = V, alors les radicaux créés par R

dans V ont un degré strictement inférieur & celui de R.

Démonstration : Soit S un radical cré&é& par R dans V. Pobsons

R = ((Ax.M)n+IN)k ol n, k 2 0. Soit n le pére de S dans U. D'aprés 1la

proposition préc@dente (valable bien sir, aussi dans le A-calcul typd),
trols cas se présentent !
1} n = ((()\x.M)nHN)kQ)1 odi M = (ly,P)p et 1,p = 0. Nous supposerons
x et y non libres dans N et y # x, ce qui peut 8tre toujours réalisé
par des a-conversions que nous ignorons. Alors, nous avons :
5 = QAN T 0
c'est~d~dire

- P 1
5 = (Oy BL\S 3 D g @




-81-

Si nous posons m = inf{p,n,k} , onam S n et ;
S = (Oy.Ble\_ D))
La radical S est, donc, de degré m strictement inférieur au degré n+l
de R.
2) n = (((Ax.M)nHN)kQ)1 o M =x3, N = (Ay.P)P et
l,p,q = 0. Nous avons alors :
S = GOy 2P g
et, si nous posons m = inf {p,q,n,k}, on a :
s = (0.
Le radical S est, alors, de degré m strictement inférieur au degré
#+1 de R.
3) n est une sous—expression de M, telle que n= (qu)l,
N = (Ay.P)p et 1,p,q 2 0. De plus, nous supposerons x non libre dauns N,
sans perdre en généralité, Alors, nous avons : S = n{x\N[ﬁ]],
c'est-d~dire :
s = 07 \0y. 2P, ]
et, si on pose m = inf{p,q,n}, on a :
s = (Gy.)"Q)"
Le radical S est, encore, dans ce cas de degré m strictement inférieur

au degré n+l de R. [J

5.5.5. Proposition : si U,V sont deux expressions typées, si R
est un radical de U tel que U X V et si S est un autre radical de U,
le (s) descendant (s) de S dans V ont un méme degré que S.

Démonstration : par cas selon la position relative de R et S. Posons

)k

R = (0™ 0¥ et s = (ay.p) !,
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1) 81 S est disjoint de R, § a un descendant unique dans V, qui lui
est identique, donc qui est de meme degré.

2) 81 S contient strictement R, le radical R est contenu dans P ou dans
Q et le descendant unique de S dans V est de la forme ((ky.P')mQ')l,
soit P, soit Q, est différent de P, ou de Q. Ce descendant a, done,
meme degré que S.

3) 81 8 = R, alors S n'a pas de descendant dans V.

4) 8i S est contenu danms N, il existe un contexte CL 1 tel que
N = C[S3. Les descendants de S sont, donc les différentes occurrences
de § dans M[x\C[S]], c'est-d—-dire des radicaux de la forme
((ly.P)mQ)p, ot seul p, d'aprés la définition de la substitution, peut

otre différent de 1. Ces descendants de S ont, donc, méme degré que S. []

5.5.6. Proposition : Toute expression typée a une forme normale.

Démonstration : Soit f : At + N x N, la fonction qui associe & toute
expression typée U, la paire d'entiers naturels, formée du degré des
radicaux de U de degré le plus élevé et du nombre de ces radicaux.
Supposons que U ne golt pas en forme normale.

Soit R un de ces radicaux, qui ne contienne & 1'intérieur de
lui-méme, aucun autre radical de degré maximum. Un tel radical existe
toujours. Soit N son degré, et considérons la réduction U'E V.

Deux sortes de radicaux existent dans V, les radicaux qui des-—
cendent d'un radical de U, les radicaux créés par R dans V. Les
premiers ont méme degré que leurs péres respectifs, les seconds ont
un degré stri;tement inférieur & N (voir 5.5.4. et 5.5.5.). Posons
f(U) = <N,n>. Comme U n'egst pas en forme normale, on a N > 0. Si
n =0, conme R n'a pas de descendant dans V, £(V) = <N',n'> ol
N' < N, Si n # 0, comme R ne contient pas de radical de degré N,
aucune dupplication de radicaux de degré N, différents de R, n'est

possible et, alors, £(V) = <N,n-1>. Dans ces deux cas, par rapport




-83.

4 l'ordre alphabétique usuel, £(V) < £(U) et, si nous continuons

contracter systématiquement un radical de degré maximum qui ne contienne

wr

pas de radical de méme degré, comme l'ordre alphabétique est un bon

ordre, nous nous arréterons un jour sur une forme normale U' telle

que £(U') = <0,p>. U

Cette démonstration se trouve dans Wadsworth [ ] pour un A-caleul

légérement différent, et dans Morris [ J.

5.5.7. Proposition : Toute réduction "intérieur d'abord", c'est-i-dire
consistant a contracter systématiquement un radical qui ne contienne

aucun radical de degré non nul, atteint une forme normale dans le

A-calcul typé.

R R2 R3
Démonstration : Soit U = U0 - U] - U2 -+ ... une réduction "intérieur

d'abord" issue d'une expression U typée. Soit N le degré des radicaux

de degré maximal de U. Si N = o, U est en forme normale et, donc, nous
s N . N .
nous intéresserons qu'au cas ol N > 0, Soit £ : At + N, la fonction
. Bme - . .
telle que la i composante de f(Uj), notée f(Uj)i pour 1<i=N, soit
le nombre de radicaux de degré N+1-i, et considérons 1'ordre alphabé-
. N - .. . . -
tique sur N, noté provisoirement <, Soit Rj le radical contracté de

Uj—l a Uj+1' Soit k le degré de Rj.

1) Les radicagx de Uj—! qui sont disjoints de Rj ou qui contiennent
strictement Rj ont un descendant unique dans Uj et de méme degré
{voir 5.5.5.),.

2) Les radicaux de Uj—l’ qui sont strictement contenus dans Rj’
sont tous de degré nul, d'apr&s la définition de la réduction intérieur
d'abord., Leurs descendants, &ventuellement multiples, restent de degré

nul {(voir 5.5.5.).

3) Les radicaux cré&és par Rj dans Uj sont tous de degré strictement

Ed

inférieur 3 k (voir 5.5.4.).
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3) Rj n'a pas de descendant dans Uj'
Pour ces quatre raisons, et comme les radicaux de Uj soit

descendent d'un radical de Uj—l’ soit sont crées par Rj’ on a :

]

<
f(Uj)i f(Uj-l)i pour l<i<k

f(Uj)k = f(U, 1) -1

Donc, pour l'ordre de NN, on a f(Uj—]) < f(Uj) et comme

1'ordre alphabétique est un bon ordre, c'est-a-dire qu'il n'y a pas

de chaine infinie strictement décroissante, il existe u tel que
R R2 R3
f(Un)i = ( pour tout i. Autrement dit la ré&duction Uo -+ U1 > U2-+ .

atteint une expression Un en forme normale.

5.6. Solution du probléme

5.6,1. Solution dans le A-calcul typé :

Nous n'avons pas défini le probléme pour le A-calcul typé. Mais
la notion de réduction i.e. (intérieur—extérieur) est &videmment définie
de manidre identique & celle du A-calcul ordinaire. Et si U,V sont
deux expressions typées telles que U 3 V, nous nous demandons s'il

] , * *
existe une expression W telle que V> Wet U -+ W,
i.e.

5.6.2. Proposition : Une réduction "intérieur d'abord" est i.e.
R R
Démonstration : Soit U = UO e U1 > ves Un = V une ré&duction

intérieur d'abord, Considérons le radical Ri contracté entre Ui—l et Ui'
Supposons que le radical Rj (i < j3j) , contracté entre Uj_] et Uj’
descende d'un radical R, interne 3 Ri' On a R # Ri’ car Ri n'a pas de

descendant dans Rj’ par définition. D'autre part, tous les radicaux
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strictement contenus dans Ri sont de degré nul, comme la réduction est
intérieur d'abord. Le radical Rj descend donc d'un radical de degré mul,
Et par 5.5.5, Rj a un degré nul. Ce qui est impossible, car Rj est

contracté entre Uj— et U,, et la B-conversion typBe n'a &té définie

1

que pour des radicaux de degré non nul. La réduction considérée est,

done, i.e. [J

3.6.1.2, Proposition : Si U,V sont deux expressions typées telles que

* . . . - *
U +V, alors il existe une expression W typée telle que : V + W et

Démomstration : Par la proposition 5,5.6., nous savons que toute

expression U a une forme normale W. Cette forme normale est unique,
car le caleul typé@ a la propriété& Church-Rosser. En appliquant 3
e * * *

nouveau cette propriété, comme U > V et U +~ W, nous avons V > W, Or
la proposition 5.5.,7, nous dit que toute ré&duction intérieur-d'abord
issue de U atteint une forme normale, donc la forme normale unique W,
Et par la proposition précé&dente, une telle réduction est i,e. Nous

. . , . . *
connaissons donc 1'existence d'une réduction i.e. U i7e W entre U et W,

oi V3IW. DO

5.6.2. Solution dans le A=-calcul non typé :

Proposition : Si €, €' sont deux A-Q expressions, non typées, telles

* ] . . *
que € > €', alors il existe une expression n telle que : ' > n et
*
£, > TN,
i.e.

* . * - » > L] - -
Démonstration : Si € -+ €', la proposition 5.4.8. indique qu'il existe

deux affectations de type de € et €', respectivement U et V telles que
*
U+ V, Or, la proposition précédente montre 1'existence d'une expression W,

* “* .
typée, telle que : V> Wet U ;.2 W. Posons n = det(W). A la ré&duction

2.

* - * * - - » *
V > W correspond donc une réduction €'+ n, et & la réduction U > W une

g
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, , * , ] * .
réduction ¢ + n. De plus, comme la ré&duction U e W est i.e., la

- » * * ’ - » .
réduction ¢ + n, qui lui est strictement isomorphe, est 1.e. 0

5.7. Discussion : Le principe de la démonstration de la proposition
précédente est, donc, simple. Pour toute expression g, nous avons

associé une expression typée U, telle que 1l'ensemble D(U) des expressions
dérivables de U soit isomorphe & un sous—ensemble de P(e), sous—ensemble
qui a une propriété Church-Rosser. De plus, pour tout &' tel que € hd e,

on peut construire une expression U, tel que le sous—ensemble de D(e), iso-

morphe & T{(U), contienne e'. Et, dans D(U), toute ré&duction intérieur

d'abord ("innermost”) est une réduction i.e. qui "dépasse" ¢'. Remarquons

bien qu'd une réduction iqtérieur d'abord dans le A-calcul typé ne
correspond pas une réduction intérieur d'abord dans le A-calcul non
typé.

Il serait, en outre, intéressant de savoir si ce A-calcul typé
a une propriété de normalisation forte ("strong normalizaticn"), car
alors toute ré&duction aboutirait 3 la forme normale, et l'ordre de
1'intérikur vers 1'extérieur, considéré dans le probléme posé&, apparai-
trait particulier et la proposition 5.6.2. pourrait se généraliser a
des ordres impos&s sur les radicaux contractés, plus complexes. En ce
domaine, les résultats de Nederpelt [43 Jpeuvent peut-&tre s'adapter

pour donner au calcul typé cette propriété de normalisation forte.

5.7. Réduction de 1'intérieur 3 1'cxtérieur par rapport & une sous—

expression @

5.7.1. Définition : Nous dirons qu'une réduction
R, R R R
1 2 3 n ' . -
n=n_* n; *n, * ... n = n' est extérieure 4 une sous-
v

expression e de n ssi pour tout i (Ifisn) le radical Ri contracté

entre U et n; ne descend pas d'un radical contenu dans la sous-—

expression ¢ de n.

Nous noterons une telle réduction n %? n'  (voir P. Welch [22]).
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5.7.2. Proposition : 8i n est une expression non typée et si e est une
de sous~expressions, c'est-a-dire n =C[e] pour un certain contexte
3 - * »
€L 1 , et si n' est une expression telle que : n + n', alors il
* : P ¥ * * 1
exlste deux expressions €' et z telles que 3 N > 7 etn > Cle']

et Cle'] {g‘a C .

3 - * - 3
Démonstration : analogue 3 celle de 5.6.2. Comme n+n', il existe

deux affectations de type V et V', de n et n' telles que : V v

(voir proposition 5,4.8.). Donc, V =[U], ot det(U) =¢ et {[ ] correspond
8C L 1. Toute réduction intérieur—d'abord dans le calcul typé

atteint la forme normale. Considérons une réduction intérieur d'abord,

qui contracte en priorité les radicaux 3 1'intérieur de U. Soit

R

R s
V= Vo 51 v, =2 V2 53 ees M Vn = W cette réduction. Nous savons que

i
W est la forme normale de V. D'autre part V =[[vl, v, =[[U, ],V F[UZJ, .
R R R I ! 2

oi U N U 2 u >3 .+. puisque les radicaux de U sont contractés en

i 2

priorité. Or U a une forme normale U', qui est atteinte par la réduction

R] R2 R3
g - UI -+ U2 *" ... qui est bien slir aussi intérieur d'abord. Soit

R.
U, = U', Nous avons alors V, 1+ Y

RjiZ Rh
3 # ] i+l

el Vn =W qui est une
réduction extérieur a U', c'est-i~dire du style Vj = f[Uu'] ﬁ' W. En
effet, supposons que, pour i > j, le radical Ri descend d'un radical
interne i U'; Comme U’ est en forme normale (typée), ce dernier est
donc de degré nul, Donc, d'apr&s 5.5.5., Ri serait aussi de degré nul,
ce qui est impossible, car Ri est contracté entre Ui—] et Ui’ et nous
n'avons défini la B-conversion que pour des radicaux de degré non nul,
Nous aboutissons donc @ une contradiction, et en résumé, il existe
V,V',U,U" et W tels que : V 3 V', v=T[U] 3 tu'l, v W et
[06') #7W, ob det(V) = Clel ; det(D) = e, det(V') = n'.
Posons det(U') = e', det(W) = r. En revenant au calcul nom typé,

neus avons montré l'existence de ¢' et £ tels que :

Ccle] i cl '], n' 3 r, et C[ '] %ﬁ L. O
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6. 8 est une sémantique adquate.

6.1. S est une congruence : (suite)

Nous &tions restés sur le probléme suivant : est-il vrai que

pour toute expression e, et pour tout contexte [ I nous avens :

Clel < .aH(S)C[a] ??

6.1.1. Notations :

Soit & une expression quelcongue et F un ensemble de radicaux de ¢,
nous noterons e! F\Q 1 la substitution de la famille de radicaux,F,
par la constante 2, c'est 3 dire 1l'expression cbtenue en remplagant
chacun des radicaux de F par Q. Remarquons qu'il suffit de substituer
les radicaux de F les plus externes, c'est a dire ceux qui ne sont
pas contenus dans un autre radical de F. Pour tout radical R de ¢,
nous pouvons introduire la notion de desgendant de R dans e[ F\Q 1,

de la maniére immédiate suivante :

1) Si Re F ou R contenu dans un radical de F, alors R n'a pas de
; descendant dans e[ F\Q ]

2) Sinon, R a un descendant unique qui est le radical correspondant
d R dans e[ F\@ J.

De plus, nous noterons e % g’ une réduction de ¢ & ', dans
lacuelle un descendant d'un radical de la famille F de radicaux de e

ne sera jamais contracteé.

6.1.2. Proposition : Soient e, ¢' deux expressions, F une famille de
radicaux de ¢ et R un radical de ¢ n'appartenant pas & la famille F.
Si g 5 e' et si F' est la famille de radicaux de ¢', descendants des

radicaux de F, alors :

1} 84 R a un descendant R' dans «[ F\t 1, on a
el FAg 1R 'l F'aa ]

2) Sinon el I\@ J = ¢&'[ FI\Q ]
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Démonstration : par récurrence sur la taille e ¢,|]|ef].

Cas |

Eas 2

Cas 3 :

Cas 5 :

i€

: £ = X. Ce cas est impossible, car ¢ ne contient pas de radical.

AR Alors R est contenu dans e, et ! = lx.e'l oli €y R s'l.
or |le[|<|le|| et la récurrence nous domne immédiatement le

résultat désire.

e=¢ece, €t e FRet ¢ d F. Dans ce cas R est contem, soit dans €

soit dans e,. Supposons R dans e, 1'autre cas &tant absolument symétrigue.

Nous avons donc e' = e'j€, OO £, R el

Soient Fl et F2, les sous-ensambles disjoints de F des radi-
caux de F contenus dans e, et e,. On a el FAQ 1= si[Fl\Q ] ez[Fz\Q].
Si R n'a pas de descendant dans e, [ Fl\ﬂ 1, ccrme !|el||<||g|], par

récurrence on a

el Fove I=etyl F'l\ﬂ ]

si F'l est la famille de descendants dans e'l de radicaux de Fl. Donc :

e'l F've 1 =¢' L F'l\Q 3 e,l Fz\ﬂ ]

i

sl[ Fl\ﬂ ] 62[ FZ\Q T=¢el FAR ]

#
8i R a un descendant R' dans sl[ Fl\ﬁ 1, on a par récurrence :
1
e, l Foha X e'liF'l\Q 1 et un raisonnement analogue au précédent

nous donne : e[ F\Q 1 B' ' F'ag 1.

t ¢ = ( A%x.M )N ¢ F. Alors, R est contenu dans un radical e de F et, par

conséquent, le radical R n'a pas de descendant dans e[ F\g ]. Or, conme
ee F, el A\ ] =@ et, came R est contenu dans ¢, c'est 3 dire soit
dans M, soit déns N, e' est ée la forme : ' = ( Ax.M' )N' ofi '

est le descendant de ¢ dans €'. Donc, €' ¢ Fete'l F'\e 1 =0 = el F\o 1.

e =R { Ax.M )N. Coame R.4 F, la famille F se subdivise en deux classes
disjointes FM et f., des radicaux de F contenus dans M et N. On a donc :

el \a 1=R' ol R'= (ax.M[ F\a 1) (N[ Fpa 1)

R ' '
De plus, came ¢ > ¢' , ' = M[ x\N ]. La famille ¥, des descendants de F
dans e', se subdivise aussi en deux classes F'M et F'N, des descendants

de FM et FN.
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Ft, il est clair, par une récurrence sur ||M|| , que :

e' T F\Q J=M[ x\N ] I[F M 1 TR\ ]

"

M FM\Q 70 x\N L FN\Q 1]

Clest Adire : e[ Fa 1% e[ F\al. O

Nous nous servirons fréquemment, au chapitre sulvant de cette
proposition qui indigque donc une certaine cammtation entre la
g-conversion et la substitution d'une famille de radicaux par

la constante Q.

6.1.3. Proposition : Soient e,e' deux expressions et F une

famille de radicaux de . Si € 3 g, et si F' est la famille
de radicaux, de ¢', descendants des radicaux de F dans ¢', alors on a @

e [ I\ 1 +e'l FIAQ ]

Démonstration : par récurrence sur la loncuenr 7 de la réduction e 3.

1) Sif=o0,alorse=¢', F=Fet,donc, el AQ]=¢'l F\@ I,

2) 8i £> o0, soit R le radical de ¢ contract® au cours du premier
pas de la réduction ¢ 5 ¢t et soit €4 1'expression cbtenue par
contradiction de R. On a , donc, ¢ R ey r €t &y % e'. Soit Fl la
famille des radicaux descendants des radicaux de F dans €y Nous
avons sf7fff;s'. En effet, si un descendant d'un radical de Fl
ast contxaété de £y 34 e', ce radical contract® sera aussi un
descendant d'un radical de F, ce qui contredit 1'hypothése 577?53 e'.
Donc par récurrence, nous avons e [ Fl\ﬂ 15 'L FAQ 31, car les
descendants des radicaux de Fl dane e' sont bien entendu, les mémes
que les descendants des radicaux de F dans ¢'. Or, R n'est pas dans
la famille F, puisaue e_j7%4fi e' et,par la proposition précédente,
nous savens qu'alors : e [ F\Q@ ] e £ [ Fl\ﬂ 1. Il existe, donc,

une ré&duction « [ FAR ] et 0 Fhaa 1. 0




6.1.4.

Démonstration :

Démonstration :

-84

Proposition : Si e est une expregsion, et C[ ] un contexte,

on a ;3

-
C [S] Ea € A(E) C [a]

I1 suffit de montrer, que si n est tel que C [el 3 n, alors

il existe un a dans A(e) tel que : ¢n < [al. La proposition

5.7.2. nous signale l'existence d'une expression ¢',n', telle

que € 5> SR 5 n' et C {e'];%?. > n'., Soit ¢{e"), 1l'expres-

sion obtenue en substituant toute la famille F des radicaux
contenus dans ¢! par @. Comme la réduction de Cle'l a n' ne
contracte jamais un descendant d'un radical interne & e', c'est

3 dire un descendant d'un radical de la famille F, si F' est la
famille des descendants dans n' des radicaux de F, nous avons,

en appliquant la proposition précédente, C Le'll F \2 ] 500 F\e ]
Notons n" = n'l F'\@ 1. Come C [ ¢(e') 1 =C [ell FAR 1, nous
avons C [ yp(e") 1 5 n". Or, la famille F' est un sous—ensemble

de tous les radicaux de n!On a donc, én' = ¢{ n'[ F'\a = ¢n".

Si bien que, camme n LY , on < ¢én' = ¢n". Pour tout n déri-
vable de C [e], il existe donc e' et n" tels que ¢ et et

et gle" ] 2a" et ¢n < én". Donc, d'aprds la définition de

la relation ¢ , ¢n = C [Y(eT1I. Ormy (e‘)fﬂr de', done C [yled ] = C[ ¢ell.
Donc, pour tout n dérivable deC [el, il existe a, approximant de ¢,
tel que : ¢n <Clal. D'oll, came C [e] = N e C[E])¢n , Ona:

C lel < a4 e A(a)C[a]’ a

. Thé&oréme 1 : Si ¢, ' sont deux expressions telles que € ¢ €',

alors, pour tout contexte ClLI1,onacClelcCle'l

Application de la proposition précédente et de 4.3.5. i
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IIT - Réductions slires

Dans ce chapitre, nous généraliserons un résultat de Vuillemin [43],
pour le A-calcul. Nous nous efforcercns de caractériser les "bonnes" réduc-
tions d'une expression donnée, en introduisant la notion de réduction slre.

1) Bonnes réductions - Réductions slires

1.1, Réductions paralléles

Nous avons déja donné un sens 3 cette notion, au chapitre précé-
dent, dans la démonstration de la propriété Church-Rosser du calcul
typé. De plus, nous avons supposé 1'existence d'une notion analogue
pour le A-calcul ordinaire. Au lieu d'adopter une telle définition

formelle, nous préférerons une vision plus dynamicue.

1.1.1. Réduction compléte d'une famille de radicaux :

Rl R2 Rh

Une réduction ¢ = €y > € ey T oaee T e,
compléte d'une famille F de radicauxz de e ssi chacun des radicaux Ri

= ' est une réduction

contractés au cours de cette réduction est un descendant d'un radical

de F et si, dans ', il n'existe plus aucun descendant de F. ( Voir

Church [4 1 et Curxy [F1 ).

1.1.2. Lemme des déplacements paralléles :( Curry [¥+1])

Si F est une famille de radicaux de e, il existe une ré&duction
carpléte de F, et toutes les réductions complétes de F se termi-
nent sur une méme expression ¢'. De plus ( Morris [ 1), toutes
les sous-expression de e' ont les mémes ancétres dans e, quelque
soit la r&duction adoptée.

Ce lemme n'est plus vrai si on considére la n~réduction, mais
sert 3 une démonstration du théor@me de Church-Rosser, différente
de celle que nous avons adoptée au chapftre précédent, pour la

g-réduction.
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1.1.3, Réduction paralléle ( définition ) : Toute réduction com—

pléte d'une famille F de radicaux d'une expression ¢ sera

encore appelée réduction paralléle de F. Nous noterons e 14 £’y

si e' est 1'expression obtemie. Une réduction constituée de
plusieurs pas élémantaires de réductions paralléles, sera
aussi appelée réduction paralléle, et nous parlerons de pas de
réduction parall&le chaque fois qu'il y aura ambiguité. Les:
réductions, dont il &tait question auparavant, ol chague pas
Elémentaire est constitué de la contraction d'un seul radical,
seront appelées réductions séquentielles., De plus, dorénavant,
chaque fois qu'il sera question de ré&ductions, il faudra com-

prendre réductions paralléles.

Remarquons que les réductions séguentielles sont un cas
particulier des réductions paralléles, et qu'd toute réduction
paralléle, on peut faire correspondre une réduction séquentielle
E&quivalente ( d'aprés le lamme des déplacements parallé&les ).

F F
1,1.4 Proposition : Si ¢ Shoe et si ¢ =" ¢" , alors il existe n
—_—__“_:-}}—fl Fl .
tel que ¢! 52 n et e" 51 n, ol ec', e" sont des expres-
sions quelconques, F1 et F2 deux familles arbitraires de radicaux

de £ et F'l et F'2 leurs descendants dans " et ¢'.

Démonstration : Immédiate d'aprés le lamme des déplacements paralléles.
| F'2 FZ ft’l
Posons F = Fl u F2. Les r&ductions ¢ + &' nl-et e = g¢" > Ny

sont des réductions camplétes de F. Donc, par application du

lerme 1.1.2., np =My = . O

Remarquong que F'l ou F'2 peut étre vide, auguel cas " ou ¢!

est confondu avec 0.

1.2, Bonnes réductions ( définitiomn ) : A toute réduction :
' r F F. F F
i1 L2 3 n n+l

(1) €= ey T gy gy .. €n S

finie ou infinie, correspond une chaine croissante de N:
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be = ¢EO < ¢€l < ¢82 € wes < ¢an < eue

finie ou infinie, qui a donc une limite dans N.

Nous appelerons valeur obtenue par cette réduction la quantité

[:J S { e ) , notée encore selon les conventions du §4

n=0 o
du chapitre précédent, an—-JO ¢en.

Définition : La réduction (1) sera dite borne ssion a e = L;J) d:en.
Autrement dit, la valeur cbtenue par une bonne réduction est le
maximm d'information ( &ventuellement infini ) gue contient €.
Une bonne réduction atteint donc la B-forme normale, si elle
existe. Par exemple, si nous posons Yp = {(ax. Flxx)) (xx. £(xx )},

I={(ix.x), A = x.xx et K= 1ix.,\y.x , les réductions :

Tv_ + I( fY ‘—>I(f(fo))‘+...I(fan)->...,

£ £
I(K(IX)(AA))"'I(KX(_L‘-_A_))—*I(KX(&))-*---

ne sont pas bonnes. Mais les réduction suivantes :

v, + Y. + FY ->f(fo)-+...+fan+...

£ Yg T Mg
I(AR ) »T(8A) »TI(80) > cue

I(R{IxY(an )Y > I(Kx (A0A)) »IX» X,
sont bonnes., ( Nous avons soulionés les radicaux contractés,
lorsqu'il y a ambiguité ).

1.3. Ré&ductions sfives :

Définitions : Un pas élémentaire de réduction paralléle ¢ 14 e' ,est sir ssi
on a la relation : e[ F\Q@ ] = ¢¢
Cette définition n'est que la transcription pour i-calcul de

la définition qui se trouve dans Vuillemin M1 ( safe compu-
tation rules }.




Définition :

Exemples :
1)

2)

3)

Définition
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Intuitivement, une réduction paralléle est siire si la famille F
des radicaux contract&s est cruciale pour augmenter 1'infor-
mation de 1l'expression ¢ qui la contient. En effet, remplacer
tous les radicaux de F par la valeur @ { indé&finie ) revient
d substituer tous les radicaux de ¢ par 2. Et la réduction de
radicaux , qui re sont pas de F, ne permettra pas de gagner de
1'information. En fait, seulement certains radicaux de F peuvent

étre cruciaux,

Une famille F de radicaux d'une expression e est cruciale ssi

£ -E g!' est une réduction sfire.

Si A =ixox, I =3ixx, K= \xy.%,

i

i e=x (M )(Ix) alors F ={ IxX } est cruciale.
En effet, ¢ = x00 et came AA = Q , ona :
e [ FAR J =X AA ) @ = x00, d'aprés le théoréme 1. Et, donc,

e [ FAQ J = ¢e.

Sie=(ixy.xy) K (Ix), alorsF = { Ix } est cruciale.
En effet, ¢e¢ = Q. D'autre part,

e[l A\ 1= ( Axy.xy ) E@ = K 3 e 9

B w

Camnme les w—f-régles de conversion sont valides, on a :
e [ F\@ 1 = 0 = ¢ge.

x (Kx) (Ix)) alors F
be =x00 et e [ F\Q 3

il

Si e { Kx,Ix } est cruciale.

xXQ.

3

On a

(2]

: Une réduction est slire ssi chacun de ses pas €lémentaires est sr.
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Toute réduction siire est bonne :

2.

2.2,

2

l.

.3,

Définition :

Nous appelerons digtance de e & sa fin.g. ( forme normale
d gauche ) le narbre de pas que met la réduction normale 3
partir de ¢ pour obtenir une f.n.g. Nous noterons cette

quantité dist (e).

51 ¢ n'a pas de f.n.g., cette notion n'est donc pas
définie. Mais, si ¢ a une f.n.g., le corollaire de la pro-
position 2.4. du chapitre I nous indigque que la réduction
normale, qui contracte systématiquement le radical de téte,
atteint une f£.n.g. Donc, si ¢ a une f.n.g., dist (=) est

bien défini.

Lemme 1 :

Si e n'est pas en f.n.g. et si F est une famille de radi-

caux de e qui ne contient pas le radical de t&te H de £,

alors si e £ e', le radical H n'a qu'un descendantlunique H'
dans ¢' qui est le radical de t&te de e'.

Démonstration :

Came ¢ n'est pas en £.n.g., ¢ est de la forme :

g = Axlx2 oo X . ( A2x.M N €189 =+v £

et le radical de t&te de ¢, H , n'étant pas dans F, la famille F
se subdivise en nt+2 partitions disjoihtes dans M,N,el, sre £
Donc e! siécrit

— ' [ | L] !
E‘—Axlxz L ch (AXoM )NEIEZ L] €n

et I a un descendant unique dans ', H' = ( ix.M' )N’ qui est le
radical de téte de e'. [

Lemme 2 :

Si e aune fing. et si ¢ + 5 , alors dist(n) < dist(e).
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Démonstration : par récurrence sur dist(e).

1) =i dist(e) = 0, alors ¢ est en f.n.g. et si ¢ » 1,
alors n est également en f.n.g., c'est 3 dire dist(n)= 0.

2} 8i dist(e) =n > 0, alors e n'est pas en f.n.g. et contient
donc un radical de tBte H. Soit =', l'expression obtenue
par contraction de H. Alors ¢ E e' 6F dist(e') = n-1.
Soit F la famille de radicaux contractés entre ¢ et n.

Onace -E n. Deux cas se présentent :

Cas 1 : Si H est un des radicaux de F, H n'a pas de descen-
dant dans n et, d'aprds la proposition 1.1.4., si
F' est la famille des descendants de F dans €', on a :
g! ~—E-’ n. Or dist(e') = n-1 et, par récurrence, nous

savons que: dist(n) < dist(e') =n-1 < n = dist(e).

Cas 2 : Si H n'est pas un radical de F, soient H' et F' les
descendants de H et de F dang n et e'. ( d'aprés le
lemme 1, nous savons que H' est unique et est le
radical de téte de n). D'aprés la proposition 1.1.4,
il existe 7' tel que : 1 ' n'et ¢! -E:'n'. Or,
comme H est le radical de téte de e, dist(e') = n-1,

o e : y F' . .
par récurrence camre ' > n', on a : dist(n')

IA

n-1.
Camme H' est le radical de téte de n, on a :
dist(n) =1 + dist(n') et, donc, dist(n) < n. [0

2.4, Lemme 3 :
Si e n'est pas en f.n.g.; toute famille F de radicaux de ¢, con-

tenant le radical de t&te H de e, est cruciale.

Démonstration : l'expression ¢ est de la forme :

€ =Ax1x2 cee X0 { Ax.M )N 1€y +es Ep

avec un radical de t&te H = ( Ax.M )N.
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2)

-ag-

Or, on a :
*
e [ {HI\@G 1= )Q::lx2 cer Koo Qslez e z-:n*tsﬂ

Comme les w-régles de conversion sont valides, nous avons :
e[ {H} 2 1=Q = ¢e
Si He F , d'aprés la proposition du chapitre précédent
on a :
pecel AR lcel (HNQ 1= ¢e
Ponc la famille F est cruciale., [
Lemme 4 :

Si € a une f£.n.g, de variable de t&te différente de @ ,
sie fr e' et si dist(e) = 1, les deux clauses suivantes

sont éguivalentes :
Fo, B , -
a) € > g' est une réduction siire

b) dist(e') < dist(e)}

Démonstration :

Came dist(e) = 1, 1l'expression h obtenue par contraction du
radical de té&te Hde ¢ est en f.n.g. . On a donec : ¢ E h.
Commme ¢ E e', le lemme 2 nous montre que : dist{e') < 1.

I1 n'y a donc que deux valeurs possibles pour dist(e') : 0 ou 1.
Et ces deux cas sont équivalents & ¢' est en f.n.g. ou non,
ouencore He F ou H4{ F, d'aprds le lemme 1. Il reste donc,
d montrer que He F est équivalent au fait que la réduciton

€ _f ¢! soit sfire.

81 He F, la réduction e + €' est sire, d'aprés le lemme 4.

i B ef F, d'aprés la proposition du chapitre précédent,
cra: el A\l ¥ e' [ FA\R 1 ol B' et F' sont les descen-
dants de H et de F dans les expression e [ FAR ] et ¢'. D'autre
part, par un raisonnement analcgue a celui du lemme 1, il est

clair que ¢ [ FAG 1 n'est pas en fin.g. et H' est son radical

de té&te. Come dist (e} = 1, l'expression ' est en f.n.g. et de
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variable de téte différente de Q ( par hypothé&se + propositicn
du chapitre I ). bonc ¢'l F\Q ] est en f.n.g. et de variable
de téte différente de @, c'est 3 dire ¢'[ F'\Q ] Z Q.

orcome e[ Fal § e[ F\el, ona:

e [ AR 1] e'[l FA\Q 3

Supposons que la famille F est cruciale, on a :
¢e = e L FA\Q ]
et, coome digt(e) =1, on a : ¢ = R. En résumé :

Q=¢ezecl F\a1=¢e'l F\NQTZA0.

On aboutit & une contradiction, Et donc si H4 F, la

F
réduction € - €' n'est pas stxre . 0O

Lemme 5

Si R et F sont respectivement, un radical et une famille de
radicaux d'une expression £ tels que R 4 F, si ¢ E e' et si
de = ¢e' , alors si F' est la famille de descendahts de F
dans e', les deux clauses suivantes sont égquivalentes :

a)F est cruciale

b)F' est cruciale

Déronstration @

Camme R 4 F, selon que R ait un descendant R' ou non dans
1
e[ Fa], ousavons e [ \@ 15 ¢'l FA\@ T ou

e[ A\ I =¢'"[ F\Q 1, par la proposition 6.1,2. du chapitre
prédécent. Donc, corme la B-réduction est valide, on a :

el A\ 1=¢e'[l FAQ ]
D'autre part, par hypothése, nous avons :
¢e = ¢g'!

Donc F est cruciale (c'est A diree [ FAR 1 = ¢e ) si et seu-

lement si F' est cruciale ( c'est & dire ¢'[ FI\0 1 = ¢e' ). O
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2.7.Iemme_§:

Si e a une f.n.g. de variable de téte différente de 0 et

si € n'est pas en f.n.g., la réduction ¢ _f ' est slire

si et seulement si dist{e') < dist(e).

Dénonstration : par récurrence sur dist (e)..

1)

Cas 1

Cas 2 :

si dist(e) =1, le lemme 4 nous donne la réponse.

n ol n > 1. Deux cas se présentent, selon

Si dist(e)
que le radical de t8te H de ¢ soit dans la famille F ou non :

F
Si He F, alors par le leme 3, la réduction ¢ ~ ¢' est

H
siire, Soit e l'expression telle que ¢ - n. Par la propo-
H
sition 1.1.4, ,ona :n » ' ol F' est la famille des
descendants de F dans n. Donc, par le lemme 2, dist(e') < dist(n) |

et come, par définition, diet(n) = n-1 et donc:dist(e') < n

Si Hd F, soit n 1'expression telle que ¢ E ..

Comme nous sammes dans le cas o digst(e) 22, on a :

e = ¢n = Q. Donc, si F' est la famille des descendants
de F dans n, le lemme 5 nous indique que F est cruciale si
et seulement si F' est cruciale. Soit n' 1l'expression telle
que ¢’ E, n'. Par ré&currence, nous avons ' cruciale si et
seulement si drst(n') < dist(n) = n-1, par définition de la
distance., Or, par le lemme 1 et la proposition 1.1.4. ,

le radical H n'a gqu'un descendant unique H' dans &', qui est
le radical de téte de e'. Et, par conséquent,

dist(e') = dist(n') + 1. Et, came F est cruciale si et

seularent si dist(n') < n~1, la famille F est cruciale =i et

seulement si dist(e') < n. [
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2.8, Proposition :
51 ¢ a une f.n.g. de variable de t&te différente de 9, alors

toute ré&duction sfire issue de ¢ atteint une f.n.qg.

Démonstration :

Immédiate d'aprés le lemme précédent, car & chaque pas &lé-
mentaire de réduction siire la distance i une f.n.g. décroit. J

2.9. Ihéoréme 2 :
Soient € et n deux expressions telles que ¢ 5 n et soit une
réduction sfire infinie :
F F F F

F.
_ 0 1 2 b1
(1) nE=ng > onp o, +...—E:>np—rp...

alors, on a :
=]

€ = E;[L ¢np.

Dénonstration :

Identique & celle qui se trouve dans Vuillemin [137. On a

3 ki . t] - c'est
bien sfir : pl?(J) ¢np5 e. Montrons donc, que : ¢ Ep=0 _Mp
a dire que, pour tout a, approximant de e, il existe un entier q
fini tel que : a < ¢nq.
Considérons la suite des approximants mp, définis par :
rnp =Min ( a,¢np ). ( Voir la définition de Min au § 1 du
chapitre IT ). Comne np > np+1 pour tout p, on a dmp < ¢n_p+l’
clest & dire mp <m -y puiscue la fonction Min est bien str
monotone. Or, l'ensemble des minorants de a est fini dans Ale).
Donc, came m, < a pour tout p, la suilte croissante { m, } a
une limite M, inférieure 3 a et atteinte pour un entier g fini.

Par conséguent, ona : M<a etM=m

q = mp pour tout p tel que pz.
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Montrons que a < ¢nq , ¢'est & dire a = M, par récurrence

sur la taille de M, ||M]].

1) si ||M|} = 0, c'est 3 dire M = @, nous avons deux cas :

Cas 1 :

Si a =g, alors M = Min ( SZ,qu ) =Q = a, par définition de

la fonction Min. =7

Cas 2

Si a_‘# Q, alors e a une f.n.g. de variable de téte différente

de 9, et donc n aussi puisque ¢ 5 n. En effet, dist(n) < dist(e)
et par la proposition da chapitre I, les f.n.g. sur lesquelles n
se dérivent sont équivalentes & celles dérivées de e. Come M = Q,
on a pour tout p : Min ( a,cpnp ) =, c'est & dire, came a # Q,
qmp = 0 pour tout p. Autrement dit,n est une expression qui a
une f.n.g, de variable de t&te différente de Q& et la réduction (1)
slre issue de n n'atteint jamais une f.n.g. La proposition pré-

cédente nous démontre le contraire. Nous avons donc une contra-

diction et ce cas est donc impossible,

2) si ||M]] > 0, nous avons donc, M de la forme :

M= )txlx2 ces Xm.leM - Mn

ol X # 0. Et, come M =Min ( a,dmp ) pour tout p 2 g, les
expression a et np’ pour p = q, sont de la forme :

a = )\xlxz ces xm.xala2 sas &

n
_ 12 n
np— Q'L_Fxlxz cas xm:x npnp e np _

pour tout p, tel que p & g. En outre, pour tout i tel que

. . i
151Sn,ona:Mi=M1n(ai,n ).

Or, pout tout p tel que p 2 g, la famille Fp de radicaux de n
se subdivise en n classes disjointes F; de radicaux de FP

internes a n;- Donc, pour tout p tel que p 2g, on a

P 1 | De plus, nous avons :
n > 7N 1 - 4 *
P pt+

P
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N 1.1 n- .n
np[ FP\SB ] = )Lxlx2 ver X WX { np[ FP\SZ Ty eud np[ Fp\sa 1)

Et came la famille FP est cruciale, on a, par définition :

_ _ 1 n
np C Fp\sz 1= cpnp- AZy Xy o xm.x( qmp) ¢ dmp ).

Donc il est clair que pour tout i, nous avons :

i i i
[ FA\Q ] =
np L P g

Autrement dit, la famille F; est une famille cruciale de
radicaux de n;. Et, la réduction :

4y ok S T - T =
bt =% Ngn _q+;n_q+2 agte...

est une réduction infinie sfire.

Or, came M # Q, ¢ & donc un approximant différent de § et,
par conséquent, une f.n.g..D'aprds la proposition 2.4 du

chapitre I, ¢ a une f.n.g. minimale £q de la forme :

£ = AX x2 xm.x 5132 ase €

g 1 n

et telle que : Sg 5 nq. D'oli, conme les radicaux contractds au
cours de cette réduction, ne peuvent &tre qu'internes aux dif-

" . * 1
, £1ic< - .
férents ey (1<i=s<n), e ¥ Ny
" - . . i ‘ « .
En résumé . ( voir fig. 1 ), on a ¢, % n et une réduction

siire (i) issue de n; et M, =Min ( a;,n_). Came ||Ml|] < 1M1,

] P
par récurrence nous avons M; = a,. Par conséquent :

M= AKXy voe XXMMy L M
= ;\XIXZ LI anxalaz L) an

= a

f
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2,10 Corollaire :

Toute réduction siire est une bonne réduction.

Démponstration :

Immédiate par application du théoréme précédent. Pour toute

. * .
expression €, ona € +~ e. Et si :

E ¥ El -+ 52 F e €n+ sew

est une réduction sfire, on a ¢ EL_J ¢en, d'aprés le théoréme
précédent. 1 =0
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