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INTRODUCTION 9

Introdu
tion

En 30 ans, l'informatique est devenue une industrie importante: 10% des investis-

sements hors bâtiments des so
i�et�es fran�
aises. Au re
ensement de 1982, 50000 
adres

te
hni
iens se d�e
laraient informati
iens, 150000 en 1991. Une 
ertaine mani�ere de

pens�ee et de 
ommuni
ation a d�e
oul�e de 
ette rapide �evolution. L'informatique ap-

parâ�t 
omme une dis
ipline s
ienti�que introduisant des probl�emes nouveaux ou fai-

sant revivre d'autres. Certains pensent que l'informatique est la partie 
onstru
tive

des math�ematiques, puisqu'on ne s'y 
ontente pas de th�eor�emes d'existen
e, mais du


al
ul des objets. D'autres y voient les math�ematiques 
on
r�etes, puisque le domaine

a l'exa
titude et la rigueur des math�ematiques, et que la 
onfrontation des id�ees abs-

traites �a la r�ealisation de programmes interdit le raisonnement approximatif. Une autre


ommunaut�e est int�eress�ee surtout par la partie physique du domaine, 
ar une bonne

part des progr�es de l'informatique est due au d�eveloppement foudroyant de la mi
ro-

�ele
tronique.

La jeunesse de l'informatique permet �a 
ertains de nier son aspe
t s
ienti�que: \les

ordinateurs ne sont que des outils pour faire des 
al
uls ou des ma
hines traitement de

texte". Malheureusement, beau
oup de \fous de la programmation" �etayent l'argument

pr�e
�edent en ignorant toute 
onsid�eration th�eorique qui puisse les aider dans leurs


onstru
tions souvent tr�es habiles. Regardons la d�e�nition du mot ha
ker fournie dans

The New Ha
ker's Di
tionary [40℄, di
tionnaire relu et 
orrig�e �ele
troniquement par

une bonne partie de la 
ommunaut�e informatique.

ha
ker [originally, someone who makes furniture with an axe℄ n. 1. A per-

son who enjoys exploring the details of programmable systems and how to

stret
h their 
apabilities, as opposed to most users, who prefer to learn only

the minimum ne
essary. 2. One who programs enthusiasti
ally (even obses-

sively) or who enjoys programming rather than just theorizing about pro-

gramming. 3. A person 
apable of appre
iating ha
k value. 4. A person who

is good at programming qui
kly. 5. An expert at a parti
ular program, or one

who frequently does work using it or on it; as in \a Unix ha
ker". 6. An

expert or enthusiast of any kind. One might be an astronomy ha
ker, for

example. 7. One who enjoys the intelle
tual 
hallenge of 
reatively over-


oming or 
ir
umventing limitations. 8. [depre
ated℄ A mali
ious meddler

who tries to dis
over sensitive information by poking around. Hen
e pass-

word ha
ker, network ha
ker. See 
ra
ker.

Ha
ker est un mot 
ourant pour d�esigner un programmeur passionn�e. On peut 
onsta-

ter toutes les 
onnotations 
ontradi
toires re
ouvertes par 
e mot. La d�e�nition la

plus infamante est \2. One who . . . enjoys programming rather than just theorizing

about programming.". Le point de vue que nous d�efendrons dans 
e 
ours sera quelque

peu di��erent. Il existe une th�eorie informatique (
e que ne 
ontredit pas la d�e�nition

pr�e
�edente) et nous essaierons de d�emontrer qu'elle peut aussi se r�ev�eler utile. De

mani�ere assez extraordinaire, peu de dis
iplines o�rent la possibilit�e de passer des


onnaissan
es th�eoriques �a l'appli
ation pratique aussi rapidement. Ave
 les syst�emes
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informatiques modernes, toute personne qui a l'id�ee d'un algorithme peut s'asseoir

derri�ere un terminal, et sans passer par une lourde exp�erimentation peut mettre en

pratique son id�ee. Bien sûr, l'apprentissage d'une 
ertaine gymnastique est n�e
essaire

au d�ebut, et la 
onstru
tion de gros syst�emes informatiques est bien plus longue, mais

il s'agit alors d'installer un nouveau servi
e, et non pas d'exp�erimenter une id�ee. En

informatique, th�eorie et pratique sont tr�es pro
hes.

D'abord, il n'existe pas une seule th�eorie de l'informatique, mais plusieurs th�eories

imbriqu�ees: logique et 
al
ulabilit�e, algorithmique et analyse d'algorithmes, 
on
ep-

tion et s�emantique des langages de programmation, bases de donn�ees, prin
ipes des

syst�emes d'exploitation, ar
hite
tures des ordinateurs et �evaluation de leurs perfor-

man
es, r�eseaux et proto
oles, langages formels et 
ompilation, 
odes et 
ryptographie,

apprentissage et zero-knowledge algorithms, 
al
ul formel, d�emonstration automatique,


on
eption et v�eri�
ation de 
ir
uits, v�eri�
ation et validation de programmes, temps

r�eel et logiques temporelles, traitement d'images et vision, synth�ese d'image, robotique,

. . .

Cha
une des appro
hes pr�e
�edentes a ses probl�emes ouverts, 
ertains sont tr�es


�el�ebres. Un des plus 
onnus est de savoir si P = NP , 
'est-�a-dire si tous les al-

gorithmes d�eterministes en temps polynomial sont �equivalents aux algorithmes non

d�eterministes polynomiaux. Plus 
on
r�etement, peut-on trouver une solution polyno-

miale au probl�eme du voyageur de 
ommer
e. (Celui-
i a un ensemble de villes �a visiter

et il doit organiser sa tourn�ee pour qu'elle ait un trajet minimal en kilom�etres). Un

autre est de trouver une s�emantique aux langages pour la programmation objet. Cette

te
hnique de programmation in
r�ementale est parti
uli�erement utile dans les gros pro-

grammes graphiques. A 
e jour, on 
her
he en
ore un langage de programmation objet

dont la s�emantique soit bien 
laire et qui permette de programmer proprement. Pour

r�esumer, en informatique, il y a des probl�emes ouverts.

Quelques prin
ipes g�en�eraux peuvent n�eanmoins se d�egager. D'abord, en informa-

tique, il est tr�es rare qu'il y ait une solution unique �a un probl�eme donn�e. Tout le monde

a sa version d'un programme, 
ontrairement aux math�ematiques o�u une solution s'im-

pose relativement fa
ilement. Un programme ou un algorithme se trouve tr�es souvent

par raÆnements su

essifs. On d�emarre d'un algorithme abstrait et on �evolue lente-

ment par optimisations su

essives vers une solution d�etaill�ee et pouvant s'ex�e
uter sur

une ma
hine. C'est 
ette diversit�e qui donne par exemple la 
omplexit�e de la 
orre
-

tion d'une 
omposition ou d'un projet en informatique (�a l'E
ole Polyte
hnique par

exemple). C'est aussi 
ette parti
ularit�e qui fait qu'il y a une grande diversit�e entre les

programmeurs. En informatique, la solution unique �a un probl�eme n'existe pas.

Ensuite, les syst�emes informatiques repr�esentent une in
royable 
onstru
tion, une


ath�edrale des temps modernes. Jamais une dis
ipline n'a si rapidement fait un tel

empilement de travaux. Si on essaie de r�ealiser toutes les op�erations n�e
essaires pour

d�epla
er un 
urseur sur un �e
ran ave
 une souris, ou aÆ
her l'�e
ho de 
e qu'on frappe

sur un 
lavier, on ne peut qu'être surpris par les di��erentes 
onstru
tions intelle
tuelles

que 
ela a demand�ees. On peut dire sans se tromper que l'informatique sait utiliser

la transitivit�e. Par exemple, 
e poly
opi�e a �et�e frapp�e �a l'aide du traitement de texte

L

A

T

E

X [31℄ de L. Lamport (jeu de ma
ros T

E

X de D. Knuth [26℄), les 
ara
t�eres ont �et�e


al
ul�es en METAFONT de D. Knuth [27℄, les dessins en gpi
 version Gnu (R. Stallman)

de pi
 de B. Kernighan [23℄. On ne 
omptera ni le syst�eme Ma
intosh (qui d�erive

fortement de l'Alto et du Dorado faits �a Xerox PARC [51, 32℄), ni OzTeX (T

E

X sur

Ma
intosh), ni les �editeurs QED, Ema
s, Alpha, ni le syst�eme Unix fait �a Bell labo-

ratories [44℄, les ma
hines De
 Stations 3100, 5000, Sun Spar
2, ni leurs 
omposants

MIPS 2000/3000 [21℄ ou Spar
, ni le r�eseau Ethernet (Xerox-PARC [36℄) qui permet
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d'atteindre les serveurs �
hiers, ni les r�eseaux Transpa
 qui permettent de travailler �a

la maison, ni les imprimantes Laser et leur langage PostS
ript, su

esseur d'InterPress

(J. Warno
k �a Xerox-PARC, puis Adobe Systems) [2℄, qui permettent l'impression du

do
ument. On peut �evaluer fa
ilement l'ensemble �a quelques millions de lignes de pro-

gramme et �egalement �a quelques millions de transistors. Rien de tout 
ela n'existait en

1960. Tout n'est que gigantesque m�e
ano, qui s'est assembl�e diÆ
ilement, mais dont

on 
ommen
e �a 
omprendre les 
rit�eres n�e
essaires pour en 
omposer les di��erents

�el�ements. En informatique, on doit 
omposer beau
oup d'objets.

Une autre remarque est la rapidit�e de l'�evolution de l'informatique. Une loi due

�a B. Joy dit que les mi
ro-ordinateurs doublent de vitesse tous les deux ans, et �a

prix 
onstant. Cette loi n'a pas �et�e invalid�ee depuis 1978! (
f. le livre de Hennessy et

Patterson [19℄). La loi de G. Moore, 
o-fondateur d'Intel, dit que la densit�e des pu
es

�ele
troniques double 
haque ann�ee depuis 1962!. Les pu
es m�emoire de 64 Mega-bits

sont maintenant standard, et on 
onstate que des ma
hines de taille m�emoire honorable

de 256 kilo-O
tets en 1978 ont au minimum 64 M�ega-O
tets aujourd'hui. De même, on

est pass�e de disques de 256 MO de 14 pou
es de diam�etre et de 20 
m de hauteur �a

des disques 3,5 pou
es de 9 GO (Giga-O
tets) de 
apa
it�e et de 5
m de hauteur. Une

ma
hine portable de 3 kg peut avoir un disque de 6 GO. Il faut don
 penser tout projet

informatique en termes �evolutifs. Il est inutile d'�e
rire un programme pour une ma
hine

sp�e
i�que, puisque dans deux ans le mat�eriel ne sera plus le même. Tout programme doit

être pens�e en termes de portabilit�e, il doit pouvoir fon
tionner sur toute ma
hine. C'est

pourquoi les informati
iens sont maintenant atta
h�es aux standards. Il est frustrant de

ne pouvoir faire que des tâ
hes fugitives. Les standards (
omme par exemple le syst�eme

Unix ou le syst�eme de fenêtres X-Window qui sont des standards de fa
to) assurent

la p�erennit�e des programmes. En informatique, on doit programmer en utilisant des

standards.

Une autre 
ara
t�eristique de l'informatique est le 
ôt�e instable des programmes. Ils

ne sont souvent que gigantesques 
onstru
tions, qui s'�e
roulent si on enl�eve une petite

pierre. Le 15 janvier 1990, une panne t�el�ephonique a bloqu�e tous les appels longue

distan
e aux Etats-Unis pendant une apr�es-midi. Une instru
tion break qui arrêtait le


ontrôle d'un for dans un programme C s'est retrouv�ee dans une instru
tion swit
h

qui avait �et�e ins�er�ee dans le for lors d'une nouvelle version du programme de gestion

des 
entraux d'AT&T. Le logi
iel de test n'avait pas explor�e 
e re
oin du programme,

qui n'intervenait qu'a

identellement en 
as d'arrêt d'urgen
e d'un 
entral. Le r�esultat

de l'erreur fut que le programme mar
ha tr�es bien jusqu'�a 
e qu'intervienne l'arrêt

a

identel d'un 
entral. Celui-
i, �a 
ause de l'erreur, se mit �a avertir aussitôt tous

ses 
entraux voisins, pour leur dire d'appliquer aussi la pro
�edure d'arrêt d'urgen
e.

Comme 
es autres 
entraux avaient tous aussi la nouvelle version du programme, ils

se mirent �egalement �a parler �a leurs pro
hes. Et tout le syst�eme s'�e
roula en quelques

minutes. Personne ne s'�etait rendu 
ompte de 
ette erreur, puisqu'on n'utilisait jamais

la pro
�edure d'urgen
e et, typiquement, 
e programme s'est e�ondr�e brutalement. Il est

tr�es rare en informatique d'avoir des ph�enom�enes 
ontinus. Une panne n'est en g�en�eral

pas le r�esultat d'une d�egradation per
eptible. Elle arrive simplement brutalement. C'est


e 
ôt�e exa
t de l'informatique qui est tr�es attrayant. En informatique, il y a peu de

solutions appro
h�ees. En informatique, il y a une 
ertaine notion de l'exa
titude.

Notre 
ours doit être 
ompris 
omme une initiation �a l'informatique, et plus exa
-

tement �a l'algorithmique et �a la programmation. Il s'adresse �a des personnes dont nous

tenons pour a
quises les 
onnaissan
es math�ematiques: nulle part on n'expliquera 
e

qu'est une r�e
urren
e, une relation d'�equivalen
e ou une 
ongruen
e. Il est orient�e vers

l'algorithmique, 
'est-�a-dire la 
on
eption d'algorithmes (et non leur analyse de per-

forman
e), et la programmation, 
'est-�a-dire leur implantation pratique sur ordinateur
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(et non l'�etude d'un | ou de plusieurs | langage(s) de programmations). Les 
ours

d'algorithmique sont maintenant bien 
atalogu�es, et la r�ef�eren
e prin
ipale sur laquelle

nous nous appuierons est le livre de Sedgewi
k [47℄. Une autre r�ef�eren
e int�eressante

par sa 
ompl�etude et sa pr�esentation est le livre de Cormen, Leiserson et Rivest [10℄.

Il existe bien d'autres ouvrages: Gonnet et Baeza-Yates [15℄, Berstel-Pin-Po

hiola [8℄,

Manber [35℄, Graham-Knuth-Patashnik [17℄. . . . Il faut aussi bien sûr signaler les livres

de Knuth [28, 29, 30℄. Les 
ours de programmation sont moins 
lairement d�e�nis. Ils

d�ependent souvent du langage de programmation ou du type de langage de program-

mation 
hoisi. Nous nous appuierons sur le poly
opi�e de P. Cousot [11℄, sur le livre de

Kernighan et Rit
hie pour C [22℄, sur le livre de Wirth pour Pas
al [20℄, sur le livre

de Nelson [39℄ ou Harbison pour Modula-3[18℄.

Le 
ours est organis�e selon les stru
tures de donn�ees et les m�ethodes de program-

mation, utilis�ees dans di��erents algorithmes. Ainsi seront 
onsid�er�es su

essivement

les tableaux, les listes, les piles, les arbres, les �les de priorit�e, les graphes. En pa-

rall�ele, on regardera di��erentes m�ethodes de programmation telles que la r�e
ursivit�e,

les interfa
es ou modules, la 
ompilation s�epar�ee, le ba
ktra
king, la programmation dy-

namique. En�n, nous essaierons d'en
hâ�ner sur di��erents th�emes. Le premier d'entre

eux sera la programmation symbolique. Un autre sera la validation des programmes,

notamment en pr�esen
e de ph�enom�enes asyn
hrones. En�n, on essaiera de mentionner

les di��erentes fa
ettes des langages de programmation (garbage 
olle
tion, ex
eptions,

modules, polymorphisme, programmation in
r�ementale, sur
harge). Nous fournirons

pour 
haque algorithme deux versions du programme (quand nous en montrerons son

impl�ementation): une dans le langage Java et une autre en Caml (langage enseign�e en


lasses pr�eparatoires). Une introdu
tion �a Java �gurera en annexe, ainsi qu'un rappel

de Caml. La le
ture des 
hapitres et des annexes peut se mener en parall�ele. Le le
teur

qui 
onnâ�t les langages de programmation n'aura pas besoin de 
onsulter les annexes.

Celui qui d�emarre en Java ou en Caml devra plutôt 
ommen
er par les appendi
es.

Le 
hoix de 
onsid�erer les langages Java et Caml est di
t�e par deux 
onsid�erations.

Ce sont d'abord des langages fortement typ�es. Il est impossible de �nir un programme

par une violation de la m�emoire ou une erreur syst�eme irr�emissible. Les deux langages

v�eri�ent la validit�e des index dans les a

�es aux tableaux ou des r�ef�eren
es dans les

a

�es aux stru
tures de donn�ees dynamiques. Par ailleurs, les deux langages ont une

gestion automatique de la m�emoire, 
ar ils disposent d'un glaneur de 
ellules (garbage


olle
tor en anglais) permettant de r�e
up�erer automatiquement l'espa
e m�emoire perdu.

Cela simpli�e notablement l'�e
riture des programmes et permet de se 
on
entrer sur

leur essen
e. L'allo
ation m�emoire, elle, reste toujours expli
ite et on pourra toujours


omprendre l'espa
e m�emoire exig�e par un programme. Autrefois, le 
ours �etais fait en

Pas
al et en C; il sera possible de disposer d'appendi
es donnant les programmes de 
e


ours dans 
es deux langages.

Historiquement, Java est un langage orient�e-objet, quoique nous utiliserons peu


ette parti
ularit�e dans notre 
ours qui doit garder un aspe
t �el�ementaire. Il provient de

Simula-67, Smalltalk, Modula-3[39℄ et C++[49℄. Caml est un langage plutôt fon
tionnel,

diale
te de ML, dont il existe plusieurs impl�ementations: Caml et SML/NJ d�evelopp�es �a

l'INRIA et �a Bell laboratories. Il provient de Lisp et de S
heme[1℄. Depuis peu de temps,

Caml dispose d'une tr�es eÆ
a
e extention orient�ee objet, Obje
tive Caml (O
aml). Les

deux langages n'ont pas l'eÆ
a
it�e de C ou C++, quoique 
e
i reste �a d�emontrer dans

la manipulation des stru
tures de donn�ees dynamiques. Mais �a l'�ere des ma
hines RISC,

il vaut mieux �e
rire des programmes simples et 
ompr�ehensibles. C'est le style que nous

voulons adopter i
i. La stru
ture de nos programmes sera tr�es souvent ind�ependante

du langage de programmation, 
omme en attesteront les quatre versions de 
ha
un de

nos programmes en Pas
al, C, Caml ou Java.



INTRODUCTION 13

Pour être bien 
lair, prenons l'exemple du 
al
ul de �. Un programme C esth�etique-

ment 
orre
t, qui utilise la formule �=4 = ar
tan(1) =

P

n=1

n=0

(�1)

n

=(2n+ 1), est

#in
lude <stdio.h>

#define N 10000

main()

{

float pi = 0;

int sign = 1;

int n = 1;

int m = 1;

while (n < N) {

pi = pi + (float)sign / m;

m = m + 2;

sign = -sign;

++n;

}

pi = 4 * pi;

printf ("%.6f\n", pi);

}

Mais le programme C suivant [40℄ est interdit dans notre 
ours.

#define _ -F<00 || --F-OO--;

int F=00,OO=00;

main(){F_OO();printf("%1.3f\n", 4.*-F/OO/OO);}F_OO()

{

_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_-_-_-_-_-_

_-_-_-_

}

Ce programme fait un nombre in
onsid�er�e d'appels au pr�epro
esseur et beau
oup trop

d'e�ets de bord (
f. page 195). Il est illisible. Il faut avoir une 
on
eption simple et

esth�etique des programmes. On n'est plus �a l'�epoque o�u tout se joue �a l'instru
tion

ma
hine pr�es. La puissan
e des ordinateurs a rendu tr�es viable la programmation sans

optimisations ex
essives. Tout l'art du programmeur est de 
omprendre les endroits


ritiques d'un programme, en g�en�eral tr�es peu nombreux, o�u les optimisations sont

n�e
essaires. Don
 le programme 
ryptique pr�e
�edent, ou tout autre bourr�e d'optimisa-

tions inutiles sera mauvais et don
 interdit.
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Dans 
et exemple, typiquement, la 
onvergen
e du 
al
ul de � est mauvaise. Inutile

don
 de 
her
her �a optimiser 
e programme. Il faut 
hanger de formule pour le 
al
ul.

La formule de John Ma
hin (1680-1752) fait 
onverger plus vite en 
al
ulant �=4 =

4 ar
tan(1=5) � ar
tan(1=239). Une autre te
hnique 
onsiste �a taper sur la 
ommande

suivante sur une ma
hine de l'E
ole Polyte
hnique

% maple

|\^/| MAPLE V

._|\| |/|_. Copyright (
) 1981-1990 by the University of Waterloo.

\ MAPLE / All rights reserved. MAPLE is a registered trademark of

<____ ____> Waterloo Maple Software.

| Type ? for help.

> evalf(Pi,1000);

3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230781\

6406286208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231\

7253594081284811174502841027019385211055596446229489549303819644288109\

7566593344612847564823378678316527120190914564856692346034861045432664\

8213393607260249141273724587006606315588174881520920962829254091715364\

3678925903600113305305488204665213841469519415116094330572703657595919\

5309218611738193261179310511854807446237996274956735188575272489122793\

8183011949129833673362440656643086021394946395224737190702179860943702\

7705392171762931767523846748184676694051320005681271452635608277857713\

4275778960917363717872146844090122495343014654958537105079227968925892\

3542019956112129021960864034418159813629774771309960518707211349999998\

3729780499510597317328160963185950244594553469083026425223082533446850\

3526193118817101000313783875288658753320838142061717766914730359825349\

0428755468731159562863882353787593751957781857780532171226806613001927\

876611195909216420199

> quit;

%
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Complexit�e des algorithmes

Dans 
e 
ours, il sera question de 
omplexit�e d'algorithmes, 
'est-�a-dire du nombre

d'op�erations �el�ementaires (a�e
tations, 
omparaisons, op�erations arithm�etiques) ef-

fe
tu�ees par l'algorithme. Elle s'exprime en fon
tion de la taille n des donn�ees. On

dit que la 
omplexit�e de l'algorithme est O(f(n)) o�u f est d'habitude une 
ombinaison

de polynômes, logarithmes ou exponentielles. Ce
i reprend la notation math�ematique


lassique, et signi�e que le nombre d'op�erations e�e
tu�ees est born�e par 
f(n), o�u 
 est

une 
onstante, lorsque n tend vers l'in�ni.

Consid�erer le 
omportement �a l'in�ni de la 
omplexit�e est justi��e par le fait que

les donn�ees des algorithmes sont de grande taille et qu'on se pr�eo

upe surtout de

la 
roissan
e de 
ette 
omplexit�e en fon
tion de la taille des donn�ees. Une question

syst�ematique �a se poser est: que devient le temps de 
al
ul si on multiplie la taille des

donn�ees par 2?

Les algorithmes usuels peuvent être 
lass�es en un 
ertain nombre de grandes 
lasses

de 
omplexit�e.

{ Les algorithmes sub-lin�eaires, dont la 
omplexit�e est en g�en�eral en O(log n). C'est

le 
as de la re
her
he d'un �el�ement dans un ensemble ordonn�e �ni de 
ardinal n.

{ Les algorithmes lin�eaires en 
omplexit�e O(n) ou en O(n log n) sont 
onsid�er�es


omme rapides, 
omme l'�evaluation de la valeur d'une expression 
ompos�ee de n

symboles ou les algorithmes optimaux de tri.

{ Plus lents sont les algorithmes de 
omplexit�e situ�ee entre O(n

2

) et O(n

3

), 
'est

le 
as de la multipli
ation des matri
es et du par
ours dans les graphes.

{ Au del�a, les algorithmes polynomiaux en O(n

k

) pour k > 3 sont 
onsid�er�es 
omme

lents, sans parler des algorithmes exponentiels (dont la 
omplexit�e est sup�erieure

�a tout polynôme en n) que l'on s'a

orde �a dire imprati
ables d�es que la taille des

donn�ees est sup�erieure �a quelques dizaines d'unit�es.

La re
her
he de l'algorithme ayant la plus faible 
omplexit�e, pour r�esoudre un

probl�eme donn�e, fait partie du travail r�egulier de l'informati
ien. Il ne faut toutefois pas

tomber dans 
ertains ex
�es, par exemple proposer un algorithme ex
essivement alam-

biqu�e, d�eveloppant mille astu
es et ayant une 
omplexit�e en O(n

1;99

), alors qu'il existe

un algorithme simple et 
lair de 
omplexit�e O(n

2

). Surtout, si le gain de l'exposant de

n s'a

ompagne d'une perte importante dans la 
onstante multipli
ative: passer d'une


omplexit�e de l'ordre de n

2

=2 �a une 
omplexit�e de 10

10

n logn n'est pas vraiment une

am�elioration. Les 
rit�eres de 
lart�e et de simpli
it�e doivent être 
onsid�er�es 
omme aussi

importants que 
elui de l'eÆ
a
it�e dans la 
on
eption des algorithmes.
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S
alaires

Faisons un rappel su

in
t du 
al
ul s
alaire dans les programmes. En dehors de

toutes les repr�esentations symboliques des s
alaires, via les types simples, il y a deux

grandes 
at�egories d'objets s
alaires dans les programmes: les entiers en virgule �xe,

les r�eels en virgule 
ottante.

Les entiers

Le 
al
ul entier est relativement simple. Les nombres sont en fait 
al
ul�es dans une

arithm�etique modulo N = 2

n

o�u n est le nombre de bits des mots ma
hines.

n N Exemple

16 65 536 = 6� 10

4

Ma
intosh SE/30

32 4 294 967 296 = 4� 10

9

Pentium

64 18 446 744 073 709 551 616 = 2� 10

19

Alpha

Fig. 1 { Bornes sup�erieures des nombres entiers

Ainsi, les pro
esseurs de 1992 peuvent avoir une arithm�etique pr�e
ise sur quelques

milliards de milliards, 100 fois plus rapide qu'une ma
hine 16 bits! Il faut toutefois faire

attention �a la multipli
ation ou pire �a la division qui a tendan
e sur les ma
hines RISC

(Redu
ed Instru
tion Set Computers) �a prendre beau
oup plus de temps qu'une simple

addition, typiquement 10 fois plus sur le pro
esseur R3000 de Mips. Cette pr�e
ision

peut être parti
uli�erement utile dans les 
al
uls pour a

�eder aux �
hiers. En e�et,

on a des disques de plus de 4 Giga O
tets a
tuellement, et l'arithm�etique 32 bits est

insuÆsante pour adresser leurs 
ontenus.

Il faut pouvoir tout de même d�esigner des nombres n�egatifs. La notation 
ouram-

ment utilis�ee est 
elle du 
ompl�ement �a 2. En notation binaire, le bit le plus signi�
atif

est le bit de signe. Au lieu de parler de l'arithm�etique entre 0 et 2

n

�1, les nombres sont

pris entre �2

n�1

et 2

n�1

�1. Soit, pour n = 16, sur l'intervalle [�32768;32767℄. En Java,

Integer.MAX_VALUE= 2

n�1

�1 est le plus grand entier positif et Integer.MIN_VALUE=

�2

n�1

le plus petit entier n�egatif. En Caml, max_int = 2

n�2

� 1 et min_int = �2

n�2

.

Une op�eration entre 2 nombres peut 
r�eer un d�ebordement, 
'est-�a-dire atteindre

les bornes de l'intervalle. Mais elle respe
te les r�egles de l'arithm�etique modulo N .

Selon le langage de programmation et son impl�ementation sur une ma
hine donn�ee, 
e

d�ebordement est test�e ou non. Ni Java, ni Caml ne font 
es tests.

Les nombres 
ottants

La notation 
ottante sert �a repr�esenter les nombres r�eels pour permettre d'obtenir

des valeurs impossibles �a obtenir en notation �xe. Un nombre 
ottant a une partie

signi�
ative, la mantisse, et une partie exposant. Un nombre 
ottant tient souvent sur
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le même nombre de bits n qu'un nombre entier. En 
ottant, on d�e
ompose n = s+p+q

en trois 
hamps pour le signe, la mantisse et l'exposant, qui sont donn�es par la ma
hine.

Ainsi tout nombre r�eel �e
rit \signe de
imal e exposant" en Java ou Caml, vaut

signe de
imal � 10

exposant

Les nombres 
ottants sont une approximation des nombres r�eels, 
ar leur partie signi-

�
ative f ne tient que sur un nombre p de bits �ni. Par exemple, p = 23 en simple

pr�e
ision. Le nombre de bits pour l'exposant e est q = 8 en simple pr�e
ision, 
e qui fait

que le nombre de bits total, ave
 le bit de signe, est bien 32.

Pour rendre portables des programmes utilisant les nombres 
ottants, une norme

IEEE 754 (the Institute of Ele
tri
al and Ele
troni
s Engineers) a �et�e d�e�nie. Non

seulement elle d�e
rit les bornes des nombres 
ottants, mais elle donne une 
onvention

pour repr�esenter des valeurs sp�e
iales: �1, NaN (Not A Number) qui permettent de

donner des valeurs �a des divisions par z�ero, ou �a des ra
ines 
arr�ees de nombres n�egatifs

par exemple. Les valeurs sp�e
iales permettent d'�e
rire des programmes de 
al
ul de

ra
ines de fon
tions �eventuellement dis
ontinues.

La norme IEEE est la suivante

Exposant Mantisse Valeur

e = e

min

� 1 f = 0 �0

e = e

min

� 1 f 6= 0 0;f � 2

e

min

e

min

� e � e

max

1;f � 2

e

e = e

max

+ 1 f = 0 �1

e = e

max

+ 1 f 6= 0 NaN

Fig. 2 { Valeurs sp�e
iales pour les 
ottants IEEE

et les formats en bits simple et double pr�e
ision sont

Param�etre Simple Double

p 23 52

q 8 11

e

max

+127 +1023

e

min

�126 �1022

Taille totale du mot 32 64

Fig. 3 { Formats des 
ottants IEEE

On en d�eduit don
 que la valeur absolue de tout nombre 
ottant x v�eri�e en simple

pr�e
ision

10

�45

' 2

�150

� jxj < 2

128

' 3� 10

38

et en double pr�e
ision

2� 10

�324

' 2

�1075

� jxj < 2

1024

' 10

308

Par ailleurs, la pr�e
ision d'un nombre 
ottant est 2

�23

' 10

�7

en simple pr�e
ision

et 2

�52

' 2 � 10

�16

en double pr�e
ision. On perd don
 2 �a 4 
hi�res de pr�e
ision par

rapport aux op�erations enti�eres. Il faut 
omprendre aussi que les nombres 
ottants sont

align�es avant toute addition ou soustra
tion, 
e qui entrâ�ne des pertes de pr�e
ision.

Par exemple, l'addition d'un tr�es petit nombre �a un grand nombre va laisser 
e dernier

in
hang�e. Il y a alors d�epassement de 
apa
it�e vers le bas (under
ow). Un bon exer
i
e
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est de montrer que la s�erie harmonique 
onverge en informatique 
ottante, ou que

l'addition 
ottante n'est pas asso
iative! Il y a aussi des d�ebordements de 
apa
it�e vers le

haut (over
ows). Ces derniers sont en g�en�eral plus souvent test�es que les d�epassements

vers le bas.

En�n, pour être 
omplet, la repr�esentation ma
hine des nombres 
ottants est l�eg�ere-

ment di��erente en IEEE. En e�et, on s'arrange pour que le nombre 0 puisse être

repr�esent�e par le mot ma
hine dont tous les bits sont 0, et on additionne la partie

exposant du mot ma
hine 
ottant de e

min

� 1, 
'est-�a-dire de 127 en simple pr�e
ision,

ou de 1023 en double pr�e
ision.
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Chapitre 1

Tableaux

Les tableaux sont une des stru
tures de base de l'informatique. Un tableau repr�esente

selon ses dimensions, un ve
teur ou une matri
e d'�el�ements d'un même type. Un ta-

bleau permet l'a

�es dire
t �a un �el�ement, et nous allons nous servir grandement de 
ette

propri�et�e dans les algorithmes de tri et de re
her
he en table que nous allons 
onsid�erer.

1.1 Le tri

Qu'est-
e qu'un tri? On suppose qu'on se donne une suite de N nombres entiers

ha

i

i, et on veut les ranger en ordre 
roissant au sens large. Ainsi, pour N = 10, la suite

h18;3;10;25;9;3;11;13;23;8i

devra devenir

h3;3;8;9;10;11;13;18;23;25i

Ce probl�eme est un 
lassique de l'informatique. Il a �et�e �etudi�e en d�etail, 
f. la moiti�e

du livre de Knuth [30℄. En tant qu'algorithme pratique, on le ren
ontre souvent. Par

exemple, il faut �etablir le 
lassement de 
ertains �el�eves, mettre en ordre un di
tionnaire,

trier l'index d'un livre, faire une sortie lisible d'un 
orre
teur d'orthographe, . . . Il

faudra bien faire la distin
tion entre le tri d'un grand nombre d'�el�ements (plusieurs


entaines), et le tri de quelques �el�ements (un paquet de 
artes). Dans 
e dernier 
as, la

m�ethode importe peu. Un algorithme amusant, bogo-tri, 
onsiste �a regarder si le paquet

de 
artes est d�ej�a ordonn�e. Sinon, on le jette par terre. Et on re
ommen
e. Au bout

d'un 
ertain temps, on risque d'avoir les 
artes ordonn�ees. Bien sûr, le bogo-tri peut

ne pas se terminer. Une autre te
hnique fr�equemment utilis�ee ave
 un jeu de 
artes


onsiste �a regarder s'il n'y a pas une transposition �a e�e
tuer. D�es qu'on en voit une

�a faire, on la fait et on re
ommen
e. Cette m�ethode mar
he tr�es bien sur une bonne

distribution de 
artes.

Plus s�erieusement, il faudra toujours avoir �a l'esprit que le nombre d'objets �a trier

est important. Ce n'est pas la peine de trouver une m�ethode sophistiqu�ee pour trier 10

�el�ements. Pourtant, les exemples trait�es dans un 
ours sont toujours de taille limit�ee,

pour des raisons p�edagogiques il n'est pas possible de repr�esenter un tri sur plusieurs

milliers d'�el�ements. Le tri, par ses multiples fa
ettes, est un tr�es bon exemple d'�e
ole.

En g�en�eral, on exigera que le tri se fasse in situ, 
'est-�a-dire que le r�esultat soit au

même endroit que la suite initiale. On peut bien sûr trier autre 
hose que des entiers. Il

suÆt de disposer d'un domaine de valeurs muni d'une relation d'ordre total. On peut

don
 trier des 
ara
t�eres, des mots en ordre alphab�etique, des enregistrements selon un


ertain 
hamp. On supposera, pour simpli�er, qu'il existe une op�eration d'�e
hange ou
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plus simplement d'a�e
tation sur les �el�ements de la suite �a trier. C'est pourquoi nous

prendrons le 
as de valeurs enti�eres.

1.1.1 M�ethodes de tri �el�ementaires

Dans tout 
e qui suit, on suppose que l'on trie des nombres entiers et que 
eux-
i se

trouvent dans un tableau a. L'algorithme de tri le plus simple est le tri par s�ele
tion.

Il 
onsiste �a trouver l'empla
ement de l'�el�ement le plus petit du tableau, 
'est-�a-dire

l'entier m tel que a

i

� a

m

pour tout i. Une fois 
et empla
ement m trouv�e, on �e
hange

les �el�ements a

1

et a

m

. Puis on re
ommen
e 
es op�erations sur la suite ha

2

;a

3

; : : : ;a

N

i,

ainsi on re
her
he le plus petit �el�ement de 
ette nouvelle suite et on l'�e
hange ave
 a

2

.

Et ainsi de suite . . . jusqu'au moment o�u on n'a plus qu'une suite 
ompos�ee d'un seul

�el�ement ha

N

i.

La re
her
he du plus petit �el�ement d'un tableau est un des premiers exer
i
es de

programmation. La d�etermination de la position de 
et �el�ement est tr�es similaire, elle

s'e�e
tue �a l'aide de la suite d'instru
tions:

m = 0;

for (int j = 1; j < N; ++j)

if (a[j℄ < a[m℄)

m = j;

L'�e
hange de deux �el�ements n�e
essite une variable temporaire t et s'e�e
tue par:

t = a[m℄; a[m℄ = a[1℄; a[1℄ = t;

Il faut refaire 
ette suite d'op�erations en rempla
ant 1 par 2, puis par 3 et ainsi de suite

jusqu'�a N . Ce
i se fait par l'introdu
tion d'une nouvelle variable i qui prend toutes

les valeurs entre 1 et N . Ces 
onsid�erations donnent lieu au programme pr�esent�e en

d�etail 
i-dessous. Pour une fois, nous l' �e
rivons pour une fois en totalit�e; les pro
�edures

d'a
quisition des donn�ees et de restitution des r�esultats sont aussi fournies. Pour les

autres algorithmes, nous nous limiterons �a la des
ription de la pro
�edure e�e
tive de

tri.


lass TriSele
tion {

final stati
 int N = 10;

stati
 int[℄ a = new int[N℄; // Le tableau �a trier

stati
 void initialisation() { // On tire au sort des nombres

// entre 0 et 127, en initialisant

// le tirage au sort sur l'heure

for (int i = 0; i < N; ++i)

a[i℄ = (int) (Math.random() * 128);

}

stati
 void impression() {

for (int i = 0; i < N; ++i)

System.out.print (a[i℄ + " ");

System.out.println ("");

}

stati
 void triSele
tion() {

int min, t;

for (int i = 0; i < N - 1; ++i) {

min = i;

for (int j = i+1; j < N; ++j)
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18 3 10 25 9 3 11 13 23 8

i m

3 18 10 25 9 3 11 13 23 8

i m

3 3 10 25 9 18 11 13 23 8

i m

3 3 8 25 9 18 11 13 23 10

i m

3 3 8 9 25 18 11 13 23 10

i m

3 3 8 9 10 18 11 13 23 25

i m

3 3 8 9 10 11 18 13 23 25

i m

3 3 8 9 10 11 13 18 23 25

i m

3 3 8 9 10 11 13 18 23 25

i m

3 3 8 9 10 11 13 18 23 25

Fig. 1.1 { Exemple de tri par s�ele
tion
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if (a[j℄ < a[min℄)

min = j;

t = a[min℄; a[min℄ = a[i℄; a[i℄ = t;

}

}

publi
 stati
 void main (String args[℄) {

initialisation(); // On lit le tableau

impression(); // et on l'imprime

triSele
tion(); // On trie

impression(); // On imprime le r�esultat

}

}

Il est fa
ile de 
ompter le nombre d'op�erations n�e
essaires. A 
haque it�eration, on

d�emarre �a l'�el�ement a

i

et on le 
ompare su

essivement �a a

i+1

, a

i+2

, . . . , a

N

. On fait

don
 N � i 
omparaisons. On 
ommen
e ave
 i = 1 et on �nit ave
 i = N � 1. Don
 on

fait (N � 1) + (N � 2) + � � � + 2 + 1 = N(N � 1)=2 
omparaisons, et N � 1 �e
hanges.

Le tri par s�ele
tion fait don
 de l'ordre de N

2


omparaisons. Si N = 100, il y a 5000


omparaisons, soit 5 ms si on arrive �a faire une 
omparaison et l'it�eration de la bou
le

for en 1�s, 
e qui est tout �a fait possible sur une ma
hine plutôt rapide a
tuellement.

On �e
rira que le tri par s�ele
tion est en O(N

2

). Son temps est quadratique par rapport

aux nombres d'�el�ements du tableau.

Une variante du tri par s�ele
tion est le tri bulle. Son prin
ipe est de par
ourir

la suite ha

1

;a

2

; : : : ;a

N

i en intervertissant toute paire d'�el�ements 
ons�e
utifs (a

j�1

;a

j

)

non ordonn�es. Ainsi apr�es un par
ours, l'�el�ement maximum se retrouve en a

N

. On

re
ommen
e ave
 le pr�e�xe ha

1

;a

1

; : : : ;a

N�1

i, . . . Le nom de tri bulle vient don
 de 
e

que les plus grands nombres se d�epla
ent vers la droite en poussant des bulles su

essives

de la gau
he vers la droite. L'exemple num�erique pr�e
�edent est donn�e ave
 le tri bulle

dans la �gure 1.2.

La pro
�edure 
orrespondante utilise un indi
e i qui marque la �n du pr�e�xe �a trier,

et l'indi
e j qui permet de d�epla
er la bulle qui monte vers la borne i. On peut 
ompter

aussi tr�es fa
ilement le nombre d'op�erations et se rendre 
ompte qu'il s'agit d'un tri en

O(N

2

) 
omparaisons et �eventuellement �e
hanges (si par exemple le tableau est donn�e

en ordre stri
tement d�e
roissant).

stati
 void triBulle() {

int t;

for (int i = N-1; i >= 0; --i)

for (int j = 1; j <= i; ++j)

if (a[j-1℄ > a[j℄) {

t = a[j-1℄; a[j-1℄ = a[j℄; a[j℄ = t;

}

}

1.1.2 Analyse en moyenne

Pour analyser un algorithme de tri, 
'est �a dire d�eterminer le nombre moyen d'op�era-

tions qu'il e�e
tue, on utilise le mod�ele des permutations. On suppose dans 
e mod�ele

que la suite des nombres �a trier est la suite des entiers 1;2; : : : n et l'on admet que

toutes les permutations de 
es entiers sont �equiprobables. On peut noter que le nombre

de 
omparaisons �a e�e
tuer pour un tri ne d�epend pas des �el�ements �a trier mais de

l'ordre dans lequel ils apparaissent. Les supposer tous 
ompris entre 1 et N n'est don
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18 3 10 25 9 3 11 13 23 8

ij

3 18 10 25 9 3 11 13 23 8

ij

3 10 18 25 9 3 11 13 23 8

ij

3 10 18 9 25 3 11 13 23 8

ij

3 10 18 9 3 25 11 13 23 8

ij

3 10 18 9 3 11 25 13 23 8

ij

3 10 18 9 3 11 13 25 23 8

ij

3 10 18 9 3 11 13 23 25 8

j i

3 10 18 9 3 11 13 23 8 25

ij

3 10 9 3 11 13 18 8 23 25

ij

3 9 3 10 11 13 8 18 23 25

ij

3 3 9 10 11 8 13 18 23 25

ij

3 3 9 10 8 11 13 18 23 25

ij

3 3 9 8 10 11 13 18 23 25

ij

3 3 8 9 10 11 13 18 23 25

ij

3 3 8 9 10 11 13 18 23 25

j i

3 3 8 9 10 11 13 18 23 25

Fig. 1.2 { Exemple de tri bulle
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pas une hypoth�ese restri
tive si on ne s'int�eresse qu'�a l'analyse et si l'on se pla
e dans

un mod�ele d'algorithme dont l'op�eration de base est la 
omparaison.

Pour une permutation � de f1;2 : : : ng dans lui-même, une inversion est un 
ouple

(a

i

;a

j

) tel que i < j et a

i

> a

j

. Ainsi, la permutation

h8;1;5;10;4;2;6;7;9;3i

qui 
orrespond �a l'ordre des �el�ements de la �gure 1.1, 
omporte 21 inversions. Chaque

�e
hange d'�el�ements de la pro
�edure TriBulle supprime une et une seule inversion et,

une fois le tri termin�e, il n'y a plus au
une inversion. Ainsi le nombre total d'�e
hanges

e�e
tu�es est �egal au nombre d'inversions dans la permutation. Cal
uler le nombre moyen

d'�e
hanges dans la pro
�edure de tri bulle revient don
 �a 
ompter le nombre moyen

d'inversions de l'ensemble des permutations surN �el�ements. Un moyen de faire 
e 
al
ul


onsiste �a 
ompter le nombre d'inversions dans 
haque permutation �a faire la somme de

tous 
es nombres et �a diviser par N !. Ce
i est plutôt fastidieux, une remarque simple

permet d'aller plus vite.

L'image miroir de toute permutation � = ha

1

;a

2

: : : a

N

i est la permutation � =

ha

N

; : : : ;a

2

;a

1

i. Il est 
lair que (a

i

;a

j

) est une inversion de � si et seulement si 
e

n'est pas une inversion de �. La somme du nombre d'inversions de � et de 
elles de

� est N(N � 1)=2. On regroupe alors deux par deux les termes de la somme des

nombres d'inversions des permutations sur N �el�ements et on obtient que le nombre

moyen d'inversions sur l'ensemble des permutations est donn�e par:

N(N � 1)

4


e qui est don
 le nombre moyen d'�e
hanges dans la pro
�edure TriBulle. On note

toutefois que le nombre de 
omparaisons e�e
tu�ees par TriBulle est le même que 
elui

de TriSele
tion soit N(N � 1)=2.

1.1.3 Le tri par insertion

Une m�ethode 
ompl�etement di��erente est le tri par insertion. C'est la m�ethode

utilis�ee pour trier un paquet de 
artes. On prend une 
arte, puis 2 et on les met dans

l'ordre si n�e
essaire, puis 3 et on met la 3

�eme


arte �a sa pla
e dans les 2 premi�eres, . . .

De mani�ere g�en�erale on suppose les i�1 premi�eres 
artes tri�ees. On prend la i

�eme


arte,

et on essaie de la mettre �a sa pla
e dans les i � 1 
artes d�ej�a tri�ees. Et on 
ontinue

jusqu'�a i = N . Ce
i donne le programme suivant

stati
 void triInsertion() {

int j, v;

for (int i = 1; i < N; ++i) {

v = a[i℄; j = i;

while (j > 0 && a[j-1℄ > v) {

a[j℄ = a[j-1℄;

--j;

}

a[j℄ = v;

}

}

Pour 
lasser le i

�eme

�el�ement du tableau a, on regarde su

essivement en mar
he arri�ere

�a partir du i� 1

i�eme

. On d�e
ale les �el�ements visit�es vers la droite pour pouvoir mettre

a[i℄ �a sa juste pla
e. Le programme pr�e
�edent 
ontient une l�eg�ere erreur, si a[i℄ est

le plus petit �el�ement du tableau, 
ar on va sortir du tableau par la gau
he. On peut
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18 3 10 25 9 3 11 13 23 8

ij

3 18 10 25 9 3 11 13 23 8

ij

3 10 18 25 9 3 11 13 23 8

i j

3 10 18 25 9 3 11 13 23 8

ij

3 9 10 18 25 3 11 13 23 8

ij

3 3 9 10 18 25 11 13 23 8

ij

3 3 9 10 11 18 25 13 23 8

ij

3 3 9 10 11 13 18 25 23 8

ij

3 3 9 10 11 13 18 23 25 8

ij

3 3 8 9 10 11 13 18 23 25

Fig. 1.3 { Exemple de tri par insertion
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toujours y rem�edier en supposant qu'on rajoute un �el�ement a[0℄ valant -maxint. On

dit alors que l'on a mis une sentinelle �a gau
he du tableau a. Ce
i n'est pas toujours

possible, et il faudra alors rajouter un test sur l'indi
e j dans la bou
le while. Ainsi,

pour le tri par insertion, l'exemple num�erique pr�e
�edent est dans la �gure 1.3.

Le nombre de 
omparaisons pour ins�erer un �el�ement dans la suite tri�ee de 
eux qui

le pr�e
�edent est �egal au nombre d'inversions qu'il pr�esente ave
 
eux-
i augment�e d'une

unit�e. Soit 


i


e nombre de 
omparaisons. On a




i

= 1 + 
ardfa

j

j a

j

> a

i

;j < ig

Pour la permutation � 
orrespondant �a la suite �a trier, dont le nombre d'inversions est

inv(�), le nombre total de 
omparaisons pour le tri par insertion est

C

�

=

N

X

i=2




i

= N � 1 + inv(�)

D'o�u le nombre moyen de 
omparaisons

C

N

=

1

N !

X

�

C

�

= N � 1 +

N(N � 1)

4

=

N(N + 3)

4

� 1

Bien que l'ordre de grandeur soit toujours N

2

, 
e tri est plus eÆ
a
e que le tri par

s�ele
tion. De plus, il a la bonne propri�et�e que le nombre d'op�erations d�epend fortement

de l'ordre initial du tableau. Dans le 
as o�u le tableau est presque en ordre, il y a peu

d'inversions et tr�es peu d'op�erations sont n�e
essaires, 
ontrairement aux deux m�ethodes

de tri pr�e
�edentes. Le tri par insertion est don
 un bon tri si le tableau �a trier a de

bonnes 
han
es d'être presque ordonn�e.

Une variante du tri par insertion est un tri dû �a D. L. Shell en 1959, 
'est une

m�ethode de tri que l'on peut sauter en premi�ere le
ture. Son prin
ipe est d'�eviter

d'avoir �a faire de longues 
hâ�nes de d�epla
ements si l'�el�ement �a ins�erer est tr�es petit.

Nous laissons le le
teur fanatique en 
omprendre le sens, et le mentionnons �a titre

ane
dotique. Au lieu de 
omparer les �el�ements adja
ents pour l'insertion, on les 
ompare

tous les . . . , 1093, 364, 121, 40, 13, 4, et 1 �el�ements. (On utilise la suite u

n+1

=

3u

n

+1). Quand on �nit par 
omparer des �el�ements 
ons�e
utifs, ils ont de bonnes 
han
es

d'être d�ej�a dans l'ordre. On peut montrer que le tri Shell ne fait pas plus que O(N

3=2

)


omparaisons, et se 
omporte don
 bien sur des �
hiers de taille raisonnable (5000

�el�ements). La d�emonstration est 
ompliqu�ee, et nous la laissons en exer
i
e diÆ
ile. On

peut prendre tout autre g�en�erateur que 3 pour g�en�erer les s�equen
es �a explorer. Pratt

a montr�e que pour des s�equen
es de la forme 2

p

3

q

, le 
oût est O(n log

2

n) dans le pire


as (mais il est 
oûteux de mettre 
ette s�equen
e des 2

p

3

q

dans l'ordre). Dans le 
as

g�en�eral, le 
oût (dans le 
as le pire) du tri Shell est toujours un probl�eme ouvert. Le tri

Shell est tr�es fa
ile �a programmer et tr�es eÆ
a
e en pratique (
'est le tri utilis�e dans le

noyau Maple).

stati
 void triShell() {

int h = 1; do

h = 3*h + 1;

while ( h <= N );

do {

h = h / 3;

for (int i = h; i < N; ++i)

if (a[i℄ < a[i-h℄) {

int v = a[i℄, j = i;
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nom tel

paul 2811

roger 4501

laure 2701

anne 2702

pierre 2805

yves 2806

Fig. 1.4 { Un exemple de table pour la re
her
he en table

do {

a[j℄ = a[j-h℄;

j = j - h;

} while (j >= h && a[j-h℄ > v);

a[j℄ = v;

}

} while ( h > 1);

}

1.2 Re
her
he en table

Ave
 les tableaux, on peut aussi faire des tables. Une table 
ontient des informations

sur 
ertaines 
l�es. Par exemple, la table peut être un annuaire t�el�ephonique. Les 
l�es

sont les noms des abonn�es. L'information �a re
her
her est le num�ero de t�el�ephone. Une

table est don
 un ensemble de paires hnom;num�eroi. Il y a plusieurs mani�eres d'organiser


ette table: un tableau d'enregistrement, une liste ou un arbre (
omme nous le verrons

plus tard). Pour l'instant, nous supposons la table d�e
rite par deux tableaux nom et

tel, indi
�es en parall�ele, le num�ero de t�el�ephone de nom[i℄ �etant tel[i℄.

1.2.1 La re
her
he s�equentielle

La premi�ere m�ethode pour re
her
her un num�ero de t�el�ephone 
onsiste �a faire une

re
her
he s�equentielle (ou lin�eaire). On examine su

essivement tous les �el�ements de la

table et on regarde si on trouve un abonn�e du nom voulu. Ainsi

stati
 int re
her
he (String x) {

for (int i = 0; i < N; ++i)

if (x.equals(nom[i℄))

return tel[i℄;

return -1;

}

qui peut aussi s'�e
rire

stati
 int re
her
he (String x) {

int i = 0;

while (i < N && !x.equals(nom[i℄))

++i;

if (i < N)

return tel[i℄;
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else

return -1;

}

Si on a la pla
e, une autre possibilit�e est de mettre une sentinelle au bout de la table.

stati
 int re
her
he (String x) {

int i = 0;

nom[N℄ = x; tel[N℄ = -1;

while (! x.equals(nom[i℄))

++i;

return tel[i℄;

}

L'�e
riture de la pro
�edure de re
her
he dans la table des noms est alors plus eÆ
a
e,


ar on peut remarquer que l'on ne fait plus qu'un test l�a o�u on en faisait deux. La

re
her
he s�equentielle est aussi appel�ee re
her
he lin�eaire, 
ar il est fa
ile de montrer

que l'on fait N=2 op�erations en moyenne, et N op�erations dans le pire 
as. Sur une

table de 10000 �el�ements, la re
her
he prend 5000 op�erations en moyenne, soit 5ms.

Voi
i un programme 
omplet utilisant la re
her
he lin�eaire en table.


lass Table {

final stati
 int N = 6;

stati
 String nom[℄ = new String[N+1℄;

stati
 int tel[℄ = new int[N+1℄;

stati
 void initialisation() {

nom[0℄ = "paul"; tel[0℄ = 2811;

nom[1℄ = "roger"; tel[1℄ = 4501;

nom[2℄ = "laure"; tel[2℄ = 2701;

nom[3℄ = "anne"; tel[3℄ = 2702;

nom[4℄ = "pierre"; tel[4℄ = 2805;

nom[5℄ = "yves"; tel[5℄ = 2806;

}

stati
 int re
her
he (String x) {

for (int i = 0; i < N; ++i)

if (x.equals(nom[i℄))

return tel[i℄;

return -1;

}

publi
 stati
 void main (String args[℄) {

Initialisation();

if (args.length == 1)

System.out.println (Re
her
he(args[0℄));

}

}

1.2.2 La re
her
he di
hotomique

Une autre te
hnique de re
her
he en table est la re
her
he di
hotomique. Supposons

que la table des noms soit tri�ee en ordre alphab�etique (
omme l'annuaire des PTT). Au

lieu de re
her
her s�equentiellement, on 
ompare la 
l�e �a 
her
her au nom qui se trouve

au milieu de la table des noms. Si 
'est le même, on retourne le num�ero de t�el�ephone
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du milieu, sinon on re
ommen
e sur la premi�ere moiti�e (ou la deuxi�eme) si le nom

re
her
h�e est plus petit (ou plus grand) que le nom rang�e au milieu de la table. Ainsi

stati
 void initialisation() {

nom[0℄ = "anne"; tel[0℄ = 2702;

nom[1℄ = "laure"; tel[1℄ = 2701;

nom[2℄ = "paul"; tel[2℄ = 2811;

nom[3℄ = "pierre"; tel[3℄ = 2805;

nom[4℄ = "roger"; tel[4℄ = 4501;

nom[5℄ = "yves"; tel[5℄ = 2806;

}

stati
 int re
her
heDi
hotomique (String x) {

int i, g, d, 
mp;

g = 0; d = N-1;

do {

i = (g + d) / 2;


mp = x.
ompareTo(nom[i℄);

if (
mp == 0)

return tel[i℄;

if (
mp < 0)

d = i - 1;

else

g = i + 1;

} while (g <= d);

return -1;

}

Le nombre C

N

de 
omparaisons pour une table de taille N est tel que C

N

= 1 +

C

bN=2


et C

0

= 1. Don
 C

N

' log

2

(N). (Dor�enavant, log

2

(N) sera simplement �e
rit

logN .) Si la table a 10000 �el�ements, on aura C

N

' 14. C'est don
 un gain sensible par

rapport aux 5000 op�erations n�e
essaires pour la re
her
he lin�eaire. Bien sûr, la re
her
he

lin�eaire est plus simple �a programmer, et sera don
 utilis�ee pour les petites tables. Pour

des tables plus importantes, la re
her
he di
hotomique est plus int�eressante.

On peut montrer qu'un temps sub-logarithmique est possible si on 
onnâ�t la distri-

bution des objets. Par exemple, dans l'annuaire du t�el�ephone, ou dans un di
tionnaire,

on sait a priori qu'un nom 
ommen�
ant par la lettre V se trouvera plutôt vers la �n. En

supposant la distribution uniforme, on peut faire une r�egle de trois pour trouver l'indi
e

de l'�el�ement de r�ef�eren
e pour la 
omparaison, au lieu de 
hoisir le milieu, et on suit le

reste de l'algorithme de la re
her
he di
hotomique. Cette m�ethode est la re
her
he par

interpolation. Alors le temps de re
her
he est en O(log logN), 
'est-�a-dire 4 op�erations

pour une table de 10000 �el�ements, et 5 op�erations jusqu'�a 10

9

entr�ees dans la table!

1.2.3 Insertion dans une table

Dans la re
her
he lin�eaire ou par di
hotomie, on ne s'est pas pr�eo

up�e de l'insertion

dans la table d'�el�ements nouveaux. C'est par exemple tr�es peu souvent le 
as pour un

annuaire t�el�ephonique. Mais 
ela peut être fr�equent dans d'autres utilisations, 
omme

la table des usagers d'un syst�eme informatique. Essayons de voir 
omment organiser

l'insertion d'�el�ements nouveaux dans une table, dans le 
as des re
her
hes s�equentielle

et di
hotomique.
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Pour le 
as s�equentiel, il suÆt de rajouter au bout de la table l'�el�ement nouveau,

s'il y a la pla
e. S'il n'y a pas de pla
e, on appelle une pro
�edure erreur qui imprimera

le message d'erreur donn�e en param�etre et arrêtera le programme (
f. page 192). Ainsi

void insertion (String x, int val) {

++n;

if (n >= N) then

erreur ("De'bordement de la table");

nom[n℄ = x;

tel[n℄ = val;

}

L'insertion se fait don
 en temps 
onstant, en O(1). Dans le 
as de la re
her
he par

di
hotomie, il faut maintenir la table ordonn�ee. Pour ins�erer un nouvel �el�ement dans

la table, il faut d'abord trouver son empla
ement par une re
her
he di
hotomique (ou

s�equentielle), puis pousser tous les �el�ements derri�ere lui pour pouvoir ins�erer le nouvel

�el�ement au bon endroit. Cela peut don
 prendre logn+ n op�erations. L'insertion dans

une table ordonn�ee de n �el�ements prend don
 un temps O(n).

1.2.4 Ha
hage

Une autre m�ethode de re
her
he en table est le ha
hage. On utilise une fon
tion h de

l'ensemble des 
l�es (souvent des 
hâ�nes de 
ara
t�eres) dans un intervalle d'entiers. Pour

une 
l�e x, h(x) est l'endroit o�u l'on trouve x dans la table. Tout se passe parfaitement

bien si h est une appli
ation inje
tive. Pratiquement, on ne peut arriver �a atteindre 
e

r�esultat. On tente alors de s'en appro
her et on 
her
he aussi �a minimiser le temps de


al
ul de h(x). Ainsi un exemple de fon
tion de ha
hage est

h(x) = (x[1℄�B

l�1

+ x[2℄�B

l�2

+ � � �+ x[l℄) mod N

On prend d'habitude B = 128 ou B = 256 et on suppose que la taille de la table N

est un nombre premier. Pourquoi? D'abord, il faut 
onnâ�tre la stru
ture des ordinateurs

pour 
omprendre le 
hoix de B 
omme une puissan
e de 2. En e�et, les multipli
ations

par des puissan
es de 2 peuvent se faire tr�es fa
ilement par des d�e
alages, puisque les

nombres sont repr�esent�es en base 2. En g�en�eral, dans les ma
hines \modernes", 
ette

op�eration est nettement plus rapide que la multipli
ation par un nombre arbitraire.

Quant �a prendreN premier, 
'est pour �eviter toute interf�eren
e entre les multipli
ations

par B et la division par N . En e�et, si par exemple B = N = 256, alors h(x) = x[l℄ et

la fon
tion h ne d�ependrait que du dernier 
ara
t�ere de x. Le but est don
 d'avoir une

fon
tion h de ha
hage simple �a 
al
uler et ayant une bonne distribution sur l'intervalle

[0;N�1℄. (Attention: il sera te
hniquement plus simple dans 
ette se
tion sur le ha
hage

de supposer que les indi
es des tableaux varient sur [0;N�1℄ au lieu de [1;N ℄). Le 
al
ul

de la fon
tion h se fait par la fon
tion h(x, l), o�u l est la longueur de la 
hâ�ne x,

stati
 int h (String x) {

int r = 0;

for (int i = 0; i < x.length(); ++i)

r = ((r * B) + x.
harAt(i)) % N;

return r;

}

Don
 la fon
tion h donne pour toute 
l�e x une entr�ee possible dans la table. On

peut alors v�eri�er si x = nom[h(x)℄. Si oui, la re
her
he est termin�ee. Si non, 
ela signi�e

que la table 
ontient une autre 
l�e x

0

telle que h(x

0

) = h(x). On dit alors qu'il y a une


ollision, et la table doit pouvoir g�erer les 
ollisions. Une m�ethode simple est de lister
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Fig. 1.5 { Ha
hage par 
ollisions s�epar�ees

les 
ollisions dans une table 
ol parall�ele �a la table nom. La table des 
ollisions donnera

une autre entr�ee i dans la table des noms o�u peut se trouver la 
l�e re
her
h�ee. Si on ne

trouve pas la valeur x �a 
ette nouvelle entr�ee i, on 
ontinuera ave
 l'entr�ee i

0

donn�ee

par i

0

= 
ol[i℄. Et on 
ontinue tant que 
ol[i℄ 6= �1. La re
her
he est donn�ee par

stati
 int re
her
he (String x) {

for (int i = h(x); i != -1; i = 
ol[i℄)

if (x.equals(nom[i℄))

return tel[i℄;

return -1;

}

Ainsi la pro
�edure de re
her
he prend un temps au plus �egal �a la longueur moyenne

des 
lasses d'�equivalen
e d�e�nies sur la table par la valeur de h(x), 
'est-�a-dire �a la

longueur moyenne des listes de 
ollisions. Si la fon
tion de ha
hage est parfaitement

uniforme, il n'y aura pas de 
ollision et on atteindra tout �el�ement en une 
omparaison.

Ce 
as est tr�es peu probable. Il y a des algorithmes 
ompliqu�es pour trouver une

fon
tion de ha
hage parfaite sur une table donn�ee et �xe. Mais si le nombre moyen

d'�el�ements ayant même valeur de ha
hage est k = N=M , o�u M est grosso modo le

nombre de 
lasses d'�equivalen
es d�e�nies par h, la re
her
he prendra un temps N=M .

Le ha
hage ne fait don
 que r�eduire d'un fa
teur 
onstant le temps pris par la re
her
he
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s�equentielle. L'int�erêt du ha
hage est qu'il est souvent tr�es eÆ
a
e, tout en �etant simple

�a programmer.

L'insertion dans une table ave
 le ha
hage pr�e
�edent est plus d�eli
ate. En e�et,

on devrait rapidement fusionner des 
lasses d'�equivalen
es de la fon
tion de ha
hage,


ar il faut bien mettre les objets �a ins�erer �a une 
ertaine entr�ee dans la table qui


orrespond elle-même �a une valeur possible de la fon
tion de ha
hage. Une solution

simple est de supposer la table de taille n telle que N � n � Nmax. Pour ins�erer un

nouvel �el�ement, on regarde si l'entr�ee 
al
ul�ee par la fon
tion h est libre, sinon on met

le nouvel �el�ement au bout de la table, et on 
hâ�ne les 
ollisions entre elles par un

nouveau tableau 
ol. (Les tableaux nom, tel et 
ol sont maintenant de taille Nmax).

On peut 
hoisir de mettre le nouvel �el�ement en tête ou �a la �n de la liste des 
ollisions;

i
i on le mettra en tête. Remarque: �a la page 65, tous les outils seront d�evelopp�es pour

en
hâ�ner les 
ollisions par des listes; 
omme nous ne 
onnaissons a
tuellement que les

tableaux 
omme stru
ture de donn�ee, nous utilisons le tableau 
ol. L'insertion d'un

nouvel �el�ement dans la table s'�e
rit

stati
 void insertion (String x, int val) {

int i = h(x);

if (nom[i℄ == null) {

nom[i℄ = x;

tel[i℄ = val;

} else

if (n >= Nmax)

erreur ("D�ebordement de la table");

else {

nom[n℄ = x;

tel[n℄ = val;


ol[n℄ = 
ol[i℄; // On met la nouvelle entr�ee en tête


ol[i℄ = n; // de la liste des 
ollisions de sa

++n; // 
lasse d'�equivalen
e.

}

}

Au d�ebut, on suppose n = N, nom[i℄ = "" (
hâ�ne vide) et 
ol[i℄ = �1 pour 0 � i < N

. La pro
�edure d'insertion est don
 tr�es rapide et prend un temps 
onstant O(1).

Une autre te
hnique de ha
hage est de faire un ha
hage �a adressage ouvert. Le

prin
ipe en est tr�es simple. Au lieu de g�erer des 
ollisions, si on voit une entr�ee o

up�ee

lors de l'insertion, on range la 
l�e �a l'entr�ee suivante (modulo la taille de la table). On

suppose une valeur interdite dans les 
l�es, par exemple la 
hâ�ne vide '', pour d�esigner

une entr�ee libre dans la table. Les pro
�edures d'insertion et de re
her
he s'�e
rivent tr�es

simplement 
omme suit

stati
 int re
her
he (String x) {

int i = h(x);

while (nom[i℄ != null) {

if (x.equals(nom[i℄))

return tel[i℄;

i = (i+1) % N;

}

return -1;

}

stati
 void insertion (String x, int val) {
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Fig. 1.6 { Ha
hage par adressage ouvert
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int i;

if (n >= N)

erreur ("De'bordement de la table");

++n;

i = h(x);

while ((nom[i℄ != null) && ! x.equals(nom[i℄))

i = (i+1) % N;

nom[i℄ = x;

tel[i℄ = val;

}

Dans le 
as o�u la 
l�e �a ins�erer se trouverait d�ej�a dans la table, l'an
ien num�ero de

t�el�ephone est �e
ras�e, 
e qui est 
e que l'on veut dans le 
as pr�esent. Il est int�eressant de

reprendre les m�ethodes de re
her
he en table d�ej�a vues et de se poser 
e probl�eme. Plus

int�eressant, on peut se demander si 
ette m�ethode simple de ha
hage lin�eaire est tr�es

eÆ
a
e, et si on ne risque pas, en fait, d'aboutir �a une re
her
he s�equentielle standard.

Notre probl�eme est don
 de 
omprendre la 
ontigu��t�e de la fon
tion de ha
hage, et la


han
e que l'on peut avoir pour une valeur donn�ee de h(x) d'avoir aussi les entr�ees

h(x) + 1, h(x) + 2, h(x) + 3 . . . o

up�ees. On peut d�emontrer que, si la fon
tion de

ha
hage est uniforme et si � = n=Nmax est le taux d'o

upation de la table, le nombre

d'op�erations est:

{ 1=2 + 1=(2(1 � �)) pour une re
her
he ave
 su

�es,

{ 1=2 + 1=(2(1 � �)

2

) pour une re
her
he ave
 �e
he
.

Don
 si � = 2=3, on fait 2 ou 5 op�erations, si � = 90%, on en fait 5 ou 50. La 
on
lusion

est don
 que, si on est prêt �a grossir la table de 50%, le temps de re
her
he est tr�es

bon, ave
 une m�ethode de programmation tr�es simple.

Une m�ethode plus subtile, que l'on peut ignorer en premi�ere le
ture, est d'optimiser

le ha
hage �a adressage ouvert pr�e
�edent en introduisant un deuxi�eme niveau de ha
hage.

Ainsi au lieu de 
onsid�erer l'�el�ement suivant dans les pro
�edures de re
her
he et d'inser-

tion, on 
hangera les instru
tions

i := (i+1) mod Nmax;

en

i := (i+u) mod Nmax;

o�u u = h

2

(x;l) est une deuxi�eme fon
tion de ha
hage. Pour �eviter des ph�enom�enes de

p�eriodi
it�e, il vaut mieux prendre u et Nmax premiers entre eux. Une m�ethode simple,


omme Nmax est d�ej�a suppos�e premier, est de faire u < Nmax. Par exemple, h

2

(x;l) =

8�(x[l℄ mod 8) est une fon
tion rapide �a 
al
uler, et qui tient 
ompte des trois derniers

bits de x. On peut se mettre toujours dans le 
as de distributions uniformes, et de

fon
tions h et h

2

\ind�ependantes". Alors on montre que le nombre d'op�erations est en

moyenne:

{ (1=�) � log(1=(1 � �)) pour une re
her
he ave
 su

�es,

{ 1=(1 � �) pour une re
her
he ave
 �e
he
,

en fon
tion du taux d'o

upation � de la table. Num�eriquement, pour � = 80%, on fait

3 ou 5 op�erations, pour � = 99%, on fait 7 ou 100. Ce qui est tout �a fait raisonnable.

Le ha
hage est tr�es utilis�e pour les 
orre
teurs d'orthographe. M
Ilroy

1

a 
al
ul�e

que, dans un arti
le s
ienti�que typique, il y a environ 20 erreurs d'orthographe (
'est-

�a-dire des mots n'apparaissant pas dans un di
tionnaire), et qu'une 
ollision pour 100

1. Doug M
Ilroy �etait le 
hef de l'�equipe qui a fait le syst�eme Unix �a Bell laboratories.



1.3. PROGRAMMES EN CAML 37

papiers est a

eptable. Il suÆt don
 de faire un 
orre
teur probabiliste qui ne risque de

se tromper qu'un 
as sur 2000. Au lieu de garder tout le di
tionnaire en m�emoire, et don



onsommer beau
oup de pla
e, il a utilis�e un tableau de n bits. Il 
al
ule k fon
tions h

i

de ha
hage ind�ependantes pour tout mot w, et regarde si les k bits positionn�es en h

i

(w)

valent simultan�ement 1. On est alors sûr qu'un mot n'est pas dans le di
tionnaire si la

r�eponse est n�egative, mais on pense qu'on a de bonnes 
han
es qu'il y soit si la r�eponse

est oui. Un 
al
ul simple montre que la probabilit�e P pour qu'un mot d'un di
tionnaire

de d entr�ees ne positionne pas un bit donn�e est P = e

�dk=n

. La probabilit�e pour qu'une


hâ�ne quel
onque soit re
onnue 
omme un mot du di
tionnaire est (1�P )

k

. Si on veut

que 
ette derni�ere vaille 1=2000, il suÆt de prendre P = 1=2 et k = 11. On a alors

n=d = k= ln 2 = 15;87. Pour un di
tionnaire de 25000 mots, il faut don
 400000 bits (50

kO), et, pour un de 200000 mots, if faut 3200000 bits (400 kO). M
Ilroy avait un pdp11

et 50 kO �etait insupportable. Il a 
ompress�e la table en ne sto
kant que les nombres de

0 entre deux 1, 
e qui a ramen�e la taille �a 30 kO. A
tuellement, la 
ommande spell

du syst�eme Unix utilise k = 11 et une table de 400000 bits.

2

1.3 Programmes en Caml

(* Tri par s�ele
tion, page 22 *)

#open "printf";;

let nMax = 10;;

let a = make_ve
t nMax 0;;

let initialisation () =

for i = 0 to nMax - 1 do

a.(i) <- random__int 100

done;;

let impression () =

for i = 0 to nMax - 1 do

printf "%3d " a.(i)

done;

printf "\n";;

let tri_s�ele
tion () =

let min = ref 0 in

for i = 0 to nMax - 2 do

min := i;

for j = i + 1 to nMax - 1 do

if a.(j) < a.(!min) then min := j

done;

let t = a.(!min) in

a.(!min) <- a.(i); a.(i) <- t

done;;

let main () =

(* On initialise le tableau *)

initialisation ();

2. Paul Zimmermann a remarqu�e que les di
tionnaires fran�
ais sont plus longs que les di
tionnaires

anglais �a 
ause des 
onjugaisons des verbes. Il a reprogramm�e la 
ommande spell en fran�
ais en

utilisant des arbres digitaux qui partagent les pr�e�xes et suÆxes des mots d'un di
tionnaire fran�
ais de

200000 mots Le di
tionnaire tient alors dans une m�emoire de 500 kO. Son algorithme est aussi rapide

et exa
t (non probabiliste).
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(* On trie *)

tri_s�ele
tion* ();

(* On imprime le r�esultat *)

impression ();

exit 0;;

(* Style plus Caml *)

let initialisation a =

for i = 0 to ve
t_length a - 1 do

a.(i) <- random__int 100

done;;

let impression a =

for i = 0 to ve
t_length a - 1 do

print_int a.(i); print_string " ";

done;

print_newline();;

let main () =

let a = make_ve
t nMax 0 in

initialisation (a);

tri_s�ele
tion (a);

impression (a);

exit 0;;

(* Tri bulle, voir page 24 *)

let tri_bulle a =

let j = ref 0 in

let v = ref 0 in

for i = ve
t_length a - 1 downto 0 do

for j = 1 to i do

if a.(j-1) > a.(j) then let t = ref a.(j-1) in begin

a.(j-1) <- a.(j); a.(j) <- !t

end

done

done;;

(* Tri par insertion, voir page 26 *)

let tri_insertion a =

let j = ref 0 in

let v = ref 0 in

for i = 1 to ve
t_length a - 1 do

v := a.(i); j := i;

while !j > 0 && a.(!j - 1) > !v do

a.(!j) <- a.(!j - 1);

de
r j

done;

a.(!j) <- !v;

done;;
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(* Tri Shell, voir page 28 *)

let tri_shell a =

let h = ref 1 in

while !h <= ve
t_length a - 1 do

h := 3 * !h + 1

done;

while !h > 1 do

h := !h / 3;

for i = !h to ve
t_length a - 1 do

if a.(i) < a.(i - !h) then begin

let v = a.(i) in

let j = ref i in

while !j >= !h && a.(!j - !h) > v do

a.(!j) <- a.(!j - !h);

j := !j - !h

done;

a.(!j) <- v

end

done

done;;

(* Re
her
he 1, voir page 29 *)

ex
eption Found of int;;

let re
her
he s bottin =

try

for i = 0 to ve
t_length bottin - 1 do

let nom, tel = bottin.(i) in

if nom = s then raise (Found tel)

done;

raise Not_found

with Found tel -> tel;;

(* Re
her
he 3, voir page 29 *)

let re
her
he s bottin =

nom.(ve
t_length nom - 1) <- (s, 0);

let i = ref 0 in

while fst (bottin.(!i)) <> s do

in
r i

done;

if !i = ve
t_length bottin

then raise Not_found

else

let _, tel = bottin.(!i) in tel;;

ex
eption Found of int;;

let bottin =

[| "paul", 2811;

"roger", 4501;

"laure", 2701;
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"anne", 2702;

"pierre", 2805;

"yves", 2806

|℄;;

// En
ore une autre mani�ere d'�e
rire la fon
tion re
her
he

let re
her
he s bottin = begin

try

do_ve
t

(fun
tion nom, tel ->

if nom = s then raise (Found tel))

bottin;

raise Not_found

with Found t -> t

end;;

(* Le
ture des donn�ees *)

while true do

printf "%d\n"

(re
her
he (input_line stdin) bottin)

done;;

(* Re
her
he di
hotomique, voir page 31 *)

let nom =

[| "anne"; "laure"; "paul";

"pierre"; "roger"; "yves" |℄;;

let tel =

[| 2702; 2701; 2811;

2805; 4501; 2806 |℄;;

let re
her
he_di
hotomique x =

let g = ref 0

and d = ref (ve
t_length nom - 1)

and i = ref 0 in

while x <> nom.(!i) && !g <= !d do

i := (!g + !d) / 2;

if x < nom.(!i) then d := !i - 1

else g := !i + 1;

done;

if x = nom.(!i) then tel.(!i) else (-1);;

(* Insertion 1, voir page 32 *)

let n = ref 0;;

let insertion x val =

if !n >= ve
t_length nom

then failwith "D�ebordement de la table";

nom.(n) <- x;

tel.(n) <- val;

in
r n;;

(* Fon
tion de ha
hage, voir page 32 *)
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let N = ve
t_length nom - 1

and B = 128;;

let h s =

let result = ref 0 in

for i = 0 to string_length s - 1 do

result :=

(!result * B + (int_of_
har (s.[i℄))) mod N

done;

!result;;

(* Re
her
he ave
 ha
hage, voir page 33 *)

let 
ol = make_ve
t (ve
t_length nom) (-1);;

let re
her
he x =

let i = ref (h x) in

while nom.(!i) <> x &&


ol.(!i) <> -1

do i := 
ol.(!i) done;

if x = nom.(!i) then tel.(!i) else -1;;

(* Insertion ave
 ha
hage, voir page 32 *)

let nom = make_ve
t nMax "";;

let tel = make_ve
t nMax 0;;

let 
ol = make_ve
t nMax (-1);;

let n = ref 0;;

let insertion x val =

let i = h x in

if nom.(i) = "" then begin

nom.(i) <- x;

tel.(i) <- val

end else begin

if !n >= nMax

then failwith "D�ebordement de la table"

else begin

nom.(!n) <- x;

tel.(!n) <- val;


ol.(!n) <- 
ol.(i); (* On met la nouvelle entr�ee en tête *)


ol.(i) <- !n; (* de la liste des 
ollisions *)

in
r n (* de sa 
lasse d'�equivalen
e *)

end;

end;;

(* Ha
hage ave
 adressage ouvert, voir page 34 *)

let re
her
he x =

let i = ref (h x) in

while nom.(!i) <> x && nom.(!i) <> "" do

i := (!i + 1) mod N

done;

if nom.(!i) = x then tel.(!i) else -1;;
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let insertion x val =

if !n > N

then failwith "D�ebordement de la table";

in
r n;

let i = ref (h x) in

while nom.(!i) <> x && nom.(!i) <> "" do

i := (!i + 1) mod N

done;

nom.(!i) <- x;

tel.(!i) <- val;;



43

Chapitre 2

R�e
ursivit�e

Les d�e�nitions par r�e
urren
e sont assez 
ourantes en math�ematiques. Prenons le


as de la suite de Fibona

i, d�e�nie par

u

0

= u

1

= 1

u

n

= u

n�1

+ u

n�2

pour n > 1

On obtient don
 la suite 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,

1597, 2584, 4181, 6765, 10946,. . . Nous allons voir que 
es d�e�nitions s'impl�ementent

tr�es simplement en informatique par les d�e�nitions r�e
ursives.

2.1 Fon
tions r�e
ursives

2.1.1 Fon
tions num�eriques

Pour 
al
uler la suite de Fibona

i, une trans
ription litt�erale de la formule est la

suivante:

stati
 int fib (int n) {

if (n <= 1)

return 1;

else

return fib (n-1) + fib (n-2);

}

fib est une fon
tion qui utilise son propre nom dans la d�e�nition d'elle-même. Ainsi,

si l'argument n est plus petit que 1, on retourne 
omme valeur 1. Sinon, le r�esultat

est fib(n� 1) + fib(n� 2). Il est don
 possible en Java, 
omme en beau
oup d'autres

langages (sauf Fortran), de d�e�nir de telles fon
tions r�e
ursives. D'ailleurs, toute suite

hu

n

i d�e�nie par r�e
urren
e s'�e
rit de 
ette mani�ere en Java, 
omme le 
on�rment les

exemples num�eriques suivants: fa
torielle et le triangle de Pas
al.

stati
 int fa
t(int n) {

if (n <= 1)

return 1;

else

return n * fa
t (n-1);

}

stati
 int C(int n, int p) {

if ((n == 0) || (p == n))
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Fib(4)

Fib(3)

Fib(2)

Fib(1) Fib(0)

Fib(1)

Fib(2)

Fib(1) Fib(0)

Fig. 2.1 { Appels r�e
ursifs pour fib(4)

return 1;

else

return C(n-1, p-1) + C(n-1, p);

}

On peut se demander 
omment Java s'y prend pour faire le 
al
ul des fon
tions r�e
ursi-

ves. Nous allons essayer de le suivre sur le 
al
ul de fib(4). Rappelons nous que les

arguments sont transmis par valeur dans le 
as pr�esent, et don
 qu'un appel de fon
tion


onsiste �a �evaluer l'argument, puis �a se lan
er dans l'ex�e
ution de la fon
tion ave
 la

valeur de l'argument. Don


fib(4) -> fib (3) + fib (2)

-> (fib (2) + fib (1)) + fib (2)

-> ((fib (1) + fib (1)) + fib (1)) + fib(2)

-> ((1 + fib(1)) + fib (1)) + fib(2)

-> ((1 + 1) + fib (1)) + fib(2)

-> (2 + fib(1)) + fib(2)

-> (2 + 1) + fib(2)

-> 3 + fib(2)

-> 3 + (fib (1) + fib (1))

-> 3 + (1 + fib(1))

-> 3 + (1 + 1)

-> 3 + 2

-> 5

Il y a don
 un bon nombre d'appels su

essifs �a la fon
tion fib (9 pour fib(4)).

Comptons le nombre d'appels r�e
ursifs R

n

pour 
ette fon
tion. Clairement R

0

= R

1

=

1, et R

n

= 1 + R

n�1

+ R

n�2

pour n > 1. En posant R

0

n

= R

n

+ 1, on en d�eduit que

R

0

n

= R

0

n�1

+R

0

n�2

pour n > 1, R

0

1

= R

0

0

= 2. D'o�u R

0

n

= 2�fib(n), et don
 le nombre

d'appels r�e
ursifs R

n

vaut 2� fib(n)� 1, 
'est �a dire 1, 1, 3, 5, 9, 15, 25, 41, 67, 109,

177, 287, 465, 753, 1219, 1973, 3193, 5167, 8361, 13529, 21891,. . . Le nombre d'appels

r�e
ursifs est don
 tr�es �elev�e, d'autant plus qu'il existe une m�ethode it�erative simple en


al
ulant simultan�ement fib(n) et fib(n� 1). En e�et, on a un 
al
ul lin�eaire simple

 

fib(n)

fib(n� 1)

!

=

 

1 1

1 0

! 

fib(n� 1)

fib(n� 2)

!

Ce qui donne le programme it�eratif suivant
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stati
 int fib(int n) {

int u, v;

int u0, v0;

int i;

u = 1; v = 1;

for (i = 2; i <= n; ++i) {

u0 = u; v0 = v;

u = u0 + v0;

v = v0;

}

return u;

}

Pour r�esumer, une bonne r�egle est de ne pas trop essayer de suivre dans les moindres

d�etails les appels r�e
ursifs pour 
omprendre le sens d'une fon
tion r�e
ursive. Il vaut

mieux en g�en�eral 
omprendre synth�etiquement la fon
tion. La fon
tion de Fibona

i

est un 
as parti
ulier 
ar son 
al
ul r�e
ursif est parti
uli�erement long. Mais 
e n'est pas

le 
as en g�en�eral. Non seulement, l'�e
riture r�e
ursive peut se r�ev�eler eÆ
a
e, mais elle

est toujours plus naturelle et don
 plus esth�etique. Elle ne fait que suivre les d�e�nitions

math�ematiques par r�e
urren
e. C'est une m�ethode de programmation tr�es puissante.

2.1.2 La fon
tion d'A
kermann

La suite de Fibona

i avait une 
roissan
e exponentielle. Il existe des fon
tions

r�e
ursives qui 
roissent en
ore plus rapidement. Le prototype est la fon
tion d'A
ker-

mann. Au lieu de d�e�nir 
ette fon
tion math�ematiquement, il est aussi simple d'en

donner la d�e�nition r�e
ursive en Java

stati
 int a
k(int m, int n) {

if (m == 0)

return n + 1;

else

if (n == 0)

return a
k (m - 1, 1);

else

return a
k (m - 1, a
k (m, n - 1));

}

On peut v�eri�er que

a
k(0;n) = n+ 1

a
k(1;n) = n+ 2

a
k(2;n) ' 2 � n

a
k(3;n) ' 2

n

a
k(4;n) ' 2

2

�

�

�

2

�

n

Don
 a
k(5;1) ' a
k(4;4) ' 2

65536

> 10

80

, 
'est �a dire le nombre d'atomes de l'univers.
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2.1.3 R�e
ursion imbriqu�ee

La fon
tion d'A
kermann 
ontient deux appels r�e
ursifs imbriqu�es, 
'est 
e qui la

fait 
rô�tre si rapidement. Un autre exemple est la fon
tion 91 de Ma
Carthy

stati
 int f(int n) {

if (n > 100)

return n - 10;

else

return f(f(n+11));

}

Ainsi, le 
al
ul de f(96) donne f(96) = f(f(107)) = f(97) = � � � f(100) = f(f(111)) =

f(101) = 91. On peut montrer que 
ette fon
tion vaut 91 si n � 100 et n�10 si n > 100.

Cette fon
tion ane
dotique, qui utilise la r�e
ursivit�e imbriqu�ee, est int�eressante 
ar

il n'est pas du tout �evident qu'une telle d�e�nition donne toujours un r�esultat.

1

Par

exemple, la fon
tion de Morris suivante

stati
 int g(int m, int n) {

if (m == 0)

return 1;

else

return g(m - 1, g(m, n));

}

Que vaut alors g(1;0)? En e�et, on a g(1;0) = g(0;g(1;0)). Il faut se souvenir que Java

passe les arguments des fon
tions par valeur. On 
al
ule don
 toujours la valeur de

l'argument avant de trouver le r�esultat d'une fon
tion. Dans le 
as pr�esent, le 
al
ul de

g(1,0) doit re
al
uler g(1, 0). Et le 
al
ul ne termine pas.

2.2 Ind�e
idabilit�e de la terminaison

Les logi
iens G�odel et Turing ont d�emontr�e dans les ann�ees 30 qu'il �etait impossible

d'esp�erer trouver un programme sa
hant tester si une fon
tion r�e
ursive termine son


al
ul. L'arrêt d'un 
al
ul est en e�et ind�e
idable. Dans 
ette se
tion, nous montrons

qu'il n'existe pas de fon
tion qui permette de tester si une fon
tion Java termine. Nous

pr�esentons 
ette preuve sous la forme d'une petite histoire:

Le responsable des travaux pratiques d'Informatique en a assez des programmes qui


al
ulent ind�e�niment �e
rits par des �el�eves peu exp�eriment�es. Cela l'oblige �a 
haque

fois �a des manipulations 
ompliqu�ees pour stopper 
es programmes. Il voit alors dans

un journal sp�e
ialis�e une publi
it�e:

Ne laissez plus bou
ler vos programmes! Utilisez notre fon
tion termine(o).

Elle prend 
omme param�etre le nom d'un objet et r�epond true si la pro
�edure

f de 
et objet ne bou
le pas ind�e�niment et false sinon. En n'utilisant que

les pro
�edures pour lesquelles termine r�epond true, vous �evitez tous les

probl�emes de non terminaison. D'ailleurs, voi
i quelques exemples:


lass Turing {

stati
 boolean termine (Obje
t o) {

1. Certains syst�emes peuvent donner des r�esultats partiels, par exemple le syst�eme SYNTOX de

Fran�
ois Bourdon
le qui arrive �a traiter le 
as de 
ette fon
tion
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// d�etermine la terminaison de o.f()

boolean resultat;

// 
ontenu brevet�e par le vendeur

return resultat;

}

}


lass Fa
ile {

void f () {

}

}


lass Bou
le {

void f () {

for (int i = 1; i > 0; ++i)

;

}

}


lass Test {

publi
 stati
 void main (String args[℄) {

Fa
ile o1 = new Fa
ile();

System.out.println (Turing.termine(o1));

Bou
le o2 = new Bou
le();

System.out.println (Turing.termine(o2));

}

}

pour lesquels termine(o) r�epond true puis false.

Impressionn�e par la publi
it�e, le responsable des travaux pratiques a
h�ete �a prix

d'or 
ette petite merveille et pense que sa vie d'enseignant va être en�n tranquille. Un

�el�eve lui fait toutefois remarquer qu'il ne 
omprend pas l'a
quisition faite par le Mâ�tre

ave
 la 
lasse suivante:


lass Absurde {

void f () {

while (Turing.termine(this))

;

}


lass Test {

publi
 stati
 void main (String args[℄) {

Absurde o3 = new Absurde();

System.out.println (Turing.termine(o3));

}

}

Si la pro
�edure o3.f bou
le ind�e�niment, alors termine(o3) = false. Don
 la bou
le

while de o3.f s'arrête et o3.f termine. Sinon, si la pro
�edure o3.f ne bou
le pas

ind�e�niment, alors termine(o3) = true. La bou
le while pr�e
�edente bou
le ind�e�ni-

ment, et la pro
�edure o3.f bou
le ind�e�niment. Il y a don
 une 
ontradi
tion sur les

valeurs possibles de termine(o3). Cette expression ne peut être d�e�nie. Ayant not�e le

mauvais esprit de l'El�eve, le Mâ�tre 
on
lut qu'on ne peut d�e
id�ement pas faire 
on�an
e

�a la presse sp�e
ialis�ee!

L'histoire est presque vraie. Le Mâ�tre s'appelait David Hilbert et voulait montrer

la validit�e de sa th�ese par des moyens automatiques. L'El�eve impertinent �etait Kurt
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G�odel. Le tout se passait vers 1930. Grâ
e �a G�odel, on s'est rendu 
ompte que toutes

les fon
tions math�ematiques ne sont pas 
al
ulables par programme. Par exemple, il

y a beau
oup plus de fon
tions de IN (entiers naturels) dans IN que de programmes

qui sont en quantit�e d�enombrable. G�odel, Turing, Chur
h et Kleene sont parmi les

fondateurs de la th�eorie de la 
al
ulabilit�e.

Pour être plus pr�e
is, on peut remarquer que nous demandons beau
oup �a notre

fon
tion termine, puisqu'elle prend en argument un objet (en fait une \adresse m�emoi-

re"), d�esassemble peut-être la pro
�edure 
orrespondante, et d�e
ide de sa terminaison.

Sinon, elle ne peut que lan
er l'ex�e
ution de son argument et ne peut don
 tester sa

terminaison (quand il ne termine pas). Un r�esultat plus fort peut être montr�e: il n'existe

pas de fon
tion prenant en argument le sour
e de toute pro
�edure (en tant que 
hâ�ne de


ara
t�eres) et d�e
idant de sa terminaison. C'est 
e r�esultat qui est 
ouramment appel�e

l'ind�e
idabilit�e de l'arrêt. Mais montrer la 
ontradi
tion en Java est alors beau
oup

plus dur.

2.3 Pro
�edures r�e
ursives

Les pro
�edures, 
omme les fon
tions, peuvent être r�e
ursives, et 
omporter un appel

r�e
ursif. L'exemple le plus 
lassique est 
elui des tours de Hanoi. On a 3 piquets en

fa
e de soi, num�erot�es 1, 2 et 3 de la gau
he vers la droite, et n rondelles de tailles

toutes di��erentes entourant le piquet 1, formant un 
ône ave
 la plus grosse en bas

et la plus petite en haut. On veut amener toutes les rondelles du piquet 1 au piquet

3 en ne prenant qu'une seule rondelle �a la fois, et en s'arrangeant pour qu'�a tout

moment il n'y ait jamais une rondelle sous une plus grosse. La l�egende dit que les bonzes

passaient leur vie �a Hanoi �a r�esoudre 
e probl�eme pour n = 64, 
e qui leur permettait

d'attendre l'�e
roulement du temple de Brahma, et don
 la �n du monde (
ette l�egende

fut invent�ee par le math�emati
ien fran�
ais E. Lu
as en 1883). Un raisonnement par

r�e
urren
e permet de trouver la solution en quelques lignes. Si n � 1, le probl�eme est

trivial. Supposons maintenant le probl�eme r�esolu pour n � 1 rondelles pour aller du

piquet i au piquet j. Alors, il y a une solution tr�es fa
ile pour transf�erer n rondelles de

i en j:

1- on am�ene les n� 1 rondelles du haut de i sur le troisi�eme piquet k = 6� i� j,

2- on prend la grande rondelle en bas de i et on la met toute seule en j,

3- on am�ene les n� 1 rondelles de k en j.

Ce
i s'�e
rit

stati
 void hanoi(int n, int i, int j) {

if (n > 0) {

hanoi (n-1, i, 6-(i+j));

System.out.println (i + " -> " + j);

hanoi (n-1, 6-(i+j), j);

}

}

Ces quelques lignes de programme montrent bien 
omment en g�en�eralisant le probl�eme,


'est-�a-dire aller de tout piquet i �a tout autre j, un programme r�e
ursif de quelques

lignes peut r�esoudre un probl�eme a priori 
ompliqu�e. C'est la for
e de la r�e
ursion et du

raisonnement par r�e
urren
e. Il y a bien d'autres exemples de programmation r�e
ursive,

et la puissan
e de 
ette m�ethode de programmation a �et�e �etudi�ee dans la th�eorie dite

de la r�e
ursivit�e qui s'est d�evelopp�ee bien avant l'apparition de l'informatique (Kleene

[25℄, Rogers [45℄). Le mot r�e
ursivit�e n'a qu'un lointain rapport ave
 
elui qui est

employ�e i
i, 
ar il s'agissait d'�etablir une th�eorie abstraite de la 
al
ulabilit�e, 
'est �a

dire de d�e�nir math�ematiquement les objets qu'on sait 
al
uler, et surtout 
eux qu'on
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Hanoi(n-1, i, 6-(i+j))

1 2 3

Aller de i vers j

1 2 3

Hanoi (n-1, 6-(i+j), j)

1 2 3

1 2 3

Fig. 2.2 { Les tours de Hanoi
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Fig. 2.3 { Flo
ons de von Ko
h

ne sait pas 
al
uler. Mais l'id�ee initiale de la r�e
ursivit�e est 
ertainement �a attribuer �a

Kleene (1935).

2.4 Fra
tales

Consid�erons d'autres exemples de programmes r�e
ursifs. Des exemples spe
ta
u-

laires sont le 
as de fon
tions graphiques fra
tales. Nous utilisons les fon
tions gra-

phiques du Ma
intosh (
f. page 211). Un premier exemple simple est le 
o
on de von

Ko
h [11℄ qui est d�e�ni 
omme suit

Le 
o
on d'ordre 0 est un triangle �equilat�eral.

Le 
o
on d'ordre 1 est 
e même triangle dont les 
ôt�es sont d�e
oup�es en

trois et sur lequel s'appuie un autre triangle �equilat�eral au milieu.

Le 
o
on d'ordre n+1 
onsiste �a prendre le 
o
on d'ordre n en appliquant

la même op�eration sur 
ha
un de ses 
ôt�es.

Le r�esultat ressemble e�e
tivement �a un 
o
on de neige id�ealis�e. L'�e
riture du pro-

gramme est laiss�e en exer
i
e. On y arrive tr�es simplement en utilisant les fon
tions

trigonom�etriques sin et 
os. Un autre exemple 
lassique est la 
ourbe du Dragon. La

d�e�nition de 
ette 
ourbe est la suivante: la 
ourbe du Dragon d'ordre 1 est un ve
teur

entre deux points quel
onques P et Q, la 
ourbe du Dragon d'ordre n est la 
ourbe du

Dragon d'ordre n�1 entre P et R suivie de la même 
ourbe d'ordre n�1 entre R et Q

(�a l'envers), o�u PRQ est le triangle iso
�ele re
tangle en R, et R est �a droite du ve
teur

PQ. Don
, si P et Q sont les points de 
oordonn�ees (x;y) et (z;t), les 
oordonn�ees (u;v)

de R sont

u = (x+ z)=2 + (t� y)=2

v = (y + t)=2� (z � x)=2

La 
ourbe se programme simplement par



2.4. FRACTALES 51

Fig. 2.4 { La 
ourbe du Dragon

stati
 void dragon(int n, int x, int y, int z, int t) {

int u, v;

if (n == 1) {

moveTo (x, y);

lineTo (z, t);

} else {

u = (x + z + t - y) / 2;

v = (y + t - z + x) / 2;

dragon (n-1, x, y, u, v);

dragon (n-1, z, t, u, v);

}

}

Si on 
al
ule dragon (20;20;20;220;220), on voit apparâ�tre un petit dragon. Cette


ourbe est 
e que l'on obtient en pliant 10 fois une feuille de papier, puis en la d�epliant.

Une autre remarque est que 
e tra
�e l�eve le 
rayon, et que l'on pr�ef�ere souvent ne

pas lever le 
rayon pour la tra
er. Pour 
e faire, nous d�e�nissons une autre pro
�edure

dragonBis qui dessine la 
ourbe �a l'envers. La pro
�edure dragon sera d�e�nie r�e
ursive-

ment en fon
tion de dragon et dragonBis. De même, dragonBis est d�e�nie r�e
ursive-

ment en termes de dragonBis et dragon. On dit alors qu'il y a une r�e
ursivit�e 
rois�ee.

stati
 void dragon (int n, int x, int y, int z, int t) {

int u, v;

if (n == 1) {

moveTo (x, y);

lineTo (z, t);

} else {

u = (x + z + t - y) / 2;

v = (y + t - z + x) / 2;
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dragon (n-1, x, y, u, v);

dragonBis (n-1, u, v, z, t);

}

}

stati
 void dragonBis(int n, int x, int y, int z, int t) {

int u, v;

if (n == 1) {

moveTo (x, y);

lineTo (z, t);

} else {

u = (x + z - t + y) / 2;

v = (y + t + z - x) / 2;

dragon (n-1, x, y, u, v);

dragonBis (n-1, u, v, z, t);

}

}

Il y a bien d'autres 
ourbes fra
tales 
omme la 
ourbe de Hilbert, 
ourbe de Peano

qui re
ouvre un 
arr�e, les fon
tions de Mandelbrot. Ces 
ourbes servent en imagerie

pour faire des par
ours \al�eatoires" de surfa
es, et donnent des fonds esth�etiques �a


ertaines images.

2.5 Qui
ksort

Cette m�ethode de tri est due �a C.A.R Hoare en 1960. Son prin
ipe est le suivant.

On prend un �el�ement au hasard dans le tableau �a trier. Soit v sa valeur. On partitionne

le reste du tableau en 2 zones: les �el�ements plus petits ou �egaux �a v, et les �el�ements

plus grands ou �egaux �a v. Si on arrive �a mettre en tête du tableau les plus petits que

v et en �n du tableau les plus grands, on peut mettre v entre les deux zones �a sa pla
e

d�e�nitive. On peut re
ommen
er r�e
ursivement la pro
�edure Qui
ksort sur 
ha
une des

partitions tant qu'elles ne sont pas r�eduites �a un �el�ement. Graphiquement, on 
hoisit

v 
omme l'un des a

i

�a trier. On partitionne le tableau pour obtenir la position de la

�gure 2.5 (
). Si g et d sont les bornes �a gau
he et �a droite des indi
es du tableau �a

trier, le s
h�ema du programme r�e
ursif est

stati
 void qSort(int g, int d) {

if (g < d) {

v = a[g℄;

Partitionner le tableau autour de la valeur v

et mettre v �a sa bonne position m

qSort (g, m-1);

qSort (m+1, d);

}

}

Nous avons pris a[g℄ au hasard, toute autre valeur du tableau a aurait 
onvenu. En

fait, la prendre vraiment au hasard ne fait pas de mal, 
ar �
a �evite les probl�emes pour

les distributions parti
uli�eres des valeurs du tableau (par exemple si le tableau est d�ej�a

tri�e). Plus important, il reste �a �e
rire le fragment de programme pour faire la partition.

Une m�ethode ing�enieuse [6℄ 
onsiste �a par
ourir le tableau de g �a d en g�erant deux

indi
es i et m tels qu'�a tout moment on a a

j

< v pour g < j � m, et a

j

� v pour

m < j < i. Ainsi
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(a) v < v � v ?

g m i d

(b) v < v � v

g m d

(
) < v v � v

g m d

Fig. 2.5 { Partition de Qui
ksort

m = g;

for (i = g+1; i <= d; ++i)

if (a[i℄ < v) {

++m;

x = a[m℄; a[m℄ = a[i℄; a[i℄ = x; // E
hanger a

m

et a

i

}


e qui donne la pro
�edure suivante de Qui
ksort

stati
 void qSort(int g, int d) {

int i, m, x, v;

if (g < d) {

v = a[g℄;

m = g;

for (i = g+1; i <= d; ++i)

if (a[i℄ < v) {

++m;

x = a[m℄; a[m℄ = a[i℄; a[i℄ = x; // E
hanger a

m

et a

i

}

x = a[m℄; a[m℄ = a[g℄; a[g℄ = x; // E
hanger a

m

et a

g

qSort (g, m-1);

qSort (m+1, d);

}

}

Cette solution n'est pas sym�etrique. La pr�esentation usuelle de Qui
ksort 
onsiste �a

en
adrer la position �nale de v par deux indi
es partant de 1 et N et qui 
onvergent vers

la position �nale de v. En fait, il est tr�es fa
ile de se tromper en �e
rivant 
e programme.

C'est pourquoi nous avons suivi la m�ethode d�e
rite dans le livre de Bentley [6℄. Une

m�ethode tr�es eÆ
a
e et sym�etrique est 
elle qui suit, de Sedgewi
k [47℄.

stati
 void qui
kSort(int g, int d) {

int v,t,i,j;
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if (g < d) {

v = a[d℄; i= g-1; j = d;

do {

do

++i;

while (a[i℄ < v);

do

--j;

while (a[j℄ > v);

t = a[i℄; a[i℄ = a[j℄; a[j℄ = t;

} while (j > i);

a[j℄ = a[i℄; a[i℄ = a[d℄; a[d℄ = t;

qui
kSort (g, i-1);

qui
kSort (i+1, d);

}

}

On peut v�eri�er que 
ette m�ethode ne mar
he que si des sentinelles �a gau
he et �a droite

du tableau existent, en mettant un plus petit �el�ement que v �a gau
he et un plus grand

�a droite. En fait, une mani�ere de garantir 
ela est de prendre toujours l'�el�ement de

gau
he, de droite et du milieu, de mettre 
es trois �el�ements dans l'ordre, en mettant le

plus petit des trois en a

1

, le plus grand en a

N

et prendre le m�edian 
omme valeur v �a

pla
er dans le tableau a. On peut remarquer aussi 
omment le programme pr�e
�edent

rend bien sym�etrique le 
as des valeurs �egales �a v dans le tableau. Le but re
her
h�e est

d'avoir la partition la plus �equilibr�ee possible. En e�et, le 
al
ul du nombre moyen C

N

de 
omparaisons emprunt�e �a [47℄ donne C

0

= C

1

= 0, et pour N � 2,

C

N

= N + 1 +

1

N

X

1�k�N

(C

k�1

+ C

N�k

)

D'o�u par sym�etrie

C

N

= N + 1 +

2

N

X

1�k�N

C

k�1

En soustrayant, on obtient apr�es simpli�
ation

NC

N

= (N + 1)C

N�1

+ 2N

En divisant par N(N + 1)

C

N

N + 1

=

C

N�1

N

+

2

N + 1

=

C

2

3

+

X

3�k�N

2

k + 1

En approximant

C

N

N + 1

' 2

X

1�k�N

1

k

' 2

Z

N

1

1

x

dx = 2 lnN

D'o�u le r�esultat

C

N

' 1;38N log

2

N

Qui
ksort est don
 tr�es eÆ
a
e en moyenne. Bien sûr, 
e tri peut être en temps

O(N

2

), si les partitions sont toujours d�eg�en�er�ees par exemple pour les suites monotones


roissantes ou d�e
roissantes. C'est un algorithme qui a une tr�es petite 
onstante (1,38)
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devant la fon
tion logarithmique. Une bonne te
hnique 
onsiste �a prendre Qui
ksort

pour de gros tableaux, puis revenir au tri par insertion pour les petits tableaux (� 8

ou 9 �el�ements).

Le tri par Qui
ksort est le prototype de la m�ethode de programmation Divide and

Conquer (en fran�
ais \diviser pour r�egner"). En e�et, Qui
ksort divise le probl�eme en

deux (les 2 appels r�e
ursifs) et re
ombine les r�esultats grâ
e �a la partition initialement

faite autour d'un �el�ement pivot. Divide and Conquer sera la m�ethode 
haque fois qu'un

probl�eme peut être divis�e en mor
eaux plus petits, et que l'on peut obtenir la solution �a

partir des r�esultats 
al
ul�es sur 
ha
un des mor
eaux. Cette m�ethode de programmation

est tr�es g�en�erale, et reviendra souvent dans le 
ours. Elle suppose don
 souvent plusieurs

appels r�e
ursifs et permet souvent de passer d'un nombre d'op�erations lin�eaire O(n) �a

un nombre d'op�erations logarithmique O(log n).

2.6 Le tri par fusion

Une autre pro
�edure r�e
ursive pour faire le tri est le tri par fusion (ou par inter
las-

sement). La m�ethode provient du tri sur bande magn�etique (p�eriph�erique autrefois fort

utile des ordinateurs). C'est aussi un exemple de la m�ethode Divide and Conquer. On

remarque d'abord qu'il est ais�e de faire l'inter
lassement entre deux suites de nombres

tri�es dans l'ordre 
roissant. En e�et, soient ha

1

;a

2

; : : : a

M

i et hb

1

;b

2

; : : : b

N

i 
es deux

suites. Pour obtenir, la suite inter
lass�ee h


1

;


2

; : : : 


M+N

i des a

i

et b

j

, il suÆt de faire le

programme suivant. (On suppose que l'on met deux sentinelles a

M+1

=1 et b

N+1

=1

pour ne pas 
ompliquer la stru
ture du programme.)

int[℄ a = new int[M+1℄,

b = new int[N+1℄,


 = new int[M+N℄;

int i = 0, j = 0;

a[M+1℄ = b[N+1℄ = Integer.MAX_VALUE;

for (int k = 0; k < M+N; ++k)

if (a[i℄ <= b[j℄) {


[k℄ = a[i℄;

++i;

} else {


[k℄ = b[j℄;

++j;

}

Su

essivement, 


k

devient le minimum de a

i

et b

j

en d�e
alant l'endroit o�u l'on se

trouve dans la suite a ou b selon le 
as 
hoisi. L'inter
lassement de M et N �el�ements se

fait don
 en O(M + N) op�erations. Pour faire le tri fusion, en appliquant Divide and

Conquer, on trie les deux moiti�es de la suite ha

1

;a

2

; : : : a

N

i �a trier, et on inter
lasse les

deux moiti�es tri�ees. Il y a toutefois une diÆ
ult�e 
ar on doit 
opier dans un tableau

annexe les 2 moiti�es �a trier, puisqu'on ne sait pas faire l'inter
lassement en pla
e. Si g

et d sont les bornes �a gau
he et �a droite des indi
es du tableau �a trier, le tri fusion est

don


stati
 void TriFusion(int g, int d) {

int i, j, k, m;

if (g < d) {

m = (g + d) / 2;

TriFusion (g, m);
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TriFusion (m + 1, d);

for (i = m; i >= g; --i)

b[i℄ = a[i℄;

for (j = m+1; j <= d; ++j)

b[d+m+1-j℄ = a[j℄;

i = g; j = d;

for (k = g; k <= d; ++k)

if (b[i℄ < b[j℄) {

a[k℄ = b[i℄; ++i;

} else {

a[k℄ = b[j℄; --j;

}

}

}

La re
opie pour faire l'inter
lassement se fait dans un tableau b de même taille que a.

Il y a une petite astu
e en re
opiant une des deux moiti�es dans l'ordre inverse, 
e qui

permet de se passer de sentinelles pour l'inter
lassement, puisque 
haque moiti�e sert

de sentinelle pour l'autre moiti�e. Le tri par fusion a une tr�es grande vertu. Son nombre

d'op�erations C

N

est tel que C

N

= 2N + 2C

N=2

, et don
 C

N

= O(N logN). Don


le tri fusion est un tri qui garantit un temps N logN , au prix d'un tableau annexe

de N �el�ements. Ce temps est r�ealis�e quelle que soit la distribution des donn�ees, �a la

di��eren
e de Qui
kSort. Plusieurs probl�emes se posent imm�ediatement: peut on faire

mieux? Faut-il utiliser 
e tri plutôt que Qui
kSort?

Nous r�epondrons plus tard \non" �a la premi�ere question, voir se
tion 1. Quant �a la

deuxi�eme question, on peut remarquer que si 
e tri garantit un bon temps, la 
onstante

petite devant N logN de Qui
kSort fait que 
e dernier est souvent meilleur. Aussi,

Qui
kSort utilise moins de m�emoire annexe, puisque le tri fusion demande un tableau

qui est aussi important que 
elui �a trier. En�n, on peut remarquer qu'il existe une

version it�erative du tri par fusion en 
ommen�
ant par trier des sous-suites de longueur

2, puis de longueur 4, 8, 16, . . . .

2.7 Programmes en Caml

(* Fibona
i, voir page 43 *)

let re
 fib n =

if n <= 1 then 1

else fib (n - 1) + fib ( n - 2);;

(* Fa
torielle, voir page 43 *)

let re
 fa
t n =

if n <= 1 then 1

else n * fa
t (n - 1);;

(* Triangle de Pas
al, voir page 43 *)

let re
 C n p =

if n = 0 || p = n then 1

else C (n - 1) (p - 1) + C (n - 1) p;;

(* Fibona
i it�eratif, voir page 44 *)
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let fib n =

let u = ref 1 and v = ref 1 in

for i = 2 to n do

let u0 = !u and v0 = !v in

u := u0 + v0;

v := u0

done;

!u;;

(* Le même en style fon
tionnel *)

let fib n =

let re
 fib_aux k u v =

if k > n then u

else fib_aux (k + 1) (u + v) u in

fib_aux 2 1 1;;

(* La fon
tion d'A
kermann, voir page 45 *)

let re
 a
k m n =

if m = 0 then n + 1 else

if n = 0 then a
k (m - 1) 1 else

a
k (m - 1) (a
k m (n - 1));;

(* La fon
tion 91, voir page 46 *)

let re
 f91 n =

if n > 100 then n - 10

else f91 (f91 (n + 11));;

(* La fon
tion de Morris, voir page 46 *)

let re
 g m n =

if m = 0 then 1

else g (m - 1) (g m n);;

(* Les tours de Hanoi, voir page 48 *)

let re
 hanoi n i j =

if n > 0 then begin

hanoi (n - 1) i (6 - (i + j));

printf "%d -> %d\n" i j;

hanoi (n - 1) (6 - (i + j)) j;

end;;

#open "graphi
s";;

open_graph "";;

let re
 dragon n x y z t =

if n = 1 then begin

moveto x y;

lineto z t

end else begin

let u = (x + z + t - y) / 2
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and v = (y + t - z + x) / 2 in

dragon (n - 1) x y u v;

dragon (n - 1) z t u v

end;;

(* La 
ourbe du dragon, voir page 51 *)

let re
 dragon n x y z t =

if n = 1 then begin

moveto x y;

lineto z t

end else begin

let u = (x + z + t - y) / 2

and v = (y + t - z + x) / 2 in

dragon (n - 1) x y u v;

dragon_bis (n - 1) u v z t

end

and dragon_bis n x y z t =

if n = 1 then begin

moveto x y;

lineto z t

end else begin

let u = (x + z - t + y) / 2

and v = (y + t + z - x) / 2 in

dragon (n - 1) x y u v;

dragon_bis (n - 1) u v z t

end;;


lear_graph();;

dragon 15 120 120 50 50;;

(* Qui
ksort, voir page 53 *)

let re
 qsort g d =

if g < d then begin

let v = a.(g)

and m = ref g in

for i = g + 1 to d do

if a.(i) < v then begin

m := !m + 1;

let x = a.(!m) in

a.(!m) <- a.(i); a.(i) <- x

end

done;

let x = a.(!m) in

a.(!m) <- a.(g); a.(g) <- x;

qsort g (!m - 1);

qsort (!m + 1) d

end;;

(* Qui
ksort, voir page 53 *)

let re
 qui
ksort g d =
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if g < d then begin

let v = a.(d)

and t = ref 0

and i = ref (g - 1)

and j = ref d in

while j > i do

in
r i;

while a.(!i) < v do in
r i done;

de
r j;

while a.(!j) > v do de
r j done;

t := a.(!i);

a.(!i) <- a.(!j);

a.(!j) <- !t

done;

a.(!j) <- a.(!i);

a.(!i) <- a.(d);

a.(d) <- !t;

qui
ksort g (!i - 1);

qui
ksort (!i + 1) d

end;;

(* Tri fusion, voir page 55 *)

let b = make_ve
t n 0;;

let re
 tri_fusion g d =

if g < d then begin

let m = (g + d) / 2 in

tri_fusion g m;

tri_fusion (m + 1) d;

for i = m downto g do

b.(i) <- a.(i) done;

for i = m + 1 to d do

b.(d + m + 1 - i) <- a.(i) done;

let i = ref g and j = ref d in

for k = g to d do

if b.(!i) < b.(!j) then begin

a.(k) <- b.(!i); in
r i

end else begin

a.(k) <- b.(!j); de
r j

end

done

end;;
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Chapitre 3

Stru
tures de donn�ees

�el�ementaires

Dans 
e 
hapitre, nous introduisons quelques stru
tures utilis�ees de fa�
on tr�es in-

tensive en programmation. Leur but est de g�erer un ensemble �ni d'�el�ements dont le

nombre n'est pas �x�e a priori. Les �el�ements de 
et ensemble peuvent être de di��erentes

sortes: nombres entiers ou r�eels, 
hâ�nes de 
ara
t�eres, ou des objets informatiques

plus 
omplexes 
omme les identi�
ateurs de pro
essus ou les expressions de formules

en 
ours de 
al
ul : : : On ne s'int�eressera pas aux �el�ements de l'ensemble en ques-

tion mais aux op�erations que l'on e�e
tue sur 
et ensemble, ind�ependamment de la

nature de ses �el�ements. Ainsi les ensembles que l'on utilise en programmation, 
ontrai-

rement �a 
eux 
onsid�er�es en math�ematiques qui sont �x�es une fois pour toutes, sont

des objets dynamiques. Le nombre de leurs �el�ements varie au 
ours de l'ex�e
ution du

programme, puisqu'on peut y ajouter et supprimer des �el�ements en 
ours de traitement.

Plus pr�e
is�ement les op�erations que l'on s'autorise sur les ensembles sont les suivantes :

{ tester si l'ensemble E est vide.

{ ajouter l'�el�ement x �a l'ensemble E.

{ v�eri�er si l'�el�ement x appartient �a l'ensemble E.

{ supprimer l'�el�ement x de l'ensemble E.

Cette gestion des ensembles doit, pour être eÆ
a
e, r�epondre au mieux �a deux


rit�eres parfois 
ontradi
toires: un minimum de pla
e m�emoire utilis�ee et un minimum

d'instru
tions �el�ementaires pour r�ealiser une op�eration. La pla
e m�emoire utilis�ee de-

vrait pour bien faire être tr�es voisine du nombre d'�el�ements de l'ensemble E, multipli�ee

par leur taille; 
'est 
e qui se passera pour les trois stru
tures que l'on va �etudier plus

loin. En 
e qui 
on
erne la minimisation du nombre d'instru
tions �el�ementaires, on peut

tester tr�es simplement si un ensemble est vide et on peut r�ealiser l'op�eration d'ajout en

quelques instru
tions, toutefois il est impossible de r�ealiser une suppression ou une re-


her
he d'un �el�ement quel
onque dans un ensemble en utilisant un nombre d'op�erations

ind�ependant du 
ardinal de 
et ensemble (�a moins d'utiliser une stru
ture demandant

une tr�es grande pla
e en m�emoire). Pour am�eliorer l'eÆ
a
it�e, on 
onsid�ere des stru
-

tures de donn�ees dans lesquelles on restreint la port�ee des op�erations de re
her
he et

de suppression d'un �el�ement en se limitant �a la r�ealisation de 
es op�erations sur le

dernier ou le premier �el�ement de l'ensemble, 
e
i donne les stru
tures de pile ou de �le,

nous verrons que malgr�e 
es restri
tions les stru
tures en question ont de nombreuses

appli
ations.
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Fig. 3.1 { Ajout d'un �el�ement dans une liste

3.1 Listes 
hâ�n�ees

La liste est une stru
ture de base de la programmation, le langage LISP (LISt

Pro
essing), 
on�
u par John Ma
Carthy en 1960, ou sa version plus r�e
ente S
heme [1℄,

utilise prin
ipalement 
ette stru
ture qui se r�ev�ele utile pour le 
al
ul symbolique. Dans


e qui suit on utilise la liste pour repr�esenter un ensemble d'�el�ements. Chaque �el�ement

est 
ontenu dans une 
ellule, 
elle 
i 
ontient en plus de l'�el�ement l'adresse de la 
ellule

suivante, appel�ee aussi pointeur. La re
her
he d'un �el�ement dans la liste s'apparente �a

un 
lassique \jeu de piste" dont le but est de retrouver un objet 
a
h�e: on 
ommen
e

par avoir des informations sur un lieu o�u pourrait se trouver 
et objet, en 
e lieu on

d�e
ouvre des informations sur un autre lieu o�u il risque de se trouver et ainsi de suite.

Le langage Java permet 
ette r�ealisation �a l'aide de 
lasses et d'objets: les 
ellules sont

des objets (
'est �a dire des instan
es d'une 
lasse) dont un des 
hamps 
ontient une

r�ef�eren
e vers la 
ellule suivante. La r�ef�eren
e vers la premi�ere 
ellule est elle 
ontenue

dans une variable de tête de liste. Les d�e
larations 
orrespondantes sont les suivantes,

o�u l'on suppose i
i que les �el�ements sto
k�es dans 
haque 
ellule dont de type entier..


lass Liste {

int 
ontenu;

Liste suivant;

Liste (int x, Liste a) {


ontenu = x;

suivant = a;

}

}

L'instru
tion new Liste (x, a) 
onstruit une nouvelle 
ellule dont les 
hamps sont x

et a. La fon
tion Liste(x,a) est un 
onstru
teur de la 
lasse Liste (un 
onstru
teur

est une fon
tion non statique qui se distingue par le type de son r�esultat qui est 
elui de

la 
lasse 
ourante et par son absen
e de nom pour l'identi�er). L'objet null appartient

�a toute 
lasse, et repr�esentera dans le 
as des listes le marqueur de �n de liste. Ainsi

new Liste(2, new Liste (7, new Liste (11, null))) repr�esentera la liste 2,7,11.

Les op�erations sur les ensembles que nous avons 
onsid�er�ees 
i-dessus s'expriment alors


omme suit si on g�ere 
eux-
i par des listes:

stati
 boolean estVide (Liste a) {

return a == null;

}

La pro
�edure ajouter ins�ere l'�el�ement x en tête de liste. Ce 
hoix de mettre

l'�el�ement en tête est indispensable pour que le nombre d'op�erations lors de l'ajout

soit ind�ependant de la taille de la liste; il suÆt alors de modi�er la valeur de la tête de

liste 
e qui est fait simplement par

stati
 Liste ajouter (int x, Liste a) {

return new Liste (x, a); // L'an
ienne tête se retrouve apr�es x
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Fig. 3.2 { Suppression d'un �el�ement dans une liste

}

La fon
tion re
her
he, qui v�eri�e si l'�el�ement x �gure bien dans la liste a, ef-

fe
tue un par
ours de la liste pour re
her
her l'�el�ement. La variable a est modi��ee

it�erativement par a = a.suivant de fa�
on �a par
ourir tous les �el�ements jusqu'�a 
e

que l'on trouve x ou que l'on arrive �a la �n de la liste (a = null).

stati
 boolean re
her
he (int x, Liste a) {

while (a != null) {

if (a.
ontenu == x)

return true;

a = a.suivant;

}

return false;

}

La fon
tion re
her
he peut aussi être �e
rite de mani�ere r�e
ursive

stati
 boolean re
her
he (int x, Liste a) {

if (a == null)

return false;

else if (a.
ontenu == x)

return true;

else

return re
her
he (x, a.suivant);

}

ou en
ore

stati
 boolean re
her
he (int x, Liste a) {

if (a == null)

return false;

else

return (a.
ontenu == x) || re
her
he (x, a.suivant);

}

ou en
ore en
ore (quoique non re
ommand�e):

stati
 boolean re
her
he (int x, Liste a) {

return a != null && (a.
ontenu == x || re
her
he (x, a.suivant));

}

Cette �e
riture r�e
ursive est syst�ematique. pour les fon
tions sur les listes. En e�et, le

type des listes v�eri�e l'�equation suivante:

Liste = fListe videg ℄ Element � Liste
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o�u ℄ est l'union disjointe et � le produit 
art�esien. Toute pro
�edure ou fon
tion tra-

vaillant sur les listes peut don
 s'�e
rire r�e
ursivement sur la stru
ture de sa liste argu-

ment. Par exemple, la longueur d'une liste se 
al
ule par

stati
 int longueur(Liste a) {

if (a == null)

return 0;

else

return 1 + longueur (a.suivant);

}


e qui est plus �el�egant que l'�e
riture it�erative qui suit

stati
 int longueurI(Liste a) {

int longueur = 0;

while (a != null) {

++longueur;

a = a.suivant;

}

return longueur;

}

Choisir entre la mani�ere r�e
ursive ou it�erative est a�aire de goût. Autrefois, on disait

que l'�e
riture it�erative �etait plus eÆ
a
e 
ar utilisant moins de m�emoire. Grâ
e aux

te
hniques nouvelles de 
ompilation (
omme l'�elimination des r�e
ursions terminales),


'est de moins en moins vrai; de plus l'o

upation m�emoire est, dans les ordinateurs

d'aujourd'hui, une question nettement moins 
ritique.

La suppression de la 
ellule qui 
ontient x s'e�e
tue en modi�ant la valeur de

suivant 
ontenue dans le pr�ed�e
esseur de x: le su

esseur du pr�ed�e
esseur de x devient

le su

esseur de x. Un traitement parti
ulier doit être fait si l'�el�ement �a supprimer est

le premier �el�ement de la liste. La pro
�edure r�e
ursive de suppression est tr�es 
ompa
te

dans sa d�e�nition.

stati
 Liste supprimer (int x, Liste a) {

if (a != null)

if (a.
ontenu == x)

a = a.suivant;

else

a.suivant = supprimer (x, a.suivant);

return a;

}

Une pro
�edure it�erative demande beau
oup plus d'attention.

stati
 Liste supprimer (int x, Liste a) {

if (a != null)

if (a.
ontenu == x)

a = a.suivant;

else {

Liste b = a ;

while (b.suivant != null && b.suivant.
ontenu != x)

b = b.suivant;

if (b.suivant != null)

b.suivant = b.suivant.suivant;
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}

return a;

}

Noter que dans les deux fon
tions 
i-dessus, on a modi��e la liste a, on ne peut don


disposer de deux listes distin
tes l'une qui 
ontient x et l'autre identique �a la pr�e
�edente,

mais ne 
ontenant pas x. Pour 
e faire, il faut re
opier une partie de la liste a dans une

nouvelle liste, 
omme le fait le programme suivant, o�u il y a une utilisation un peu plus

importante de la m�emoire. Mais l'espa
e m�emoire perdu est r�e
up�er�e par le glaneur

de 
ellules (GC) de Java, si personne n'utilise l'an
ienne liste a. Ave
 les te
hniques

a
tuelles de GC �a g�en�erations, 
ette r�e
up�eration s'e�e
tuera tr�es rapidement. Il faut

don
 noter la di��eren
e ave
 un langage 
omme Pas
al ou C, o�u on doit se pr�eo

uper

de l'espa
e m�emoire perdu, si on veut pouvoir le r�eutiliser.

stati
 Liste supprimer (int x, Liste a) {

if (a != null)

return null;

else if (a.
ontenu == x)

return a.suivant;

else

return new Liste (a.
ontenu, supprimer (x, a.suivant));

}

Une te
hnique souvent utilis�ee permet d'�eviter quelques tests pour supprimer un

�el�ement dans une liste et plus g�en�eralement pour simpli�er la programmation sur les

listes. Elle 
onsiste �a utiliser une garde permettant de rendre homog�ene le traitement

de la liste vide et des autres listes. En e�et dans la repr�esentation pr�e
�edente, la liste

vide n'a pas la même stru
ture que les autres listes. On utilise une 
ellule pla
�ee au

d�ebut et n'ayant pas d'information signi�
ative dans le 
hamp 
ontenu; l'adresse de

la vraie premi�ere 
ellule se trouve dans le 
hamp suivant de 
ette 
ellule. On obtient

ainsi une liste gard�ee, l'avantage d'une telle garde est que la liste vide 
ontient au moins

la garde, et que par 
ons�equent un 
ertain nombre de programmes, qui devaient faire

un 
as sp�e
ial dans le 
as de la liste vide ou du premier �el�ement de liste, deviennent

plus simples. Cette notion est un peu l'�equivalent des sentinelles pour les tableaux. On

utilisera 
ette te
hnique dans les pro
�edures sur les �les un peu plus loin (voir page

69) . On peut aussi d�e�nir des listes 
ir
ulaires gard�ees en mettant l'adresse de 
ette

premi�ere 
ellule dans le 
hamp suivant de la derni�ere 
ellule de la liste. Les listes

peuvent aussi être g�er�ees par di��erents autres m�e
anismes que nous ne donnons pas en

d�etail i
i. On peut utiliser, par exemple, des listes doublement 
hâ�n�ees dans lesquelles


haque 
ellule 
ontient un �el�ement et les adresses �a la fois de la 
ellule qui la pr�e
�ede

et de 
elle qui la suit. Des 
ouples de tableaux peuvent aussi être utilis�es, le premier


ontenu 
ontient les �el�ements de l'ensemble, le se
ond adrsuivant 
ontient les adresses

de l'�el�ement suivant dans le tableau 
ontenu.

Remarque La pro
�edure ajouter e�e
tue 3 op�erations �el�ementaires. Elle est don
 tr�es

eÆ
a
e. En revan
he, les pro
�edures re
her
he et supprimer sont plus longues puisqu'on

peut aller jusqu'�a par
ourir la totalit�e d'une liste pour retrouver un �el�ement. On peut

estimer, si on ne fait au
une hypoth�ese sur la fr�equen
e respe
tive des re
her
hes, que le

nombre d'op�erations est en moyenne �egal �a la moiti�e du nombre d'�el�ements de la liste.

Ce
i est �a 
omparer �a la re
her
he di
hotomique qui e�e
tue un nombre logarithmique

de 
omparaisons et �a la re
her
he par ha
hage qui est souvent bien plus rapide en
ore.

Exemple A titre d'exemple d'utilisation des listes, nous 
onsid�erons la 
onstru
-

tion d'une liste des nombres premiers inf�erieurs ou �egaux �a un entier n donn�e. Pour
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onstruire 
ette liste, on 
ommen
e, dans une premi�ere phase, par y ajouter tous les

entiers de 2 �a n en 
ommen�
ant par le plus grand et en terminant par le plus petit.

Du fait de l'algorithme d'ajout d�e
rit plus haut, la liste 
ontiendra don
 les nombres

en ordre 
roissant. On utilise ensuite la m�ethode 
lassique du 
rible d'Eratosth�ene: on


onsid�ere su

essivement les �el�ements de la liste dans l'ordre 
roissant et on supprime

tous leurs multiples stri
ts. Ce
i se traduit par la pro
�edure suivante :

stati
 Liste listePremier (int n) {

Liste a = null;

int k;

for (int i = n; i >= 2; --i) {

a = ajouter (i, a);

}

k = a.
ontenu;

for (Liste b = a; k * k <= n ; b = b.suivant){

k = b.
ontenu;

for (int j = k; j <= n/k; ++j)

a = supprimer (j * k, a);

}

return(a);

}

Remarque Nous ne pr�etendons pas que 
ette programmation soit eÆ
a
e (loin de

l�a!). Elle est toutefois simple �a �e
rire, une fois que l'on a �a sa disposition les fon
tions

sur les listes. Elle donne de bons r�esultats pour n inf�erieur �a 10000. Un bon exer
i
e


onsiste �a en am�eliorer l'eÆ
a
it�e.

Exemple Un autre exemple, plus utile, d'appli
ation des listes est la gestion des 
ol-

lisions dans le ha
hage dont il a �et�e question au 
hapitre 1 (voir page 34). Il s'agit pour


haque entier i de l'intervalle [0 : : : N � 1℄ de 
onstruire une liste 
hâ�n�ee L

i

form�ee de

toutes les 
l�es x telles que h(x) = i. Les �el�ements de la liste sont des entiers permet-

tant d'a

�eder aux tableaux des noms et des num�eros de t�el�ephone. Les pro
�edures de

re
her
he et d'insertion de x dans une table deviennent des pro
�edures de re
her
he et

d'ajout dans une liste. Ainsi, si la fon
tion h est mal 
hoisie, le nombre de 
ollisions

devient important, la plus grande des listes devient de taille imposante et le ha
hage

risque de devenir aussi 
oûteux que la re
her
he dans une liste 
hâ�n�ee ordinaire. Par


ontre, si h est bien 
hoisie, la re
her
he est rapide.

Liste al[℄ = new Liste[N-1℄;

stati
 void insertion (String x, int val) {

int i = h(x);

al[i℄ = ajouter (x, al[i℄);

}

stati
 int re
her
he (String x) {

for (int a = al[h(x)℄; a != null; a = a.suivant) {

if (x.equals(nom[a.
ontenu℄))

return tel[a.
ontenu℄;

}

return -1;

}
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3.2 Files

Les �les sont utilis�ees en programmation pour g�erer des objets qui sont en attente

d'un traitement ult�erieur, par exemple des pro
essus en attente d'une ressour
e du

syst�eme, des sommets d'un graphe, des nombres entiers en 
ours d'examen de 
ertaines

de leur propri�et�es, et
 . . . Dans une �le les �el�ements sont syst�ematiquement ajout�es en

queue et supprim�es en tête, la valeur d'une �le est par 
onvention 
elle de l'�el�ement

de tête. En anglais, on parle de strat�egie FIFO First In First Out, par opposition �a

la strat�egie LIFO Last In First Out des piles. De fa�
on plus formelle, on se donne un

ensemble E, l'ensemble des �les dont les �el�ements sont dans E est not�e Fil(E), la

�le vide (qui ne 
ontient au
un �el�ement) est F

0

, les op�erations sur les �les sont vide,

ajouter, valeur, supprimer :

{ estVide est une appli
ation de Fil(E) dans (vrai, faux), estV ide(F ) est �egal �a

vrai si et seulement si la �le F est vide.

{ ajouter est une appli
ation de E � Fil(E) dans Fil(E), ajouter(x;F ) est la �le

obtenue �a partir de la �le F en ins�erant l'�el�ement x �a la �n de 
elle-
i.

{ valeur est une appli
ation de Fil(E)nF

0

dans E qui �a une �le F non vide asso
ie

l'�el�ement se trouvant en tête.

{ supprimer est une appli
ation de Fil(E) n F

0

dans Fil(E) qui asso
ie �a une �le

F non vide la �le obtenue �a partir de F en supprimant son premier �el�ement.

Les op�erations sur les �les satisfont les relations suivantes

Pour F 6= F

0

supprimer(ajouter(x;F )) = ajouter(x;supprimer(F ))

valeur(ajouter(x;F )) = valeur(F )

Pour toute �le F

estV ide(ajouter(x;F )) = faux

Pour la �le F

0

supprimer(ajouter(x;F

0

)) = F

0

valeur(ajouter(x;F

0

)) = x

estV ide(F

0

) = vrai

Une premi�ere id�ee de r�ealisation sous forme de programmes des op�erations sur les

�les est emprunt�ee �a une te
hnique mise en oeuvre dans des lieux o�u des 
lients font la

queue pour être servis, il s'agit par exemple de 
ertains gui
hets de r�eservation dans les

gares, de bureaux de 
ertaines administrations, ou des �etals de 
ertains supermar
h�es.

Chaque 
lient qui se pr�esente obtient un num�ero et les 
lients sont ensuite appel�es par

les serveurs du gui
het en fon
tion 
roissante de leur num�ero d'arriv�ee. Pour g�erer 
e

syst�eme deux nombres doivent être 
onnus par les gestionnaires: le num�ero obtenu par

le dernier 
lient arriv�e et le num�ero du dernier 
lient servi. On note 
es deux nombres

par �n et d�ebut respe
tivement et on g�ere le syst�eme de la fa�
on suivante

{ la �le d'attente est vide si et seulement si d�ebut = �n,

{ lorsqu'un nouveau 
lient arrive on in
r�emente �n et on donne 
e num�ero au 
lient,

{ lorsque le serveur est libre et peut servir un autre 
lient, si la �le n'est pas vide,

il in
r�emente d�ebut et appelle le possesseur de 
e num�ero.

Dans la suite, on a repr�esent�e toutes 
es op�erations en Java en optimisant la pla
e

prise par la �le en utilisant la te
hnique suivante: on r�eattribue le num�ero 0 �a un
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12 31 11 22 91 3 13 53 23 8

d�ebut �n

La �le 
ontient les nombres f3;13;53g

12 31 11 22 91 3 13 53 27 8

d�ebut �n

Ajout de l'�el�ement 27

12 31 11 22 91 3 13 53 27 8

d�ebut �n

Suppressions su

essives de deux �el�ements

12 31 11 22 91 3 13 53 27 37

d�ebut�n

Ajout de l'�el�ement 37

12 31 11 22 91 3 13 53 27 37

d�ebut

�n

File vide apr�es 2 suppressions

Fig. 3.3 { File g�er�ee par un tableau 
ir
ulaire

nouveau 
lient lorsque l'on atteint un 
ertain seuil pour la valeur de �n. On dit qu'on

a un tableau (ou tampon) 
ir
ulaire.


lass File {

final stati
 int MaxF = 100;

int debut;

int fin;

boolean pleine, vide;

int 
ontenu[℄;

File () {

debut = 0; fin = 0;

pleine = false; vide = true;


ontenu = new int[MaxF℄;

}

stati
 File vide () {

return new File();

}

stati
 void faireVide (File f) {

f.debut = 0; f.fin = 0;

f.pleine = false; f.vide = true;

}

stati
 boolean estVide(File f) {

return f.vide;

}
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stati
 boolean estPleine(File f) {

return f.pleine;

}

stati
 int valeur (File f) {

if (f.vide)

erreur ("File Vide.");

return f.
ontenu[f.debut℄;

}

stati
 void ajouter (int x, File f) {

if (f.pleine)

erreur ("File Pleine.");

f.
ontenu[f.fin℄ = x;

f.fin = (f.fin + 1) % MaxF;

f.vide = false;

f.pleine = f.fin == f.debut;

}

stati
 void supprimer (File f) {

if (f.vide)

erreur ("File Vide.");

f.debut = (f.debut + 1) % MaxF;

f.vide = f.fin == f.debut;

f.pleine = false;

}

}

Une autre fa�
on de g�erer des �les 
onsiste �a utiliser des listes 
hâ�n�ees gard�ees (voir

page 65) dans lesquelles on 
onnâ�t �a la fois l'adresse du premier et du dernier �el�ement.

Cela donne les op�erations suivantes:


lass File {

Liste debut;

Liste fin;

File (Liste a, Liste b) {

debut = a;

fin = b;

}

stati
 File vide () {

Liste garde = new Liste();

return new File (garde, garde);

}

stati
 void faireVide (File f) {

Liste garde = new Liste();

f.debut = f.fin = garde;

}

stati
 boolean estVide (File f) {

return f.debut == f.fin;

}

stati
 int valeur (File f) {

Liste b = f.debut.suivant;

return b.
ontenu;
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d�ebut �n

Fig. 3.4 { File d'attente impl�ement�ee par une liste

}

stati
 void ajouter (int x, File f) {

Liste a = new Liste (x, null);

f.fin.suivant = a;

f.fin = a;

}

stati
 void supprimer (File f) {

if (estVide (f))

erreur ("File Vide.");

f.debut = f.debut.suivant;

}

}

Nous avons deux r�ealisations possibles des �les ave
 des tableaux ou des listes


hâ�n�ees. L'�e
riture de programmes 
onsiste �a faire de tels 
hoix pour repr�esenter les

stru
tures de donn�ees. L'ensemble des fon
tions sur les �les peut être indistin
tement

un module manipulant des tableaux ou un module manipulant des listes. L'utilisation

des �les se fait uniquement �a travers les fon
tions vide, ajouter, valeur, supprimer.

C'est don
 l'interfa
e des �les qui importe dans de plus gros programmes, et non leurs

r�ealisations. Les notions d'interfa
e et de modules seront d�evelopp�ees au 
hapitre 7.

3.3 Piles

La notion de pile intervient 
ouramment en programmation, son rôle prin
ipal


onsiste �a impl�ementer les appels de pro
�edures. Nous n'entrerons pas dans 
e su-

jet, plutôt te
hnique, dans 
e 
hapitre. Nous montrerons le fon
tionnement d'une pile

�a l'aide d'exemples 
hoisis dans l'�evaluation d'expressions Lisp.

On peut imaginer une pile 
omme une bô�te dans laquelle on pla
e des objets et de

laquelle on les retire dans un ordre inverse de 
elui dans lequel on les a mis: les objets

sont les uns sur les autres dans la bô�te et on ne peut a

�eder qu'�a l'objet situ�e au

\sommet de la pile". De fa�
on plus formelle, on se donne un ensemble E, l'ensemble

des piles dont les �el�ements sont dans E est not�e Pil(E), la pile vide (qui ne 
ontient

au
un �el�ement) est P

0

, les op�erations sur les piles sont vide, ajouter, valeur, supprimer


omme sur les �les. Cette fois, les relations satisfaites sont les suivantes (o�u P

0

d�enote

la pile vide)

supprimer(ajouter(x;P )) = P

estVide(ajouter(x;P )) = faux

valeur(ajouter(x;P )) = x

estVide(P

0

) = vrai

A l'aide de 
es relations, on peut exprimer toute expression sur les piles faisant

intervenir les 4 op�erations pr�e
�edentes �a l'aide de la seule op�eration ajouter en partant
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de la pile P

0

. Ainsi l'expression suivante 
on
erne les piles sur l'ensemble des nombres

entiers:

supprimer (ajouter (7;

supprimer (ajouter (valeur (ajouter (5; ajouter (3;P

0

)))),

ajouter (9;P

0

))))

Elle peut se simpli�er en:

ajouter(9;P

0

)

La r�ealisation des op�erations sur les piles peut s'e�e
tuer en utilisant un tableau

qui 
ontient les �el�ements et un indi
e qui indiquera la position du sommet de la pile.

par r�ef�eren
e.


lass Pile {

final stati
 int maxP = 100;

int hauteur ;

Element 
ontenu[℄;

Pile () {

hauteur = 0;


ontenu = new Element[maxP℄;

}

stati
 File vide () {

return new Pile();

}

stati
 void faireVide (Pile p) {

p.hauteur = 0;

}

stati
 boolean estVide (Pile p) {

return p.hauteur == 0;

}

stati
 boolean estPleine (Pile p) {

return p.hauteur == maxP;

}

stati
 void ajouter (Element x, Pile p)

throws Ex
eptionPile

{

if (estPleine (p))

throw new Ex
eptionPile("pleine");

p.
ontenu[p.hauteur℄ = x;

++ p.hauteur;

}

stati
 Element valeur (Pile p)

throws Ex
eptionPile

{

if (estVide (p))

throw new Ex
eptionPile("vide");

return p.
ontenu [p.hauteur - 1℄;

}
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stati
 void supprimer (Pile p)

throws Ex
eptionPile

{

if (estVide (p))

throw new Ex
eptionPile ("vide");

-- p.hauteur;

}

}

o�u on suppose qu'une nouvelle 
lasse d�e�nit les ex
eptions Ex
eptionPile:


lass Ex
eptionPile extends Ex
eption {

String nom;

publi
 Ex
eptionPile (String x) {

nom = x;

}

}

Remarques Cha
une des op�erations sur les piles demande un tr�es petit nombre

d'op�erations �el�ementaires et 
e nombre est ind�ependant du nombre d'�el�ements 
onte-

nus dans la pile. On peut g�erer aussi une pile ave
 une liste 
hâ�n�ee, les fon
tions


orrespondantes sont laiss�ees �a titre d'exer
i
e. Les piles ont �et�e 
onsid�er�ees 
omme des

arguments par r�ef�eren
e pour �eviter qu'un appel de fon
tion ne fasse une 
opie inutile

pour passer l'argument par valeur.

3.4 Evaluation des expressions arithm�etiques pr�e�x�ees

Dans 
ette se
tion, on illustre l'utilisation des piles par un programme d'�evaluation

d'expressions arithm�etiques �e
rites de fa�
on parti
uli�ere. Rappelons qu'expression arith-

m�etique signi�e dans le 
adre de la programmation: expression faisant intervenir des

nombres, des variables et des op�erations arithm�etiques (par exemple: +�=�

p

). Dans


e qui suit, pour simpli�er, nous nous limiterons aux op�erations binaires + et � et aux

nombres naturels. La g�en�eralisation �a des op�erations binaires suppl�ementaires 
omme

la division et la soustra
tion est parti
uli�erement simple, 
'est un peu plus diÆ
ile de


onsid�erer aussi des op�erations agissant sur un seul argument 
omme la ra
ine 
arr�ee,


ette g�en�eralisation est laiss�ee �a titre d'exer
i
e au le
teur. Nous ne 
onsid�ererons aussi

que les entiers naturels en raison de la 
onfusion qu'il pourrait y avoir entre le symbole

de la soustra
tion et le signe moins.

Sur 
ertaines ma
hines �a 
al
uler de po
he, les 
al
uls s'e�e
tuent en mettant le

symbole d'op�eration apr�es les nombres sur lesquels on e�e
tue l'op�eration. On a alors

une notation dite post�x�ee. Dans 
ertains langages de programmation, 
'est par exemple

le 
as de Lisp ou de S
heme, on �e
rit les expressions de fa�
on pr�e�x�ee 
'est-�a-dire que

le symbole d'op�eration pr�e
�ede 
ette fois les deux op�erandes, on d�e�nit 
es expressions

r�e
ursivement. Les expressions pr�e�x�ees 
omprennent:

{ des symboles parmi les 4 suivants: + * ( )

{ des entiers naturels

Une expression pr�e�x�ee est ou bien un nombre entier naturel ou bien est de l'une des

deux formes:

(+ e

1

e

2

) (* e

1

e

2

)

o�u e

1

et e

2

sont des expressions pr�e�x�ees.
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Cette d�e�nition fait intervenir le nom de l'objet que l'on d�e�nit dans sa propre

d�e�nition mais on peut montrer que 
ela ne pose pas de probl�eme logique. En e�et, on

peut 
omparer 
ette d�e�nition �a 
elle des nombres entiers: \tout entier naturel est ou

bien l'entier 0 ou bien le su

esseur d'un entier naturel". On v�eri�e fa
ilement que les

suites de symboles suivantes sont des expressions pr�e�x�ees.

47

(* 2 3)

(+ 12 8)

(+ (* 2 3) (+ 12 8))

(+ (* (+ 35 36) (+ 5 6)) (* (+ 7 8) (* 9 9)))

Leur �evaluation donne respe
tivement 47, 6, 20, 26 et 1996.

Pour repr�esenter une expression pr�e�x�ee en Java, on utilise i
i un tableau dont


haque �el�ement repr�esente une entit�e de l'expression. Ainsi les expressions 
i-dessus

seront repr�esent�ees par des tableaux de tailles respe
tives 1, 5, 5, 13, 29. Les �el�ements

du tableau sont des objets �a trois 
hamps, le premier indique la nature de l'entit�e:

(symbole ou nombre), le se
ond 
hamp est rempli par la valeur de l'entit�e dans le 
as

o�u 
elle 
i est un nombre, en�n le dernier 
hamp est un 
ara
t�ere rempli dans les 
as

o�u l'entit�e est un symbole.


lass Element {

boolean estOperateur;

int valeur;


har valsymb;

}

On utilise les fon
tions donn�ees 
i-dessus pour les piles et on y ajoute les pro
�edures

suivantes :

stati
 int 
al
uler (
har a, int x, int y) {

swit
h (a) {


ase '+': return x + y;


ase '*': return x * y;

}

return -1;

}

La pro
�edure d'�evaluation 
onsiste �a empiler les r�esultats interm�ediaires, la pile 
ontien-

dra des op�erateurs et des nombres, mais jamais deux nombres 
ons�e
utivement. On

examine su

essivement les entit�es de l'expression si l'entit�e est un op�erateur ou si 
'est

un nombre et que le sommet de la pile est un op�erateur, alors on empile 
ette entit�e.

En revan
he, si 
'est un nombre et qu'en sommet de pile il y a aussi un nombre, on

fait agir l'op�erateur qui pr�e
�ede le sommet de pile sur les deux nombres et on r�ep�ete

l'op�eration sur le r�esultat trouv�e.

+

�

+

+

�

+

35

+

�

+

71

�

+

+

71

�

+

5

+

71

�

+

781

+

�

781

+

+

�

781

+

7

+

�

781

+

�

15

�

781

+

9

�

15

�

781

+

Fig. 3.5 { Pile d'�evaluation de l'expression dont le r�esultat est 1996
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stati
 void inserer (Element x, Pile p)

throws Ex
eptionPile

{

Element y, op;

while (!(Pile.estVide(p) || x.estOperateur ||

Pile.valeur(p).estOperateur)) {

y = Pile.valeur(p);

Pile.supprimer(p);

op = Pile.valeur(p);

Pile.supprimer(p);

x.valeur = 
al
uler (op.valsymb, x.valeur, y.valeur);

}

Pile.ajouter(x,p);

}

stati
 int evaluer (Element u[℄)

throws Ex
eptionPile

{

Pile p = new Pile();

for (int i = 0; i < u.length ; ++i) {

inserer (u[i℄, p);

}

return Pile.valeur(p).valeur;

}

Dans 
e 
as, il peut être utile de donner un exemple de programme prin
ipal pilotant


es diverses fon
tions. Remarquer qu'on se sert des arguments sur la ligne de 
ommande

pour s�eparer les di��erents nombres ou op�erateurs.

publi
 stati
 void main (String args[℄) {

Element exp[℄ = new Element [args.length℄;

for (int i = 0; i < args.length; ++i) {

String s = args[i℄;

if (s.equals ("+") || s.equals ("*"))

exp[i℄ = new Element (true, 0, s.
harAt(0));

else

exp[i℄ = new Element (false, Integer.parseInt(s), ' ');

}

try {

System.out.println (evaluer (exp));

} 
at
h (Ex
eptionPile x) {

System.err.println ("Pile " + x.nom);

}

}

3.5 Op�erations 
ourantes sur les listes

Nous donnons dans 
e paragraphe quelques algorithmes de manipulation de listes.

Ceux-
i sont utilis�es dans les langages o�u la liste 
onstitue une stru
ture de base. La

fon
tion Tail est une primitive 
lassique, elle supprime le premier �el�ement d'une liste


lass Liste {
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e

1

e

2

e

3

e

4

a Tail(a)

Fig. 3.6 { Queue d'une liste

e

1

e

2

e

3

a

e

0

1

e

0

2

e

0

3

e

0

4

b

e

1

e

2

e

3

Append(a;b)

Fig. 3.7 { Con
at�enation de deux listes par Append

Obje
t 
ontenu;

Liste suivant;

Liste (Obje
t x, Liste a) {


ontenu = x;

suivant = a;

}

stati
 Liste 
ons (Obje
t x, Liste a) {

return new Liste (x, a);

}

stati
 Obje
t head (Liste a) {

if (a == null)

erreur ("Head d'une liste vide.");

return a.
ontenu;

}

stati
 Liste tail (Liste a) {

if (a == null)

erreur ("Tail d'une liste vide.");

return a.suivant;

}

Des pro
�edures sur les listes 
onstruisent une liste �a partir de deux autres, il s'agit

de mettre deux listes bout �a bout pour en 
onstruire une dont la longueur est �egale �a

la somme des longueurs des deux autres. Dans la premi�ere pro
�edure append, les deux

listes ne sont pas modi��ees; dans la se
onde nCon
, la premi�ere liste est transform�ee

pour donner le r�esultat. Toutefois, on remarquera que, si append 
opie son premier

argument, il partage la �n de liste de son r�esultat ave
 son deuxi�eme argument.

stati
 Liste append (Liste a, Liste b) {

if (a == null)

return b;
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e

1

e

2

e

3

a

e

0

1

e

0

2

e

0

3

e

0

4

b

Fig. 3.8 { Con
at�enation de deux listes par N
on


else

return ajouter (a.
ontenu, append (a.suivant, b)) ;

}

stati
 Liste nCon
 (Liste a, Liste b) {

if (a == null)

return b;

else {

Liste 
 = a;

while (
.suivant != null)


 = 
.suivant;


.suivant = b;

return a;

}

}

Cette derni�ere pro
�edure peut aussi s'�e
rire r�e
ursivement:

stati
 Liste nCon
 (Liste a, Liste b) {

if (a == null)

return b;

else {

a.suivant = nCon
 (a.suivant, 
);

return a;

}

}

La pro
�edure de 
al
ul de l'image miroir d'une liste a 
onsiste �a 
onstruire une liste

dans laquelle les �el�ements de a sont ren
ontr�es dans l'ordre inverse de 
eux de a. La

r�ealisation de 
ette pro
�edure est un exer
i
e 
lassique de la programmation sur les

listes. On en donne i
i deux solutions l'une it�erative, l'autre r�e
ursive, la 
omplexit�e est

en O(n

2

) don
 quadratique, mais 
lassique. A nouveau, nReversemodi�e son argument,

alors que Reverse ne le modi�e pas et 
onstruit une nouvelle liste pour son r�esultat.

stati
 Liste nReverse (Liste a) {

Liste b = null;

while (a != null) {

e

1

e

2

e

3

b

e

4

e

5

e

6

e

7




a

Fig. 3.9 { Transformation d'une liste au 
ours de nReverse
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e

1

e

2

e

3

e

4

a

Fig. 3.10 { Liste 
ir
ulaire gard�ee

Liste 
 = a.suivant;

a.suivant = b;

b = a;

a = 
;

}

return b;

}

stati
 Liste reverse (Liste a) {

if (a == null)

return a;

else

return append (reverse (a.suivant),

ajouter (a.
ontenu, null));

}

On peut aussi avoir une version lin�eaire de la version r�e
ursive, grâ
e �a une fon
tion

auxiliaire a

umulant le r�esultat dans un de ses arguments:

stati
 Liste nReverse (Liste a) {

return nReverse1 (null, a);

}

stati
 Liste nReverse1 (Liste b, Liste a) {

if (a == null)

return b;

else

return nReverse1 (ajouter (a.
ontenu, b), a.suivant);

}

Un autre exer
i
e formateur 
onsiste �a g�erer des listes dans lesquelles les �el�ements

sont rang�es en ordre 
roissant. La pro
�edure d'ajout devient plus 
omplexe puisqu'on

doit retrouver la position de la 
ellule o�u il faut ajouter apr�es avoir par
ouru une partie

de la liste.

Nous ne traiterons 
et exer
i
e que dans le 
as des listes 
ir
ulaires gard�ees, voir

page 65. Dans une telle liste, la valeur du 
hamp 
ontenu de la premi�ere 
ellule n'a

au
une importan
e. On peut y mettre le nombre d'�el�ements de la liste si l'on veut. Le


hamp suivant de la derni�ere 
ellule 
ontient lui l'adresse de la premi�ere.

stati
 Liste inserer (int v, Liste a) {

Liste b = a;

while (b.suivant != a && v > head(b.suivant))

b = b.suivant;

b.suivant = ajouter (v, b.suivant);

a.
ontenu = head(a) + 1;

return a;

}
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3.6 Programmes en Caml

/* D�e
laration des listes, voir page 62 */

type element == int;;

type liste = Nil | Cons of 
ellule

and 
ellule =

{ mutable 
ontenu : element;

mutable suivant : liste };;

Remarque: en Caml, les listes sont pr�ed�e�nies, et la majorit�e des fon
tions suivantes

pr�eexistent. Nous nous amusons don
 �a les red�e�nir. Toutefois, nos nouvelles listes sont

modi�ables.

(* Liste vide, voir page 62 *)

let estVide a =

a = Nil;;

(* Ajouter, voir page 62 *)

let ajouter x a =

Cons {
ontenu = x; suivant = a};;

(* Re
her
he, voir page 63 *)

let re
her
he x a =

let l = ref a in

let result = ref false in

while !l <> Nil do

mat
h !l with

| Cons {
ontenu = y; suivant = s} ->

if x = y then result := true

else l := s

| _ -> ()

done;

!result;;

(* Re
her
he r�e
ursive, voir page 63 *)

let re
her
he x a =

mat
h a with

Nil -> false

| Cons {
ontenu = y; suivant = s} ->

if x = y then true

else re
her
he x s;;

let re
her
he x a =

mat
h a with

Nil -> false

| Cons {
ontenu = y; suivant = s} ->

x = y || re
her
he x s;;
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(* Longueur d'une liste, voir page 64 *)

let re
 longueur = fun
tion

Nil -> 0

| Cons {suivant = reste; _} ->

1 + longueur reste;;

(* Longueur d'une liste, voir page 64 *)

let longueur a =

let r = ref 0

and a

u = ref a in

while !a

u <> Nil do

in
r r;

mat
h !l with

| Cons {suivant = reste; _} ->

a

u := reste

| _ -> ()

done;

!r;;

(* Supprimer, voir page 64 *)

let re
 supprimer x a =

mat
h a with

Nil -> a

| Cons ({
ontenu = 
; suivant = s} as 
ellule) ->

if 
 = x then s

else begin


ellule.suivant <- supprimer x s;

a

end;;

let re
 supprimer x a =

mat
h a with

Nil -> Nil

| Cons {
ontenu = 
; suivant = s} ->

if 
 = x then s

else Cons {
ontenu = 
; suivant = s};;

(* Liste des nombres premiers, voir page 66 *)

let liste_premier n =

let a = ref Nil in

for i = n downto 2 do ajouter i a done;

let k = ref 2 in

let b = ref !a in

while !k * !k <= n do

mat
h !b with

Nil -> failwith "liste_premier"

| Cons {
ontenu = 
; suivant = s} ->

k := 
;

for j = 
 to n / 
 do
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supprimer (j * !k) a done;

b := s

done;

a;;

(* Les �les ave
 des ve
teurs, voir page 68 *)

let maxF = 100;;

type 'a file =

{ mutable debut: int;

mutable fin: int;

mutable pleine: bool;

mutable vide: bool;


ontenu: 'a ve
t };;

let vide () = {debut = 0; fin = 0;

pleine = false; vide = true;


ontenu = make_ve
t maxF 0};;

let faireVide f = begin

f.debut = 0; f.fin = 0;

f.pleine = false; f.vide = true;

end;;

let estVide f = f.vide;;

let estPleine f = f.pleine;;

let valeur f = begin

if f.vide then failwith "Pile vide.";

f.
ontenu.(f.debut)

end;;

let ajouter x f = begin

if f.pleine then failwith "Pile pleine.";

f.
ontenu.(f.fin) <- x;

f.fin <- (f.fin + 1) mod maxF;

f.vide <- false;

f.pleine <- f.fin = f.debut;

end;;

let supprimer f = begin

if f.vide then failwith "File vide.";

f.debut <- (f.debut + 1) mod maxF;

f.vide <- f.fin = f.debut;

f.pleine <- false;

end;;

(* Les �les ave
 des listes, voir page 69 *)

type 'a liste = Nil | Cons of 'a 
ellule

and 'a 
ellule =

{
ontenu: 'a; mutable suivant: 'a liste};;

type 'a file =

{mutable debut: 'a 
ellule;
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mutable fin: 'a 
ellule };;

let vide () =

let b = {
ontenu = 0; suivant = Nil} in

{debut = b; fin = b};;

let faireVide f =

let b = {
ontenu = 0; suivant = Nil} in

f.debut <- b; f.fin <- b;;

let estVide f = f.fin == f.debut;;

let valeur f =

mat
h f.debut.suivant with

Nil -> failwith "Pile vide"

| Cons 
ell -> 
ell.
ontenu;;

let ajouter x f =

let b = {
ontenu = x; suivant = Nil} in

f.fin.suivant <- Cons b;

f.fin <- b;;

let supprimer f =

mat
h f.debut.suivant with

Nil -> ()

| Cons 
ell -> f.debut <- 
ell;;

(* D�e
larations et op�erations sur les piles, voir page 71 *)

ex
eption Ex
eptionPile of string;;

let maxP = 100;;

type 'a pile =

{mutable hauteur: int;

mutable 
ontenu: 'a ve
t};;

let vide () =

{hauteur = 0; 
ontenu = make_ve
t maxP 0};;

let faireVide p = p.hauteur <- 0;;

let estVide p = p.hauteur = 0;;

let estPleine p = p.hauteur = maxP;;

let ajouter x p =

if estPleine p then

raise (Ex
eptionPile "pleine");

p.
ontenu.(p.hauteur) <- x;

p.hauteur <- p.hauteur + 1;;

let pvaleur p =

if estVide p then

raise (Ex
eptionPile "vide");

p.
ontenu.(p.hauteur - 1);;

let psupprimer p =

if estVide p then

raise (Ex
eptionPile "vide");
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p.hauteur <- p.hauteur - 1;;

(* Op�erations sur les piles, version plus traditionnelle *)

type 'a pile == 'a list ref;;

let vide () = ref [℄;;

let faireVide (p) = p := [℄;;

let estVide p = (!p = [℄);;

let ajouter x p = p := x :: !p;;

let valeur p = mat
h !p with

[℄ -> failwith "Pile Vide."

| x :: p' -> x;;

let supprimer p = p := mat
h !p with

[℄ -> failwith "Pile Vide."

| x :: p' -> p';;

(* Evaluation des expressions pr�efix�ees,

voir page 73 *)

type expression == element ve
t

and element =

Symbole of 
har

| Nombre of int;;

let 
al
uler a x y =

mat
h a with

`+` -> x + y

| `*` -> x * y

| _ -> failwith "unknown operator";;

let re
 inserer x p =

mat
h x with

Symbole 
 -> ajouter x p

| Nombre n ->

if pvide p then ajouter x p else

mat
h valeur p with

Symbole 
 as y -> ajouter x p

| Nombre m ->

supprimer p;

mat
h valeur p with

Symbole 
 ->

supprimer p;

let res = Nombre (
al
uler 
 n m) in

inserer res p

| _ -> failwith "pile mal 
onstruite";;

let evaluer u =

let p =

{hauteur = 0;


ontenu = make_ve
t 100 (Nombre 0)} in

for i = 0 to ve
t_length u - 1 do
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inserer u.(i) p

done;

mat
h valeur p with

Symbole 
 -> failwith "pile mal 
onstruite"

| Nombre n -> n;;

let pile_of_string s =

let u = make_ve
t (string_length s) (Symbole ` `) in

let l = ref 0 in

for i = 0 to string_length s - 1 do

let element =

mat
h s.[i℄ with

`0` .. `9` as 
 ->

let n =

int_of_
har 
 - int_of_
har `0` in

begin mat
h u.(!l) with

Symbole 
 -> Nombre n

| Nombre m ->

de
r l; Nombre (10 * m + n)

end

| 
 -> Symbole 
 in

in
r l;

u.(!l) <- element

done;

sub_ve
t u 0 !l;;

evaluer

(pile_of_string

"(* (+ 10 (* 2 3)) (+ (* 10 10) (* 9 9)))");;

- : int = 1996

(* Tail et 
ons, voir page 74 *)

let tail a =

mat
h a with

Nil -> failwith "tail"

| Cons 
ell -> 
ell.
ontenu;;

let 
ons x l =

Cons {
ontenu = x; suivant = l};;

(* Append et n
on
, voir page 75 *)

let re
 append a b =

mat
h a with

Nil -> b

| Cons 
ell ->


ons (
ell.
ontenu)

(append 
ell.suivant b);;

let n
on
 ap b =

mat
h !ap with

Nil -> ap := b

| _ ->

let 
 = ref !ap in
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while

mat
h !
 with

Cons {suivant = (Cons 
ell as l); _} ->


 := l; true

| _ -> false

do () done;

mat
h !
 with

Cons 
ell -> 
ell.suivant <- b

| _ -> ();;

(* Version plus 
onforme au style Caml: ave
 une fon
tion r�e
ursive lo
ale, on fait

l'op�eration physique sur la liste *)

let re
 n
on
 a b =

let re
 n
on
1 
 =

mat
h 
 with

Nil -> b

| Cons ({suivant = Nil; _} as 
ell) ->


ell.suivant <- b; a

| Cons {suivant = l; _} -> n
on
1 l in

n
on
_aux a;;

(* Nreverse et reverse, voir page 76 *)

let nreverse ap =

let a = ref !ap in

let b = ref Nil in

let 
 = ref Nil in

while

mat
h !a with

| Nil -> false

| Cons ({suivant = s; _} as 
ell) ->


 := s;


ell.suivant <- !b;

b := !a;

a := !
;

true

do () done;

ap := !b;;

(* Version plus 
onforme �a Caml: on renverse la liste en pla
e et l'on rend la nouvelle

tête de liste *)

let nreverse l =

let re
 nreverse1 a b =

mat
h a with

| Nil -> b

| Cons ({suivant = s; _} as 
ell) ->


ell.suivant <- b;

nreverse1 s a in

nreverse_aux l Nil;;

let re
 reverse a =

mat
h a with

| Nil -> a
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| Cons 
ell ->

append (reverse 
ell.suivant)

(
ons (
ell.
ontenu) Nil);;

(* Insert, voir page 77 *)

let insert v l =

mat
h l with

Nil -> failwith "insert"

| Cons 
 ->

let re
 insert_aux a =

mat
h a with

| Nil -> failwith "insert"

| Cons 
ell ->

if v > 
ell.
ontenu && 
ell != 


then insert_aux 
ell.suivant

else 
ell.suivant <-


ons v 
ell.suivant in

insert_aux 
.suivant;


.
ontenu <- l.
ontenu + 1;;
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Chapitre 4

Arbres

Nous avons d�ej�a vu la notion de fon
tion r�e
ursive dans le 
hapitre 2. Consid�erons

�a pr�esent son �equivalent dans les stru
tures de donn�ees: la notion d'arbre. Un arbre

est soit un arbre atomique (une feuille), soit un noeud et une suite de sous-arbres.

Graphiquement, un arbre est repr�esent�e 
omme suit

n

1

n

2

n

3

n

4

n

5

n

6

n

7

n

8

n

9

n

10

n

11

Fig. 4.1 { Un exemple d'arbre

Le noeud n

1

est la ra
ine de l'arbre, n

5

, n

6

, n

7

, n

9

, n

10

, n

11

sont les feuilles, n

1

, n

2

, n

3

,

n

4

, n

8

les noeuds internes. Plus g�en�eralement, l'ensemble des noeuds est 
onstitu�e des

noeuds internes et des feuilles. Contrairement �a la botanique, on dessine les arbres ave


la ra
ine en haut et les feuilles vers le bas en informatique. Il y a bien des d�e�nitions

plus math�ematiques des arbres, que nous �eviterons i
i. Si une bran
he relie un noeud n

i

�a un noeud n

j

plus bas, on dira que n

i

est un an
être de n

j

. Une propri�et�e fondamentale

d'un arbre est qu'un noeud n'a qu'un seul p�ere. En�n, un noeud peut 
ontenir une ou

plusieurs valeurs, et on parlera alors d'arbres �etiquet�es et de la valeur (ou des valeurs)

d'un noeud. Les arbres binaires sont des arbres tels que les noeuds ont au plus 2 �ls. La

hauteur, on dit aussi la profondeur d'un noeud est la longueur du 
hemin qui le joint �a

la ra
ine, ainsi la ra
ine est elle même de hauteur 0, ses �ls de hauteur 1 et les autres

noeuds de hauteur sup�erieure �a 1.

Un exemple d'arbre tr�es utilis�e en informatique est la repr�esentation des expressions

arithm�etiques et plus g�en�eralement des termes dans la programmation symbolique.
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Fig. 4.2 { Repr�esentation d'une expression arithm�etique par un arbre

Nous traiterons 
e 
as dans le 
hapitre sur l'analyse syntaxique, et nous nous restrein-

drons pour l'instant au 
as des arbres de re
her
he ou des arbres de tri. Toutefois, pour

montrer l'aspe
t fondamental de la stru
ture d'arbre, on peut tout de suite voir que les

expressions arithm�etiques 
al
ul�ees dans la se
tion 3.4 se repr�esentent simplement par

des arbres 
omme dans la �gure 4.2 pour (* (+ 5 (* 2 3)) (+ (* 10 10) (* 9 9))).

Cette repr�esentation 
ontient l'essen
e de la stru
ture d'expression arithm�etique et fait

don
 abstra
tion de toute notation pr�e�x�ee ou post�x�ee.

4.1 Files de priorit�e

Un premier exemple de stru
ture arbores
ente est la stru
ture de tas (heap

1

)utilis�ee

pour repr�esenter des �les de priorit�e. Donnons d'abord une vision intuitive d'une �le

de priorit�e.

On suppose, 
omme au paragraphe 3.2, que des gens se pr�esentent au gui
het d'une

banque ave
 un num�ero �e
rit sur un bout de papier repr�esentant leur degr�e de priorit�e.

Plus 
e nombre est �elev�e, plus ils sont importants et doivent passer rapidement. Bien sûr,

il n'y a qu'un seul gui
het ouvert, et l'employ�e(e) de la banque doit traiter rapidement

tous ses 
lients pour que tout le monde garde le sourire. La �le des personnes en attente

s'appelle une �le de priorit�e. L'employ�e de banque doit don
 savoir faire rapidement

les 3 op�erations suivantes: trouver un maximum dans la �le de priorit�e, retirer 
et

�el�ement de la �le, savoir ajouter un nouvel �el�ement �a la �le. Plusieurs solutions sont

envisageables.

La premi�ere 
onsiste �a mettre la �le dans un tableau et �a trier la �le de priorit�e

dans l'ordre 
roissant des priorit�es. Trouver un maximum et le retirer de la �le est alors

simple: il suÆt de prendre l'�el�ement de droite, et de d�epla
er vers la gau
he la borne

droite de la �le. Mais l'insertion 
onsiste �a faire une passe du tri par insertion pour

mettre le nouvel �el�ement �a sa pla
e, 
e qui peut prendre un temps O(n) o�u n est la

longueur de la �le.

Une autre m�ethode 
onsiste �a g�erer la �le 
omme une simple �le du 
hapitre

pr�e
�edent, et �a re
her
her le maximum �a 
haque fois. L'insertion est rapide, mais la

re
her
he du maximum peut prendre un temps O(n), de même que la suppression.

Une m�ethode �el�egante 
onsiste �a g�erer une stru
ture d'ordre partiel grâ
e �a un

arbre. La �le de n �el�ements est repr�esent�ee par un arbre binaire 
ontenant en 
haque

1. Le mot heap a malheureusement un autre sens en Pas
al: 
'est l'espa
e dans lequel sont allou�ees

les variables dynamiques r�ef�eren
�ees par un pointeur apr�es l'instru
tion new. Il sera bien 
lair d'apr�es le


ontexte si nous parlons de tas au sens des �les de priorit�e ou du tas de Pas
al pour allouer les variables

dynamiques.
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Fig. 4.3 { Repr�esentation en arbre d'un tas
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Fig. 4.4 { Repr�esentation en tableau d'un tas

noeud un �el�ement de la �le (
omme illustr�e dans la �gure 4.3). L'arbre v�eri�e deux

propri�et�es importantes: d'une part la valeur de 
haque noeud est sup�erieure ou �egale

�a 
elle de ses �ls, d'autre part l'arbre est quasi 
omplet, propri�et�e que nous allons

d�e
rire bri�evement. Si l'on divise l'ensemble des noeuds en lignes suivant leur hauteur,

on obtient en g�en�eral dans un arbre binaire une ligne 0 
ompos�ee simplement de la

ra
ine, puis une ligne 1 
ontenant au plus deux noeuds, et ainsi de suite (la ligne i


ontenant au plus 2

i

noeuds). Dans un arbre quasi 
omplet les lignes, ex
ept�ee peut

être la derni�ere, 
ontiennent toutes un nombre maximal de noeuds (soit 2

i

). De plus les

feuilles de la derni�ere ligne se trouvent toutes �a gau
he, ainsi tous les noeuds internes

sont binaires, ex
ept�e le plus �a droite de l'avant derni�ere ligne qui peut ne pas avoir

de �ls droit. Les feuilles sont toutes sur la derni�ere et �eventuellement l'avant derni�ere

ligne.

On peut num�eroter 
et arbre en largeur d'abord, 
'est �a dire dans l'ordre donn�e

par les petits num�eros �gurant au dessus de la �gure 4.3. Dans 
ette num�erotation on

v�eri�e que tout noeud i a son p�ere en position bi=2
, le �ls gau
he du noeud i est 2i,

le �ls droit 2i+ 1. Formellement, on peut dire qu'un tas est un tableau a 
ontenant n

entiers (ou des �el�ements d'un ensemble totalement ordonn�e) satisfaisant les 
onditions:

2 � 2i � n ) a[2i℄ � a[i℄

3 � 2i+ 1 � n ) a[2i+ 1℄ � a[i℄

Ce
i permet d'impl�ementer 
et arbre dans un tableau a (voir �gure 4.4) o�u le num�ero

de 
haque noeud donne l'indi
e de l'�el�ement du tableau 
ontenant sa valeur.

L'ajout d'un nouvel �el�ement v �a la �le 
onsiste �a in
r�ementer n puis �a poser a[n℄ = v.

Ce
i ne repr�esente plus un tas 
ar la relation a[n=2℄ � v n'est pas n�e
essairement

satisfaite. Pour obtenir un tas, il faut �e
hanger la valeur 
ontenue au noeud n et 
elle


ontenue par son p�ere, remonter au p�ere et r�eit�erer jusqu'�a 
e que la 
ondition des tas

soit v�eri��ee. Ce
i se programme par une simple it�eration (
f. la �gure 4.5).

stati
 void ajouter (int v) {
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++nTas;

int i = nTas - 1;

while (i > 0 && a [(i - 1)/2℄ <= v) {

a[i℄ = a[(i - 1)/2℄;

i = (i - 1)/2;

}

a[i℄ = v;

}

On v�eri�e que, si le tas a n �el�ements, le nombre d'op�erations n'ex
�edera pas la hauteur

de l'arbre 
orrespondant. Or la hauteur d'un arbre binaire 
omplet de n noeuds est

log n. Don
 Ajouter ne prend pas plus de O(log n) op�erations.

On peut remarquer que l'op�eration de re
her
he du maximum est maintenant imm�e-

diate dans les tas. Elle prend un temps 
onstant O(1).

stati
 int maximum () {

return a[0℄;

}

Consid�erons l'op�eration de suppression du premier �el�ement de la �le. Il faut alors

retirer la ra
ine de l'arbre repr�esentant la �le, 
e qui donne deux arbres! Le plus simple

pour reformer un seul arbre est d'appliquer l'algorithme suivant: on met l'�el�ement le

plus �a droite de la derni�ere ligne �a la pla
e de la ra
ine, on 
ompare sa valeur ave
 
elle

de ses �ls, on �e
hange 
ette valeur ave
 
elle du vainqueur de 
e tournoi, et on r�eit�ere


ette op�eration jusqu'�a 
e que la 
ondition des tas soit v�eri��ee. Bien sûr, il faut faire

attention, quand un noeud n'a qu'un �ls, et ne faire alors qu'un petit tournoi �a deux.

Le pla
ement de la ra
ine en bonne position est illustr�e dans la �gure 4.6.

stati
 void supprimer () {

int i, j;

int v;

a[0℄ = a[nTas - 1℄;

--nTas;

i = 0; v = a[0℄;

while (2*i + 1 < nTas) {

j = 2*i + 1;

if (j + 1 < nTas)

if (a[j + 1℄ > a[j℄)

++j;

if (v >= a[j℄)

break;

a[i℄ = a[j℄; i = j;

}

a[i℄ = v;

}

A nouveau, la suppression du premier �el�ement de la �le ne prend pas un temps sup�erieur

�a la hauteur de l'arbre repr�esentant la �le. Don
, pour une �le de n �el�ements, la sup-

pression prend O(log n) op�erations. La repr�esentation des �les de priorit�es par des tas

permet don
 de faire les trois op�erations demand�ees: ajout, retrait, 
her
her le plus

grand en log n op�erations. Ces op�erations sur les tas permettent de faire le tri Heap-

Sort. Ce tri peut être 
onsid�er�e 
omme alambiqu�e, mais il a la bonne propri�et�e d'être

toujours en temps n log n (
omme le Tri fusion, 
f page 55).

HeapSort se divise en deux phases, la premi�ere 
onsiste �a 
onstruire un tas dans le

tableau �a trier, la se
onde �a r�ep�eter l'op�eration de prendre l'�el�ement maximal, le retirer
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Fig. 4.5 { Ajout dans un tas
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Fig. 4.6 { Suppression dans un tas
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du tas en le mettant �a droite du tableau. Il reste �a 
omprendre 
omment on peut


onstruire un tas �a partir d' un tableau quel
onque. Il y a une m�ethode peu eÆ
a
e,

mais syst�ematique. On remarque d'abord que l'�el�ement de gau
he du tableau est �a lui

seul un tas. Puis on ajoute �a 
e tas le deuxi�eme �el�ement ave
 la pro
�edure Ajouter

que nous venons de voir, puis le troisi�eme, . . . . A la �n, on obtient bien un tas de N

�el�ements dans le tableau a �a trier. Le programme est

stati
 void heapSort () {

int i;

int v;

nTas = 0;

for (i = 0; i < N; ++i)

ajouter (a[i℄);

for (i = N - 1; i >= 0; --i) {

v = maximum();

supprimer();

a[i℄ = v;

}

}

Si on fait un d�e
ompte grossier des op�erations, on remarque qu'on ne fait pas plus de

N logN op�erations pour 
onstruire le tas, puisqu'il y aN appels �a la pro
�edure Ajouter.

Une m�ethode plus eÆ
a
e, que nous ne d�e
rirons pas i
i, qui peut être trait�ee �a titre

d'exer
i
e, permet de 
onstruire le tas en O(N) op�erations. De même, dans la deuxi�eme

phase, on ne fait pas plus de N logN op�erations pour d�efaire les tas, puisqu'on appelle

N fois la pro
�edure Supprimer. Au total, on fait O(N logN) op�erations quelle que

soit la distribution initiale du tableau a, 
omme dans le tri fusion. On peut n�eanmoins

remarquer que la 
onstante qui se trouve devant N logN est grande, 
ar on appelle des

pro
�edures relativement 
omplexes pour faire et d�efaire les tas. Ce tri a don
 un int�erêt

th�eorique, mais il est en pratique bien moins bon que Qui
ksort ou le tri Shell.

4.2 Borne inf�erieure sur le tri

Il a �et�e beau
oup question du tri. On peut se demander s'il est possible de trier un

tableau de N �el�ements en moins de N logN op�erations. Un r�esultat an
ien de la th�eorie

de l'information montre que 
'est impossible si on n'utilise que des 
omparaisons.

En e�et, il faut pr�e
iser le mod�ele de 
al
ul que l'on 
onsid�ere. On peut repr�esenter

tous les tris que nous avons ren
ontr�es par des arbres de d�e
ision. La �gure 4.7 repr�esente

un tel arbre pour le tri par insertion sur un tableau de 3 �el�ements. Chaque noeud interne

pose une question sur la 
omparaison entre 2 �el�ements. Le �ls de gau
he 
orrespond �a

la r�eponse n�egative, le �ls droit �a l'aÆrmatif. Les feuilles repr�esentent la permutation

�a e�e
tuer pour obtenir le tableau tri�e.

Th�eor�eme 1 Le tri de N �el�ements, fond�e uniquement sur les 
omparaisons des �el�e-

ments deux �a deux, fait au moins O(N logN) 
omparaisons.

D�emonstration Tout arbre de d�e
ision pour trier N �el�ements a N ! feuilles repr�esen-

tant toutes les permutations possibles. Un arbre binaire de N ! feuilles a une hauteur

de l'ordre de logN ! ' N logN par la formule de Stirling. 2

Corollaire 1 HeapSort et le tri fusion sont optimaux (asymptotiquement).
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Fig. 4.7 { Exemple d'arbre de d�e
ision pour le tri

En e�et, ils a

omplissent le nombre de 
omparaisons donn�e 
omme borne inf�erieure

dans le th�eor�eme pr�e
�edent. Mais, nous r�ep�etons qu'un tri 
omme Qui
ksort est aussi

tr�es bon en moyenne. Le mod�ele de 
al
ul par 
omparaisons donne une borne inf�erieure,

mais peut-on faire mieux dans un autre mod�ele? La r�eponse est oui, si on dispose

d'informations annexes 
omme les valeurs possibles des �el�ements a

i

�a trier. Par exemple,

si les valeurs sont 
omprises dans l'intervalle [1;k℄, on peut alors prendre un tableau b

annexe de k �el�ements qui 
ontiendra en b

j

le nombre de a

i

ayant la valeur j. En une

passe sur a, on peut remplir le tableau k, puis g�en�erer le tableau a tri�e en une deuxi�eme

passe en ne tenant 
ompte que de l'information rang�ee dans b. Ce tri prend O(k+2N)

op�erations, 
e qui est tr�es bon si k est petit.

4.3 Impl�ementation d'un arbre

Jusqu'�a pr�esent, les arbres sont apparus 
omme des entit�es abstraites ou n'ont �et�e

impl�ement�es que par des tableaux en utilisant une propri�et�e bien parti
uli�ere des arbres


omplets. On peut bien sûr manipuler les arbres 
omme les listes ave
 des enregistre-

ments et des pointeurs. Tout noeud sera repr�esent�e par un enregistrement 
ontenant

une valeur et des pointeurs vers ses �ls. Une feuille ne 
ontient qu'une valeur. On peut

don
 utiliser des enregistrements ave
 variante pour signaler si le noeud est interne

ou une feuille. Pour les arbres binaires, les deux �ls seront repr�esent�es par les 
hamps

filsG, filsD et il sera plus simple de supposer qu'une feuille est un noeud dont les

�ls gau
he et droit ont une valeur vide.


lass Arbre {

int 
ontenu;

Arbre filsG;

Arbre filsD;

Arbre (int v, Arbre a, Arbre b) {


ontenu = v;

filsG = a;

filsD = b;

}

}

Pour les arbres quel
onques, on peut gagner plus d'espa
e m�emoire en 
onsid�erant

des enregistrements variables. Toutefois, en Pas
al, il y a une diÆ
ult�e de typage �a
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onsid�erer des noeuds n-aires (ayant n �ls). On doit 
onsid�erer des types di��erents

pour les noeuds binaires, ternaires, . . . ou un gigantesque enregistrement ave
 variante.

Deux solutions syst�ematiques sont aussi possibles: la premi�ere 
onsiste �a 
onsid�erer le


as n maximum (
omme pour les arbres binaires)


lass Arbre {

int 
ontenu;

Arbre[℄ fils;

Arbre (int v, int n) {


ontenu = v;

fils = new Arbre[n℄;

}

}

la deuxi�eme 
onsiste �a en
hâ�ner les �ls dans une liste


lass Arbre {

int 
ontenu;

ListeArbres fils;

}


lass ListeArbres {

Arbre 
ontenu;

ListeArbres suivant;

}

Ave
 les tailles m�emoire des ordinateurs a
tuels, on se 
ontente souvent de la premi�ere

solution. Mais, si les 
ontraintes de m�emoire sont fortes, il faut se rabattre sur la

deuxi�eme. Dans une bonne partie de la suite, il ne sera question que d'arbres binaires,

et nous 
hoisirons don
 la premi�ere repr�esentation ave
 les 
hamps filsG et filsD.

Consid�erons �a pr�esent la 
onstru
tion d'un nouvel arbre binaire 
 �a partir de deux

arbres a et b. Un noeud sera ajout�e �a la ra
ine de l'arbre et les arbres a et b seront les

�ls gau
he et droit respe
tivement de 
ette ra
ine. La fon
tion 
orrespondante prend

la valeur du nouveau noeud, les �ls gau
he et droit du nouveau noeud. Le r�esultat sera

un pointeur vers 
e noeud nouveau. Voi
i don
 
omment 
r�eer l'arbre de gau
he de la

�gure 4.8.


lass Arbre {

int 
ontenu;

Arbre filsG;

Arbre filsD;

Arbre (int v, Arbre a, Arbre b) {


ontenu = v;

filsG = a;

filsD = b;

}

publi
 stati
 void main(String args[℄) {

Arbre a5, a7;

a5 = new Arbre (12, new Arbre (8, new Arbre (6, null, null), null),

new Arbre (13, null, null));

a7 = new Arbre (20, new Arbre (3, new Arbre (3, null, null), a5),

new Arbre (25, new Arbre (21, null, null),
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new Arbre (28, null, null)));

imprimer (a7);

}

Une fois un arbre 
r�e�e, il est souhaitable de pouvoir l'imprimer. Plusieurs m�ethodes sont

possibles. La plus �el�egante utilise les fon
tions graphiques du Ma
intosh drawString,

moveTo, lineTo. Une autre 
onsiste �a utiliser une notation lin�eaire ave
 des parenth�eses.

C'est la notation in�xe utilis�ee 
ouramment si les noeuds internes sont des op�erateurs

d'expressions arithm�etique. L'arbre pr�e
�edent s'�e
rit alors

((3 3 ((6 8 nil) 12 13)) 20 (21 25 28))

Utilisons une m�ethode plus rustique en imprimant en alphanum�erique sur plusieurs

lignes. Ainsi, en pen
hant un peu la tête vers la gau
he, on peut imprimer l'arbre

pr�e
�edent 
omme suit

20 25 28

21

3 12 13

8

6

3

La pro
�edure d'impression prend 
omme argument l'arbre �a imprimer et la tabulation

�a faire avant l'impression, 
'est �a dire le nombre d'espa
es. On remarquera que toute la

diÆ
ult�e de la pro
�edure est de bien situer l'endroit o�u on e�e
tue un retour �a la ligne.

Le reste est un simple par
ours r�e
ursif de l'arbre en se plongeant d'abord dans l'arbre

de droite.

stati
 void imprimer (Arbre a) {

imprimer (a, 0);

System.out.println ();

}

stati
 void imprimer1 (Arbre a, int tab) {

if (a != null) {

System.out.print (leftAligned (3, a.
ontenu + "") + " ");

imprimer1 (a.filsD, tab + 8);

if (a.filsG != null) {

System.out.println ();

for (int i = 1; i <= tab; ++i)

System.out.print (" ");

}

imprimer1 (a.filsG, tab);

}

}

stati
 String leftAligned (int size, String s) {

StringBuffer t = new StringBuffer (s);

for (int i = s.length(); i < size; ++i)

t = t.append(" ");

return new String (t);

}

Nous avons don
 vu 
omment repr�esenter un arbre dans un programme, 
omment le


onstruire, et 
omment l'imprimer. Cette derni�ere op�eration est typique: pour explorer

une stru
ture de donn�ee r�e
ursive (les arbres), il est naturel d'utiliser des pro
�edures
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r�e
ursives. C'est �a nouveau une mani�ere non seulement naturelle, mais aussi tr�es eÆ
a
e

dans le 
as pr�esent.

Comme pour les listes (
f. page 63), la stru
ture r�e
ursive des programmes manipu-

lant des arbres d�e
oule de la d�e�nition des arbres, puisque le type des arbres binaires

v�eri�e l'�equation:

Arbre = fArbre videg ℄ Arbre � Element � Arbre

Comme pour l'impression, on peut 
al
uler le nombre de noeuds d'un arbre en suivant

la d�e�nition r�e
ursive du type des arbres:

stati
 int taille (Arbre a) {

if (a == null) (* a = Arbre vide *)

return 0;

else (* a 2 Arbre� Element� Arbre *)

return 1 + taille (a.filsG) + taille (a.filsD);

}

L'�e
riture it�erative dans le 
as des arbres est en g�en�eral impossible sans utiliser une pile.

On v�eri�e que, pour les arbres binaires qui ne 
ontiennent pas de noeuds unaires, la taille

t, le nombre de feuilles N

f

et le nombre de noeuds internes N

n

v�eri�ent t = N

n

+N

f

et N

f

= 1 +N

n

.

4.4 Arbres de re
her
he

La re
her
he en table et le tri peuvent être aussi trait�es ave
 des arbres. Nous

l'avons vu impli
itement dans le 
as de Qui
ksort. En e�et, si on dessine les partitions

su

essives obtenues par les appels r�e
ursifs de Qui
ksort, on obtient un arbre. On

introduit pour les algorithmes de re
her
he d'un �el�ement dans un ensemble ordonn�e

la notion d'arbre binaire de re
her
he 
elui-
i aura la propri�et�e fondamentale suivante:

tous les noeuds du sous-arbre gau
he d'un noeud ont une valeur inf�erieure (ou �egale) �a

la sienne et tous les noeuds du sous-arbre droit ont une valeur sup�erieure (ou �egale) �a

la valeur du noeud lui-même (
omme dans la �gure 4.8). Pour la re
her
he en table, les

arbres de re
her
he ont un int�erêt quand la table �evolue tr�es rapidement, quoique les

m�ethodes ave
 ha
hage sont souvent aussi bonnes, mais peuvent exiger des 
ontraintes

de m�emoire impossibles �a satisfaire. (En e�et, il faut 
onnâ�tre la taille maximale a

priori d'une table de ha
hage). Nous allons voir que le temps d'insertion d'un nouvel

�el�ement dans un arbre de re
her
he prend un temps 
omparable au temps de re
her
he

si 
et arbre est bien agen
�e. Pour le moment, �e
rivons les pro
�edures �el�ementaires de

re
her
he et d'ajout d'un �el�ement.

stati
 Arbre re
her
he (int v, Arbre a) {

if (a == null || v == a.
ontenu)

return a;

else if (v < a.
ontenu)

return re
her
he (v, a.filsG);

else

return re
her
he (v, a.filsD);

}

stati
 Arbre ajouter (int v, Arbre a) {

if (a == null)

a = new Arbre (v, null, null);
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Fig. 4.8 { Ajout dans un arbre de re
her
he

else if (v <= a.
ontenu)

a.filsG = ajouter (v, a.filsG);

else

a.filsD = ajouter (v, a.filsD);

return a;

}

A nouveau, des programmes r�e
ursifs 
orrespondent �a la stru
ture r�e
ursive des arbres.

La pro
�edure de re
her
he renvoie un pointeur vers le noeud 
ontenant la valeur re-


her
h�ee, null si �e
he
. Il n'y a pas i
i d'information asso
i�ee �a la 
l�e re
her
h�ee 
omme

au 
hapitre 1. On peut bien sûr asso
ier une information �a la 
l�e re
her
h�ee en ajou-

tant un 
hamp dans l'enregistrement d�e
rivant 
haque noeud. Dans le 
as du bottin de

t�el�ephone, le 
hamp 
ontenu 
ontiendrait les noms et serait du type String; l'infor-

mation serait le num�ero de t�el�ephone.

La re
her
he teste d'abord si le 
ontenu de la ra
ine est �egal �a la valeur re
her
h�ee,

sinon on re
ommen
e r�e
ursivement la re
her
he dans l'arbre de gau
he si la valeur est

plus petite que le 
ontenu de la ra
ine, ou dans l'arbre de droite dans le 
as 
ontraire.

La pro
�edure d'insertion d'une nouvelle valeur suit le même s
h�ema. Toutefois dans le


as de l'�egalit�e des valeurs, nous la rangeons i
i par 
onvention dans le sous arbre de

gau
he. La pro
�edure ajouter modi�e l'arbre de re
her
he. Si nous ne voulons pas le

modi�er, nous pouvons adopter 
omme dans le 
as des listes la pro
�edure suivante, qui


onsomme l�eg�erement plus de pla
e, laquelle pla
e peut être r�e
up�er�ee tr�es rapidement

par le glaneur de 
ellules:

stati
 Arbre ajouter (int v, Arbre a) {

if (a == null)

return new Arbre (v, null, null);

else if (v <= a.
ontenu)

return new Arbre (v, ajouter (v, a.filsG), a.filsD);

else

return new Arbre (v, a.filsG, ajouter (v, a.filsG));

}

Le nombre d'op�erations de la re
her
he ou de l'insertion d�epend de la hauteur de

l'arbre. Si l'arbre est bien �equilibr�e, pour un arbre de re
her
he 
ontenant N noeuds, on

e�e
tuera O(logN) op�erations pour 
ha
une des pro
�edures. Si l'arbre est un peigne,


'est �a dire 
ompl�etement �liforme �a gau
he ou �a droite, la hauteur vaudra N et le

nombre d'op�erations sera O(N) pour la re
her
he et l'ajout. Il apparâ�t don
 souhaitable
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d'�equilibrer les arbres au fur et �a mesure de l'ajout de nouveaux �el�ements, 
e que nous

allons voir dans la se
tion suivante.

En�n, l'ordre dans lequel sont rang�es les noeuds dans un arbre de re
her
he est

appel�e ordre in�xe. Il 
orrespond au petit num�ero qui se trouve au dessus de 
haque

noeud dans la �gure 4.8. Nous avons d�ej�a vu dans le 
as de l'�evaluation des expressions

arithm�etiques (
f page 72) l'ordre pr�e�xe, dans lequel tout noeud re�
oit un num�ero

d'ordre inf�erieur �a 
elui de tous les noeuds de son sous-arbre de gau
he, qui eux-

mêmes ont des num�eros inf�erieurs aux noeuds du sous-arbre de droite. Finalement,

on peut 
onsid�erer l'ordre post�xe qui ordonne d'abord le sous-arbre de gau
he, puis le

sous-arbre de droite, et en�n le noeud. C'est un bon exer
i
e d'�e
rire un programme

d'impression 
orrespondant �a 
ha
un de 
es ordres, et de 
omparer l'empla
ement des

di��erents appels r�e
ursifs.

4.5 Arbres �equilibr�es

La notion d'arbre �equilibr�e a �et�e introduite en 1962 par deux russes Adel'son-Vel'skii

et Landis, et depuis 
es arbres sont 
onnus sous le nom d'arbres AVL. Il y a maintenant

beau
oup de variantes plus ou moins fa
iles �a manipuler. Au risque de parâ�tre 
las-

siques et vieillots, nous parlerons prin
ipalement des arbres AVL. Un arbre AVL v�eri�e

la propri�et�e fondamentale suivante: la di��eren
e entre les hauteurs des �ls gau
he et des

�ls droit de tout noeud ne peut ex
�eder 1. Ainsi l'arbre de gau
he de la �gure 4.8 n'est

pas �equilibr�e. Il viole la propri�et�e aux noeuds num�erot�es 2 et 7, tous les autres noeuds

validant la propri�et�e. Les arbres repr�esentant des tas, voir �gure 4.5 sont trivialement

�equilibr�es.

On peut montrer que la hauteur d'un arbre AVL de N noeuds est de l'ordre de

logN , ainsi les temps mis par la pro
�edure Re
her
he vue page 96 seront en O(logN).

Il faut don
 maintenir l'�equilibre de tous les noeuds au fur et �a mesure des op�erations

d'insertion ou de suppression d'un noeud dans un arbre AVL. Pour y arriver, on suppose

que tout noeud 
ontient un 
hamp annexe bal 
ontenant la di��eren
e de hauteur entre

le �ls droit et le �ls gau
he. Ce 
hamp repr�esente don
 la balan
e ou l'�equilibre entre

les hauteurs des �ls du noeud, et on s'arrange don
 pour maintenir �1 � a.bal � 1

pour tout noeud point�e par a.

L'insertion se fait 
omme dans un arbre de re
her
he standard, sauf qu'il faut main-

tenir l'�equilibre. Pour 
ela, il est 
ommode que la fon
tion d'insertion retourne une va-

leur repr�esentant la di��eren
e entre la nouvelle hauteur (apr�es l'insertion) et l'an
ienne

hauteur (avant l'insertion). Quand il peut y avoir un d�es�equilibre trop important entre

les deux �ls du noeud o�u l'on ins�ere un nouvel �el�ement, il faut re
r�eer un �equilibre par

une rotation simple (�gure 4.9) ou une rotation double (�gure 4.10). Dans 
es �gures,

les rotations sont prises dans le 
as d'un r�e�equilibrage de la gau
he vers la droite. Il

existe bien sûr les 2 rotations sym�etriques de la droite vers la gau
he. On peut aussi re-

marquer que la double rotation peut se r�ealiser par une suite de deux rotations simples.

Dans la �gure 4.10, il suÆt de faire une rotation simple de la droite vers la gau
he du

noeud A, suivie d'une rotation simple vers la droite du noeud B. Ainsi en supposant

d�ej�a �e
rites les pro
�edures de rotation rotD vers la droite et rotG vers la gau
he, la

pro
�edure d'insertion s'�e
rit

stati
 Arbre ajouter (int v, Arbre a) {

return ajouter1 (v, a).p2;

}

stati
 Paire ajouter1 (int v, Arbre a) {

int in
r, r;

Paire p;
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Fig. 4.9 { Rotation dans un arbre AVL

r = 0;

if (a == null) {

a = new Arbre (v, null, null);

a.bal = 0;

r = 1;

} else {

if (v <= a.
ontenu) {

p = ajouter1 (v, a.filsG);

in
r = -p.p1;

a.filsG = p.p2;

} else {

p = ajouter1 (v, a.filsD);

in
r = p.p1;

a.filsD = p.p2;

}

a.bal = a.bal + in
r;

if (in
r != 0 && a.bal != 0)

if (a.bal < -1)

/* La gau
he est trop grande */

if (a.filsG.bal < 0)

a = rotD (a);

else {

a.filsG = rotG (a.filsG);

a = rotD (a);

}

else

if (a.bal > 1)

/* La droite est trop grande */

if (a.filsD.bal > 0)

a = rotG (a);

else {

a.filsD = rotD (a.filsD);

a = rotG (a);

}

else

r = 1;

}

return new Paire (r, a);

}
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Fig. 4.10 { Double rotation dans un arbre AVL

stati
 
lass Paire {

int p1;

Arbre p2;

Paire (int r, Arbre a) {

p1 = r;

p2 = a;

}

}

Clairement 
ette pro
�edure prend un temps O(logN). On v�eri�e ais�ement qu'au plus

une seule rotation (�eventuellement double) est n�e
essaire lors de l'insertion d'un nouvel

�el�ement. Il reste �a r�ealiser les pro
�edures de rotation. Nous ne 
onsid�erons que le 
as

de la rotation vers la droite, l'autre 
as s'obtenant par sym�etrie.

stati
 Arbre rotD (Arbre a) {

Arbre b;

int bA, bB, bAnew, bBnew;

b = a;

a = a.filsG;

bA = a.bal; bB = b.bal;

b.filsG = a.filsD;

a.filsD = b;

// Re
al
uler le 
hamp a.bal

bBnew = 1 + bB - Math.min(0, bA);

bAnew = 1 + bA + Math.max(0, bBnew);

a.bal = bAnew;

b.bal = bBnew;

return a;

}

Il y a un petit 
al
ul savant pour retrouver le 
hamp repr�esentant l'�equilibre apr�es

rotation. Il pourrait être simpli��e si nous 
onservions toute la hauteur du noeud dans

un 
hamp. La pr�esentation ave
 les 
hamps bal permet de garder les valeurs possibles

entre -2 et 2, de tenir don
 sur 3 bits, et d'avoir le reste d'un mot ma
hine pour le


hamp 
ontenu. Ave
 la taille des m�emoires a
tuelles, 
e 
al
ul peut se r�ev�eler surper
u.

Toutefois, soient h(a), h(b) et h(
) les hauteurs des arbres a, b et 
 de la �gure 4.9.

En appliquant la d�e�nition du 
hamp bal, les nouvelles valeurs b

0

(A) et b

0

(B) de 
es


hamps aux noeuds A et B se 
al
ulent en fon
tion des an
iennes valeurs b(A) et b(B)

par
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b

0

(B) = h(
)� h(b)

= h(
)� 1� dh(a);h(b)e + 1 + dh(a);h(b)e � h(b)

= b(B) + 1 + dh(a)� h(b);0e

= 1 + b(B)� b0;b(A)


b

0

(A) = 1 + dh(b);h(
)e � h(a)

= 1 + h(b) � h(a) + d0;h(
) � h(b)e

= 1 + b(A) + d0;b

0

(B)e

Les formules pour la rotation vers la gau
he s'obtiennent par sym�etrie. On peut

même remarquer que le 
hamp bal peut tenir sur 1 bit pour signaler si le sous-arbre a

une hauteur �egale ou non �a 
elle de son sous-arbre \fr�ere". La suppression d'un �el�ement

dans un arbre AVL est plus dure �a programmer, et nous la laissons en exer
i
e. Elle

peut demander jusqu'�a O(logN) rotations.

Les arbres AVL sont d�eli
ats �a programmer �a 
ause des op�erations de rotation. On

peut montrer que les rotations deviennent inutiles si on donne un peu de 
exibilit�e

dans le nombre de �ls des noeuds. Il existe des arbres de re
her
he 2-3 ave
 2 ou 3 �ls.

L'exemple le plus simple est 
elui des arbres 2-3-4 amplement d�e
rits dans le livre de

Sedgewi
k [47℄. Un exemple d'arbre 2-3-4 est d�e
rit dans la �gure 4.11. La propri�et�e

fondamentale d'un tel arbre de re
her
he est la même que pour les noeuds binaires:

tout noeud doit avoir une valeur sup�erieure ou �egale �a 
elles 
ontenues dans ses sous-

arbres gau
hes, et une valeur inf�erieure (ou �egale) �a 
elles de ses sous-arbres droits. Les

noeuds ternaires 
ontiennent 2 valeurs, la premi�ere doit être 
omprise entre les valeurs

des sous-arbres gau
hes et du 
entre, la deuxi�eme entre 
elles des sous-arbres du 
entre

et de droite. On peut deviner ais�ement la 
ondition pour les noeuds �a 4 �ls.

L'insertion d'un nouvel �el�ement dans un arbre 2-3-4 se fait en �e
latant tout noeud

quaternaire que l'on ren
ontre 
omme d�e
rit dans la �gure 4.12. Ces op�erations sont

lo
ales et ne font intervenir que le nombre de �ls des noeuds. Ainsi, on garantit que

l'endroit o�u on ins�ere la nouvelle valeur n'est pas un noeud quaternaire, et il suÆt

de mettre la valeur dans 
e noeud �a l'endroit d�esir�e. (Si la ra
ine est quaternaire, on

l'�e
late en 3 noeuds binaires). Le nombre d'�e
latements maximum peut être logN pour

un arbre de N noeuds. Il a �et�e mesur�e qu'en moyenne tr�es peu d'�e
latements sont

n�e
essaires.

Les arbres 2-3-4 peuvent être programm�es en utilisant des arbres binaires bi
o-

lores. On s'arrange pour que 
haque bran
he puisse avoir la 
ouleur rouge ou noire (en

trait gras sur notre �gure 4.13). Il suÆt d'un indi
ateur bool�een dans 
haque noeud

pour dire si la bran
he le reliant �a son p�ere est rouge ou noire. Les noeuds quater-

naires sont repr�esent�es par 3 noeuds reli�es en noir. Les noeuds ternaires ont une double

repr�esentation possible 
omme d�e
rit sur la �gure 4.13. Les op�erations d'�e
latement se

programment alors fa
ilement, et 
'est un bon exer
i
e d'�e
rire la pro
�edure d'insertion

dans un arbre bi
olore.

4.6 Programmes en Caml

(* Ajouter �a un tas, ave
 une stru
ture enregistrement *)

type 'a tas =

{ mutable 
ardinal: int;

tas: 'a ve
t };;

let ajouter v t =
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20

82 12

2 2 3 8 8 13

28 32

21 25 30 33 37

Fig. 4.11 { Exemple d'arbre 2-3-4

t.
ardinal <- t.
ardinal + 1;

let a = t.tas in

let nTas = t.
ardinal in

let i = ref (nTas - 1) in

if !i >= ve
t_length a

then failwith "tas plein" else

while !i > 0 && a.((!i - 1) / 2) <= v do

a.(!i) <- a.((!i - 1) / 2);

i := (!i - 1) / 2

done;

a.(!i) <- v;;

(* Ajouter �a un tas, voir page 89 *)

let nTas = ref 0;;

let ajouter v a =

in
r nTas;

let i = ref (!nTas - 1) in

while !i > 0 && a.((!i - 1) / 2) <= v do

a.(!i) <- a.((!i - 1) / 2);

i := (!i - 1) / 2

done;

a.(!i) <- v;;

(* Maximum d'un tas, voir page 90 *)

let maximum t = t.tas.(0);;

(* Supprimer dans un tas, voir page 90 *)

let supprimer t =

t.
ardinal <- t.
ardinal - 1;

let a = t.tas in

let nTas = t.
ardinal in

a.(0) <- a.(nTas);

let i = ref 0

and v = a.(0)

and j = ref 0 in

begin

try

while 2 * !i + 1 < nTas do

j := 2 * !i + 1;

if !j + 1 < nTas && a.(!j + 1) > a.(!j)
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then j := !j + 1;

if v >= a.(!j) then raise Exit;

a.(!i) <- a.(!j);

i := !j

done

with Exit -> ()

end;

a.(!i) <- v;;

(* HeapSort, voir page 92 *)

let heapsort a =

let n = ve
t_length a - 1 in

let t = {
ardinal = 0; tas = a} in

for i = 0 to n do ajouter a.(i) t done;

for i = n downto 0 do

let v = maximum t in

supprimer t;

a.(i) <- v

done;;

(* D�e
laration d'un arbre binaire, voir page 93 *)

type 'a arbre = Vide | Noeud of 'a noeud

and 'a noeud =

{
ontenu: 'a; filsG: 'a arbre; filsD: 'a arbre};;

(* D�e
laration d'un arbre n-aire, voir page 94 *)

type 'a arbre = Vide | Noeud of 'a noeud

and 'a noeud = {
ontenu: 'a; fils: 'a arbre ve
t};;

(* Cas n-aire, les �ls sont impl�ement�es par une liste d'arbres. *)

type 'a arbre = Vide | Noeud of 'a noeud

and 'a noeud = {
ontenu: 'a; fils: 'a arbre list};;

(* Ajouter dans un arbre *)

let nouvel_arbre v a b =

Noeud {
ontenu = v; filsG = a; filsD = b};;

let main () =

let a5 =

nouvel_arbre 12

(nouvel_arbre 8 (nouvel_arbre 6 Vide Vide) Vide)

(nouvel_arbre 13 Vide Vide) in

nouvel_arbre 20

(nouvel_arbre 3 (nouvel_arbre 3 Vide Vide) a5)

(nouvel_arbre 25

(nouvel_arbre 21 Vide Vide)

(nouvel_arbre 28 Vide Vide));;

(* Impression d'un arbre, voir page 95 *)

#open "printf";;
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let imprimer_arbre a =

let re
 imprimer1 a tab =

mat
h a with

Vide -> ()

| Noeud {
ontenu = 
; filsG = fg; filsD = fd} ->

printf "%3d " 
; imprimer1 fd (tab + 8);

if fg <> Vide then

printf "\n%s" (make_string tab ` `);

imprimer1 fg tab;;

in

imprimer1 a 0; print_newline();;

(* Taille d'un arbre, voir page 96 *)

let re
 taille = fun
tion

Vide -> 0

| Noeud {filsG = fg; filsD = fd; _} ->

1 + taille fg + taille fd;;

(* Arbre de re
her
he, voir page 96 *)

let re
 re
her
he v a =

mat
h a with

Vide -> Vide

| Noeud

{
ontenu = 
; filsG = fg; filsD = fd} ->

if 
 = v then a else

if 
 < v then re
her
he v fg

else re
her
he v fd;;

(* Ajouter, purement fon
tionnel, voir page 97 *)

let re
 ajouter v a =

mat
h a with

Vide -> nouvel_arbre v Vide Vide

| Noeud

{
ontenu = 
; filsG = fg; filsD = fd} ->

if v <= 


then nouvel_arbre 
 (ajouter v fg) fd

else nouvel_arbre 
 (ajouter v fd) fg;;

(* Ajouter ave
 effet de bord,

voir page \pageref{prog:re
her
he-arb-ajouter-fon
tionnel}} *)

type 'a arbre = Vide | Noeud of 'a noeud

and 'a noeud =

{mutable 
ontenu: 'a;

mutable filsG: 'a arbre;

mutable filsD: 'a arbre};;

let nouvel_arbre v a b =

Noeud {
ontenu = v; filsG = a; filsD = b};;
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let re
 ajouter v a =

mat
h a with

Vide -> nouvel_arbre v Vide Vide

| Noeud

({
ontenu = 
; filsG = fg; filsD = fd}

as n) ->

if v <= 


then n.filsG <- ajouter v fg

else n.filsD <- ajouter v fd;

a;;

(* Ajouter, purement fon
tionnel ave
 un autre type d'arbres *)

type 'a arbre = Vide | Noeud of 'a arbre * 'a * 'a arbre;;

let nouvel_arbre v a b =

Noeud (a, v, b);;

let re
 ajouter v a =

mat
h a with

Vide -> nouvel_arbre v Vide Vide

| Noeud (fg, 
, fd) ->

if v <= 


then nouvel_arbre 
 (ajouter v fg) fd

else nouvel_arbre 
 (ajouter v fd) fg;;

(* Arbres AVL, voir page 98 *)

type 'a avl = Vide | Noeud of 'a noeud

and 'a noeud =

{ mutable balan
e: int;

mutable 
ontenu: 'a;

mutable filsG: 'a avl;

mutable filsD: 'a avl };;

let nouvel_arbre bal v a b =

Noeud

{balan
e = bal; 
ontenu = v;

filsG = a; filsD = b};;

#open "format";;

let re
 print_avl = fun
tion

Vide -> ()

| Noeud

{balan
e = bal; 
ontenu = v;

filsG = a; filsD = b} ->

open_box 1; print_string "(";

print_int bal; print_string ": ";

print_int v; print_spa
e();

print_avl a; print_spa
e(); print_avl b;

print_
ut(); print_string ")";


lose_box();;
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install_printer "print_avl";;

(* Rotation dans un AVL, voir page 100 *)

let rotD a =

mat
h a with

Vide -> failwith "rotD"

| Noeud

({balan
e = bB; 
ontenu = v;

filsG = A; filsD = 
} as nB) as B ->

mat
h A with

Vide -> failwith "rotD"

| Noeud

({balan
e = bA; 
ontenu = v;

filsG = a; filsD = b} as nA) ->

nA.filsD <- B;

nB.filsG <- b;

let bBnew = bB + 1 - min 0 bA in

let bAnew = bA + 1 + max 0 bBnew in

nA.balan
e <- bAnew;

nB.balan
e <- bBnew;

A;;

(* Rotation dans un AVL, voir page 100 *)

let rotG a =

mat
h a with

Vide -> failwith "rotG"

| Noeud

({balan
e = bA; 
ontenu = v;

filsG = 
; filsD = B} as nA) as A ->

mat
h B with

| Vide -> failwith "rotG"

| Noeud

({balan
e = bB; 
ontenu = v;

filsG = a; filsD = b} as nB) ->

nA.filsD <- a;

nB.filsG <- A;

let bAnew = bA - 1 - max 0 bB in

let bBnew = bB - 1 + min 0 bAnew in

nA.balan
e <- bAnew;

nB.balan
e <- bBnew;

B;;

(* Ajout dans un AVL, voir page 98 *)

let re
 ajouter v a =

mat
h a with

Vide -> (nouvel_arbre 0 v Vide Vide, 1)

| Noeud

({balan
e = bal; 
ontenu = 
;

filsG = fg; filsD = fd} as noeud) ->

let diff =
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if v <= 
 then begin

let (a, in
r) = ajouter v fg

in

noeud.balan
e <- noeud.balan
e - in
r;

noeud.filsG <- a;

in
r

end else begin

let (a, in
r) = ajouter v fd

in

noeud.balan
e <- noeud.balan
e + in
r;

noeud.filsD <- a;

in
r

end in

if diff <> 0 && noeud.balan
e <> 0 then

if noeud.balan
e < -1 then begin

mat
h fg with

Vide -> failwith "Vide"

| Noeud {balan
e = b; _} ->

if b < 0 then (rotD a, 0)

else begin

noeud.filsG <- rotG fg; (rotD a, 0)

end

end else

if noeud.balan
e > 1 then begin

mat
h fd with

Vide -> failwith "Vide"

| Noeud {balan
e = b; _} ->

if b > 0 then (rotG a, 0)

else begin

noeud.filsD <- rotD fd; (rotG a, 0)

end

end

else (a, 1)

else (a, 0);;
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Fig. 4.12 { E
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Chapitre 5

Graphes

La notion de graphe est une stru
ture 
ombinatoire permettant de repr�esenter de

nombreuses situations ren
ontr�ees dans des appli
ations faisant intervenir des math�ema-

tiques dis
r�etes et n�e
essitant une solution informatique. Cir
uits �ele
triques, r�eseaux

de transport (ferr�es, routiers, a�eriens), r�eseaux d'ordinateurs, ordonnan
ement d'un en-

semble de tâ
hes sont les prin
ipaux domaines d'appli
ation o�u la stru
ture de graphe

intervient. D'un point de vue formel, il s'agit d'un ensemble de points (sommets) et

d'un ensemble d'ar
s reliants des 
ouples de sommets. Une des premi�eres questions

que l'on se pose est de d�eterminer, �etant donn�e un graphe et deux de ses sommets,

s'il existe un 
hemin (suite d'ar
s) qui les relie; 
ette question tr�es simple d'un point

de vue math�ematique pose des probl�emes d'eÆ
a
it�e d�es que l'on souhaite la traiter �a

l'aide de l'ordinateur pour des graphes 
omportant un tr�es grand nombre de sommets

et d'ar
s. Pour se 
onvain
re de la diÆ
ult�e du probl�eme il suÆt de 
onsid�erer le jeu

d'�e
he
s et repr�esenter 
haque 
on�guration de pi�e
es sur l'�e
hiquier 
omme un sommet

d'un graphe, les ar
s joignent 
haque 
on�guration �a 
elles obtenues par un mouvement

d'une seule pi�e
e; la r�esolution d'un probl�eme d'�e
he
s revient ainsi �a trouver un en-

semble de 
hemins menant d'un sommet �a des 
on�gurations de \mat". La diÆ
ult�e du

jeu d'�e
he
s provient don
 de la quantit�e importante de sommets du graphe que l'on

doit par
ourir. Des graphes plus simples 
omme 
elui des stations du M�etro Parisien

donnent lieu �a des probl�emes de par
ours beau
oup plus fa
ilement solubles. Il est


ourant, lorsque l'on �etudie les graphes, de distinguer entre les graphes orient�es dans

lesquels les ar
s doivent être par
ourus dans un sens d�etermin�e (de x vers y mais pas

de y vers x) et les graphes sym�etriques (ou non orient�es) dans lesquels les ar
s (appel�es

alors arêtes) peuvent être par
ourus dans les deux sens. Nous nous limitons dans 
e


hapitre aux graphes orient�es, 
ar les algorithmes de par
ours pour les graphes orient�es

s'appliquent en parti
ulier aux graphes sym�etriques : il suÆt de 
onstruire �a partir d'un

graphe sym�etrique G le graphe orient�e G

0


omportant pour 
haque arête x;y de G deux

ar
s oppos�es, l'un de x vers y et l'autre de y vers x.

5.1 D�e�nitions

Dans 
e paragraphe nous donnons quelques d�e�nitions sur les graphes orient�es et

quelques exemples, nous nous limitons i
i aux d�e�nitions les plus utiles de fa�
on �a passer

tr�es vite aux algorithmes.

D�e�nition 1 Un graphe G = (X;A) est donn�e par un ensemble X de sommets et par

un sous-ensemble A du produit 
art�esien X �X appel�e ensemble des ar
s de G.
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00 0

00 1

10 1

11 1

11 0

01 0

10 0

01 1

Fig. 5.1 { Le graphe de De Bruijn pour k = 3

Un ar
 a = (x;y) a pour origine le sommet x et pour extr�emit�e le sommet y. On

note

or(a) = x; ext(a) = y

Dans la suite on suppose que tous les graphes 
onsid�er�es sont �nis, ainsi X et par


ons�equent A sont des ensembles �nis. On dit que le sommet y est un su

esseur de x

si (x;y) 2 A , x est alors un pr�ed�e
esseur de y.

D�e�nition 2 Un 
hemin f du graphe G = (X;A) est une suite �nie d'ar
s a

1

;a

2

; : : : ;a

p

telle que:

8i;1 � i < p or(a

i+1

) = ext(a

i

):

L'origine d'un 
hemin f , not�ee or(f) est 
elle de son premier ar
 a

1

et son extr�emit�e,

not�ee ext(f) est 
elle de son dernier ar
 a

p

, la longueur du 
hemin est �egale au nombre

d'ar
s qui le 
omposent, 
'est-�a-dire p. Un 
hemin f tel que or(f) = ext(f) est appel�e

un 
ir
uit.

Exemple 1 Graphes de De Bruijn

Les sommets d'un tel graphe sont les suites de longueur k form�ees de symboles 0 ou 1,

un ar
 joint la suite f �a la suite g si

f = xh; g = hy

o�u x et y sont des symboles (0 ou 1 ) et o�u h est une suite quel
onque de k�1 symboles.

Exemple 2 Graphes des diviseurs

Les sommets sont les nombres f2;3; : : : ;ng, un ar
 joint p �a q si p divise q.
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2

4 8

12 9

7

5

6 10

3 11

Fig. 5.2 { Le graphe des diviseurs, n = 12

5.2 Matri
es d'adja
en
e

Une stru
ture de donn�ees simple pour repr�esenter un graphe est la matri
e d'adja-


en
e M . Pour obtenir M , on num�erote les sommets du graphe de fa�
on quel
onque:

X = fx

1

;x

2

: : : x

n

g

M est une matri
e 
arr�ee n� n dont les 
oeÆ
ients sont 0 et 1 telle que:

M

i;j

= 1 si (x

i

;x

j

) 2 A; M

i;j

= 0 si (x

i

;x

j

) =2 A

Ce
i donne alors les d�e
larations de type et de variables suivantes:


lass GrapheMat {

int m[℄[℄; (* la matri
e M d'adja
en
e, *)

int nb; (* n est le nombre de sommets *)

GrapheMat (int n) {

nb = n;

m = new int[n℄[n℄;

}

}

Un int�erêt de 
ette repr�esentation est que la d�etermination de 
hemins dans G re-

vient au 
al
ul des puissan
es su

essives de la matri
eM , 
omme le montre le th�eor�eme

suivant.

Th�eor�eme 2 Soit M

p

la puissan
e p-i�eme de la matri
e M , le 
oeÆ
ient M

p

i;j

est

�egal au nombre de 
hemins de longueur p de G dont l'origine est le sommet x

i

et dont

l'extr�emit�e est le sommet x

j

.

Preuve On e�e
tue une r�e
urren
e sur p. Pour p = 1 le r�esultat est imm�ediat 
ar un


hemin de longueur 1 est un ar
 du graphe. Le 
al
ul de M

p

, pour p > 1 donne:

M

p

i;j

=

n

X

k=1

M

p�1

i;k

M

k;j
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Fig. 5.3 { Un exemple de graphe et sa matri
e d'adja
en
e

Or tout 
hemin de longueur p entre x

i

et x

j

se d�e
ompose en un 
hemin de longueur

p�1 entre x

i

et un 
ertain x

k

suivi d'un ar
 reliant x

k

et x

j

. Le r�esultat d�e
oule alors de

l' hypoth�ese de r�e
urren
e suivant laquelleM

p�1

i;k

est le nombre de 
hemins de longueur

p� 1 joignant x

i

�a x

k

. 2

De 
e th�eor�eme on d�eduit l'algorithme suivant permettant de tester l'existen
e d'un


hemin entre deux sommets:

stati
 boolean existeChemin (int i, int j, GrapheMat g) {

int n = g.nb;

int m[℄[℄ = g.m;

int u[℄[℄ = 
opy(m);

int v[℄[℄ = 
opy(m);

for (int k = 1; u[i℄[j℄ == 0 && k < n; ++k) {

multiplier (v, v, m);

additionner (u, u, v);

}

return u[i℄[j℄ != 0;

}

Dans 
et algorithme, les pro
�edures multiplier(
, a, b) et additonner(
, a, b)

sont respe
tivement des pro
�edures qui multiplient et ajoutent les deux matri
es n�n

a et b pour obtenir la matri
e 
.

Remarques

1. L'algorithme utilise le fait, fa
ile �a d�emontrer, que l'existen
e d'un 
hemin d'ori-

gine x et d'extr�emit�e y implique 
elle d'un tel 
hemin ayant une longueur inf�erieure

au nombre total de sommets du graphe.

2. Le nombre d'op�erations e�e
tu�ees par l'algorithme est de l'ordre de n

4


ar le pro-

duit de deux matri
es 
arr�ees n�n demande n

3

op�erations et l'on peut être amen�e

�a e�e
tuer n produits de matri
es. La re
her
he du meilleur algorithme possible

pour le 
al
ul du produit de deux matri
es a �et�e tr�es intense 
es derni�eres ann�ees
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Fig. 5.4 { Un graphe et sa fermeture transitive

et plusieurs am�eliorations de l'algorithme �el�ementaire demandant n

3

multipli
a-

tions ont �et�e su

essivement trouv�ees, et il est rare qu'une ann�ee se passe sans

que quelqu'un n'am�eliore la borne. Coppersmith et Winograd ont ainsi propos�e

un algorithme en O(n

2:5

); mais 
e
i est un r�esultat de nature th�eorique 
ar la

programmation de l'algorithme de Coppersmith et Winograd est loin d'être ais�ee

et l'eÆ
a
it�e esp�er�ee n'est atteinte que pour des valeurs tr�es grandes de n. Il est

don
 n�e
essaire de 
onstruire d'autres algorithmes, faisant intervenir des notions

di��erentes.

3. Cet algorithme 
onstruit une matri
e (not�ee i
i u) qui peut être utilis�ee 
haque

fois que l'on veut tester s'il existe un 
hemin entre deux sommets (x

i

et y

i

). Dans

le 
as o�u on se limite �a la re
her
he de l'existen
e d'un 
hemin entre deux sommets

donn�es (et si 
e
i ne sera fait qu'une seule fois) on peut ne 
al
uler qu'une ligne

de la matri
e, 
e qui diminue notablement la 
omplexit�e.

5.3 Fermeture transitive

La fermeture transitive d'un graphe G = (X;A) est la relation transitive minimale


ontenant la relation (X;A), il s'agit d'un graphe G

�

= (X;A

�

) tel que (x;y) 2 A

�

si et

seulement s' il existe un 
hemin f dans G d'origine x et d'extr�emit�e y.

Le 
al
ul de la fermeture transitive permet de r�epondre aux questions 
on
ernant

l'existen
e de 
hemins entre x et y dans G et 
e
i pour tout 
ouple de sommets x;y. Ce


al
ul 
omplet n'est pas vraiment utile s'il s'agit de r�epondre un petit nombre de fois �a

des questions sur l'existen
e de 
hemins entre des 
ouples de sommets, on utilise alors

des algorithmes qui seront d�e
rits dans les paragraphes suivants. Par 
ontre lorsque l'on

s'attend �a avoir �a r�epondre de nombreuses fois �a 
e type de question il est pr�ef�erable

de 
al
uler au pr�ealable (X;A

�

), la r�eponse �a 
haque question est alors imm�ediate

par simple 
onsultation d'un des 
oeÆ
ients de la matri
e d'adja
en
e de G

�

. On dit

que l'on e�e
tue un pr�etraitement, op�eration 
ourante en programmation dans maintes

appli
ations, ainsi le tri des �el�ements d'un �
hier peut aussi être 
onsid�er�e 
omme un

pr�etraitement en vue d'une s�erie de 
onsultations du �
hier, le temps mis pour trier le

�
hier est r�e
up�er�e ensuite dans la rapidit�e de la 
onsultation. Le 
al
ul de la fermeture

transitive d'un graphe se r�ev�ele tr�es utile par exemple, dans 
ertains 
ompilateurs-

optimiseurs: un graphe est asso
i�e �a 
haque pro
�edure d'un programme, les sommets

de 
e graphe repr�esentent les variables de la pro
�edure et un ar
 entre la variable a et la

variable b indique qu'une instru
tion de 
al
ul de a fait apparâ�tre b dans son membre

droit. On l'appelle souvent graphe de d�ependan
e. La fermeture transitive de 
e graphe

donne ainsi toutes les variables n�e
essaires dire
tement ou indire
tement au 
al
ul de a;


ette information est utile lorsque l'on veut minimiser la quantit�e de 
al
uls �a e�e
tuer

en ma
hine pour l'ex�e
ution du programme.

Le 
al
ul de (X;A

�

) s'e�e
tue par it�eration de l'op�eration de base �

x

(A) qui ajoute
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Fig. 5.5 { L'e�et de l'op�eration �

x

: les ar
s ajout�es sont en pointill�e

�a A les ar
s (y;z) tels que y est un pr�ed�e
esseur de x et z un de ses su

esseurs. Plus

formellement on pose :

�

x

(A) = A [ f(y;z) j (y;x);(x;z) 2 Ag

Cette op�eration satisfait les deux propri�et�es suivantes:

Proposition 1 Pour tout sommet x on a

�

x

(�

x

(A)) = �

x

(A)

et pour tout 
ouple de sommets (x;y) :

�

x

(�

y

(A)) = �

y

(�

x

(A))

Preuve La premi�ere partie est tr�es simple, on l'obtient en remarquant que (u;x) 2

�

x

(A) implique (u;x) 2 A et que (x;v) 2 �

x

(A) implique (x;v) 2 A .

Pour la se
onde partie, il suÆt de v�eri�er que si (u;v) appartient �a �

x

(�

y

(A)) il

appartient aussi �a �

y

(�

x

(A)), le r�esultat s'obtient ensuite par raison de sym�etrie. Si

(u;v) 2 �

x

(�

y

(A)) alors ou bien (u;v) 2 �

y

(A) ou bien (u;x) et (x;v) 2 �

y

(A). Dans

le premier 
as �

y

(A

0

) � �

y

(A) pour tout A

0

� A implique (u;v) 2 �

y

(�

x

(A)). Dans

le se
ond 
as il y a plusieurs situations �a 
onsid�erer suivant que (u;x) ou (x;v) appar-

tiennent ou non �a A; l'examen de 
ha
une d'entre elles permet d'obtenir le r�esultat.

Examinons en une �a titre d'exemple, supposons que (u;x) 2 A et (x;v) =2 A, 
omme

(x;v) 2 �

y

(A) on a (x;y);(y;v) 2 A, 
e
i implique (u;y) 2 �

x

(A) et (u;v) 2 �

y

(�

x

(A)) 2

Proposition 2 La fermeture transitive A

�

est donn�ee par :

A

�

= �

x

1

(�

x

2

(: : :�

x

n

(A) : : :))

Preuve On se 
onvain
 fa
ilement que A

�


ontient l'it�er�ee de l'a
tion des �

x

i

sur A,

la partie la plus 
omplexe �a prouver est que �

x

1

(�

x

2

(: : :�

x

n

(A) : : :)) 
ontient A

�

. Pour


ela on 
onsid�ere un 
hemin joignant deux sommets x et y de G alors 
e 
hemin s'�e
rit

(x;y

1

)(y

1

;y

2

) : : : (y

p

;y)

ainsi (x;y) 2 �

y

1

(�

y

2

(: : :�

y

p

(A) : : :)) les propri�et�es d�emontr�ees 
i-dessus permettent

d'ordonner les y suivant leurs num�eros 
roissants; le fait que �

y

(A

0

) � A

0

, pour tout

A

0

permet ensuite de 
on
lure. 2
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De 
es deux r�esultats on obtient l'algorithme suivant pour le 
al
ul de la fermeture

transitive d'un graphe, il est en g�en�eral attribu�e �a Roy et Warshall:

stati
 void phi (GrapheMat g, int x) {

for (int i = 0; i < g.nb; ++i)

if (g.m[i℄[x℄ == 1)

for (int j = 0; j < g.nb; ++j)

if (g.m[x℄[j℄ == 1)

g.m[i℄[j℄ = 1;

}

stati
 publi
 void fermetureTransitive (GrapheMat g) {

for (int k = 0; k < g.nb; ++k)

phi(g, k);

}

Remarque L'algorithme 
i-dessus e�e
tue un nombre d'op�erations que l'on peut ma-

jorer par n

3

, 
haque ex�e
ution de la pro
�edure phi pouvant n�e
essiter n

2

op�erations;


et algorithme est don
 meilleur que le 
al
ul des puissan
es su

essives de la matri
e

d'adja
en
e.

5.4 Listes de su

esseurs

Une fa�
on plus 
ompa
te de repr�esenter un graphe 
onsiste �a asso
ier �a 
haque

sommet x la liste de ses su

esseurs. Ce
i peut se faire, par exemple, �a l'aide d'un tableau

�a double indi
e que l'on notera Su

. On suppose que les sommets sont num�erot�es de 1

�a n, alors pour un sommet x et un entier i, Su

[x;i℄ est le i�eme su

esseur de x. Cette

repr�esentation est utile pour obtenir tous les su

esseurs d'un sommet x. Elle permet d'y

a

�eder en un nombre d'op�erations �egal au nombre d'�el�ements de 
et ensemble et non

pas, 
omme 
'est le 
as dans la matri
e d'adja
en
e, au nombre total de sommets. Ainsi

si dans un graphe de 20000 sommets 
haque sommet n'a que 5 su

esseurs l'obtention

de tous les su

esseurs de x se fait en 
onsultant 4 ou 5 valeurs au lieu des 20000 tests

�a e�e
tuer dans le 
as des matri
es. L'utilisation d'un symbole suppl�ementaire not�e

!, signi�ant \ind�e�ni" et n'appartenant pas �a X permet une gestion plus fa
ile de la

�n de liste. On le pla
e �a la suite de tous les su

esseurs de x pour indiquer que l'on a

termin�e la liste. Ainsi

Su

[x;i℄ = y 2 X signi�e que y est le i�eme su

esseur de x

Su

[x;i℄ = ! signi�e que x a i� 1 su

esseurs.

Le graphe donn�e �gure 5.3 plus haut admet alors la repr�esentation par liste de

su

esseurs suivante:

1 : 2 3 !

2 : 4 3 6 !

3 : 6 !

4 : 5 !

5 : 2 !

6 : 4 !

Les d�e
larations Java 
orrespondantes peuvent être alors les suivantes:


lass GrapheSu

{

int su

[℄[℄;
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int nb;

final stati
 int Omega = -1;

GrapheSu

 (int n) {

nb = n;

su

 = new int[n℄[n℄;

}

Le par
ours de la liste des su

esseurs y d'un sommet x s'e�e
tue alors �a l'aide de la

suite d'instru
tions suivantes, et on retrouvera 
ette suite d'instru
tions 
omme brique

de base de beau
oup de 
onstru
tions d'algorithmes sur les graphes :

for (k = 0; su

[x,k℄ != Omega; ++k) {

int y = su

[x,k℄;

// Traiter y

}

On peut transformer la matri
e d'adja
en
e d'un graphe en une stru
ture de liste

de su

esseurs par l'algorithme suivant :

GrapheSu

 (GrapheMat g) {

int nbMaxSu

;

nb = g.nb;

for (int i = 0; i < nb ; ++i) {

nbMaxSu

 = 0;

for (int j = 0; j < nb ; ++j)

if (g.m[i℄[j℄ != 0)

nbMaxSu

 = Math.max (nbMaxSu

, j);

}

su

 = new int[nb℄[nbMaxSu

 + 1℄;

for (int i = 0; i < nb ; ++i) {

int k = 0;

for (int j = 0; j < nb ; ++j)

if (g.m[i℄[j℄ != 0)

su

[i℄[k++℄ = j;

su

[i℄[k℄ = Omega;

}

}

Remarque La stru
ture de liste de su

esseurs peut être rempla
�ee par une stru
ture

de liste 
hâ�n�ee. Cette programmation permet de gagner en pla
e m�emoire en �evitant

de d�e
larer un nombre de su

esseurs maximum pour 
ha
un des sommets. Elle permet

aussi de diminuer le nombre d'op�erations 
haque fois que l'on e�e
tue des op�erations

d'ajout et de suppression de su

esseurs. Cette notion peut être omise en premi�ere le
-

ture, en parti
ulier par 
eux qui ne se sentent pas tr�es �a l'aise dans le maniement des

pointeurs. Dans toute la suite, les algorithmes sont �e
rits ave
 la stru
ture matri
ielle

su

[x,i℄. Un simple jeu de tradu
tion permettrait de les transformer en programma-

tion par pointeurs; on utilise les stru
tures de donn�ees suivantes :


lass GrapheListe{

Liste listeSu

[℄;

int nb;

GrapheListe (GrapheSu

 g) {

nb = g.nb;

listeSu

 = new Liste[g.nb℄;
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for (int x = 0; x < g.nb ; ++x) {

listeSu

[x℄ = null;

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != GrapheSu

.Omega; ++k) {

int y = g.su

[x℄[k℄;

listeSu

[x℄ = Liste.ajouter(y, listeSu

[x℄);

}

}

}

}

La transformation de la forme matri
ielle Su

 en une stru
ture de liste 
hâ�n�ee par

le 
onstru
teur de la 
lasse donn�e 
i dessus, on peut noter que 
elui-
i inverse l'ordre

dans lequel sont rang�es les su

esseurs d'un sommet, 
e
i n'a pas d'importan
e dans la

plupart des 
as.

5.5 Arbores
en
es

D�e�nition 3 Une arbores
en
e (X;A;r) de ra
ine r est un graphe (X;A) o�u r est un

�el�ement de X tel que pour tout sommet x il existe un unique 
hemin d'origine r et

d'extr�emit�e x. Soit,

8x 9! y

0

;y

1

; : : : ;y

p

tels que:

y

0

= r; y

p

= x; 8i; 0 � i < p (y

i

;y

i+1

) 2 A

L'entier p est appel�e la profondeur du sommet x dans l'arbores
en
e. On montre fa
i-

lement que dans une arbores
en
e la ra
ine r n'admet pas de pr�ed�e
esseur et que tout

sommet y di��erent de r admet un pr�ed�e
esseur et un seul, 
e
i implique:

jAj = jXj � 1

La di��eren
e entre une arbores
en
e et un arbre (voir 
hapitre 4) est mineure. Dans

un arbre, les �ls d'un sommet sont ordonn�es (on distingue le �ls gau
he du �ls droit),

tel n'est pas le 
as dans une arbores
en
e. On se sert depuis fort longtemps des arbo-

res
en
es pour repr�esenter des arbres g�en�ealogiques aussi le vo
abulaire utilis�e pour

les arbores
en
es emprunte beau
oup de termes relevant des relations familiales.

L'unique pr�ed�e
esseur d'un sommet (di��erent de r) est appel�e son p�ere, l'ensemble

y

0

;y

1

; : : : y

p�1

;y

p

, o�u p � 0, formant le 
hemin de r �a x = y

p

est appel�e ensemble des

an
êtres de x, les su

esseurs de x sont aussi appel�es ses �ls. L'ensemble des sommets

extr�emit�es d'un 
hemin d'origine x est l'ensemble des des
endants de x; il 
onstitue une

arbores
en
e de ra
ine x, 
elle-
i est l'union de fxg et des arbores
en
es form�ees des

des
endants des �ls de x. Pour des raisons de 
ommodit�e d'�e
riture qui apparâ�tront

dans la suite, nous adoptons la 
onvention que tout sommet x est �a la fois an
être

et des
endant de lui-même. Une arbores
en
e est avantageusement repr�esent�ee par le

ve
teur pere qui �a 
haque sommet di��erent de la ra
ine asso
ie son p�ere. Il est souvent


ommode dans la programmation des algorithmes sur les arbores
en
es de 
onsid�erer

que la ra
ine de l'arbores
en
e est elle-même son p�ere, 
'est la 
onvention que nous

adopterons dans la suite.

La transformation des listes de su

esseurs d�e
rivant une arbores
en
e en le ve
teur

pere s'exprime tr�es simplement:


lass Arbo {
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Fig. 5.6 { Une arbores
en
e et son ve
teur pere
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Fig. 5.7 { Une arbores
en
e pr�e�xe

int pere[℄;

final stati
 int Omega = -1;

Arbo (GrapheSu

 g, int r) {

pere = new int[g.nb℄;

pere[r℄ = r;

for (int x = 0; x < g.nb ; ++x)

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != GrapheSu

.Omega; ++k)

pere[g.su

[x℄[k℄℄ = x;

}

}

Dans la suite, on suppose que l'ensemble des sommets X est l'ensemble des entiers


ompris entre 1 et n, une arbores
en
e est dite pr�e�xe si, pour tout sommet i, l'ensemble

des des
endants de i est un intervalle de l'ensemble des entiers dont le plus petit �el�ement

est i.

Dans une arbores
en
e pr�e�xe, les intervalles de des
endants s'embô�tent les uns
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[1 : : : 13℄

[8 : : : 13℄ [2 : : : 7℄

9 [10 : : : 13℄ [3;4℄ [5 : : : 7℄

11 12 4 6 713

Fig. 5.8 { Emboitement des des
endants dans une arbores
en
e pr�e�xe

dans les autres 
omme des syst�emes de parenth�eses; ainsi, si y n'est pas un des
endant

de x, ni x un des
endant de y, les des
endants de x et de y forment des intervalles

disjoints. En revan
he, si x est un an
être de y, l'intervalle des des
endants de y est

in
lus dans 
elui des des
endants de x.

Proposition 3 Pour toute arbores
en
e (X;A;r) il existe une re-num�erotation des

�el�ements de X qui la rend pr�e�xe.

Preuve Pour trouver 
ette num�erotation on applique l'algorithme r�e
ursif suivant:

{ La ra
ine est num�erot�ee 1.

{ Un des �ls x

1

de la ra
ine est num�erot�e 2.

{ L'arbores
en
e des des
endants de x

1

est num�erot�ee par appels r�e
ursifs de l'algo-

rithme on obtient ainsi des sommets num�erot�es de 2 �a p

1

.

{ Un autre �ls de la ra
ine est num�erot�e p

1

+ 1; les des
endants de 
e �ls sont

num�erot�es r�e
ursivement de p

1

+ 1 �a p

2

.

{ On pro
�ede de même et su

essivement pour tous les autres �ls de la ra
ine.

La preuve de 
e que la num�erotation obtenue est pr�e�xe se fait par r�e
urren
e sur

le nombre de sommets de l'arbores
en
e et utilise le 
ara
t�ere r�e
ursif de l'algorithme.

2

L'algorithme qui est d�e
rit dans la preuve 
i-dessus peut s'�e
rire, on suppose que

l'arbores
en
e est repr�esent�ee par une matri
e Su

 de su

esseurs la re-num�erotation

se fait par un ve
teur numero et r est la ra
ine de l'arbores
en
e.

stati
 int[℄ numPrefixe (int r, GrapheSu

 g) {

int numero[℄ = new int[g.nb℄;

numPrefixe1 (r, g, numero, 0);

return numero;

}

stati
 void numPrefixe1 (int x, GrapheSu

 g, int numero[℄, int num) {

numero[x℄ = num++;

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != GrapheSu

.Omega; ++k)

numPrefixe1 (g.su

[x℄[k℄, g, numero, num);

}
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Fig. 5.9 { Une arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins de ra
ine 10

5.6 Arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins.

Le par
ours d'un graphe G = (X;A), 
'est �a dire la re
her
he de 
hemins entre deux

sommets revient au 
al
ul de 
ertaines arbores
en
es dont l'ensemble des sommets et

des ar
s sont in
lus dans X et A respe
tivement. Nous 
ommen�
ons par d�e
rire 
elle

des plus 
ourts 
hemins.

D�e�nition 4 Dans un graphe G = (X;A), pour 
haque sommet x, une arbores
en
e

des plus 
ourts 
hemins (Y;B) de ra
ine x est une arbores
en
e telle que:

{ Un sommet y appartient �a Y si et seulement si il existe un 
hemin d'origine x et

d'extr�emit�e y.

{ La longueur du plus 
ourt 
hemin de x �a y dans G est �egale �a la profondeur de y

dans l'arbores
en
e (Y;B).

L'existen
e de l'arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins est une 
ons�equen
e de la

remarque suivante:

Remarque Si a

1

;a

2

; : : : ;a

p

est un plus 
ourt 
hemin entre x = or(a

1

) et y = ext(a

p

)

alors, pour tout i tel que 1 � i � p, a

1

;a

2

; : : : ;a

i

est un plus 
ourt 
hemin entre x et

ext(a

i

).

Th�eor�eme 3 Pour tout graphe G = (X;A) et tout sommet x de G il existe une arbo-

res
en
e des plus 
ourts 
hemins de ra
ine x.

Preuve On 
onsid�ere la suite d'ensembles de sommets 
onstruite de la fa�
on suivante:

{ Y

0

= fxg.

{ Y

1

est l'ensemble des su

esseurs de x, duquel il faut �eliminer x si le graphe

poss�ede un ar
 ayant x pour origine et pour extr�emit�e.

{ Y

i+1

est l'ensemble des su

esseurs d'�el�ements de Y

i

qui n'appartiennent pas �a

S

k=1;i

Y

i

.

D'autre part pour 
haque Y

i

, i > 0, on 
onstruit l'ensemble d'ar
s B

i


ontenant

pour 
haque y 2 Y

i

un ar
 ayant 
omme extr�emit�e y et dont l'origine est dans Y

i�1

. On

pose ensuite: Y =

S

Y

i

;B =

S

B

i

. Le graphe (Y;B) est alors une arbores
en
e de par
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sa 
onstru
tion même, le fait qu'il s'agisse de l'arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins

r�esulte de la remarque 
i-dessus. 2

La �gure 5.9 donne un exemple de graphe et une arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins

de ra
ine 10 , 
elle-
i est repr�esent�ee en traits gras, les ensembles Y

i

et B

i

sont les

suivants:

Y

0

= f10g

Y

1

= f7;11g;B

1

= f(10;7);(10;11)g

Y

2

= f3;9;8g;B

2

= f(7;3);(7;9);(11;8)g

Y

3

= f5;6g;B

3

= f(3;5);(8;6)g

La preuve de 
e th�eor�eme, 
omme 
'est souvent le 
as en math�ematiques dis
r�etes se

transforme tr�es simplement en un algorithme de 
onstru
tion de l'arbores
en
e (Y;B).

Cet algorithme est souvent appel�e algorithme de par
ours en largeur ou breadth-�rst

sear
h, en anglais. Nous le d�e
rivons 
i dessous, il utilise une �le ave
 les primitives

asso
i�ees: ajout, suppression, valeur du premier, test pour savoir si la �le est vide. La

�le g�ere les ensembles Y

i

. On ajoute les �el�ements des Y

i

su

essivement dans la �le qui


ontiendra don
 les Y

i

les uns �a la suite des autres. La v�eri�
ation de 
e qu'un sommet

n'appartient pas �a

S

k=1;i

Y

i

se fait �a l'aide du pr�edi
at (pere[y℄ = omega).

stati
 Arbo arbPlusCourt (GrapheSu

 g, int x0) {

Arbo a = new Arbo(g.nb, x0);

File f = new File.vide();

File.ajouter(x0, f);

while (!File.estVide(f)) {

int x = File.valeur(f);

File.supprimer(f);

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != GrapheSu

.Omega; ++k) {

int y = g.su

[x℄[k℄;

if (a.pere[y℄ == Omega) {

a.pere[y℄ = x;

File.ajouter(y, f);

}

}

}

return a;

}

5.7 Arbores
en
e de Tr�emaux

Un autre algorithme tr�es an
ien de par
ours dans un graphe a �et�e mis au point par

un ing�enieur du si�e
le dernier, Tr�emaux, dont les travaux sont 
it�es dans un des pre-

miers livres sur les graphes dû �a Sainte Lag�ue. Son but �etant de r�esoudre le probl�eme de

la sortie d'un labyrinthe. Depuis l'av�enement de l'informatique, nombreux sont 
eux qui

ont red�e
ouvert l'algorithme de Tr�emaux. Certains en ont donn�e une version bien plus

pr�e
ise et ont montr�e qu'il pouvait servir �a r�esoudre de fa�
on tr�es astu
ieuse beau
oup

de probl�emes algorithmiques sur les graphes. Il est maintenant 
onnu sous l'appella-

tion de Depth-�rst sear
h nom que lui a donn�e un de ses brillants promoteurs: R. E.

Tarjan. Ce dernier a d�e
ouvert, entre autres, le tr�es eÆ
a
e algorithme de re
her
he

des 
omposantes fortement 
onnexes que nous d�e
rirons dans le paragraphe suivant.

L'algorithme 
onsiste �a d�emarrer d'un sommet et �a avan
er dans le graphe en ne

repassant pas deux fois par le même sommet. Lorsque l'on est bloqu�e, on \revient sur
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ses pas" jusqu'�a pouvoir repartir vers un sommet non visit�e. Cette op�eration de \re-

tour sur ses pas" est tr�es �el�egamment prise en 
harge par l'�e
riture d'une pro
�edure

r�e
ursive. Tr�emaux qui n'avait pas 
ette possibilit�e �a l'�epoque utilisait un \�l d'Ariane"

lui permettant de se souvenir par o�u il �etait arriv�e �a 
et endroit dans le labyrinthe. On

peut en programmation repr�esenter 
e �l d'Ariane par une pile.

Ce
i donne deux versions de l'algorithme que nous donnons 
i-dessous.

stati
 void tremauxRe
 (int x, GrapheSu

 g, Arbo a) {

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != Omega; ++k) {

int y = g.su

[x℄[k℄;

if (a.pere[y℄ == Omega) {

a.pere[y℄ = x;

tremauxRe
(y, g, a);

}

}

}

Le 
al
ul e�e
tif de l'arbores
en
e de Tr�emaux de ra
ine x s'e�e
tue en initialisant le

ve
teur pere par le 
onstru
teur de la 
lasse des arbores
en
es.

stati
 Arbo tremaux (int x, GrapheSu

 g) {

Arbo a = new Arbo (g.nb, x0);

tremauxRe
(x0, g, a);

return a;

}

La �gure 5.10 explique l'ex�e
ution de l'algorithme sur un exemple, les appels de la

pro
�edure sont dans l'ordre:

tremauxRe
(1)

tremauxRe
(2)

tremauxRe
(3)

tremauxRe
(6)

tremauxRe
(5)

tremauxRe
(4)

La pro
�edure non r�e
ursive ressemble fortement �a 
elle du 
al
ul de l'arbores
en
e des

plus 
ourts 
hemins �a 
ela pr�es que l'on utilise une pile et non une �le et que l'on enl�eve

le sommet 
ourant de la pile une fois que l'on a visit�e tous ses su

esseurs.

stati
 void tremauxPile (int x, GrapheSu

 g, Arbo a) {

int y, z;

Pile p = new Pile();

Pile.ajouter (x, p);

a.pere[x℄ = x;

bou
le:

while ( !Pile.estVide(p) ) {

y = Pile.valeur (p);

for (int k = 0; g.su

[y℄[k℄ != Omega; ++k) {

z = g.su

[y℄[k℄;

if (a.pere[z℄ == Omega)

a.pere[z℄ = y;

Pile.ajouter (z, p);


ontinue bou
le;

}
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4

Passage au sommet 2

1
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4

On n'a pas pu avan
er

Retour au sommet 1

1
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6 5

4

D�epart vers le sommet 3

1
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6 5

4

D�epart vers le sommet 6

1
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4

On n'a pas pu avan
er

Retour au sommet 3

1

2 3

6 5

4

D�epart vers le sommet 5

1

2 3

6 5

4

On n'a pas pu avan
er

Retour au sommet 3

1

2 3

6 5

4

On n'a pas pu avan
er

Retour au sommet 1

1

2 3

6 5

4

D�epart vers le sommet 4

1

2 3

6 5

4

On n'a pas pu avan
er

Retour au sommet 1

1

2 3

6 5

4

L'arbre de Tr�emaux est

maintenant 
onstruit

Fig. 5.10 { Ex�e
ution de l'algorithme de Tr�emaux
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Fig. 5.11 { Les ar
s obtenus par Tr�emaux

Pile.supprimer (p);

}

}

Remarques

1 L'ensemble des sommets atteignables �a partir du sommet x est form�e des sommets

tels que Pere[y℄ 6= Omega �a la �n de l'algorithme, on a don
 un algorithme qui r�epond

�a la question existeChemin(x,y) examin�ee plus haut ave
 un nombre d'op�erations qui

est de l'ordre du nombre d'ar
s du graphe (lequel est inf�erieur �a n

2

), 
e qui est bien

meilleur que l'utilisation des matri
es.

2 L'algorithme non r�e
ursif tel qu'il est �e
rit n'est pas eÆ
a
e 
ar il lui arrive de

par
ourir plusieurs fois les su

esseurs d'un même sommet; pour �eviter 
ette re
her
he

super
ue, il faudrait empiler en même temps qu'un sommet le rang du su

esseur que

l'on est en train de visiter et in
r�ementer 
e rang au moment du d�epilement. Dans 
e


as, on a une bien meilleure eÆ
a
it�e, mais la programmation devient in�el�egante et le

programme diÆ
ile �a lire; nous pr�ef�erons de loin la version r�e
ursive.

L'ensemble des ar
s du graphe G = (X;A) qui ne sont pas dans l'arbores
en
e de

Tr�emaux (Y;T ) de ra
ine x est divis�e en quatre sous-ensembles:

1. Les ar
s dont l'origine n'est pas dans Y , 
e sont les ar
s issus d'un sommet qui

n'est pas atteignable �a partir de x.

2. Les ar
s de des
ente, il s'agit des ar
s de la forme (y;z) o�u z est un des
endant

de y dans (Y;T ), mais n'est pas un de ses su

esseurs dans 
ette arbores
en
e.

3. Les ar
s de retour, il s'agit des ar
s de la forme (y;z) o�u z est un an
être de y

dans (Y;T ).

4. Les ar
s transverses, il s'agit des ar
s de la forme (y;z) o�u z n'est pas un an
être,

ni un des
endant de y dans (Y;T ).

On remarquera que, si (y;z) est un ar
 transverse, on aura ren
ontr�e z avant y dans

l'algorithme de Tr�emaux.

Sur la �gure 5.11, on a dessin�e un graphe et les di��erentes sortes d'ar
s y sont

repr�esent�es par des lignes parti
uli�eres. Les ar
s de l'arbores
en
e sont en traits gras,

les ar
s de des
ente en traits normaux (sur 
et exemple, il y en a deux), les ar
s dont

l'origine n'est pas dans Y sont dessin�es en pointill�es, de même que les ar
s de retour ou
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Fig. 5.12 { Composantes fortement 
onnexes du graphe de la �gure 5.11

transverses qui sont munis d'une �etiquette permettant de les re
onnâ�tre, 
elle 
i est R

pour les ar
s de retour et Tr pour les ar
s transverses. Les sommets ont �et�e num�erot�es

suivant l'ordre dans lequel on les ren
ontre par l'algorithme de Tr�emaux, ainsi les ar
s

de l'arbores
en
e et les ar
s de des
ente vont d'un sommet �a un sommet d'�etiquette

plus �elev�ee et 
'est l'inverse pour les ar
s de retour ou transverses.

5.8 Composantes fortement 
onnexes

Dans 
e paragraphe, nous donnons une appli
ation du 
al
ul de l'arbre de Tr�emaux,

l'exemple a �et�e 
hoisi pour montrer l'utilit�e de 
ertaines 
onstru
tions ing�enieuses d'al-

gorithmes sur les graphes. La premi�ere sous-se
tion expose le probl�eme et donne une so-

lution simple mais peu eÆ
a
e, les autres sous-se
tions d�e
rivent l'algorithme ing�enieux

de Tarjan. Il s'agit l�a de 
onstru
tions 
ombinatoires qui doivent être 
onsid�er�ees 
omme

un 
ompl�ement de le
ture pour amateurs.

5.8.1 D�e�nitions et algorithme simple

D�e�nition 5 Soit G = (X;A) un graphe, on note �

G

la relation suivante entre som-

mets: x �

G

y si x = y ou s'il existe un 
hemin joignant x �a y et un 
hemin joignant y

�a x.

Celle-
i est une relation d'�equivalen
e. Sa d�e�nition même entrâ�ne la sym�etrie et

la r�e
exivit�e. La transitivit�e r�esulte de 
e que l'on peut 
on
at�ener un 
hemin entre

x et y et un 
hemin entre y et z pour obtenir un 
hemin entre x et z. Les 
lasses de


ette relation d'�equivalen
e sont appel�ees les 
omposantes fortement 
onnexes de G. La


omposante fortement 
onnexe 
ontenant le sommet u sera not�ee C(u) dans la suite.

Le graphe de la �gure 5.12 
omporte 5 
omposantes fortement 
onnexes, trois ne


ontiennent qu'un seul sommet, une est 
onstitu�ee d'un triangle et la derni�ere 
omporte

9 sommets.
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Lorsque la relation �

G

n'a qu'une seule 
lasse, le graphe est dit fortement 
onnexe.

Savoir si un graphe est fortement 
onnexe est parti
uli�erement important par exemple

dans le 
hoix de sens uniques pour les voies de 
ir
ulation d'un quartier.

Un algorithme de re
her
he des 
omposantes fortement 
onnexes d�ebute n�e
essaire-

ment par un par
ours �a partir d'un sommet x, les sommets qui n'appartiennent pas �a

l'arbores
en
e ainsi 
onstruite ne sont 
ertainement pas dans la 
omposante fortement


onnexe de xmais la r�e
iproque n'est pas vraie: un sommet y qui est dans l'arbores
en
e

issue de x n'est pas n�e
essairement dans sa 
omposante fortement 
onnexe 
ar il se peut

qu'il n'y ait pas de 
hemin allant de y �a x.

Une mani�ere simple de pro
�eder pour le 
al
ul de 
es 
omposantes 
onsiste �a it�erer

l'algorithme suivant pour 
haque sommet x dont la 
omposante n'a pas en
ore �et�e


onstruite:

{ D�eterminer les sommets extr�emit�es de 
hemins d'origine x, par exemple en utili-

sant l'algorithme de Tr�emaux �a partir de x.

{ Retenir parmi 
eux 
i les sommets qui sont l'origine d'un 
hemin d'extr�emit�e x.

On peut, pour 
e faire, 
onstruire le graphe oppos�e de G obtenu en renversant le

sens de tous les ar
s de G et appliquer l'algorithme de Tr�emaux sur 
e graphe �a

partir de x.

Cette mani�ere de pro
�eder est peu eÆ
a
e lorsque le graphe poss�ede de nombreuses


omposantes fortement 
onnexes, 
ar on peut être amen�e �a par
ourir tout le graphe

autant de fois qu'il y a de 
omposantes. Nous allons voir dans les se
tions suivantes, que

la 
onstru
tion de l'arbores
en
e de Tr�emaux issue de x va permettre de 
al
uler toutes

les 
omposantes 
onnexes des sommets des
endants de x en un nombre d'op�erations

proportionnel au nombre d'ar
s du graphe.

5.8.2 Utilisation de l'arbores
en
e de Tr�emaux

On �etudie tout d'abord la num�erotation des sommets d'un graphe que l'on ob-

tient par l'algorithme de Tr�emaux. On la rappelle i
i en y ajoutant une instru
tion de

num�erotation.

stati
 int num = 0;

stati
 void tremauxRe
 (int x, GrapheSu

 g, Arbo a) {

numero [x℄ = num++;

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != Omega; ++k) {

int y = g.su

[x℄[k℄;

if (a.pere[y℄ == Omega) {

a.pere[y℄ = x;

tremauxRe
(y, g, a);

}

}

}

Proposition 4 Si on num�erote les sommets au fur et �a mesure de leur ren
ontre au


ours de l'algorithme de Tr�emaux, on obtient une arbores
en
e pr�e�xe (Y;T ), un ar


(u;v) qui n'est pas dans T mais dont l'origine u et l'extr�emit�e v sont dans Y est un

ar
 de des
ente si num(u) < num(v) et un ar
 de retour ou un ar
 transverse si

num(u) > num(v).

On supposera dans la suite que les sommets sont num�erot�es de 
ette fa�
on, ainsi

lorsqu'on parlera du sommet i, 
ela voudra dire le i�eme sommet ren
ontr�e lors du
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Fig. 5.13 { Un exemple de sous-arbores
en
e

par
ours de Tr�emaux et 
ela �evitera 
ertaines lourdeurs d'�e
riture. La proposition 
i-

dessus se traduit alors par le fait suivant:

Si v est un des
endant de u dans (Y;T ) et si un sommet w satisfait :

u � w � v

w est aussi un des
endant de u dans 
ette arbores
en
e.

Les liens entre arbores
en
e de Tr�emaux (Y;T ) de ra
ine x et les 
omposantes fortement


onnexes sont dus �a la proposition suivante, que l'on �enon
era apr�es avoir donn�e une

d�e�nition.

D�e�nition 6 Une sous-arbores
en
e (Y

0

;T

0

) de ra
ine r

0

d'une arbores
en
e (Y;T ) de

ra
ine r est 
onstitu�ee par des sous-ensembles Y

0

de Y et T

0

de T formant une arbo-

res
en
e de ra
ine r

0

.

Ainsi tout �el�ement de Y

0

est extr�emit�e d'un 
hemin d'origine r

0

et ne 
ontenant que

des ar
s de T

0

.

Proposition 5 Soit G = (X;A) un graphe, x 2 X, et (Y;T ) une arbores
en
e de

Tr�emaux de ra
ine x. Pour tout sommet u de Y , la 
omposante fortement 
onnexe

C(u) de G 
ontenant u est une sous-arbores
en
e de (Y;T ).

Preuve Cette proposition 
ontient en fait deux 
on
lusions; d'une part elle assure

l'existen
e d'un sommet u

0

de C(u) tel que tous les �el�ements de C(u) sont des des-


endants de u

0

dans (Y;T ), d'autre part elle aÆrme que pour tout v de C(u) tous les

sommets du 
hemin de (Y;T ) joignant u

0

�a v sont dans C(u).

La deuxi�eme aÆrmation est simple �a obtenir 
ar dans un graphe tout sommet situ�e

sur un 
hemin joignant deux sommets appartenant �a la même 
omposante fortement


onnexe est aussi dans 
ette 
omposante. Pour prouver la premi�ere assertion 
hoisissons

pour u

0

le sommet de plus petit num�ero de C(u) et montrons que tout v de C(u) est un

des
endant de u

0

dans (Y;T ). Supposons le 
ontraire, v �etant dans la même 
omposante

que u

0

, il existe un 
hemin f d'origine u

0

et d'extr�emit�e v. Soit w le premier sommet

de f qui n'est pas un des
endant de u

0

dans (Y;T ) et soit w

0

le sommet qui pr�e
�ede w

dans f . L'ar
 (w

0

;w) n'est pas un ar
 de T , ni un ar
 de des
ente, 
'est don
 un ar
 de

retour ou un ar
 transverse et on a :

u

0

� w � w

0

L'arbores
en
e (Y;T ) �etant pr�e�xe on en d�eduit que w est des
endant de u

0

d'o�u la


ontradi
tion 
her
h�ee.2
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Fig. 5.14 { Les points d'atta
hes des sommets d'un graphe

5.8.3 Points d'atta
he

Une notion utile pour le 
al
ul des 
omposantes fortement 
onnexe est la notion de

point d'atta
he dont la d�e�nition est donn�ee 
i-dessous. Rappelons que l'on suppose les

sommets num�erot�es dans l'ordre o�u on les ren
ontre par la pro
�edure de Tr�emaux.

D�e�nition 7 Etant donn�e un graphe G = (X;A), un sommet x de G et l'arbores
en
e

de Tr�emaux (Y;T ) de ra
ine x, le point d'atta
he at(y) d'un sommet y de Y est le

sommet de plus petit num�ero extr�emit�e d'un 
hemin de G = (X;A), d'origine y et


ontenant au plus un ar
 (u;v) tel que u > v (
'est �a dire un ar
 de retour ou un ar


transverse). On suppose que le 
hemin vide d'origine et extr�emit�e �egale �a y est un tel


hemin ainsi:

at(y) � y

On remarquera qu'un 
hemin qui 
onduit d'un sommet y �a son point d'atta
he est

ou bien vide (le point d'atta
he est alors y lui même), ou bien 
ontient une suite d'ar
s

de T suivis par un ar
 de retour ou un ar
 transverse. En e�et, une su

ession d'ar
s

de T partant de y 
onduit �a un sommet de num�ero plus grand que y, d'autre part les

ar
s de des
ente ne sont pas utiles dans la re
her
he du point d'atta
he, ils peuvent

être rempla
�es par des 
hemins form�es d'ar
s de T .

Dans la �gure 5.14, on a 
al
ul�e les points d'atta
hes des sommets d'un graphe, 
eux-


i ont �et�e num�erot�es dans l'ordre o�u on les ren
ontre dans l'algorithme de Tr�emaux; le

point d'atta
he est indiqu�e en petit 
ara
t�ere �a 
ot�e du sommet en question.

Le 
al
ul des points d'atta
he se fait �a l'aide d'un algorithme r�e
ursif qui est bas�e

sur la proposition suivante, dont la preuve est imm�ediate:

Proposition 6 Le point d'atta
he at(y) du sommet y est le plus petit parmi les som-

mets suivants:

{ Le sommet y.
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{ Les points d'atta
hes des �ls de y dans (Y;T ).

{ Les extr�emit�es des ar
s transverses ou de retour dont l'origine est y.

L'algorithme est ainsi une adaptation de l'algorithme de Tr�emaux, il 
al
ule at[u℄

en utilisant la valeur des at[v℄ pour tous les su

esseurs v de u.

stati
 int pointAtta
he1 (int x, GrapheSu

 g, int[℄ at) {

int y, z;

int m = x;

at[x℄ = x;

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != Omega; ++k) {

y = g.su

[x℄[k℄;

if (at[y℄ == Omega)

z = pointAtta
he1(y, g, at);

else

z = y;

m = Math.min(m, z);

}

at[x℄ = mi;

return mi;

}

stati
 int pointAtta
he (int x, GrapheSu

 g, int[℄ at) {

for (x = 0; x < g.nb; ++x)

at[x℄ = Omega;

at[x℄ = PointAtta
he1 (x, g, at);

}

Le 
al
ul des 
omposantes fortement 
onnexes �a l'aide des at(u) est une 
ons�equen
e

du th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 4 Si u est un sommet de Y satisfaisant:

{ (i) u = at(u)

{ (ii) Pour tout des
endant v de u dans (Y;T ) on a at(v) < v

Alors, l'ensemble des
(u) des des
endants de u dans (Y;T ) forme une 
omposante for-

tement 
onnexe de G.

Preuve Montrons d'abord que tout sommet de des
(u) appartient �a C(u). Soit v un

sommet de des
(u), il est extr�emit�e d'un 
hemin d'origine u, prouvons que u est aussi

extr�emit�e d'un 
hemin d'origine v. Si tel n'est pas le 
as, on peut supposer que v est le

plus petit sommet de des
(u) �a partir duquel on ne peut atteindre u, soit f le 
hemin

joignant v �a at(v), le 
hemin obtenu en 
on
at�enant f �a un 
hemin de (Y;T ) d'origine

u et d'extr�emit�e v 
ontient au plus un ar
 de retour ou transverse ainsi:

u = at(u) � at(v) < v

Comme (Y;T ) est pr�e�xe, at(v) appartient �a des
(u) et d'apr�es l'hypoth�ese de mini-

malit�e il existe un 
hemin d'origine at(v) et d'extr�emit�e u qui 
on
at�en�e �a f fournit la


ontradi
tion 
her
h�ee.

Il reste �a montrer que tout sommet w de C(u) appartient aussi �a des
(u). Un tel

sommet est extr�emit�e d'un 
hemin g d'origine u, nous allons voir que tout ar
 dont

l'origine est dans des
(u) a aussi son extr�emit�e dans des
(u), ainsi tous les sommets de

g sont dans des
(u) et en parti
ulier w. Soit (v

1

;v

2

) 2 A un ar
 tel que v

1

2 des
(u),

si v

2

> v

1

, v

2

est un des
endant de v

1

il appartient don
 �a des
(v); si v

2

< v

1

alors le
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hemin menant de u �a v

2

en passant par v

1


ontient exa
tement un ar
 de retour ou

transverse, ainsi :

u = at(u) � v

2

< v

1

et la pr�e�xit�e de (Y;T ) implique v

2

2 des
(u). 2

Remarques

1. Il existe toujours un sommet du graphe satisfaisant les 
onditions de la proposition


i-dessus. En e�et, si x est la ra
ine de (Y;T ) on a at(x) = x. Si x satisfait (ii),

alors l'ensemble Y en entier 
onstitue une 
omposante fortement 
onnexe. Sinon il

existe un des
endant y de x tel que y = at(y). En r�ep�etant 
et argument plusieurs

fois et puisque le graphe est �ni, on �nit par obtenir un sommet satisfaisant les

deux 
onditions.

2. La re
her
he des 
omposantes fortement 
onnexes est alors e�e
tu�ee par la d�eter-

mination d'un sommet u tel que u = at(u), obtention d'une 
omposante �egale �a

des
(u), suppression de tous les sommets de des
(u) et it�eration des op�erations

pr�e
�edentes jusqu'�a obtenir tout le graphe.

3. Sur la �gure 5.14, on peut se rendre 
ompte du pro
�ed�e de 
al
ul. Il y a 4 
ompo-

santes fortement 
onnexes, les sommets u satisfaisant u = at(u) sont au nombre

de 3, il s'agit de 2;6;1. La premi�ere 
omposante trouv�ee se 
ompose du sommet 6

uniquement, il est supprim�e et le sommet 7 devient alors tel que u = at(u). Tous

ses des
endants forment une 
omposante fortement 
onnexe f7;8;9g. Apr�es leur

suppression, le sommet 2 satisfait u = at(u) et il n'a plus de des
endant satisfai-

sant la même relation. On trouve ainsi une nouvelle 
omposante f2;3;4;5g. Une

fois 
elle-
i supprim�ee 1 est le seul sommet qui satisfait la relation u = at(u) d'o�u

la 
omposante f1;10;11;12;13;14;15;16;17g. Dans 
e 
as parti
ulier du sommet 1,

on peut atteindre tous les sommets du graphe et le 
al
ul s'arrête don
 l�a; en

g�en�eral il faut re
onstruire une arbores
en
e de Tr�emaux �a partir d'un sommet

non en
ore atteint.

L'algorithme 
i-dessous 
al
ule en même temps at(u) pour tous les des
endants u

de x et obtient su

essivement toutes les 
omposantes fortement 
onnexes de des
(x).

Il utilise le fait, te
hniquement long �a prouver mais gu�ere diÆ
ile que la suppression

des des
endants de u lorsque u = at(u) ne modi�e pas les 
al
uls des at(v) en 
ours.

La programmation donn�ee i
i suppose que les sommets ont d�ej�a �et�e num�erot�es par

l'algorithme de Tr�emaux �a partir de x:

stati
 int[℄ 
ompCon (GrapheSu

 g) {

int num = 0;

int numComp[℄ = new int[g.nb℄;

int at[℄ = new int[g.nb℄;

for (int x = 0; x < g.nb; ++x) {

numComp[x℄ = 0;

at[x℄ = Omega;

}

for (int x = 0; x < g.nb ; ++x)

if (numComp[x℄ == 0 && at[x℄ == Omega)

num = pointAtta
he1 (x, g, at, numComp, num);

return numComp;

}

stati
 int pointAtta
he1 (int x, GrapheSu

 g,

int at[℄, int numComp[℄, int num) {
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int res = num;

at[x℄ = x;

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != Omega; k++) {

int y = g.su

[x℄[k℄;

if (at[y℄ == Omega) {

res = pointAtta
he1 (y, g, at, numComp, res);

if (at[x℄ > at[y℄)

at[x℄= at[y℄;

} else

if (numComp[y℄ == 0)

at[x℄ = Math.min (at[x℄, y) ;

}

if (x == at[x℄) {

++res;

supprimerComp(x, res, numComp, g);

}

return res;

}

stati
 void supprimerComp (int x, int num, int[℄ numComp,

GrapheSu

 g) {

numComp[x℄ = num;

for (int k = 0; g.su

[x℄[k℄ != Omega; ++k) {

int y = g.su

[x℄[k℄;

if (y > x && numComp[y℄ == 0)

supprimerComp (y, num, numComp, g);

}

}

5.9 Programmes en Caml

let m =

[| [| 1.0; 0.0; 0.0 |℄;

[| 0.0; 1.0; 0.0 |℄;

[| 0.0; 0.0; 1.0 |℄ |℄;;

let g =

[| [| 0; 1; 1; 0; 0; 0 |℄;

[| 0; 0; 1; 1; 0; 1 |℄;

[| 0; 0; 0; 0; 0; 1 |℄;

[| 0; 0; 0; 0; 1; 0 |℄;

[| 0; 1; 0; 0; 0; 0 |℄;

[| 0; 0; 0; 1; 0; 0 |℄ |℄;;

let nb_lignes m = ve
t_length m

and nb_
olonnes m =

if ve
t_length m = 0 then failwith "nb_
olonnes"

else ve
t_length m.(0);;

(* Cal
ule le produit des matri
es a et b *)

let multiplier a b =

if nb_
olonnes a <> nb_lignes b

then failwith "multiplier" else

let 
 =
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make_matrix (nb_lignes a) (nb_
olonnes b) 0 in

for i = 0 to nb_lignes a - 1 do

for j = 0 to nb_
olonnes b - 1 do

let 
ij = ref 0 in

for k = 0 to nb_
olonnes a - 1 do


ij := a.(i).(k) * b.(k).(j) + !
ij;

done;


.(i).(j) <- !
ij

done

done;


;;

(* Cal
ule la somme des matri
es a et b *)

let ajouter a b =

if nb_
olonnes a <> nb_lignes b

then failwith "ajouter" else

let 
 =

make_matrix (nb_lignes a) (nb_
olonnes b) 0 in

for i = 0 to nb_lignes a - 1 do

for j = 0 to nb_
olonnes b - 1 do


.(i).(j) <- a.(i).(j) + b.(i).(j)

done

done;


;;

(*

�

El�eve la matri
e m �a la puissan
e i *)

let re
 puissan
e m i =

mat
h i with

| 0 -> failwith "puissan
e"

| 1 -> m

| n -> multiplier m (puissan
e m (i - 1));;

let nombre_de_
hemin_de_longueur n i j m =

(puissan
e m n).(i).(j);;

let sigma i m =

let re
 pow i mp =

mat
h i with

| 1 -> mp

| n -> ajouter mp (pow (i - 1) (multiplier m mp)) in

pow i m;;

let existe_
hemin i j m =

(sigma (nb_
olonnes m) m).(i).(j) <> 0;;

let phi m x =

for u = 0 to nb_
olonnes m - 1 do

if m.(u).(x) = 1 then

for v = 0 to nb_
olonnes m - 1 do

if m.(x).(v) = 1 then m.(u).(v) <- 1
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done

done;;

let fermeture_transitive m =

let r�esultat =

make_matrix (nb_lignes m) (nb_
olonnes m) 0 in

for i = 0 to nb_lignes m - 1 do

for j = 0 to nb_
olonnes m - 1 do

r�esultat.(i).(j) <- m.(i).(j)

done

done;

for x = 0 to nb_
olonnes m - 1 do

phi r�esultat x done;

r�esultat;;

(* Tableaux de su

esseurs *)

type graphe_point == (int list) ve
t;;

let omega = -1;;

let su

_of_mat m =

let nb_max_su

 = ref 0 in

for i = 0 to nb_lignes m - 1 do

nb_max_su

 := 0;

for j = 0 to nb_
olonnes m - 1 do

if m.(i).(j) = 1 then

nb_max_su

 := max j !nb_max_su



done;

done;

let su

 =

make_matrix (nb_lignes m) (!nb_max_su

 + 1) 0 in

let k = ref 0 in

for i = 0 to nb_lignes m - 1 do

k := 0;

for j = 0 to nb_
olonnes m - 1 do

if m.(i).(j) = 1 then begin

su

.(i).(!k) <- j;

in
r k

end

done;

su

.(i).(!k) <- omega

done;

su

;;

(* Listes de su

esseurs *)

let liste_su

_of_mat m =

let gpoint = make_ve
t (nb_
olonnes m) [℄ in

for i = 0 to nb_lignes m - 1 do

for j = 0 to nb_
olonnes m - 1 do

if m.(i).(j) = 1

then gpoint.(i) <- j :: gpoint.(i)

done

done;
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gpoint;;

let num�ero = make_ve
t (ve
t_length su

) (-1);;

let num = ref (-1);;

let re
 num_prefixe k = begin

in
r num;

num�ero.(k) <- !num;

do_list

(fun
tion x -> if num�ero.(x) = -1 then

num_prefixe (x))

su

.(k)

end;;

let numPrefixe() = begin

do_ve
t

(fun
tion x -> if num�ero.(x) = -1 then

num_prefixe (x))

num�ero

end;;

let num_largeur k =

let f = file_vide() in begin

fajouter k f;

while not (fvide q) do

let k = fvaleur(f) in begin

fsupprimer f;

in
r num;

num�ero.(k) <- !num;

do_list

(fun
tion x -> if num�ero.(x) = -1 then

begin

fajouter x f;

num�ero.(x) <- 0

end)

su

.(k)

end

done

end;;

let numLargeur() = begin

do_ve
t

(fun
tion x -> if num�ero.(x) = -1 then

num_largeur (x))

num�ero

end;;

(* 
al
ule la 
omposante 
onnexe de k et retourne son point d'atta
he *)

let re
 
omp_
onnexe k = begin

in
r num; num�ero.(k) <- !num;

pajouter k p;

let min = ref !num in begin
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do_list

(fun
tion x ->

let m = if num�ero.(x) = -1 then


omp_
onnexe (x)

else

num�ero.(x)

in if m < !min then

min := m)

su

.(k);

if !min = num�ero.(k) then

(try while true do

printf "%d " (pvaleur(p));

num�ero.(pvaleur(p)) <- max_int;

psupprimer(p);

if pvaleur(p) = k then raise Exit

done

with Exit -> printf "\n");

!min

end

end;;

let 
ompConnexe() = begin

do_ve
t

(fun
tion x -> if num�ero.(x) = -1 then


omp_
onnexe (x))

num�ero

end;;
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Chapitre 6

Analyse Syntaxique

Un 
ompilateur transforme un programme �e
rit en langage �evolu�e en une suite

d'instru
tions �el�ementaires ex�e
utables par une ma
hine. La 
onstru
tion de 
ompila-

teurs a longtemps �et�e 
onsid�er�ee 
omme une des a
tivit�es fondamentale en programma-

tion, elle a sus
it�e le d�eveloppement de tr�es nombreuses te
hniques qui ont aussi donn�e

lieu �a des th�eories maintenant 
lassiques. La 
ompilation d'un programme est r�ealis�ee

en trois phases, la premi�ere (analyse lexi
ale) 
onsiste �a d�e
ouper le programme en pe-

tites entit�es: op�erateurs, mots r�eserv�es, variables, 
onstantes num�eriques, alphab�etiques,

et
. La deuxi�eme phase (analyse syntaxique) 
onsiste �a expli
iter la stru
ture du pro-

gramme sous forme d'un arbre, appel�e arbre de syntaxe, 
haque noeud de 
et arbre


orrespond �a un op�erateur et ses �ls aux op�erandes sur lesquels il agit. La troisi�eme

phase (g�en�eration de 
ode) 
onstruit la suite d'instru
tions du mi
ro-pro
esseur �a partir

de l'arbre de syntaxe.

Nous nous limitons dans 
e 
hapitre �a l'�etude de l'analyse syntaxique. L'�etude de la

g�en�eration de 
ode, qui est la partie la plus importante de la 
ompilation, nous 
ondui-

rait �a des d�eveloppements trop longs. En revan
he, le 
hoix aurait pu se porter sur

l'analyse lexi
ale, et nous aurait fait introduire la notion d'automate. Nous pr�ef�erons

illustrer la notion d'arbre, �etudi�ee au 
hapitre 4, et montrer des exemples d'arbres

repr�esentant une formule symbolique. La stru
ture d'arbre est fondamentale en infor-

matique. Elle permet de repr�esenter de fa�
on stru
tur�ee et tr�es eÆ
a
e des notions

qui se pr�esentent sous forme d'une 
hâ�ne de 
ara
t�eres. Ainsi, l'analyse syntaxique fait

partie des nombreuses situations o�u l'on transforme une entit�e, qui se pr�esente sous une

forme plate et diÆ
ile �a manipuler, en une forme stru
tur�ee adapt�ee �a un traitement

eÆ
a
e. Le 
al
ul symbolique ou formel, le traitement automatique du langage naturel


onstituent d'autres exemples de 
ette importante probl�ematique. Notre but n'est pas

de donner i
i toutes les te
hniques permettant d'�e
rire un analyseur syntaxique, mais

de sugg�erer �a l'aide d'exemples simples 
omment il faudrait faire. L'ouvrage de base

pour l'�etude de la 
ompilation est 
elui de A. Aho, R. Sethi, J. Ullman [3℄. Les premiers


hapitres de l'ouvrage [33℄ 
onstituent une int�eressante introdu
tion �a divers aspe
t de

l'informatique th�eorique qui doivent leur d�eveloppement �a des probl�emes ren
ontr�es en


ompilation.

6.1 D�e�nitions et notations

6.1.1 Mots

Un programme peut être 
onsid�er�e 
omme une tr�es longue 
hâ�ne de 
ara
t�eres, dont


haque �el�ement est un des symboles le 
omposant. Un minimum de terminologie sur

les 
hâ�nes de 
ara
t�eres ou mots est n�e
essaire pour d�e
rire les algorithmes d'analyse
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syntaxique. Pour plus de pr�e
isions sur les propri�et�es alg�ebriques et 
ombinatoires des

mots, on pourra se reporter �a [34℄.

On utilise un ensemble �ni appel�e alphabet A dont les �el�ements sont appel�es des

lettres. Un mot est une suite �nie f = a

1

a

2

: : : a

n

de lettres, l'entier n s'appelle sa

longueur. On note par � le mot vide, 
'est le seul mot de longueur 0. Le produit de deux

mots f et g est obtenu en �e
rivant f puis g �a la suite, 
elui 
i est not�e fg. On peut

noter que la longueur de fg est �egale �a la somme des longueurs de f et de g. En g�en�eral

fg est di��erent de gf . Un mot f est un fa
teur de g s'il existe deux mots g

0

et g

00

tels

que g = g

0

fg

00

, f est fa
teur gau
he de g si g = fg

00


'est un fa
teur droit si g = g

0

f .

L'ensemble des mots sur l'alphabet A est not�e A

�

.

Exemples

1. Mots sans 
arr�e

Soit l'alphabet A = fa;b;
g. On 
onstruit la suite de mots suivante f

0

= a, pour

n � 0, on obtient r�e
ursivement f

n+1

�a partir de f

n

en rempla�
ant a par ab
, b

par a
 et 
 par b. Ainsi:

f

1

= ab
 f

2

= ab
a
b f

3

= ab
a
bab
ba


Il est assez fa
ile de voir que f

n

est un fa
teur gau
he de f

n+1

pour n � 0, et que

la longueur de f

n

est 3�2

n�1

pour n � 1. On peut aussi montrer que pour tout n,

au
un fa
teur de f

n

n'est un 
arr�e, 
'est �a dire que si gg est un fa
teur de f

n

alors

g = �. On peut noter �a 
e propos que, si A est un alphabet 
ompos�e des deux

lettres a et b, les seuls mots sans 
arr�e sont a;b;ab;ba;aba;bab. La 
onstru
tion 
i-

dessus, montre l'existen
e de mots sans 
arr�e de longueur arbitrairement grande

sur un alphabet de trois lettres.

2. Expressions pr�e�x�ees

Les expressions pr�e�x�ees, 
onsid�er�ees au 
hapitre 3 peuvent être transform�ees en

des mots sur l'alphabet A = f+; � ;(;);ag, on rempla
e tous les nombres par la

lettre a pour en simpli�er l'�e
riture. En voi
i deux exemples,

f = (�aa) g = (�(+a(�aa))(+(�aa)(�aa)))

3. Un exemple pro
he de la 
ompilation

Consid�erons l'alphabet A suivant, o�u les \lettres" sont des mots sur un autre

alphabet: A = fbegin;end;if;then;else;while;do;;;p;q;x;y;zg

Alors f = while p do begin if q then x else y ; z end

est un mot de longueur 13, qui peut se d�e
omposer en

f = while p do begin g ; z end

o�u g = if q then x else y.

6.1.2 Grammaires

Pour 
onstruire des ensembles de mots, on utilise la notion de grammaire. Une gram-

maire G 
omporte deux alphabets A et �, un axiome S

0

qui est une lettre appartenant

�a � et un ensemble R de r�egles.

{ L'alphabet A est dit alphabet terminal, tous les mots 
onstruits par la grammaire

sont 
onstitu�es de lettres de A.

{ L'alphabet � est dit alphabet auxiliaire, ses lettres servent de variables interm�e-

diaires servant �a engendrer des mots. Une lettre S

0

de �, appel�ee axiome, joue

un rôle parti
ulier.
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{ Les r�egles sont toutes de la forme:

S ! u

o�u S est une lettre de � et u un mot 
omportant des lettres dans A [ �.

Exemple A = fa;bg, � = fS;T;Ug, l'axiome est S.

Les r�egles sont donn�ees par :

S ! aTbS S ! bUaS S ! �

T ! aTbT T ! �

U ! bUaU U ! �

Pour engendrer des mots �a l'aide d'une grammaire, on applique le pro
�ed�e suivant:

On part de l'axiome S

0

et on 
hoisit une r�egle de la forme S

0

! u. Si u ne


ontient au
une lettre auxiliaire, on a termin�e. Sinon, on �e
rit u = u

1

Tu

2

.

On 
hoisit une r�egle de la forme T ! v. On rempla
e u par u

0

= u

1

vu

2

.

On r�ep�ete l'op�eration sur u

0

et ainsi de suite jusqu'�a obtenir un mot qui ne


ontient que des lettres de A.

Dans la mesure o�u il y a plusieurs 
hoix possibles �a 
haque �etape on voit que le nombre

de mots engendr�es par une grammaire est souvent in�ni. Mais 
ertaines grammaires

peuvent n'engendrer au
un mot. C'est le 
as par exemple des grammaires dans lesquelles

tous les membres droits des r�egles 
ontiennent un lettre de �. On peut formaliser

le pro
�ed�e qui engendre les mots d'une grammaire de fa�
on un peu plus pr�e
ise en

d�e�nissant la notion de d�erivation. Etant donn�es deux mots u et v 
ontenant des lettres

de A[�, on dit que u d�erive dire
tement de v pour la grammaire G, et on note v ! u, s'il

existe deux mots w

1

et w

2

et une r�egle de grammaire S ! w de G tels que v = w

1

Sw

2

et u = w

1

ww

2

. On dit aussi que v se d�erive dire
tement en u. On dit que u d�erive de

v, ou que v se d�erive en u, si u s'obtient �a partir de v par une suite �nie de d�erivations

dire
tes. On note alors:

v

�

! u

Ce qui signi�e l'existen
e de w

0

, w

1

, : : : w

n

, n � 0 tels que w

0

= v, w

n

= u et pour

tout i = 1; : : : n, on a w

i�1

! w

i

.

Un mot est engendr�e par une grammaire G, s'il d�erive de l'axiome et ne 
ontient

que des lettres de A, l'ensemble de tous les mots engendr�es par la grammaire G, est le

langage engendr�e par G; il est not�e L(G).

Exemple Reprenons l'exemple de grammaire G donn�e plus haut et e�e
tuons quelques

d�erivations en partant de S. Choisissons S ! aTbS, puis appliquons la r�egle T ! �.

On obtient:

S ! aTbS ! abS

On 
hoisit alors d'appliquer S ! bUaS. Puis, en poursuivant, on 
onstruit la suite

S ! aTbS ! abS ! abbUaS ! abbbUaUaS ! abbbaUaS ! abbbaaS ! abbbaa

D'autres exemples de mots L(G) sont bbaa et abbaba que l'on obtient �a l'aide de 
al
uls

similaires:
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S ! bUaS ! bbUaUaS ! bbaUaS ! bbaaS ! bbaa

S ! aTbS ! abS ! abbUaS ! abbaS ! abbabUaS ! abbabaS ! abbaba

Plus g�en�eralement, on peut montrer que, pour 
et exemple, L(G) est 
onstitu�e de tous

les mots qui 
ontiennent autant de lettres a que de lettres b.

Notations Dans la suite, on adoptera des 
onventions stri
tes de notations, 
e
i fa-


ilitera la le
ture du 
hapitre. Les �el�ements de A sont not�es par des lettres minus
ules

du d�ebut de l'alphabet a;b;
; : : : �eventuellement index�ees si n�e
essaire a

1

;a

2

;b

1

;b

2

: : :, ou

bien des symboles appartenant �a des langages de programmation. Les �el�ements de �

sont 
hoisis parmi les lettres majus
ules S;T;U par exemple. En�n les mots de A

�

sont

not�es par f;g;h et 
eux de (A [ �)

�

par u;v;w, index�es si besoin est.

6.2 Exemples de Grammaires

6.2.1 Les syst�emes de parenth�eses

Le langage des syst�emes de parenth�eses joue un rôle important tant du point de

vue de la th�eorie des langages que de la programmation. Dans les langages �a stru
ture

de blo
s, les begin end ou les { } se 
omportent 
omme des parenth�eses ouvrantes

et fermantes. Dans des langages 
omme Lisp, le d�e
ompte 
orre
t des parenth�eses fait

partie de l'habilet�e du programmeur. Dans 
e qui suit, pour simpli�er l'�e
riture, on

note a une parenth�ese ouvrante et b une parenth�ese fermante. Un mot de fa;bg

�

est

un syst�eme de parenth�eses s'il 
ontient autant de a que de b et si tous ses fa
teurs

gau
hes 
ontiennent un nombre de a sup�erieur ou �egal au nombre de b. Une autre

d�e�nition possible est r�e
ursive, un syst�eme de parenth�eses f est ou bien le mot vide

(f = �) ou bien form�e par deux syst�emes de parenth�eses f

1

et f

2

en
adr�es par a et b

(f = af

1

bf

2

). Cette nouvelle d�e�nition se traduit imm�ediatement sous la forme de la

grammaire suivante:

A = fa;bg, � = fSg, l'axiome est S et les r�egles sont donn�ees par:

S ! aSbS S ! �

On notera la simpli
it�e de 
ette grammaire, la d�e�nition r�e
ursive rappelle 
elle des

arbres binaires, un tel arbre est 
onstruit �a partir de deux autres 
omme un syst�eme

de parenth�eses f l'est �a partir de f

1

et f

2

. La grammaire pr�e
�edente a la parti
ularit�e,

qui est parfois un in
onv�enient, de 
ontenir une r�egle dont le membre droit est le mot

vide. On peut alors utiliser une autre grammaire d�eduite de la premi�ere qui engendre

l'ensemble des syst�emes de parenth�eses non r�eduits au mot vide, dont les r�egles sont:

S ! aSbS S ! aSb S ! abS S ! ab

Cette transformation peut se g�en�eraliser et on peut ainsi pour toute grammaire G

trouver une grammaire qui engendre le même langage, au mot vide pr�es, et qui ne


ontient pas de r�egle de la forme S ! �.

6.2.2 Les expressions arithm�etiques pr�e�x�ees

Ces expressions ont �et�e d�e�nies dans le 
hapitre 3 et la stru
ture de pile a �et�e utilis�ee

pour leur �evaluation. L�a en
ore, la d�e�nition r�e
ursive se traduit imm�ediatement par

une grammaire:
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A = f+; � ;(;);ag, � = fSg, l'axiome est S, les r�egles sont donn�ees par:

S ! (+ S S) S ! (� S S) S ! a

Les mots donn�es en exemple plus haut sont engendr�es de la fa�
on suivante:

S ! (T S S)

�

! (� a a)

S ! (T S S)

�

! (T (T S S)(T S S))

�

!

(T (T S(T S S))(T (T S S)(T S S)))

�

! (�(+ a(� a a))(+(� a a)(� a a)))

Cette grammaire peut être g�en�eralis�ee pour traiter des expressions faisant intervenir

d'autres op�erateurs d'arit�e quel
onque. Ainsi, pour ajouter les symboles

p

;� et =. Il

suÆt de 
onsid�erer deux nouveaux �el�ements T

1

et T

2

dans � et prendre 
omme nouvelles

r�egles:

S ! (T

1

S) S ! (T

2

SS) S ! a

T

1

!

p

T

1

! � T

2

! + T

2

! � T

2

! � T

2

! =

On peut aussi augmenter la grammaire de fa�
on �a engendrer les nombres en notation

d�e
imale, la lettre a devrait alors être rempla
�ee par un �el�ement U de � et des r�egles

sont ajout�ees pour que U engendre une suite de 
hi�res ne d�ebutant pas par un 0.

U ! V

1

U

1

U ! V U

1

! V U

1

U

1

! V

V

1

! i pour 1 � i � 9

V ! 0 V ! V

1

6.2.3 Les expressions arithm�etiques

C'est un des langages que l'on 
hoisit souvent 
omme exemple en analyse syn-

taxique, 
ar il 
ontient la plupart des diÆ
ult�es d'analyse que l'on ren
ontre dans les

langages de programmation. Les mots engendr�es par la grammaire suivante sont toutes

les expressions arithm�etiques que l'on peut �e
rire ave
 les op�erateurs + et � on les

appelle parfois expressions arithm�etiques in�xes. On les interpr�ete en disant que � est

prioritaire vis �a vis de +.

A = f+;�;(;);ag, � = fE;T;Fg, l'axiome est E, les r�egles de grammaire sont donn�ees

par:

E ! T T ! F F ! a

E ! E + T T ! T � F F ! (E)

Un mot engendr�e par 
ette grammaire est par exemple:

(a+ a � a) � (a � a+ a � a)

Il repr�esente l'expression

(5 + 2 � 3) � (10 � 10 + 9 � 9)

dans laquelle tous les nombres ont �et�e rempla
�es par le symbole a.

Les lettres de l'alphabet auxiliaire ont �et�e 
hoisies pour rappeler la signi�
ation

s�emantique des mots qu'elles engendrent. Ainsi E;T et F repr�esentent respe
tivement

les expressions, termes et fa
teurs. Dans 
ette terminologie, on 
onstate que toute

expression est somme de termes et que tout terme est produit de fa
teurs. Chaque

fa
teur est ou bien r�eduit �a la variable a ou bien form�e d'une expression entour�ee de

parenth�eses. Ce
i traduit les d�erivations suivantes de la grammaire.
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E ! E + T ! E + T + T : : : : : :

�

! T + T + T : : :+ T

T ! T � F ! T � F � F : : : : : :

�

! F � F � F : : : � F

La 
onvention usuelle de priorit�e de l'op�eration � sur l'op�eration + explique que

l'on 
ommen
e par engendrer des sommes de termes avant de d�e
omposer les termes

en produits de fa
teurs, en r�egle g�en�erale pour des op�erateurs de priorit�es quel
onques

on 
ommen
e par engendrer les symboles d'op�erations ayant la plus faible priorit�e pour

terminer par 
eux 
orrespondant aux plus fortes.

On peut g�en�eraliser la grammaire pour faire intervenir beau
oup plus d'op�erateurs.

Il suÆt d'introduire de nouvelles r�egles 
omme par exemple

E ! E � T T ! T = F

si l'on souhaite introduire des soustra
tions et des divisions. Comme 
es deux op�erateurs

ont la même priorit�e que l'addition et la multipli
ation respe
tivement, il n'a pas �et�e

n�e
essaire d'introduire de nouveaux �el�ements dans �. Il faudrait faire intervenir de

nouvelles variables auxiliaires si l'on introduit de nouvelles priorit�es.

La grammaire donn�ee 
i-dessous engendre aussi le langage des expressions in�xes.

On verra que 
ette derni�ere permet de faire plus fa
ilement l'analyse syntaxique. Elle

n'est pas utilis�ee en g�en�eral en raison de questions li�ees �a la non-asso
iativit�e de 
ertains

op�erateurs 
omme par exemple la soustra
tion et la division. Ce
i pose des probl�emes

lorsqu'on d�esire g�en�eraliser la grammaire et utiliser le r�esultat de l'analyse syntaxique

pour e�e
tuer la g�en�eration d'instru
tions ma
hine.

E ! T T ! F F ! a

E ! T +E T ! F � T F ! (E)

6.2.4 Grammaires sous forme BNF

La grammaire d'un langage de programmation est tr�es souvent pr�esent�ee sous la

forme dite grammaire BNF qui n'est autre qu'une version tr�es l�eg�erement di��erente de

notre pr�e
�edente notation.

Dans la 
onvention d'�e
riture adopt�ee pour la forme BNF, les �el�ements de � sont

des suites de lettres et symboles 
ommeMultipli
ativeExpression, UnaryExpression. Les

r�egles ayant le même �el�ement dans leur partie gau
he sont regroup�ees et 
et �el�ement

n'est pas r�ep�et�e pour 
ha
une d'entre elles. Le symbole ! est rempla
�e par : suivi

d'un passage �a la ligne. Quelques 
onventions parti
uli�eres permettent de ra

our
ir

l'�e
riture, ainsi one of permet d'�e
rire plusieurs r�egles sur la même ligne. En�n, les

�el�ements de l'alphabet terminal A sont les mots-
l�e, 
omme 
lass, if, then, else,

for, : : :, et les op�erateurs ou s�eparateurs 
omme + * / - ; , ( ) [ ℄ = == < > .

Dans les grammaires donn�ees en annexe, on 
ompte dans la grammaire de Java 131

lettres pour l'alphabet auxiliaire et 251 r�egles. Il est hors de question de traiter i
i de


et exemple trop long. Nous nous limitons aux exemples donn�es plus haut dans lesquels

�gurent d�ej�a toutes les diÆ
ult�es que l'on peut trouver par ailleurs.

Notons toutefois que l'on trouve la grammaire des expressions arithm�etiques sous

forme BNF dans l'exemple de la grammaire de Java donn�ee en annexe. On trouve en

e�et �a l'int�erieur de 
ette grammaire:
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AdditiveExpression:

Multipli
ativeExpression

AdditiveExpression + Multipli
ativeExpression

AdditiveExpression - Multipli
ativeExpression

Multipli
ativeExpression:

UnaryExpression

Multipli
ativeExpression * UnaryExpression

Multipli
ativeExpression / UnaryExpression

Multipli
ativeExpression % UnaryExpression

UnaryExpression:

PreIn
rementExpression

PreDe
rementExpression

+ UnaryExpression

- UnaryExpression

UnaryExpressionNotPlusMinus

UnaryExpressionNotPlusMinus:

Post�xExpression

~ UnaryExpression

! UnaryExpression

CastExpression

Post�xExpression:

Primary

Name

PostIn
rementExpression

PostDe
rementExpression

Primary:

PrimaryNoNewArray

ArrayCreationExpression

PrimaryNoNewArray:

Literal

this

( Expression )

ClassInstan
eCreationExpression

FieldA

ess

MethodInvo
ation

ArrayA

ess

Ce
i 
orrespond approximativement dans notre notation �a

E !M E ! E + M E ! E - M

M ! U M ! P * U M !M / U M !M % U

U ! I U ! D

U ! +U U ! -U U ! U

0

U

0

! P

0

U

0

! ~U U

0

! !U U

0

! C

P ! P

0

P ! N P ! I

0

P ! D

0

P

0

! P

00

P

0

! A

P

00

! L P

00

! this P

00

! (E) : : :
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S

a S

a S

�

b S

�

b S

a S

�

b S

a S

�

b S

�

Fig. 6.1 { Arbre de d�erivation de aabbabab

6.3 Arbres de d�erivation et arbres de syntaxe abstraite

Le but de l'analyse syntaxique est d'abord d�eterminer si un mot appartient ou

non au langage engendr�e par une grammaire. Il s'agit don
, �etant donn�e un mot f de


onstruire la suite des d�erivations qui a permis de l'engendrer. Si l'on pratique 
e
i �a la

main pour de petits exemples on peut utiliser la te
hnique 
lassique dite \essais-erreurs"


onsistant �a tenter de deviner �a partir d'un mot la suite des d�erivations qui ont permis

de l'engendrer. Cette suite se pr�esente bien plus 
lairement sous forme d'un arbre, dit

arbre de d�erivation dont des exemples sont donn�es �gures 6.1 et 6.2. Il s'agit de 
eux

obtenus pour les mots aabbabab et (a+a�a)�(a�a+a�a) engendr�es respe
tivement par la

grammaire des syst�emes de parenth�eses et par 
elle des expressions in�xes. On verra que


es arbres, ou plutôt une version plus 
ompa
t de 
eux-
i, jouent un rôle important pour

la phase suivante de la 
ompilation. Une d�e�nition rigoureuse et 
ompl�ete des arbres

de d�erivation serait longue, 
ontentons nous de quelques indi
ations informelles. Dans

un tel arbre, les noeuds internes sont �etiquet�es par des lettres auxiliaires (appartenant

�a �) les feuilles par des lettres de l'alphabet terminal. L'�etiquette de la ra
ine est �egale

�a l'axiome. Pour un noeud interne d' �etiquette S, le mot u obtenu en lisant de gau
he

�a droite les �etiquettes de ses �ls est tel que S ! u est une r�egle. En�n, le mot f dont

on fait l'analyse est 
onstitu�e des �etiquettes des feuilles lues de gau
he �a droite.

Pour un mot donn�e du langage engendr�e par une grammaire, l'arbre de d�erivation

n'est pas n�e
essairement unique. L'existen
e de plusieurs arbres de d�erivations pour un

même programme signi�e en g�en�eral qu'il existe plusieurs interpr�etations possibles pour


elui 
i. On dit que la grammaire est ambigu�e, 
'est le 
as pour l'imbri
ation des if then

et if then else en Pas
al. Des indi
ations suppl�ementaires dans le manuel de r�ef�eren
e

du langage permettent alors de lever l'ambigu��t�e et d'asso
ier un arbre unique �a tout

programme Pas
al. Ce
i permet de donner alors une interpr�etation unique. Toutes les

grammaires donn�ees plus haut sont non-ambigu�es, 
e
i peut se d�emontrer rigoureu-

sement, toutefois les preuves sont souvent te
hniques et ne pr�esentent pas beau
oup

d'int�erêt.

L'arbre de d�erivation est parfois appel�e arbre de syntaxe 
on
r�ete pour le distinguer

de l'arbre de syntaxe abstraite 
onstruit g�en�eralement par le 
ompilateur d'un langage

de programmation. Cet arbre de syntaxe abstraite est plus 
ompa
t que le pr�e
�edent et


ontient des informations sur la suite des a
tions e�e
tu�ees par un programme. Chaque
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E

T

T

F

( E

E

T

F

a

+ T

T

F

a

� F

a

)

� F

( E

E

T

T

F

a

� F

a

+ T

T

F

a

� F

a

)

Fig. 6.2 { Arbre de d�erivation d'une expression arithm�etique
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�

+

a �

a a

+

�

a a

�

a a

Fig. 6.3 { Arbre de syntaxe abstraite de l'expression

noeud interne de 
et arbre poss�ede une �etiquette qui d�esigne une op�eration �a ex�e
uter.

Il s'obtient par des transformations simples �a partir de l'arbre de d�erivation. On donne

en exemple �gure 6.3 l'arbre de syntaxe abstraite 
orrespondant �a l'arbre de d�erivation

de la �gure 6.2.

6.4 Analyse des
endante r�e
ursive

Deux prin
ipales te
hniques sont utilis�ees pour e�e
tuer l'analyse syntaxique. Il

faut en e�et, �etant donn�es une grammaire G et un mot f , de 
onstruire la suite des

d�erivations de G ayant 
onduit de l'axiome au mot f ,

S

0

! u

1

! u

2

: : : u

n�1

! u

n

= f

La premi�ere te
hnique 
onsiste �a d�emarrer de l'axiome et �a tenter de retrouver u

1

, puis

u

2

jusqu'�a obtenir u

n

= f , 
'est l'analyse des
endante. La se
onde, l'analyse as
endante

pro
�ede en sens inverse, il s'agit de 
ommen
er par deviner u

n�1

�a partir de f puis de

remonter �a u

n�2

et su

essivement jusqu'�a l'axiome S

0

. Nous d�e
rivons i
i sur des

exemples les te
hniques d'analyse des
endante, l'analyse as
endante sera trait�ee dans

un paragraphe suivant.

La premi�ere m�ethode que nous 
onsid�erons s'applique �a des 
as tr�es parti
uliers.

Dans 
es 
as, l'algorithme d'analyse syntaxique devient une tradu
tion �d�ele de l'�e
riture

de la grammaire. On utilise pour 
ela autant de pro
�edures qu'il y a d'�el�ements dans

� 
ha
une d'entre elles �etant destin�ee �a re
onnâ�tre un mot d�erivant de l'�el�ement 
or-

respondant de �. Examinons 
omment 
ela se passe sur l'exemple de la grammaire des

expressions in�xes, nous 
hoisissons i
i la deuxi�eme forme de 
ette grammaire:

E ! T T ! F F ! a

E ! T +E T ! F � T F ! (E)

Que l'on traduit par les trois pro
�edures r�e
ursives 
rois�ees suivantes en Java. Celles 
i


onstruisent l'arbre de syntaxe abstraite 
omme dans le 
hapitre 4.


lass ASA {


har op;

ASA filsG, filsD;

ASA (
har x, ASA a, ASA b) {

op = x;
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filsG = a;

filsD = b;

}

stati
 String f;

stati
 int i = 0;

stati
 ASA expression() throws ErreurDeSyntaxe {

ASA a = terme();

if (f.
harAt(i) == '+') {

++i;

return new ASA('+', a, expression());

}

else return a;

}

stati
 ASA terme() throws ErreurDeSyntaxe {

ASA a = fa
teur();

if (f.
harAt(i) == '*') {

++i;

return new ASA ('*', a, terme());

}

else return a;

}

stati
 ASA fa
teur() throws ErreurDeSyntaxe {

if (f.
harAt(i) == '(') {

++i;

ASA a = expression();

if (f.
harAt(i) == ')') {

++i;

return a;

}

else throw new ErreurDeSyntaxe(i);

}

else if (f.
harAt(i) == 'a') {

++i;

return new ASA ('a', null, null);

}

else throw new ErreurDeSyntaxe(i);

}

}

Dans 
e programme, le mot f �a analyser est une variable globale. Il en est de même

pour la variable enti�ere i qui d�esigne la position �a partir de laquelle on e�e
tue l'ana-

lyse 
ourante. Lorsqu'on a
tive la pro
�edure expression, on re
her
he une expression


ommen�
ant en f [i℄. A la �n de l'ex�e
ution de 
ette pro
�edure, si au
une erreur n'est

d�ete
t�ee, la nouvelle valeur (appelons la i

1

) de i est telle que f [i℄f [i+ 1℄:::f [i

1

� 1℄ est

une expression. Il en est de même pour les pro
�edures terme et fa
teur. Cha
une de


es pro
�edures tente de retrouver �a l'int�erieur du mot �a analyser une partie engendr�ee

par E, T ou F . Ainsi, la pro
�edure expression 
ommen
e par re
her
her un terme.

Un nouvel appel �a expression est e�e
tu�e si 
e terme est suivi par le symbole +. Son

a
tion se termine sinon. La pro
�edure terme est 
onstruite sur le même mod�ele et la

pro
�edure fa
teur re
her
he un symbole a ou une expression entour�ee de parenth�eses.
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Si une erreur de syntaxe est d�ete
t�ee, on envoie une ex
eption ave
 la position 
ou-

rante dans le mot �a re
onnaitre, 
e qui permettra de pr�e
iser l'endroit o�u l'erreur a �et�e

ren
ontr�ee. La 
lasse de l'ex
eption est de�nie par:


lass ErreurDeSyntaxe extends Ex
eption {

int position;

publi
 ErreurDeSyntaxe (int i) {

position = i;

}

}

Cette te
hnique fon
tionne bien i
i 
ar les membres droits des r�egles de grammaire

ont une forme parti
uli�ere. Pour 
haque �el�ement S de �, l'ensemble des membres droits

fu

1

;u

2

: : : u

p

g de r�egles, dont le membre gau
he est S, satisfait les 
onditions suivantes:

les premi�eres lettres des u

i

qui sont dans A, sont toutes distin
tes et les u

i

qui 
om-

men
ent par une lettre de � sont tous fa
teurs gau
hes les uns des autres. Beau
oup

de grammaires de langages de programmation satisfont 
es 
onditions: Pas
al, Java.

Une te
hnique plus g�en�erale d'analyse 
onsiste �a pro
�eder 
omme suit. On 
onstruit

it�erativement des mots u dont on esp�ere qu'ils vont se d�eriver en f . Au d�epart on a

u = S

0

. A 
haque �etape de l'it�eration, on 
her
he la premi�ere lettre de u qui n'est pas

�egale �a son homologue dans f . On a ainsi

u = gyv f = gxh x 6= y

Si y 2 A, alors f ne peut d�eriver de u, et il faut faire repartir l'analyse du mot qui a

donn�e u. Sinon y 2 � et on re
her
he toutes les r�egles dont y est le membre gau
he.

y ! u

1

;y ! u

2

; : : : y ! u

k

On applique �a u su

essivement 
ha
une de 
es r�egles, on obtient ainsi des mots

v

1

;v

2

; : : : v

k

. On poursuit l'analyse, 
ha
un des mots v

1

;v

2

; : : : v

k

jouant le rôle de u.

L'analyse est termin�ee lorsque u = f . La te
hnique est 
elle de l'exploration arbo-

res
ente qui sera d�evelopp�ee au Chapitre 8. On peut la repr�esenter par la pro
�edure

suivante donn�ee sous forme informelle.

stati
 boolean Analyse (String u, f) {

if (f.equals(u))

return true;

else {

Mettre f et u sous la forme f = gxh, u = gyv o�u x 6= y

if (y 62 A)

Pour toute r�egle y ! w faire

if (Analyse(g + w + v, f))

return true;

return false;

}

}

On �e
rit don
 un programme 
omme suit en utilisant la fon
tion estAuxiliaire(y)

qui vaut vrai ssi y 2 �. On suppose que les mots f et u se terminent respe
tivement par

$ et #, il s'agit l�a de sentinelles permettant de d�ete
ter la �n de 
es mots. On suppose

aussi que l'ensemble des r�egles est 
ontenu dans un tableau regle[S℄[i℄ qui donne

la i + 1-�eme r�egle dont le membre gau
he est S. Le nombre de r�egles dont le membre

gau
he est S est fourni par nbRegles[S℄.

stati
 int pos = 1;
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stati
 boolean analyseDes
endante (String u, String f) {

while (f.
harAt(pos) == u.
harAt(pos))

++pos;

if (f.
harAt(pos) == '$' && u.
harAt(pos) == '#')

return true;

else {


har y = u[pos℄;

if (estAuxiliaire(y))

for (int i = 0; i < nbRegles[y℄; ++i) {

String v = u.substring(0, pos) + regle[y℄[i℄

+ u.substring(pos+1);

if (Analyse (v, f))

return true;

}

return false;

}

}

Remarques

1. Cette pro
�edure ne donne pas de r�esultat lorsque la grammaire est 
e qu'on appelle

r�e
ursive �a gau
he (le mot r�e
ursif n'a pas i
i tout �a fait le même sens que dans

les pro
�edures r�e
ursives), 
'est �a dire lorsqu'il existe une suite de d�erivations

partant d'un S de � et 
onduisant �a un mot u qui 
ommen
e par S. Tel est le


as pour la premi�ere forme de la grammaire des expressions arithm�etiques in�xes

qui ne peut don
 être analys�ee par l'algorithme 
i dessus.

2. Les transformations que l'on applique au mot u s'expriment bien �a l'aide d'une

pile dans laquelle on pla
e le mot �a analyser, sa premi�ere lettre en sommet de

pile.

3. Cette pro
�edure est tr�es 
oûteuse en temps lors de l'analyse d'un mot assez long


ar on e�e
tue tous les essais su

essifs des r�egles et on peut parfois se rendre


ompte, apr�es avoir pratiquement termin�e l'analyse, que la premi�ere r�egle ap-

pliqu�ee n'est pas la bonne. Il faut alors tout re
ommen
er ave
 une autre r�egle et

�eventuellement r�ep�eter plusieurs fois. La 
omplexit�e de l'algorithme est ainsi une

fon
tion exponentielle de la longueur du mot �a analyser.

4. Si on suppose qu'au
une r�egle ne 
ontient un membre droit �egal au mot vide, on

peut diminuer la quantit�e de 
al
uls e�e
tu�es en d�ebutant la pro
�edure d'analyse

par un test v�eri�ant si la longueur de u est sup�erieure �a 
elle de f . Dans 
e 
as,

la pro
�edure d'analyse doit avoir pour r�esultat false. Noter que dans 
es 
ondi-

tions la pro
�edure d'analyse donne un r�esultat même dans le 
as de grammaires

r�e
ursives �a gau
he.

6.5 Analyse LL

Une te
hnique pour �eviter les 
al
uls longs de l'analyse des
endante r�e
ursive 
onsiste

�a tenter de deviner la premi�ere r�egle qui a �et�e appliqu�ee en examinant les premi�eres

lettres du mot f �a analyser. Plus g�en�eralement, lorsque l'analyse a d�ej�a donn�e le mot

u et que l'on 
her
he �a obtenir f , on �e
rit 
omme 
i-dessus

f = gh; u = gSv
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et les premi�eres lettres de h doivent permettre de retrouver la r�egle qu'il faut appliquer

�a S. Cette te
hnique n'est pas syst�ematiquement possible pour toutes les grammaires,

mais 
'est le 
as sur 
ertaines 
omme par exemple 
elle des expressions pr�e�x�ees ou une

grammaire modi��ee des expressions in�xes. On dit alors que la grammaire satisfait la


ondition LL.

Expressions pr�e�x�ees Nous 
onsid�erons la grammaire de 
es expressions:

A = f+; � ;(;);ag, � = fSg, l'axiome est S, les r�egles sont donn�ees par:

S ! (+ S S) S ! (� S S) S ! a

Pour un mot f de A

�

, il est imm�ediat de d�eterminer u

1

tel que

S ! u

1

�

! f

En e�et, si f est de longueur 1, ou bien f = a et le r�esultat de l'analyse syntaxique se

limite �a S ! a, ou bien f n'appartient pas au langage engendr�e par la grammaire.

Si f est de longueur sup�erieure �a 1, il suÆt de 
onnâ�tre les deux premi�eres lettres

de f pour pouvoir retrouver u

1

. Si 
es deux premi�eres lettres sont (+, 
'est la r�egle

S ! (+SS) qui a �et�e appliqu�ee, si 
es deux lettres sont (� alors 
'est la r�egle S ! (�SS).

Tout autre d�ebut de r�egle 
onduit �a un message d'erreur.

Ce qui vient d'être dit pour retrouver u

1

en utilisant les deux premi�eres lettres de

f se g�en�eralise sans diÆ
ult�e �a la d�etermination du (i+1)

�eme

mot u

i+1

de la d�erivation

�a partir de u

i

. On d�e
ompose d'abord u

i

et f en:

u

i

= g

i

Sv

i

f = g

i

f

i

et on pro
�ede en fon
tion des deux premi�eres lettres de f

i

.

{ Si f

i


ommen
e par a, alors u

i+1

= g

i

av

i

{ Si f

i


ommen
e par (+, alors u

i+1

= g

i

(+SS)v

i

{ Si f

i


ommen
e par (�, alors u

i+1

= g

i

(�SS)v

i

{ Un autre d�ebut pour f

i

signi�e que f n'est pas une expression pr�e�x�ee 
orre
te,

il y a une erreur de syntaxe.

Cet algorithme reprend les grandes lignes de la des
ente r�e
ursive ave
 une di��eren
e

importante: la bou
le while qui 
onsistait �a appliquer 
ha
une des r�egles de la gram-

maire est rempla
�ee par un examen de 
ertaines lettres du mot �a analyser, examen qui

permet de 
on
lure sans retour arri�ere. On passe ainsi d'une 
omplexit�e exponentielle

�a un algorithme en O(n). En e�et, une mani�ere eÆ
a
e de pro
�eder 
onsiste �a utiliser

une pile pour g�erer le mot v

i

qui vient de la d�e
omposition u

i

= g

i

Sv

i

. La 
onsultation

de la valeur en tête de la pile et sa 
omparaison ave
 la lettre 
ourante de f permet de

d�e
ider de la r�egle �a appliquer. L'appli
ation d'une r�egle 
onsiste alors �a supprimer la

tête de la pile (membre gau
he de la r�egle) et �a y ajouter le mot formant le membre

droit en 
ommen�
ant par la derni�ere lettre.

Nous avons appliqu�e 
ette te
hnique pour 
onstruire l'arbre de syntaxe abstraite

asso
i�e �a une expression pr�e�x�ee. Dans 
e qui suit, le mot �a analyser f est une variable

globale de même que la variable enti�ere pos qui indique la position �a laquelle on se

trouve dans 
e mot.

stati
 Arbre ArbSyntPref() {

Arbre a;


har x;

if (f.
harAt(pos) == 'a') {
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a = NouvelArbre('a', null, null);

++pos;

} else if (f.
harAt(pos) == '(' &&

(f.
harAt(pos+1) == '+' || f.
harAt(pos+1) == '*')) {

x = f.
harAt(pos + 1);

pos = pos + 2;

a = NouvelArbre(x, ArbSyntPref(), ArbSyntPref());

if (f.
harAt(pos) == ')')

++pos;

else

erreur(pos);

} else

erreur(pos);

return a;

}

L'algorithme d'analyse syntaxique donn�e i
i peut s'�etendre �a toute grammaire dans

laquelle pour 
haque 
ouple de r�egles S ! u et S ! v, les mots qui d�erivent de u

et v n'ont pas des fa
teurs gau
hes �egaux de longueur arbitraire. Ou de mani�ere plus

pr�e
ise, il existe un entier k tel que tout fa
teur gau
he de longueur k appartenant �a

A

�

d'un mot qui d�erive de u est di��erent de 
elui de tout mot qui d�erive de v. On dit

alors que la grammaire est LL(k) et on peut alors d�emontrer:

Th�eor�eme 5 Si G est une grammaire LL(k), il existe un algorithme en O(n) qui

e�e
tue l'analyse syntaxique des
endante d'un mot f de longueur n.

En fait, 
et algorithme est surtout utile pour k = 1. Nous donnons i
i ses grandes lignes

sous forme d'un programme Pas
al qui utilise une fon
tion Predi
teur(S;g) 
al
ul�ee

au pr�ealable. Pour un �el�ement S de � et un mot g de longueur k, 
ette fon
tion indique

le num�ero de l'unique r�egle S ! u telle que u se d�erive en un mot 
ommen�
ant par g

ou qui indique Omega si au
une telle r�egle n'existe. Dans l'algorithme qui suit, on utilise

une pile 
omme variable globale. Elle 
ontient la partie du mot u qui doit engendrer 
e

qui reste �a lire dans f . Nous en donnons i
i une forme abr�eg�ee.

stati
 boolean Analyse(String f, int pos) {

int i;

pos = 1;

while (Pile.valeur(p) == f.
harAt(pos)) {

Pile.supprimer(p);

++pos;

}

if (Pile.vide(p) && f.
harAt(pos) == '$')

return true;

else {

y = Pile.valeur(p);

if (! estAuxiliaire(y))

return false;

else {

i = Predi
teur (y, pos, pos+k-1);

if (i != Omega) {

System.out.println (y, '->', regle[y℄[i℄);

Pile.inserer(regle[y,i℄, p);

return Analyse (f, pos);

} else
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return false;

}

}

}

6.6 Analyse as
endante

Les algorithmes d'analyse as
endante sont souvent plus 
ompliqu�es que 
eux de

l'analyse des
endante. Ils s'appliquent toutefois �a un beau
oup plus grand nombre de

grammaires. C'est pour 
ette raison qu'ils sont tr�es souvent utilis�es. Ils sont ainsi �a la

base du syst�eme ya

 qui sert �a �e
rire des 
ompilateurs sous le syst�eme Unix. Rappelons

que l'analyse as
endante 
onsiste �a retrouver la d�erivation

S

0

! u

1

! u

2

: : : u

n�1

! u

n

= f

en 
ommen�
ant par u

n�1

puis u

n�2

et ainsi de suite jusqu'�a remonter �a l'axiome S

0

. On

e�e
tue ainsi 
e que l'on appelle des r�edu
tions 
ar il s'agit de rempla
er un membre

droit d'une r�egle par le membre gau
he 
orrespondant, 
elui-
i est en g�en�eral plus 
ourt.

Un exemple de langage qui n'admet pas d'analyse syntaxique des
endante simple,

mais sur lequel on peut e�e
tuer une analyse as
endante est le langage des syst�emes de

parenth�eses. Rappelons sa grammaire:

S ! aSbS S ! aSb S ! abS S ! ab

On voit bien que les r�egles S ! aSbS et S ! aSb peuvent engendrer des mots ayant

un fa
teur gau
he 
ommun arbitrairement long, 
e qui interdit tout algorithme de type

LL(k). Cependant, nous allons donner un algorithme simple d'analyse as
endante d'un

mot f .

Partons de f et 
ommen�
ons par tenter de retrouver la derni�ere d�erivation, 
elle

qui a donn�e f = u

n

�a partir d'un mot u

n�1

. N�e
essairement u

n�1


ontenait un S qui a

�et�e rempla
�e par ab pour donner f . L'op�eration inverse 
onsiste don
 �a rempla
er un

ab par S, mais 
e
i ne peut pas être e�e
tu�e n'importe o�u dans le mot, ainsi si on a

f = ababab

il y a trois rempla
ements possibles donnant

Sabab; abSab; ababS

Les deux premiers ne permettent pas de poursuivre l'analyse. En revan
he, �a partir du

troisi�eme, on retrouve abS et �nalement S. D'une mani�ere g�en�erale on rempla
e ab par

S 
haque fois qu'il est suivi de b ou qu'il est situ�e en �n de mot. Les autres r�egles de

grammaires s'inversent aussi pour donner des r�egles d'analyse syntaxique. Ainsi:

{ R�eduire aSb en S s'il est suivi de b ou s'il est situ�e en �n de mot.

{ R�eduire ab en S s'il est suivi de b ou s'il est situ�e en �n de mot.

{ R�eduire abS en S quelle que soit sa position.

{ R�eduire aSbS en S quelle que soit sa position.

On a un algorithme du même type pour l'analyse des expressions arithm�etiques in�xes

engendr�ees par la grammaire:

E ! T T ! F F ! a

E ! E + T T ! T � F F ! (E)

E ! E � T
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Cet algorithme tient 
ompte pour e�e
tuer une r�edu
tion de la premi�ere lettre qui

suit le fa
teur que l'on envisage de r�eduire (et de 
e qui se trouve �a gau
he de 
e

fa
teur). On dit que la grammaire est LR(1). La th�eorie 
ompl�ete de 
es grammaires

m�eriterait un plus long d�eveloppement. Nous nous 
ontentons de donner i
i 
e qu'on

appelle l'automate LR(1) qui e�e
tue l'analyse syntaxique de la grammaire, r�e
ursive

�a gau
he, des expressions in�xes. Noter que l'on a introduit l'op�erateur de soustra
tion

qui n'est pas asso
iatif. Ainsi la te
hnique d'analyse d�e
rite au d�ebut du paragraphe

6.4 ne peut être appliqu�ee i
i.

On lit le mot �a analyser de gau
he �a droite et on e�e
tue les r�edu
tions suivantes d�es

qu'elles sont possibles:

{ R�eduire a en F quelle que soit sa position.

{ R�eduire (E) en F quelle que soit sa position.

{ R�eduire F en T s'il n'est pas pr�e
�ed�e de �.

{ R�eduire T � F en T quelle que soit sa position.

{ R�eduire T en E s'il n'est pas pr�e
�ed�e de + et s'il n'est pas suivi de �.

{ R�eduire E + T en E s'il n'est pas suivi de �.

{ R�eduire E � T en E s'il n'est pas suivi de �.

On peut g�erer le mot r�eduit �a l'aide d'une pile. Les op�erations de r�edu
tion 
onsistent

�a supprimer des �el�ements dans 
elle-
i, les tests sur 
e qui pr�e
�ede ou 
e qui suit se

font tr�es simplement en 
onsultant les premiers symboles de la pile. On peut 
onstruire

aussi un arbre de syntaxe abstraite en utilisant une autre pile qui 
ontient 
ette fois

des arbres (
'est �a dire des pointeurs sur des noeuds). Les deux piles sont trait�ees en

parall�ele, la r�edu
tion par une r�egle a pour e�et sur la deuxi�eme pile de 
onstruire un

nouvel arbre dont les �ls se trouvent en tête de la pile, puis �a remettre le r�esultat dans


elle-
i.

6.7 Evaluation

Dans la plupart des algorithmes que nous avons donn�es, il a �et�e question d'arbre de

syntaxe abstraite d'une expression arithm�etique. A�n d'illustrer l'int�erêt de 
et arbre,

on peut examiner la simpli
it�e de la fon
tion d'�evaluation qui permet de 
al
uler la

valeur de l'expression analys�ee �a partir de l'arbre de syntaxe abstraite.

stati
 int evaluer(Arbre x) {

if (x.valeur == 'a')

return x.valeur;

else if (x.valeur == '+')

return evaluer(x.filsG) + evaluer(x.filsD);

else if (x.valeur == '-')

return evaluer(x.filsG) - evaluer(x.filsD);

else if (x.valeur == '*')

return evaluer(x.filsG) * evaluer (x.filsD);

}

Une fon
tion similaire, qui ne demanderait pas beau
oup de mal �a �e
rire, permet de


r�eer une suite d'instru
tions en langage ma
hine traduisant le 
al
ul de l'expression.

Il faudrait rempla
er les op�erations +, *, -, e�e
tu�ees lors de la visite d'un noeud de

l'arbre, par la 
on
at�enation des listes d'instru
tions qui 
al
ulent le sous-arbre droit

et le sous arbre gau
he de 
e noeud et de faire suivre 
ette liste par une instru
tion

qui op�ere sur les deux r�esultats partiels. Le programme 
omplet qui en r�esulte d�epasse

toutefois le but que nous nous �xons dans 
e 
hapitre.
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6.8 Programmes en C

type asa =

Feuille of 
har

| Noeud of 
har * asa * asa;;

ex
eption erreur_de_syntaxe of int;;

let f = " (a + a * a ) ";;

let i = ref 0;;

let re
 expression () =

let a = terme () in

if f.[!i℄ = `+` then begin

in
r i;

Noeud (`+`, a, expression ()) end

else a

and terme () =

let a = fa
teur () in

if f.[!i℄ = `*` then begin

in
r i;

Noeud (`*`, a, terme ()) end

else a

and fa
teur () =

if f.[!i℄ = `(` then begin

in
r i;

let a = expression () in

if f.[!i℄ = `)` then begin

in
r i;

a end

else raise (erreur_de_syntaxe !i) end

else

if f.[!i℄ = `a`

then begin

in
r i;

Feuille `a` end

else raise (erreur_de_syntaxe !i);;

(* Pr�edi
at d�e�nissant les non-terminaux *)

let est_auxiliaire y = ... ;;

(* r�egle.(s).(i) est la i�eme r�egle dont le membre gau
he est s *)

let r�egle =

[| [| s00; s01; ... |℄;

[| s10; s11; ... |℄;

[| si0; si1; ... |℄;

... |℄;;

(* nbr�egle.(s) est le nombre de r�egles dont le membre gau
he est s *)

let nbr�egle = [| s0; ...; sn |℄;;

(* Fon
tion auxiliaire sur les 
hâ�nes de 
ara
t�eres: rempla
er s pos 
har renvoit une


opie de la 
hâ�ne s ave
 
har en position pos *)

let rempla
er s pos 
har =
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let s1 = make_string (string_length s) ` ` in

blit_string s 0 s1 0 (string_length s);

s1.[pos℄ <- 
har;

s1;;

let analyse_des
endante f u =

let b = ref false in

let pos = ref 0 in

while f.[!pos℄ = u.[!pos℄ do in
r pos done;

if f[!pos℄ = `$` && u.[!pos℄ = `#`

then

true

else

let y = u.[!pos℄ in

if est_auxiliaire y

then begin

let i = ref 0 in

let ynum = int_of_
har y - int_of_
har `A` in

while not !b && !i <= nbr�egle.(ynum) do

b := analyse_r�e
ursive

(rempla
er (u, !pos, r�egle.(ynum).(!i)), f);

else in
r i

done;

!b end

else false;;

(* Analyse LL(1), voir page 150 *)

let re
 arbre_synt_pref () =

if f.[!pos℄ = `a`

then begin

in
r pos;

Feuille `a` end

else

if f.[!pos℄ = `(`

&& f.[!pos + 1℄ = `+`

|| f.[!pos + 1℄ = `*`

then begin

let x = f.[!pos + 1℄ in

pos := !pos + 2;

let a = arbre_synt_pref () in

let b = arbre_synt_pref () in

if f.[!pos℄ = `)`

then Noeud (x, a, b)

else erreur (!pos) end

else erreur(!pos);;

(*

�

Evaluation, voir page 153 *)

type expression =

| Constante of int

| Op�eration of 
har * expression * expression;;

let re
 �evaluer = fun
tion
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| Constante i -> i

| Op�eration ('+', e1, e2) -> �evaluer e1 + �evaluer e2

| Op�eration ('*', e1, e2) -> �evaluer e1 * �evaluer e2;;
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Chapitre 7

Modularit�e

Jusqu'�a pr�esent, nous n'avons vu que l'�e
riture de petits programmes ou de pro
�edu-

res suÆsant pour apprendre les stru
tures de donn�ees et les algorithmes 
orrespondants.

La partie la plus importante de l'�e
riture des vrais programmes 
onsiste �a les stru
turer

pour les pr�esenter 
omme un assemblage de briques qui s'emboitent naturellement. Ce

probl�eme, qui peut apparâ�tre 
omme purement esth�etique, se r�ev�ele fondamental d�es

que la taille des programmes devient 
ons�equente. En e�et, si on ne prend pas garde au

bon d�e
oupage des programmes en modules ind�ependants, on se retrouve rapidement

d�ebord�e par un grand nombre de variables ou de fon
tions, et il devient quasiment

impossible de r�ealiser un programme 
orre
t.

Dans 
e 
hapitre, il sera question de modules, d'interfa
es, de 
ompilation s�epar�ee

et de re
onstru
tion in
r�ementale de programmes.

7.1 Un exemple: les �les de 
ara
t�eres

Pour illustrer notre 
hapitre, nous utilisons un exemple r�eel tir�e du noyau du syst�eme

Unix. Les �les ont �et�e d�e
rites dans le 
hapitre 3 sur les stru
tures de donn�ees �el�ementai-

res. Nous avons vu deux mani�eres de les impl�ementer: par un tableau 
ir
ulaire ou par

une liste. Les �les de 
ara
t�eres sont tr�es 
ouramment utilis�ees, par exemple pour g�erer

les entr�ees/sorties d'un terminal (tty driver) ou du r�eseau Ethernet.

La repr�esentation des �les de 
ara
t�eres par des listes 
hâ�n�ees est 
oûteuse en

espa
e m�emoire. En e�et, si un pointeur est repr�esent�e par une m�emoire de 4 ou 8

o
tets (adresse m�emoire sur 32 ou 64 bits), il faut 5 ou 9 o
tets par �el�ement de la �le, et

don
 5N ou 9N o
tets pour une �le de N 
ara
t�eres! C'est beau
oup. La repr�esentation

par tableau 
ir
ulaire semble don
 meilleure du point de vue de l'o

upation m�emoire.

Toutefois, elle est plus statique puisque, pour 
haque �le, il faut r�eserver �a l'avan
e la

pla
e n�e
essaire pour le tableau 
ir
ulaire.

Introduisons une troisi�eme r�ealisation possible de 
es �les. Au lieu de repr�esenter

la �le par une liste de tous les 
ara
t�eres la 
onstituant, nous allons regrouper les


ara
t�eres par blo
s 
ontigus de t 
ara
t�eres. Les premier et dernier �el�ements de la liste

pourront être in
omplets (
omme indiqu�e dans la �gure 7.1). Ainsi, si t = 12, une �le

de N 
ara
t�eres utilise environ (4 + t) � N=t o
tets pour des adresses sur 32 bits, 
e

qui fait un in
r�ement tout �a fait a

eptable de 1=3 d'o
tet par 
ara
t�ere. (En Java,

on peut être amen�e �a doubler la taille de 
haque blo
, puisque les 
ara
t�eres prennent

deux o
tets).

Une �le de 
ara
t�eres sera alors d�e
rite par un objet donnant le nombre d'�el�ements

de la �le, les bases et d�epla
ements des premiers et derniers 
ara
t�eres de la �le dans les

premiers et derniers blo
s les 
ontenant. Par base et d�epla
ement d'un 
ara
t�ere, nous

entendons une r�ef�eren
e vers un blo
 de la liste 
ontenant le 
ara
t�ere et son adresse
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d�ebut

�n

t

Fig. 7.1 { File de 
ara
t�eres

relative dans 
e blo
 
omme indiqu�e sur la �gure 7.2. La d�e
laration de la 
lasse FC

d'une �le de 
ara
t�eres s'e�e
tue 
omme suit:


lass FC {

int 

;

Blo
 debut_b, fin_b;

int debut_d, fin_d;

FC () {



 = 0;

}

stati
 
lass Blo
 {

final stati
 int TAILLE = 12;

Blo
 suivant;


har [℄ 
ontenu;

Blo
 () {

suivant = null;


ontenu = new 
har[TAILLE℄;

}

}

}

La �le vide est repr�esent�ee par un 
ompte de 
ara
t�eres nul.

stati
 FC vide () {

return new FC();

}

L'ajout et la suppression d'un 
ara
t�ere dans une �le s'e�e
tuent 
omme au 
hapitre 3.

Pour respe
ter la stru
ture des blo
s, il faut tester si le 
ara
t�ere suivant est dans

le même blo
 ou s'il est n�e
essaire d'aller 
her
her le blo
 suivant dans la liste des
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b d

5

1 2 3 4 5

Fig. 7.2 { Adresse d'un 
ara
t�ere par base et d�epla
ement

blo
s. Lors de l'ajout, il faut allouer un nouveau blo
 dans le 
as de la �le vide ou du

fran
hissement d'un blo
.

stati
 FC ajouter (
har 
, FC x) {

Blo
 b;

if (x.

 == 0) {

b = new Blo
();

x.debut_b = b; x.debut_d = 0;

x.fin_b = b; x.fin_d = -1;

} else if (x.fin_d == Blo
.TAILLE - 1) {

b = new Blo
();

x.fin_b.suivant = b;

x.fin_b = b; x.fin_d = -1;

}

x.fin_b.
ontenu[++x.fin_d℄ = 
;

++x.

;

return x;

}

La suppression s'e�e
tue au d�ebut de �le. Pour la suppression, il faut au 
ontraire rendre

un blo
 si le 
ara
t�ere supprim�e (rendu en r�esultat) lib�ere un blo
. Par 
onvention, nous

retournons le 
ara
t�ere nul quand on demande de supprimer un 
ara
t�ere dans une �le

vide. Une meilleure solution aurait �et�e de retourner une ex
eption.

stati
 
har supprimer (FC x) {


har res;

if (x.

 == 0)

return -1;

else {

res = x.debut_b.
ontenu[x.debut_d℄;

--x.

;

++x.debut_d;

if (x.debut_d >= Blo
.TAILLE) {

x.debut_b = x.debut_b.suivant;

x.debut_d = 0;

}

return res;

}

}
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7.2 Interfa
es et modules

Reprenons l'exemple pr�e
�edent. Supposons qu'un programme, 
omme un gestion-

naire de terminaux, utilise des �les de 
ara
t�eres, une pour 
haque terminal. On ne

doit pas m�elanger la gestion des �les de 
ara
t�eres ave
 le reste de la logique du pro-

gramme. Il faut don
 regrouper les pro
�edures traitant des �les de 
ara
t�eres. Le pro-

gramme utilisant les �les de 
ara
t�eres n'a pas besoin de 
onnâ�tre tous les d�etails de

l'impl�ementation de 
es �les. Il ne doit 
onnâ�tre que la d�e
laration des types utiles

dans la 
lasse FC: le nom de la 
lasse et les trois pro
�edures pour initialiser une �le

vide, ajouter un �el�ement au bout de la �le et retirer le premier �el�ement. Pr�e
is�ement,

on peut se 
ontenter de l'interfa
e suivante:


lass FC {

stati
 FC vide () {...}

/* Retourne une �le vide */

stati
 FC ajouter (
har 
, FC x) {...}

/* Ajoute 
 au bout de la �le x */

stati
 int supprimer (FC x) {...}

/* Supprime le premier 
ara
t�ere 
 de x et rend 
 
omme r�esultat */

/* Si x est vide, le r�esultat est -1 */

On ne manipulera les �les de 
ara
t�eres qu'�a travers 
ette interfa
e. Pas question de


onnâ�tre la stru
ture interne de 
es �les. Ni de savoir si elles sont organis�ees par de

simples listes, des tableaux 
ir
ulaires ou des blo
s en
hâ�n�es. On dira que le programme

utilisant des �les de 
ara
t�eres �a travers l'interfa
e pr�e
�edente importe 
ette interfa
e.

Le 
orps des pro
�edures sur les �les seront dans la partie impl�ementation du module des

�les de 
ara
t�eres. Dans l'interfa
e d'un module, on a don
 des types, des pro
�edures ou

des fon
tions que l'on veut exporter ou rendre publiques, et il est bon d'y 
ommenter la

fon
tionnalit�e de 
haque �el�ement pour 
omprendre sa signi�
ation, puisqu'un utilisateur

n'aura besoin que de 
onsulter l'interfa
e. Dans un module, il y a don
 toute une partie


a
h�ee 
omprenant les types et les 
orps des pro
�edures ou des fon
tions que l'on veut

rendre priv�ees. C'est 
e qu'on appelle le prin
ipe d'en
apsulation.

Comment y arriver en Java? Le plus simple est de se servir des modi�
ateurs d'a

�es

dans la d�e
laration des variables ou des m�ethodes de la 
lasse FC. Le quali�
atif private

signi�e que seuls les instru
tions �a l'int�erieur de la 
lasse o�u il est d�e�nie pourront

a

�eder �a 
e 
hamp ou m�ethode. Au 
ontraire publi
 dit qu'un 
hamp est a

essible

par toutes les 
lasses. Jusqu'�a pr�esent, nous n'avons pas mis (sauf pour la pro
�edure

main) de quali�
atifs. L'option par d�efaut est de rendre publi
 les 
hamps (en fait �a

l'int�erieur du pa
kage o�u il est d�e�ni, mais nous verrons plus loin la notion de pa
kage).

Red�e�nissons don
 notre 
lasse FC.


lass FC {

private int 

;

private Blo
 debut_b, fin_b;

private int debut_d, fin_d;

publi
 FC () {



 = 0;

}

private stati
 
lass Blo
 {

final stati
 int TAILLE = 12;

Blo
 suivant;
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har [℄ 
ontenu;

Blo
 () {

suivant = null;


ontenu = new 
har[TAILLE℄;

}

}

publi
 stati
 FC vide () {

return new FC();

}

publi
 stati
 FC ajouter (
har 
, FC x) {

Blo
 b;

if (x.

 == 0) {

b = new Blo
();

x.debut_b = b; x.debut_d = 0;

x.fin_b = b; x.fin_d = -1;

} else if (x.fin_d == Blo
.TAILLE - 1) {

b = new Blo
();

x.fin_b.suivant = b;

x.fin_b = b; x.fin_d = -1;

}

x.fin_b.
ontenu[++x.fin_d℄ = 
;

++x.

;

return x;

}

publi
 stati
 
har supprimer (FC x) {


har res;

if (x.

 == 0)

return -1;

else {

res = x.debut_b.
ontenu[x.debut_d℄;

--x.

;

++x.debut_d;

if (x.debut_d >= Blo
.TAILLE) {

x.debut_b = x.debut_b.suivant;

x.debut_d = 0;

}

return res;

}

}

}

On peut avoir �a 
a
her non seulement le 
ode des pro
�edures r�ealisant l'interfa
e,

mais aussi des variables et des fon
tions qui ne seront pas a

essibles de l'ext�erieur.

Supposons dans notre exemple, que, pour être hyper eÆ
a
e (
e qui peut être le 
as

dans un driver de p�eriph�erique), nous voulions avoir notre propre strat�egie d'allo
ation

pour les blo
s. On 
onstruira une liste des blo
s libres listeLibre �a l'initialisation du


hargement de la 
lasse FC et on utilisera les pro
�edures nouveauBlo
 et libererBlo



omme suit:


lass FC {

private int 

;
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private Blo
 debut_b, fin_b;

private int debut_d, fin_d;

publi
 FC () {



 = 0;

}

private stati
 
lass Blo
 {

final stati
 int TAILLE = 12;

Blo
 suivant;


har [℄ 
ontenu;

Blo
 () {

suivant = null;


ontenu = new 
har[TAILLE℄;

}

}

publi
 stati
 FC vide () {

return new FC();

}

publi
 stati
 FC ajouter (
har 
, FC x) {

Blo
 b;

if (x.

 == 0) {

b = nouveauBlo
();

x.debut_b = b; x.debut_d = 0;

x.fin_b = b; x.fin_d = -1;

} else if (x.fin_d == Blo
.TAILLE - 1) {

b = nouveauBlo
();

x.fin_b.suivant = b;

x.fin_b = b; x.fin_d = -1;

}

x.fin_b.
ontenu[++x.fin_d℄ = 
;

++x.

;

return x;

}

publi
 stati
 int supprimer (FC x) {

if (x.

 == 0)

return -1;

else {


har res = x.debut_b.
ontenu[x.debut_d℄;

--x.

;

++x.debut_d;

if (x.

 <= 0)

libererBlo
 (x.debut_b);

else if (x.debut_d >= Blo
.TAILLE) {

Blo
 b = x.debut_b;

x.debut_b = x.debut_b.suivant;

x.debut_d = 0;

libererBlo
 (b);

}

return res;

}
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}

private final stati
 int NB_BLOCS = 1000;

private stati
 Blo
 listeLibre;

stati
 {

listeLibre = null;

for (int i=0; i < NB_BLOCS; ++i) {

Blo
 b = new Blo
();

b.suivant = listeLibre;

listeLibre = b;

}

}

private stati
 Blo
 nouveauBlo
 () {

Blo
 b = listeLibre;

listeLibre = listeLibre.suivant;

b.suivant = null;

return b;

}

private stati
 void libererBlo
 (Blo
 b) {

b.suivant = listeLibre;

listeLibre = b;

}

}

On veut que la variable listeLibre reste 
a
h�ee, puisque 
ette variable n'a au
un sens

dans l'interfa
e des �les de 
ara
t�eres. Il en est de même pour les pro
�edures d'allo
ation

ou de lib�eration des blo
s. Faisons trois remarques. Premi�erement, il est fr�equent qu'un

module n�e
essite une pro
�edure d'initialisation. En Java, on le fait en mettant quelques

instru
tions dans la d�e
laration de la 
lasse (qui ne sont ex�e
ut�ees qu'une seule fois,

au 
hargement de la 
lasse si le mot-
l�e stati
 �gure devant). Deuxi�emement, pour

ne pas 
ompliquer le programme, nous ne testons pas le 
as o�u la liste des blo
s libres

devient vide et, don
, l'allo
ation d'un nouveau blo
 libre impossible. Troisi�emement,

on un 
r�eerait un nouveau module s�epar�e pour l'allo
ation des blo
s, si les pro
�edures

d'allo
ation et de lib�eration de blo
s �etaient tr�es 
omplexes. Alors le module des �les

de 
ara
t�eres serait lui aussi 
onstitu�e par plusieurs modules. Essayer de le faire en

exer
i
e.

Pour r�esumer, un module 
ontient deux parties: une interfa
e export�ee qui 
ontient

les 
onstantes, les types, les variables et la signature des fon
tions ou pro
�edures que

l'on veut rendre publiques, une partie impl�ementation qui 
ontient la r�ealisation des

objets de l'interfa
e. L'interfa
e est la seule porte ouverte vers l'ext�erieur. Dans la partie

impl�ementation, on peut utiliser tout l'arsenal possible de la programmation. On ne

veut pas que 
ette partie soit 
onnue de son utilisateur pour �eviter une programmation

trop alambiqu�ee. Si on arrive �a ne laisser publi
 que le stri
t n�e
essaire pour utiliser

un module, on aura grandement simpli��e la stru
ture d'un programme. Il faut don


bien faire attention aux interfa
es, 
ar une bonne partie de la diÆ
ult�e d'�e
rire un

programme r�eside dans le bon 
hoix des interfa
es.

D�e
ouper un programme en modules permet aussi la r�eutilisation des modules, la


onstru
tion hi�erar
hique des programmes puisqu'un module peut lui-même être aussi


ompos�e de plusieurs modules, le d�eveloppement ind�ependant de programmes par plu-

sieurs personnes dans un même projet de programmation. Il fa
ilite les modi�
ations, si

les interfa
es restent in
hang�ees. I
i, nous insistons sur la stru
turation des programmes,


ar tout le reste n'est que 
orollaire. Tout le probl�eme de la modularit�e se r�esume �a
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isoler des parties de programme 
omme des bô�tes noires, dont les seules parties vi-

sibles �a l'ext�erieur sont les interfa
es. Bien d�e�nir un module assure la s�e
urit�e dans

l'a

�es aux variables ou aux pro
�edures, et est un bon moyen de stru
turer la logique

d'un programme. Une deuxi�eme partie de la programmation 
onsiste �a assembler les

modules de fa�
on 
laire.

7.3 Interfa
es et modules en Java

Beau
oup de langages de programmation ont une notion expli
ite de modules et

d'interfa
es, par exemple Clu, Mesa, Ada, Modula-2, Oberon, Modula-3, et ML. En

C ou C++, on utilise les �
hiers in
lude pour simuler les interfa
es des modules, en

faisant 
o��n
ider les notions de module et de 
ompilation s�epar�ee.

En Java, la notion de modularit�e est plus dynamique et report�ee dans le langage de

programmation ave
 les modi�
ateurs d'a

�es. Il n'y a pas de phase d'�editions de liens

permettant de faire 
o��n
ider interfa
es et impl�ementations. Seul le 
hargeur dynamique

ClassLoader ou l'interpr�eteur (la ma
hine virtuelle Java) font quelques v�eri�
ations.

Il existe une notion d'interfa
es ave
 le mot-
l�e Interfa
e et de 
lasses impl�ementant


es interfa
es, mais 
es notions sont plutôt r�eserv�es pour la 
onstru
tion de 
lasses

param�etr�ees ou pour la gestion dynamique simultan�ee de plusieurs impl�ementations

pour un même interfa
e.

Mais il existe une autre notion pour assurer la modularit�e en se servant de la res-

tri
tion dans l'espa
e des noms. Nous avons vu que pour a

�eder �a des variables ou

�a des fon
tions, on pouvait avoir �a quali�er les noms par le nom de la 
lasse (ou

d'un objet pour les m�ethodes dynamiques). Ainsi on �e
rit Liste.ajouter, FC.TAILLE,

args.length(), System.out.print dans les exemples pr�e
�edents. Parmi 
es pr�e�xes,

System est un nom de pa
kage. Un pa
kage permet de regrouper un ensemble de 
lasses

qui ont des fon
tionnalit�es pro
hes, par exemple les appels syst�eme, les entr�ees/sorties,

et
. Un pa
kage 
orrespond �a un r�epertoire du syst�eme de �
hiers, dont les 
lasses

sont des �
hiers. Par d�efaut, une 
lasse fait toujours partie d'un pa
kage, par d�efaut le

r�epertoire dont le �
hier 
ontenant la 
lasse fait partie. On peut sp�e
i�er le pa
kage o�u

se trouve une 
lasse en la pr�e
�edent par l'instru
tion

pa
kage Nom de pa
kage;

Pour a

�eder �a une 
lasse, on doit la pr�e
�eder par le nom du pa
kage dont elle fait

partie. Mais, on peut �eviter de mettre le nom 
omplet en donnant la liste des noms de

pa
kages import�es.

import java.io.*;

import java.lang.*;

import java.util.*;

7.4 Compilation s�epar�ee et librairies

La 
ompilation d'un programme 
onsiste �a fabriquer le binaire ex�e
utable par le

pro
esseur de la ma
hine. Pour des programmes de plusieurs milliers de lignes, il est

bon de les d�e
ouper en des �
hiers 
ompil�es s�epar�ement. En Java, le 
ode g�en�er�e est

ind�ependant de la ma
hine qui l'ex�e
ute, 
e qui permet de l'ex�e
uter sur toutes les

ar
hite
tures �a travers le r�eseau. Il s'agit don
 d'un 
ode interpr�et�e (byte-
ode) par

un interpr�eteur d�ependant lui de l'ar
hite
ture sous-ja
ente, la ma
hine virtuelle Java

(en
ore appel�ee JVM pour en anglais Java Virtual Ma
hine). Les �
hiers de byte-
ode

ont le suÆxe .
lass, les �
hiers sour
es ayant eux d'habitude le suÆxe .java. Pour


ompiler un �
hier sour
e sous un syst�eme Unix, la 
ommande:
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Ex�e
ution

java TTY

TTY.
lass

java
 TTY.java

TTY.java

FC.
lass

java
 FC.java

FC.java

Fig. 7.3 { Compilation s�epar�ee

% java
 FC.java

permet d'obtenir le �
hier byte-
ode FC.
lass qui peut être utilis�e par d'autres mo-

dules 
ompil�es ind�ependamment. Supposons qu'un �
hier TTY.java 
ontenant un ges-

tionnaire de terminaux utilise les fon
tions sur les �les de 
ara
t�eres. Ce programme


ontiendra des lignes du genre:


lass TTY {

FC in, out;

TTY () {

in = new FC();

out = new FC();

}

stati
 int Lire (FC in) { � � � }

stati
 void Imprimer (FC out) { � � � }

}

En Unix, on devra 
ompiler s�epar�ement TTY.java et on lan
era la ma
hine Java

sur TTY.
lass par les 
ommandes:

% java
 TTY.java

% java TTY

Remarquons que le suÆxe .
lass n'est pas n�e
essaire dans la deuxi�eme 
ommande.

La derni�ere 
ommande 
her
he la fon
tion publique main dans la 
lasse TTY.
lass et

d�emarre la ma
hine virtuelle Java sur 
ette fon
tion. Les diverses 
lasses utilis�ees sont


harg�ees au fur et �a mesure de leur utilisation. Contrairement �a beau
oup de langages

de programmation, il n'y a pas (pour le meilleur et pour le pire) de phase d'�edition de

liens en Java. Tout se fait dynamiquement. Graphiquement, les phases de 
ompilation

sont repr�esent�ees par la �gure 7.3.

Quand il y a un grand nombre de �
hiers de 
ode objet, on peut les regrouper

dans un �
hier d'ar
hive .jar (java ar
hive) pour en faire une librairie, par exemple
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TTY.
lass

java
 TTY.java

TTY.java

FC.
lass

java
 FC.java

FC.java

Fig. 7.4 { D�ependan
es dans une 
ompilation s�epar�ee

libX11.a pour X-window. Les diverses 
lasses ou librairies sont retrouv�ees �a des en-

droits standards, que l'on peut 
hanger en se servant de la variable d'environnement

CLASSPATH.

Ave
 CodeWarrior, la notion de projet permet de 
ombiner un 
ertain nombre de

�
hiers Java 
omme FC.java et TTY.java, ainsi qu'un 
ertain nombre de librairies.

La 
ommande Run ex�e
ute des 
ommandes de 
ompilation s�epar�ee et d'�edition de lien

analogues �a 
elles d'Unix.

7.5 D�ependan
es entre modules

Lors de l'�e
riture d'un programme 
ompos�e de plusieurs modules, il est 
ommode

de d�e
rire les d�ependan
es entre modules et la mani�ere de re
onstruire les binaires

ex�e
utables. Ainsi on pourra re
ompiler le stri
t n�e
essaire en 
as de modi�
ation d'un

des modules. Dans l'exemple de notre gestionnaire de terminaux, nous voulons indiquer

que les d�ependan
es induites par la �gure 7.5 pour re
onstruire le 
ode objet TTY.
lass.

La des
ription des d�ependan
es varie selon le syst�eme. La 
ommande java
 fait l'ana-

lyse de d�ependan
es et 
ompile 
e qui est n�e
essaire. De même, la 
ommande Run ou

Compile en CodeWarrior sur Ma
. De mani�ere plus g�en�erale sous le syst�eme Unix, on

utilise des Make�le et la 
ommande make.

Supposons pour un moment notre programme �e
rit en C, ave
 un �
hier d'interfa
e

f
.h. Le �
hier de d�ependan
es serait ainsi �e
rit:

tty: tty.o f
.o



 -o tty tty.o f
.o

tty.o: tty.
 f
.h



 -
 tty.


f
.o: f
.
 f
.h



 -
 f
.


Apr�es \:", il y a la liste des �
hiers dont d�epend le but mentionn�e au d�ebut de la

ligne. Dans les lignes suivantes, il y a la suite de 
ommandes �a e�e
tuer pour obtenir

le �
hier but. La 
ommande Unix make 
onsid�ere le graphe des d�ependan
es et 
al
ule

les 
ommandes n�e
essaires pour re
onstituer le �
hier but. Si les interd�ependan
es

entre �
hiers sont repr�esent�es par les ar
s d'un graphe dont les sommets sont les noms

de �
hier, 
ette op�eration d'ordonnan
ement d'un graphe sans 
y
le s'appelle le tri

topologique.
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tty



 -o tty tty.o f
.o

tty.o



 -
 tty.


tty.
 f
.h

f
.o



 -
 f
.


f
.


Fig. 7.5 { D�ependan
es dans un Make�le

7.6 Tri topologique

Au d�ebut de 
ertains livres, les auteurs indiquent les d�ependan
es 
hronologiques

entre les 
hapitres en les repr�esentant par un diagramme. Celui qui �gure au d�ebut

du livre de Barendregt sur lambda-
al
ul [4℄ est sans doute l'un des plus 
ompliqu�es.

Par exemple, on voit sur 
e diagramme que pour lire le 
hapitre 16, il faut avoir lu les


hapitres 4, 8 et 15. Un le
teur 
ourageux veut lire le stri
t minimum pour appr�ehender

le 
hapitre 21. Il faut don
 qu'il transforme l'ordre partiel indiqu�e par les d�ependan
es

du diagramme en un ordre total d�eterminant la liste des 
hapitres n�e
essaires au 
ha-

pitre 21. Bien sûr, 
e
i n'est pas possible si le graphe de d�ependan
e 
ontient un 
y
le.

L'op�eration qui 
onsiste �a mettre ainsi en ordre les noeuds d'un graphe dirig�e sans 
ir-


uit (souvent appel�es sous leur d�enomination anglaise dags pour dire
ted a
y
li
 graphs)

est appel�ee le tri topologique. Comme nous l'avons vu plus haut, elle est aussi bien utile

dans la 
ompilation et l'�edition de liens des modules

Le tri topologique 
onsiste don
 �a ordonner les sommets d'un dag en une suite dans

laquelle l'origine de 
haque ar
 apparâ�t avant son extr�emit�e. La 
onstru
tion faite

i
i est une version parti
uli�ere du tri topologique, il s'agit pour un sommet s donn�e

de 
onstruire une liste form�ee de tous les sommets origines d'un 
hemin d'extr�emit�e

s. Cette liste doit en plus satisfaire la 
ondition �enon
�ee plus haut. Pour r�esoudre 
e

probl�eme, on applique l'algorithme de des
ente en profondeur d'abord (Tr�emaux) sur

le graphe oppos�e. (Au lieu de 
onsid�erer les su

esseurs su

[u,k℄ du sommet u, on

par
ourt ses pr�ed�e
esseurs.) Au 
ours de 
ette re
her
he, quand on a �ni de visiter un

sommet, on le met en tête de liste. En �n de l'algorithme, on 
al
ule l'image mirroir de

la liste. Pour tester l'existen
e de 
y
les, on doit v�eri�er lorsqu'on ren
ontre un noeud

d�ej�a visit�e que 
elui-
i �gure dans la liste r�esultat. Pour 
e faire, il faut utiliser un

tableau annexe etat sur les noeuds qui indique si le noeud est visit�e, en 
ours de visite,

ou non visit�e.

final stati
 pasVu = 0, enCours = 1, dejaVu = 2;

stati
 Liste triTopologique (int u) {

for (int i = 0; i < nbSommets; ++i)

etat[i℄ = pasVu;

Liste resultat = Liste.reverse (DFS (u, null));
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Fig. 7.6 { Un exemple de graphe a
y
lique

}

stati
 Liste DFS (int u, Liste a_faire) {

for (int k = 0; pred[u℄[k℄ != Omega; ++k) {

int v = pred[u℄[k℄;

if (etat[v℄ == enCours)

Erreur ("Le graphe a un 
y
le");

if (etat[v℄ == pasVu) {

etat[v℄ = enCours;

a_faire = DFS (v, a_faire);

}

}

etat[u℄ = dejaVu;

return Liste.ajouter (u, a_faire);

}

Nous avons omis les d�e
larations des variables i et etat et du type �enum�er�e des �el�ements

de 
e tableau. Nous avons repris les stru
tures d�evelopp�ees dans les 
hapitres sur les

graphes et les fon
tions sur les listes. Nous supposons aussi que le tableau su

 est

rempla
�e par pred des pr�ed�e
esseurs de 
haque noeud.

7.7 Un exemple de module en C

C est pro
he de Java par sa non-existen
e d'un syst�eme de modules. Nous reprenons

l'exemple des �les de 
ara
t�eres (en fait telles qu'elles se trouvaient en Unix version 7

pour les gestionnaires de terminaux). C'est aussi l'o

asion de 
onstater 
omment la

programmation en C permet 
ertaines a
robaties, peu re
ommandables 
ar on aurait

pu suivre la te
hnique d'adressage des 
ara
t�eres dans les blo
s 
omme en Java. La

stru
ture des �les est l�eg�erement di��erente 
ar on adresse dire
tement les 
ara
t�eres

dans un blo
 au lieu du syst�eme base et d�epla
ement de Pas
al. Le d�ebordement de blo
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est test�e en regardant si on est sur un multiple de la taille d'un blo
, 
ar on suppose le

tableau des blo
s align�e sur un multiple de 
ette taille. Le �
hier interfa
e f
.h est

#define NCLIST 80 /* max total 
list size */

#define CBSIZE 12 /* number of 
hars in a 
list blo
k */

#define CROUND 0xf /* 
list rounding: sizeof(int *) + CBSIZE - 1*/

/*

* A 
list stru
ture is the head

* of a linked list queue of 
hara
ters.

* The 
hara
ters are stored in 4-word

* blo
ks 
ontaining a link and several 
hara
ters.

* The routines f
 get and f
 put

* manipulate these stru
tures.

*/

stru
t 
list

{

int 
_

; /* 
hara
ter 
ount */


har *
_
f; /* pointer to �rst 
har */


har *
_
l; /* pointer to last 
har */

};

stru
t 
blo
k {

stru
t 
blo
k *
_next;


har 
_info[CBSIZE℄;

};

typedef stru
t 
list *f
_type;

int f
_put(
har 
, f
_type p);

int f
_get(f
_type p);

void f
_init(void);

Dans la partie impl�ementation qui suit, on remarque l'emploi de la dire
tive stati


(
elle de C, et non de Java!) qui permet de 
a
her �a l'�edition de liens des variables,

pro
�edures ou fon
tions priv�ees qui ne seront pas 
onsid�er�ees 
omme externes. Contrai-

rement �a Pas
al, il est possible en C de 
a
her la repr�esentation des �les, en ne d�e
larant

le type f
_type que 
omme un pointeur vers une stru
ture 
list non d�e�nie. Les fon
-

tions retournent un r�esultat entier qui permet de retourner des valeurs erron�ees 
omme

�1. Le �
hier f
.
 est

#in
lude <stdlib.h>

#in
lude <f
.h>

stati
 stru
t 
blo
k 
free[NCLIST℄;

stati
 stru
t 
blo
k *
freelist;

int f
_put(
har 
, f
_type p)

{

stru
t 
blo
k *bp;


har *
p;

register s;

if ((
p = p->
_
l) == NULL || p->
_

 < 0 ) {

if ((bp = 
freelist) == NULL)

return(-1);


freelist = bp->
_next;

bp->
_next = NULL;
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p->
_
f = 
p = bp->
_info;

} else if (((int)
p & CROUND) == 0) {

bp = (stru
t 
blo
k *)
p - 1;

if ((bp->
_next = 
freelist) == NULL)

return(-1);

bp = bp->
_next;


freelist = bp->
_next;

bp->
_next = NULL;


p = bp->
_info;

}

*
p++ = 
;

p->
_

++;

p->
_
l = 
p;

return(0);

}

int f
_get(f
_type p)

{

stru
t 
blo
k *bp;

int 
, s;

if (p->
_

 <= 0) {


 = -1;

p->
_

 = 0;

p->
_
f = p->
_
l = NULL;

} else {


 = *p->
_
f++ & 0xff;

if (--p->
_

<=0) {

bp = (stru
t 
blo
k *)(p->
_
f-1);

bp = (stru
t 
blo
k *) ((int)bp & ~CROUND);

p->
_
f = p->
_
l = NULL;

bp->
_next = 
freelist;


freelist = bp;

} else if (((int)p->
_
f & CROUND) == 0){

bp = (stru
t 
blo
k *)(p->
_
f-1);

p->
_
f = bp->
_next->
_info;

bp->
_next = 
freelist;


freelist = bp;

}

}

return(
);

}

void f
_init()

{

int 

p;

stru
t 
blo
k *
p;



p = (int)
free;



p = (

p+CROUND) & ~CROUND;

for(
p=(stru
t 
blo
k *)

p; 
p <= &
free[NCLIST-1℄; 
p++) {


p->
_next = 
freelist;


freelist = 
p;

}

}
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7.8 Modules en Caml

On 
onstruit pour tout module deux �
hiers f
.mli (pour ML interfa
e) et f
.ml

(le module d'impl�ementation). Le premier est un �
hier d'interfa
e dans lequel on donne

la signature de tous les types, variables ou fon
tions export�ees. Par exemple:

(* Files de 
ara
t�eres *)

type f
;;

(* Le type des �les de 
ara
t�eres *)

ex
eption FileVide;;

(* Lev�ee quand [supprimer℄ est appliqu�ee �a une �le vide. *)

value vide: unit -> f


(* Retourne une nouvelle �le, initialement vide. *)

and ajouter: 
har -> f
 -> f


(* [ajouter 
 x℄ ajoute le 
ara
t�ere [
℄ �a la �n de la �le [x℄. *)

and supprimer: f
 -> 
har

(* [supprimer x℄ enl�eve et retourne le premier �el�ement de la �le [x℄

ou l�eve l'ex
eption [FileVide℄ si la queue est vide. *)

Le deuxi�eme 
ontient l'impl�ementation des �les de 
ara
t�eres, o�u on fournit les stru
-

tures de donn�ees ou le 
ode 
orrespondant �a 
haque d�e
laration pr�e
�edente:

type f
 = {mutable 

: int;

mutable debut_b: liste_de_blo
s; mutable debut_d: int;

mutable fin_b: liste_de_blo
s; mutable fin_d: int} and

liste_de_blo
s = Nil | Cons of blo
 and

blo
 = {
ontenu: string; mutable suivant: liste_de_blo
s};;

ex
eption FileVide;;

let taille_blo
 = 12;;

let vide() = {

 = 0; debut_b = Nil; debut_d = 0; fin_b = Nil; fin_d = 0};;

let ajouter 
 x =

let nouveau_blo
() =

Cons {
ontenu = make_string taille_blo
 ` `; suivant = Nil} in

if x.

 = 0 then begin

let b = nouveau_blo
() in

x.debut_b <- b; x.debut_d <- 0;

x.fin_b <- b; x.fin_d <- -1;

end else if x.fin_d = taille_blo
 - 1 then begin

let b = nouveau_blo
() in

(mat
h x.fin_b with

Cons r -> r.suivant <- b

| Nil -> ()

);

x.fin_b <- b; x.fin_d <- -1;

end;

x.fin_d <- x.fin_d + 1;

(mat
h x.fin_b with

Cons r -> r.
ontenu.[x.fin_d℄ <- 


| Nil -> ()

);

x.

 <- x.

 + 1;



172 CHAPITRE 7. MODULARIT

�

E

x;;

let supprimer x =

if x.

 = 0 then

raise FileVide

else mat
h x.debut_b with

Nil -> failwith "Cas impossible"

| Cons r -> let res = r.
ontenu.[x.debut_d℄ in

x.

 <- x.

 - 1;

x.debut_d <- x.debut_d + 1;

if x.debut_d >= taille_blo
 then begin

x.debut_b <- r.suivant;

x.debut_d <- 0;

end;

res;;

Dans un deuxi�eme module, par exemple un gestionnaire de terminaux dont le 
ode

se trouve dans un �
hier tty.ml, on peut utiliser les noms du module f
.mli en les

quali�ant par le nom du module suivi symbole __

1

let nouveau_tty =

let x = f
__vide() in

...

let y = f
__ajouter 
 x ....

Si on n'a pas envie d'utiliser 
ette notation longue, on supprime le pr�e�xe ave
 la

dire
tive suivante en tête de tty.ml.

#open "f
";;

Les d�ependan
es entre modules se font 
omme dans le 
as de C. On se sert de la


ommande make de Unix et du make�le suivant. Remarquons que les �
hiers .ml se


ompilent en �
hiers .zo, les �
hiers .mli en .zi, et que l'on �nit ave
 un �
hier tty

dire
tement ex�e
utable.

tty: tty.zo f
.zo


aml
 -o tty tty.zo f
.zo

tty.zo: tty.ml f
.zi


aml
 -
 tty.ml

f
.zo: f
.ml


aml
 -
 f
.ml

f
.zi: f
.mli


aml
 -
 f
.mli

En�n, en Caml, on n'est pas for
�e de d�e�nir un �
hier d'interfa
e, auquel 
as le


ompilateur g�en�erera automatiquement un �
hier .zi en supposant toutes les variables

et fon
tions publiques dans le module d'impl�ementation. Toutefois, 
'est plus sûr de

d�e�nir soi-même les �
hiers d'interfa
e.

1. En OCaml, on est revenu �a une notation plus 
lassique ave
 un point au lieu des deux 
ara
t�eres

soulign�e!
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tty


aml
 -o tty tty.zo f
.zo

tty.zo


aml
 -
 tty.ml

tty.ml f
.zi


aml
 -
 f
.mli

f
.mli

f
.zo


aml -
 f
.ml

f
.ml

Fig. 7.7 { D�ependan
es entre modules Caml
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Chapitre 8

Exploration

Dans 
e 
hapitre, on re
her
he des algorithmes pour r�esoudre des probl�emes se

pr�esentant sous la forme suivante:

On se donne un ensemble E �ni et �a 
haque �el�ement e de E est a�e
t�ee une

valeur v(e) (en g�en�eral, un entier positif), on se donne de plus un pr�edi
at

(une fon
tion �a valeurs fvrai, fauxg) C sur l'ensemble des parties de E. Le

probl�eme 
onsiste �a 
onstruire un sous ensemble F de E tel que:

{ C(F ) est satisfait

{

P

e2F

v(e) soit maximal (ou minimal, dans 
ertains 
as)

Les m�ethodes d�evelopp�ees pour r�esoudre 
es probl�emes sont de natures tr�es diverses.

Pour 
ertains exemples, il existe un algorithme tr�es simple 
onsistant �a initialiser F

par F = ;, puis �a ajouter su

essivement des �el�ements suivant un 
ertain 
rit�ere,

jusqu'�a obtenir la solution optimale, 
'est 
e qu'on appelle l'algorithme glouton. Tous

les probl�emes ne sont pas r�esolubles par l'algorithme glouton mais, dans le 
as o�u

il s'applique, il est tr�es eÆ
a
e. Pour d'autres probl�emes, 
'est un algorithme dit de

programmation dynamique qui permet d'obtenir la solution, il s'agit alors d'utiliser


ertaines parti
ularit�es de la solution qui permettent de diviser le probl�eme en deux;

puis de r�esoudre s�epar�ement 
ha
un des deux sous-probl�emes, tout en 
onservant en

table 
ertaines informations interm�ediaires. Cette te
hnique, bien que moins eÆ
a
e que

l'algorithme glouton, donne quand même un r�esultat int�eressant 
ar l'algorithme mis en

oeuvre est en g�en�eral polynomial. En�n, dans 
ertains 
as, au
une des deux m�ethodes

pr�e
�edentes ne donne de r�esultat et il faut alors utiliser des pro
�edures d'exploration

syst�ematique de l'ensemble de toutes les parties de E satisfaisant C, 
ette exploration

syst�ematique est souvent appel�ee exploration arbores
ente (ou ba
ktra
king en anglais).

8.1 Algorithme glouton

Comme il a �et�e dit, 
et algorithme donne tr�es rapidement un r�esultat. En revan
he


e r�esultat n'est pas toujours la solution optimale. L'a�e
tation d'une ou plusieurs res-

sour
e �a des utilisateurs (
lients, pro
esseurs, et
.) 
onstitue une 
lasse importante de

probl�emes. Il s'agit de satisfaire au mieux 
ertaines demandes d'a

�es �a une ou plu-

sieurs ressour
es, pendant une dur�ee donn�ee, ou pendant une p�eriode de temps d�e�nie

pr�e
is�ement. Le 
as le plus simple de 
es probl�emes est 
elui d'une seule ressour
e,

pour laquelle sont faites des demandes d'a

�es �a des p�eriodes d�etermin�ees. Nous allons

montrer que dans 
e 
as tr�es simple, l'algorithme glouton s'applique. Dans des 
as plus


omplexes, l'algorithme donne une solution appro
h�ee, dont on se 
ontente souvent, vu

le temps de 
al
ul prohibitif de la re
her
he de l'optimum exa
t.
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8.1.1 A�e
tation d'une ressour
e

Le probl�eme d�e
rit pr�e
is�ement 
i-dessous peut être r�esolu par l'algorithme glouton

(mais, 
omme on le verra, l'algorithme glouton ne donne pas la solution optimale pour

une autre formulation du probl�eme, pourtant pro
he de 
elle-
i). Il s'agit d'a�e
ter une

ressour
e unique, non partageable, su

essivement �a un 
ertain nombre d'utilisateurs

qui en font la demande en pr�e
isant la p�eriode exa
te pendant laquelle ils souhaitent

en disposer.

On peut mat�erialiser 
e
i en prenant pour illustration la lo
ation d'une seule voiture.

Des 
lients formulent un ensemble de demandes de lo
ation et, pour 
haque demande

sont donn�es le jour du d�ebut de la lo
ation et le jour de restitution du v�ehi
ule, le but

est d'a�e
ter le v�ehi
ule de fa�
on �a satisfaire le maximum de 
lients (et non pas de

maximiser la somme des dur�ees de lo
ation). On peut formuler 
e probl�eme en utilisant

le 
adre g�en�eral 
onsid�er�e plus haut. L'ensemble E est 
elui des demandes de lo
ation,

pour 
haque �el�ement e de E, on note d(e) la date du d�ebut de la lo
ation et f(e) > d(e)

la date de �n. La valeur v(e) de tout �el�ement e de E est �egale �a 1 et la 
ontrainte �a

respe
ter pour le sous ensemble F �a 
onstruire est la suivante:

8e

1

;e

2

2 F d(e

1

) � d(e

2

)) f(e

1

) � d(e

2

)

puisque, disposant d'un seul v�ehi
ule, on ne peut le louer qu'�a un seul 
lient �a la fois.

L'algorithme glouton s'exprime 
omme suit:

{ Etape 1: Classer les �el�ements de E par ordre des dates de �ns 
roissantes. Les

�el�ements de E 
onstituent alors une suite e

1

;e

2

; : : : e

n

telle que f(e

1

) � f(e

2

); : : : �

f(e

n

)

{ Initialiser F := ;

{ Etape 2: Pour i variant de 1 �a n, ajouter la demande e

i

�a F si 
elle-
i ne 
hevau
he

pas la derni�ere demande appartenant �a F .

Montrons que l'on a bien obtenu ainsi la solution optimale.

Soit F = fx

1

;x

2

; : : : x

p

g la solution obtenue par l'algorithme glouton et soit G =

fy

1

;y

2

; : : : y

q

g;q � p une solution optimale. Dans les deux 
as nous supposons que les

demandes sont 
lass�ees par dates de �ns 
roissantes. Nous allons montrer que p = q.

Supposons que 8i < k, on ait x

i

= y

i

et que k soit le plus petit entier tel que x

k

6= y

k

,

alors par 
onstru
tion de F on a: f(y

k

) � f(x

k

). On peut alors rempla
er G par G

0

=

fy

1

;y

2

; : : : y

k�1

;x

k

;y

k+1

;y

q

g tout en satisfaisant �a la 
ontrainte de non 
hevau
hement

des demandes, ainsi G

0

est une solution optimale ayant plus d'�el�ements en 
ommun

ave
 F que n'en avait G. En r�ep�etant 
ette op�eration suÆsamment de fois on trouve

un ensemble H de même 
ardinalit�e que G et qui 
ontient F . L'ensemble H ne peut


ontenir d'autres �el�ements 
ar 
eux-
i auraient �et�e ajout�es �a F par l'algorithme glouton,


e
i montre bien que p = q.

Remarques

1. Noter que le 
hoix de 
lasser les demandes par dates de �n 
roissantes est important.

Si on les avait 
lass�ees, par exemple, par dates de d�ebut 
roissantes, on n'aurait pas

obtenu le r�esultat. On le voit sur l'exemple suivant ave
 trois demandes e

1

;e

2

;e

3

dont

les dates de d�ebut et de �n sont donn�ees par le tableau suivant:

e

1

e

2

e

3

d 2 3 5

f 8 4 8
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Bien entendu, pour des raisons �evidentes de sym�etrie, le 
lassement par dates de d�ebut

d�e
roissantes donne aussi le r�esultat optimal.

2. On peut noter aussi que si le but est de maximiser la dur�ee totale de lo
ation du

v�ehi
ule l'algorithme glouton ne donne pas l'optimum. En parti
ulier, il ne 
onsid�erera

pas 
omme prioritaire une demande de lo
ation de dur�ee tr�es importante. L'id�ee est

alors de 
lasser les demandes par dur�ees d�e
roissantes et d'appliquer l'algorithme glou-

ton, malheureusement 
ette te
hnique ne donne pas non plus le bon r�esultat (il suÆt de


onsid�erer une demande de lo
ation de 3 jours et deux demandes qui ne se 
hevau
hent

pas mais qui sont in
ompatibles ave
 la premi�ere 
ha
une de dur�ee �egale �a 2 jours). De

fait, le probl�eme de la maximisation de 
ette dur�ee totale est NP 
omplet, il est don


illusoire de penser trouver un algorithme simple et eÆ
a
e.

3. S'il y a plus d'une ressour
e �a a�e
ter, par exemple deux voitures �a louer, l'algorithme

glouton 
onsistant �a 
lasser les demandes suivant les dates de �n et �a a�e
ter la premi�ere

ressour
e disponible, ne donne pas l'optimum.

8.1.2 Arbre re
ouvrant de poids minimal

Un exemple 
lassique d'utilisation de l'algorithme glouton est la re
her
he d'un arbre

re
ouvrant de poids minimal dans un graphe sym�etrique, il prend dans 
e 
as parti
ulier

le nom d'algorithme de Kruskal. D�e
rivons bri�evement le probl�eme et l'algorithme.

Un graphe sym�etrique est donn�e par un ensemble X de sommets et un ensemble A

d'ar
s tel que, pour tout a 2 A, il existe un ar
 oppos�e �a dont l'origine est l'extr�emit�e

de a et dont l'extr�emit�e est l'origine de a. Le 
ouple fa;�ag forme une arête. Un arbre

est un graphe sym�etrique tel que tout 
ouple de sommets est reli�e par un 
hemin

(
onnexit�e) et qui ne poss�ede pas de 
ir
uit (autres que 
eux form�es par un ar
 et son

oppos�e). Pour un graphe sym�etrique G = (X;A) quel
onque, un arbre re
ouvrant est

donn�e par un sous ensemble de l'ensemble des arêtes qui forme un arbre ayant X pour

ensemble de sommets (voir �gure 8.1). Pour poss�eder un arbre re
ouvrant, un graphe

doit être 
onnexe. Dans 
e 
as, les arbores
en
es 
onstruites par les algorithmes d�e
rits

au 
hapitre 5 sont des arbres re
ouvrants. Lorsque 
haque arête du graphe est a�e
t�ee

d'un 
ertain poids, se pose le probl�eme de la re
her
he d'un arbre re
ouvrant de poids

minimal (
'est �a dire un arbre dont la somme des poids des arêtes soit minimale). Une

illustration de 
e probl�eme est la r�ealisation d'un r�eseau �ele
trique ou informatique

entre di��erents points, deux points quel
onques doivent toujours être reli�es entre eux

(
onnexit�e) et on doit minimiser le 
oût de la r�ealisation. Le poids d'une arête est, dans


e 
ontexte, le 
oût de 
onstru
tion de la portion du r�eseau reliant ses deux extr�emit�es.

On peut fa
ilement formuler le probl�eme dans le 
adre g�en�eral donn�e en d�ebut de


hapitre: E est l'ensemble des arêtes du graphe, la 
ondition C �a satisfaire par F est

de former un graphe 
onnexe, en�n il faut minimiser la somme des poids des �el�ements

de F . Ce probl�eme peut être r�esolu tr�es eÆ
a
ement par l'algorithme glouton suivant :

{ Etape 1: Classer les arêtes par ordre de poids 
roissants. Elles 
onstituent alors

une suite

e

1

;e

2

; : : : e

n

telle que

p(e

1

) � p(e

2

); : : : � p(e

n

)

{ Initialiser F := ;

{ Etape 2: Pour i variant de 1 �a n, ajouter l'arête e

i

�a F si 
elle-
i ne 
r�ee pas de


ir
uit ave
 
elles appartenant �a F .
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1

4

2 3

6

11

9 10

75

8

Fig. 8.1 { Un graphe sym�etrique et l'un de ses arbres re
ouvrants

On montre que l'algorithme glouton donne l'arbre de poids minimal en utilisant la

propri�et�e suivante des arbres re
ouvrants d'un graphe:

Soient T et U deux arbres re
ouvrants distin
ts d'un graphe G et soit a une

arête de U qui n'est pas dans T . Alors il existe une arête b de T telle que

U n fag [ fbg soit aussi un arbre re
ouvrant de G.

Plus g�en�eralement on montre que l'algorithme glouton donne le r�esultat si et seule-

ment si la propri�et�e suivante est v�eri��ee par les sous ensembles F de E satisfaisant

C:

Si F et G sont deux ensembles qui satisfont la 
ondition C et si x est un

�el�ement qui est dans F et qui n'est pas dans G, alors il existe un �el�ement

de G tel que F n fxg [ fyg satisfasse C.

Un exemple d'arbre re
ouvrant de poids minimal est donn�e sur la �gure 8.2.

8.2 Exploration arbores
ente

De tr�es nombreux probl�emes d'optimisation ou de re
her
he de 
on�gurations par-

ti
uli�eres donnent lieu �a un algorithme qui 
onsiste �a faire une re
her
he exhaus-

tive des solutions. Ces algorithmes paraissent simples puisqu'il s'agit de par
ourir

syst�ematiquement un ensemble de solutions, mais bien que leur prin
ipe ne soit pas

parti
uli�erement ing�enieux, la programmation n�e
essite un 
ertain soin.

8.2.1 Sa
 �a dos

Prenons pour premier exemple le probl�eme dit du sa
 �a dos; soit un ensemble E

d'objets 
ha
un ayant un 
ertain poids, un entier positif not�e p(e), et soitM un r�eel qui

repr�esente la 
harge maximum que l'on peut emporter dans un sa
 �a dos. La question

est de trouver un ensemble d'objets dont la somme des poids soit la plus voisine possible

de M tout en lui �etant inf�erieure ou �egale. Le probl�eme est i
i formul�e dans les termes

g�en�eraux du d�ebut du 
hapitre, la 
ondition C portant sur le poids du sa
 �a ne pas

d�epasser. Il est assez fa
ile de trouver des exemples pour lesquels l'algorithme glouton

ne donne pas le bon r�esultat, il suÆt en e�et de 
onsid�erer 4 objets de poids respe
tifs
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1

5

4

1 4

2

2

6

3

5 4

1

6

11

6

7 7
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8

9

7

3

7 2

5

8

3 2

5

10

Fig. 8.2 { Un arbre re
ouvrant de poids minimum

4;3;3;1 pour remplir un sa
 de 
harge maximum �egale �a 6. On s'apper�
oit que si l'on

remplit le sa
 en pr�esentant les objets en ordre de poids d�e
roissants et en retenant


eux qui ne font pas d�epasser la 
apa
it�e maximale, on obtiendra une 
harge �egale �a

5. Si �a l'oppos�e, on 
lasse les objets par ordre de poids 
roissants, et que l'on applique

l'algorithme glouton, la 
harge obtenue sera �egale �a 4, alors qu'il est possible de remplir

le sa
 ave
 deux objets de poids 3 et d'obtenir l'optimum.

Le probl�eme du sa
 �a dos, lorsque la 
apa
it�e du sa
 n'est pas un entier,

1

est un

exemple typique 
lassique de probl�eme (NP-
omplet) pour lequel au
un algorithme ef-

�
a
e n'est 
onnu et o�u il faut explorer toutes les possibilit�es pour obtenir la meilleure

solution. Une bonne programmation de 
ette exploration syst�ematique 
onsiste �a utili-

ser la r�e
ursivit�e. Notons n le nombre d'�el�ements de E, nous utiliserons un tableau sa


permettant de 
oder toutes les possibilit�es, un objet i est mis dans le sa
 si sa
[i℄ =

true, il n'est pas mis si sa
[i℄ = false. Il faut don
 par
ourir tous les ve
teurs pos-

sibles de bool�eens, pour 
ela on 
onsid�ere su

essivement toutes les positions i = 1; : : : n

et on e�e
tue les deux 
hoix possibles pour sa
[i℄ en ne 
hoisissant pas la derni�ere

possibilit�e si l'on d�epasse la 
apa
it�e du sa
. On utilise un entier meilleur qui m�emorise

la plus petite valeur trouv�ee pour la di��eren
e entre la 
apa
it�e du sa
 et la somme

des poids des objets qui s'y trouvent. Un tableau msa
 garde en m�emoire le 
ontenu

du sa
 qui r�ealise 
e minimum. La pro
�edure r�e
ursive 
al
ul(i,u) a pour param�etres

d'appel, i l'objet pour lequel on doit prendre une d�e
ision, et u la 
apa
it�e disponible

restante. Elle 
onsid�ere deux possibilit�es pour l'objet i l'une pour laquelle il est mis

dans le sa
 (si on ne d�epasse pas la 
apa
it�e restante u), l'autre pour laquelle il n'y est

pas mis. La pro
�edure appelle 
al
ul(i+1, u) et 
al
ul(i+1, u - p[i℄). Ainsi le

premier appel de 
al
ul(i, u) est fait ave
 i = 0 et u �egal �a la 
apa
it�e M du sa
, les

appels su

essifs feront ensuite augmenter i (et diminuer u) jusqu'�a atteindre la valeur

n. Le r�esultat est m�emoris�e s'il am�eliore la valeur 
ourante de meilleur.

stati
 void 
al
ul (int i, float u) {

if (i >= n) {

if (u < meilleur) {

for (int j = 0; i < n; ++i)

1. Dans le 
as o�u M est en entier, on peut trouver un algorithme tr�es eÆ
a
e fond�e sur la program-

mation dynamique.
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msa
[i℄ = sa
[i℄;

meilleur = u;

}

} else {

if (p[i℄ <= u) {

sa
[i℄ = true;


al
ul(i + 1, u - p[i℄);

}

sa
[i℄ = false;


al
ul(i + 1, u);

}

}

On v�eri�e sur des exemples que 
ette pro
�edure donne des r�esultats assez rapidement

pour n � 20. Pour des valeurs plus grandes le temps mis est bien plus long 
ar il 
rô�t


omme 2

n

.

8.2.2 Pla
ement de reines sur un �e
hiquier

Le pla
ement de reines sur un �e
hiquier sans qu'au
une d'entre elles ne soit en prise

par une autre 
onstitue un autre exemple de re
her
he arbores
ente. L�a en
ore il faut

par
ourir l'ensemble des solutions possibles. Pour les valeurs su

essives de i, on pla
e

une reine sur la ligne i et sur une 
olonne j = pos[i℄ en v�eri�ant bien qu'elle n'est

pas en prise. Le tableau pos que l'on remplit r�e
ursivement 
ontient les positions des

reines d�ej�a pla
�ees. Tester si deux reines sont en 
on
it est relativement simple. Notons

i

1

;j

1

et i

2

;j

2

leurs positions respe
tives (ligne et 
olonne) il y a 
on
it si i

1

= i

2

(elles

sont alors sur la même ligne), ou si j

1

= j

2

(même 
olonne) ou si ji

1

� i

2

j = jj

1

� j

2

j

(même diagonale).

stati
 boolean 
onflit (int i1, int j1, int i2, int j2) {

return (i1 == i2) || (j1 == j2) ||

(Math.abs (i1 - i2) == Math.abs (j1 - j2));

}

Celle-
i peut être appel�ee plusieurs fois pour tester si une reine en position i, j est


ompatible ave
 les reines pr�e
�edemment pla
�ees sur les lignes 1; : : : ;i� 1:

stati
 boolean 
ompatible (int i, int j) {

for (int k = 0; k < i; ++k)

if (
onflit (i, j, k, pos[k℄))

return false;

return true;

}

La fon
tion r�e
ursive qui trouve une solution au probl�eme des reines est alors la suivante:

stati
 void reines (int i) {

if (i >= nbReines)

imprimerSolution();

else {

for (int j = 0; j < nbReines; ++j)

if 
ompatible (i, j) {

pos[i℄ = j;

reines (i+1);

}
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Fig. 8.3 { Huit reines sur un �e
hiquier

}

}

La bou
le for �a l'int�erieur de la pro
�edure permet de par
ourir toutes les po-

sitions sur la ligne i 
ompatibles ave
 les reines d�ej�a pla
�ees. Les appels su

essifs

de Reines(i) modi�ent la valeur de pos[i℄ d�etermin�ee par l'appel pr�e
�edent. La

pro
�edure pr�e
�edente aÆ
he toutes les solutions possibles, il est assez fa
ile de mo-

di�er la pro
�edure en s'arrêtant d�es que l'on a trouv�e une solution ou pour simplement


ompter le nombre de solutions di��erentes. En lan�
ant Reines(0), on trouve ainsi 90

solutions pour un �e
hiquier 8� 8 dont l'une d'elles est donn�ee �gure 8.3.

Remarque Dans les deux exemples donn�es plus haut, toute la diÆ
ult�e r�eside dans

le par
ours de toutes les solutions possibles, sans en oublier et sans revenir plusieurs

fois sur la même. On peut noter que l'ensemble de 
es solutions peut être vu 
omme

les sommets d'une arbores
en
e qu'il faut par
ourir. La di��eren
e ave
 les algorithmes

d�e
rits au 
hapitre 5 est que l'on ne repr�esente pas 
ette arbores
en
e en totalit�e en

m�emoire mais simplement la partie sur laquelle on se trouve.

8.3 Programmation dynamique

Pour illustrer la te
hnique d'exploration appel�ee programmation dynamique, le

mieux est de 
ommen
er par un exemple. Nous 
onsid�erons ainsi la re
her
he de 
hemins

de longueur minimale entre tous les 
ouples de points d'un graphe aux ar
s valu�es.

8.3.1 Plus 
ourts 
hemins dans un graphe

Dans la suite, on 
onsid�ere un graphe G = (X;A) ayant X 
omme ensemble de som-

mets et A 
omme ensemble d'ar
s. On se donne une appli
ation l de A dans l'ensemble

des entiers naturels, l(a) est la longueur de l'ar
 a. La longueur d'un 
hemin est �egale �a

la somme des longueurs des ar
s qui le 
omposent. Le probl�eme 
onsiste �a d�eterminer

pour 
haque 
ouple (x

i

;x

j

) de sommets, le plus 
ourt 
hemin, s'il existe, qui joint x

i

�a

x

j

. Nous 
ommen�
ons par donner un algorithme qui d�etermine les longueurs des plus


ourts 
hemins not�ees Æ(x

i

;x

j

); on 
onvient de noter Æ(x

i

;x

j

) = 1 s'il n'existe pas de


hemin entre x

i

et x

j

(en fait il suÆt dans la suite de rempla
er 1 par un nombre

suÆsamment grand par exemple la somme des longueurs de tous les ar
s du graphe).

La 
onstru
tion e�e
tive des 
hemins sera examin�ee ensuite. On suppose qu'entre deux
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sommets il y a au plus un ar
. En e�et, s'il en existe plusieurs, il suÆt de ne retenir

que le plus 
ourt.

Les algorithmes de re
her
he de 
hemins les plus 
ourts reposent sur l'observation tr�es

simple mais importante suivante:

Remarque Si f est un 
hemin de longueur minimale joignant x �a y et qui passe par

z, alors il se d�e
ompose en deux 
hemins de longueur minimale l'un qui joint x �a z et

l'autre qui joint z �a y.

Dans la suite, on suppose les sommets num�erot�es x

1

;x

2

; : : : x

n

et, pour tout k > 0 on


onsid�ere la propri�et�e P

k

suivante pour un 
hemin:

(P

k

(f)) Tous les sommets de f , autres que son origine et son extr�emit�e,

ont un indi
e stri
tement inf�erieur �a k.

On peut remarquer qu'un 
hemin v�eri�e P

1

si et seulement s'il se 
ompose d'un unique

ar
, d'autre part la 
ondition P

n+1

est satisfaite par tous les 
hemins du graphe. Notons

Æ

k

(x

i

;x

j

) la longueur du plus 
ourt 
hemin qui v�eri�e P

k

et qui a pour origine x

i

et

pour extr�emit�e x

j

. Cette valeur est1 si au
un tel 
hemin n'existe. Ainsi Æ

1

(x

i

;x

j

) =1

s'il n'y a pas d'ar
 entre x

i

et x

j

et vaut l(a) si a est 
et ar
. D'autre part Æ

n+1

= Æ. Le

lemme suivant permet de 
al
uler les Æ

k+1


onnaissant les Æ

k

(x

i

;x

j

). On en d�eduira un

algorithme it�eratif.

Lemme Les relations suivantes sont satisfaites par les Æ

k

:

Æ

k+1

(x

i

;x

j

) = min(Æ

k

(x

i

;x

j

);Æ

k

(x

i

;x

k

) + Æ

k

(x

k

;x

j

))

Preuve Soit un 
hemin de longueur minimale satisfaisant P

k+1

, ou bien il ne passe

pas par x

k

et on a

Æ

k+1

(x

i

;x

j

) = Æ

k

(x

i

;x

j

)

ou bien il passe par x

k

et, d'apr�es la remarque pr�eliminaire, il est 
ompos�e d'un 
hemin

de longueur minimale joignant x

i

�a x

k

et satisfaisant P

k

et d'un autre minimal aussi

joignant x

k

�a x

j

. Il a don
 pour longueur: Æ

k

(x

i

;x

k

) + Æ

k

(x

k

;x

j

).

L'algorithme suivant pour la re
her
he du plus 
ourt 
hemin met �a jour une matri
e

delta[i,j℄ qui a �et�e initialis�ee par les longueurs des ar
s et par un entier suÆsamment

grand s'il n'y a pas d'ar
 entre x

i

et x

j

. A 
haque it�eration de la bou
le externe, on fait


rô�tre l'indi
e k du Æ

k


al
ul�e.

for (k = 0; k < n; ++k)

for (i = 0; i < n; ++i)

for (j = 1; j < n; ++j)

delta[i℄[j℄ = Math.min(delta[i℄[j℄, delta[i℄[k℄ + delta[k℄[j℄);

On note la similitude ave
 l'algorithme de re
her
he de la fermeture transitive d'un

graphe expos�e au 
hapitre 5. Sur l'exemple du graphe donn�e sur la �gure 8.4, on part

de la matri
e Æ

1

donn�ee par

Æ

1

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0 1 1 4 1 1 1

1 0 3 2 1 1 1

1 1 0 1 2 1 1

1 1 1 0 2 1 6

1 3 1 1 0 1 1

1 1 1 2 1 0 1

4 1 1 1 1 1 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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x

1

1

4

4

x

2

3

2

x

3

2

x

5

3

2

1

x

6

x

4

26

x

7

1

Fig. 8.4 { Un graphe aux ar
s valu�es

Apr�es le 
al
ul on obtient:

Æ =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0 1 4 3 5 6 7

10 0 3 2 4 5 6

8 5 0 5 2 3 4

8 5 8 0 2 3 4

6 3 6 3 0 1 2

5 6 9 2 4 0 1

4 5 8 7 9 10 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Pour le 
al
ul e�e
tif des 
hemins les plus 
ourts, on utilise une matri
e qui 
ontient

Suiv[i;j℄, le sommet qui suit i dans le 
hemin le plus 
ourt qui va de i �a j. Les valeurs

Suiv[i;j℄ sont initialis�ees �a j s'il existe un ar
 de i vers j et �a �1 sinon, Suiv[i;i℄ est lui

initialis�e �a i. Le 
al
ul pr�e
�edent qui a donn�e Æ peut s'a

ompagner de 
elui de Suiv

en pro
�edant 
omme suit:

for (int k = 0; k < n; ++k)

for (int i = 0; i < n; ++i)

for (int j = 0; j < n; ++j)

if (delta[i℄[j℄ > (delta[i℄[k℄ + delta[k℄[j℄) {

delta[i℄[j℄ = delta[i℄[k℄ + delta[k℄[j℄;

suivant[i℄[j℄ = suivant[i℄[k℄;

}

Une fois le 
al
ul des deux matri
es e�e
tu�e on peut retrouver le 
hemin le plus


ourt qui joint i �a j par la pro
�edure:

stati
 void plusCourtChemin(int i, int j) {

for (int k = i; k != j; k = suivant[k℄[j℄)

System.out.print (k + " ");

System.out.println (j);

}
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Sur l'exemple pr�e
�edent on trouve:

Suiv =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

1 2 2 2 2 2 2

4 2 3 4 4 4 4

5 5 3 5 5 5 5

5 5 5 4 5 5 5

6 2 2 6 5 6 6

7 7 7 4 4 6 7

1 1 1 1 1 1 7

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

8.3.2 Sous-s�equen
es 
ommunes

On utilise aussi un algorithme de programmation dynamique pour re
her
her des

sous-s�equen
es 
ommunes �a deux s�equen
es donn�ees. pr�e
isons tout d'abord quelques

d�e�nitions. Une s�equen
e (ou un mot) est une suite �nie de symboles (ou lettres) pris

dans un ensemble �ni (ou alphabet). Si u = a

1

� � � a

n

est une s�equen
e, o�u a

1

; : : : ;a

n

sont des lettres, l'entier n est la longueur de u. Une s�equen
e v = b

1

� � � b

m

est une

sous-s�equen
e de u = a

1

� � � a

n

s'il existe des entiers i

1

; : : : ;i

m

, (1 � i

1

< � � � i

m

� n)

tels que a

i

k

= b

k

(1 � k � m). Une s�equen
e w est une sous-s�equen
e 
ommune aux

s�equen
es u et v si w est sous-s�equen
e de u et de v. Une sous-s�equen
e 
ommune est

maximale si elle est de longueur maximale.

On 
her
he �a d�eterminer la longueur d'une sous-s�equen
e 
ommune maximale �a

u = a

1

� � � a

n

et v = b

1

� � � b

m

. Pour 
ela, on note L(i;j) la longueur d'une sous-s�equen
e


ommune maximale aux mots a

1

� � � a

i

et b

1

� � � b

j

, (0 � j � m, 0 � i � n). On peut

montrer que

L(i;j) =

�

1 + L(i� 1;j � 1) si a

i

= b

j

max(L(i;j � 1);L(i � 1;j)) sinon.

(�)

En e�et, soit w une sous s�equen
e de longueur maximale, 
ommune �a a

1

� � � a

i�1

et �a b

1

� � � b

j�1

si a

i

= b

j

, wa

i

est une sous-s�equen
e 
ommune maximale �a a

1

� � � a

i

et

b

1

� � � b

j

. Si a

i

6= b

j

alors une sous-s�equen
e 
ommune �a a

1

� � � a

i

et b

1

� � � b

j

est ou bien


ommune �a a

1

� � � a

i

et b

1

� � � b

j�1

(si elle ne se termine pas par b

j

); ou bien �a a

1

� � � a

i�1

et b

1

� � � b

j

, (si elle ne se termine par a

i

). On obtient ainsi l'algorithme qui permet de

d�eterminer la longueur d'une sous s�equen
e 
ommune maximale �a a

1

� � � a

n

et b

1

� � � b

m

stati
 void longueurSSC (String u, String v) {

int n = u.length();

int m = v.length();

int longueur[℄[℄ = new int[n℄[m℄;

for (int i = 0; i < n; ++i) longueur[i, 0℄ = 0;

for (int j = 0; j < m; ++j) longueur[0, j℄ = 0;

for (int i = 1; i < n; ++i)

for (int j = 1; j < m; ++j)

if (u.
harAt(i) == v.
harAt(j))

longueur[i℄[j℄ = 1 + longueur[i-1℄[j-1℄;

else if longueur[i℄[j-1℄ > longueur[i-1℄[j℄

longueur[i℄[j℄ = longueur[i℄[j-1℄;

else

longueur[i℄[j℄ = longueur[i-1℄[j℄;

}

Il est assez fa
ile de transformer l'algorithme pour retrouver une sous-s�equen
e

maximale 
ommune au lieu de simplement 
al
uler sa longueur. Pour 
ela, on met �a
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jour un tableau provient qui indique lequel des trois 
as a permis d'obtenir la longueur

maximale.

stati
 void longueurSSC (String u, String v,

int[℄[℄ longueur, int[℄[℄ provient) {

int n = u.length();

int m = v.length();

for (int i = 0; i < n; ++i) longueur[i, 0℄ = 0;

for (int j = 0; j < m; ++j) longueur[0, j℄ = 0;

for (int i = 1; i < n; ++i)

for (int j = 1; j < m; ++j)

if (u.
harAt(i) == v.
harAt(j)) {

longueur[i℄[j℄ = 1 + longueur[i-1℄[j-1℄;

provient[i,j℄ = 1;

} else if longueur[i℄[j-1℄ > longueur[i-1℄[j℄ {

longueur[i℄[j℄ = longueur[i℄[j-1℄;

provient[i,j℄ = 2;

} else {

longueur[i℄[j℄ = longueur[i-1℄[j℄;

provient[i,j℄ = 3

}

}

Une fois 
e 
al
ul e�e
tu�e il suÆt de remonter �a 
haque �etape de i,j vers i-1, j-1,

vers i, j-1 ou vers i-1,j en se servant de la valeur de provient[i,j℄.

stati
 String ss
 (String u, String v) {

int n = u.length();

int m = v.length();

int longueur[℄[℄ = new int[n℄[m℄;

int provient[℄[℄ = new int[n℄[m℄;

longueurSSC (u, v, longueur, provient);

int lg = longueur[n℄[m℄;

StringBuffer res = new StringBuffer(lg);

int i = n, j = m;

for (int k = lg-1; k >= 0; )

swit
h (provient[i℄[j℄) {


ase 1: res.setCharAt(k, u.
harAt(i-1)); --i; --j; --k;

break;


ase 2: --j; break;


ase 3: --i; break;

}

return new String(res);

}

Remarque La re
her
he de sous-s�equen
es 
ommunes �a deux s�equen
es intervient

parmi les nombreux probl�emes algorithmiques pos�es par la re
her
he des propri�et�es des

s�equen
es repr�esentant le g�enome humain.
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8.4 Programmes en Caml

(* les n reines, voir page 180 *)

let nReines n =

let pos = make_ve
t n 0 in

let 
onflit i1 j1 i2 j2 =

i1 = i2 || j1 = j2 ||

abs(i1 - i2) = abs (j1 - j2) in

let 
ompatible i j =

try

for k = 0 to i-1 do

if 
onflit i j k pos.(k) then

raise Exit

done;

true

with Exit -> false in

let re
 reines i =

if i >= n then

imprimerSolution pos

else

for j = 0 to n-1 do

if 
ompatible i j then begin

pos.(i) <- j;

reines (i+1);

end

done in

reines 0;;

(* les n reines (suite) *)

#open "printf";;

let imprimerSolution pos =

let n = ve
t_length(pos) in

for i = 0 to n-1 do

for j = 0 to n-1 do

if j = pos.(i) then

printf "* "

else

printf " "

done;

printf "\n";

done;

printf "----------------------\n";;

(* les sous s�equen
es 
ommunes *)

let longueur_ss
 u v =

let n = string_length u and

m = string_length v in

let longueur = make_matrix (n+1) (m+1) 0 and
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provient = make_matrix (n+1) (m+1) 0 in

for i=1 to n do

for j=1 to m do

if u.[i-1℄ = v.[j-1℄ then begin

longueur.(i).(j) <- 1 + longueur.(i-1).(j-1);

provient.(i).(j) <- 1;

end else

if longueur.(i).(j-1) > longueur.(i-1).(j) then begin

longueur.(i).(j) <- longueur.(i).(j-1);

provient.(i).(j) <- 2;

end else begin

longueur.(i).(j) <- longueur.(i-1).(j);

provient.(i).(j) <- 3;

end

done

done;

longueur, provient;;

let ss
 u v =

let n = string_length u and

m = string_length v in

let longueur, provient = longueur_ss
 u v in

let lg = longueur.(n).(m) in

let res = 
reate_string lg and

i = ref n and

j = ref m and

k = ref (lg-1) in

while !k >= 0 do

mat
h provient.(!i).(!j) with

1 -> res.[!k℄ <- u.[!i-1℄; de
r i; de
r j; de
r k

| 2 -> de
r j

| _ -> de
r i

done;

res;;
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Annexe A

Java

Le langage Java a �et�e 
on�
u par Gosling et ses 
oll�egues �a Sun mi
rosystems 
omme

une simpli�
ation du C++ de Stroustrup [49℄. Le langage, pr�evu initialement pour pro-

grammer de petits automatismes, s'est vite retrouv�e 
omme le langage de programma-

tion du World Wide Web, 
ar son interpr�eteur a �et�e int�egr�e dans pratiquement tous les

navigateurs existants. Il se distingue de C++ par son typage fort (il n'y pas par exemple

de possibilit�e de 
hanger le type d'une donn�ee sans v�eri�
ations) et par son syst�eme

de r�e
up�eration automatique de la m�emoire (glaneur de 
ellules ou GC ou garbage 
ol-

le
tor en anglais). Tr�es rapidement, le langage est devenu tr�es populaire, quoiqu'ayant

besoin d'une te
hnologie de 
ompilation plus avan
�ee que C++. De multiples livres le

d�e
rivent, et il est un peu vain de vouloir les r�esumer i
i. Parmi 
es livres, les plus

int�eressants nous semblent dans l'ordre [j1,j2,j3,j4℄.

Comme C++, Java fait partie des langages orient�es-objets, dont les an
êtres sont

le Simula-67 de Dahl et Nygaard et Smalltalk de Deuts
h, Kay, Goldberg et Ingalls

[13℄, auquel il faut adjoindre les nombreuses extensions objets de langages pr�eexistants


omme Mesa, Cedar, Modula-3, Common Lisp, Caml. Cette te
hnique de programma-

tion peu utilis�ee dans notre 
ours (mais enseign�ee en 
ours de majeure) a de nombreux

fans, et est même devenu un argument 
ommer
ial pour la di�usion d'un langage de

programmation.

A.1 Un exemple simple

Consid�erons l'exemple des 
arr�es magiques. Un 
arr�e magique est une matri
e a


arr�ee de dimension n � n telle que la somme des lignes, des 
olonnes, et des deux

diagonales soient les mêmes. Si n est impair, on met 1 au milieu de la derni�ere ligne en

a

n;bn=2
+1

. On suit la premi�ere diagonale (modulo n) en mettant 2, 3, . . . . D�es qu'on

ren
ontre un �el�ement d�ej�a vu, on monte d'une ligne dans la matri
e, et on re
ommen
e.

Ainsi voi
i des 
arr�es magiques d'ordre 3, 5, 7

0

B

�

4 9 2

3 5 7

8 1 6

1

C

A

0

B

B

B

B

B

�

11 18 25 2 9

10 12 19 21 3

4 6 13 20 22

23 5 7 14 16

17 24 1 8 15

1

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

22 31 40 49 2 11 20

21 23 32 41 43 3 12

13 15 24 33 42 44 4

5 14 16 25 34 36 45

46 6 8 17 26 35 37

38 47 7 9 18 27 29

30 39 48 1 10 19 28

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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Exer
i
es 1- Montrer que les sommes sont bien les mêmes, 2- Peut-on en 
onstruire

d'ordre pair?

import java.io.*;

import java.lang.*;

import java.util.*;


lass CarreMagique {

final stati
 int N = 100;

stati
 int a[℄[℄ = new int[N℄[N℄;

stati
 int n;

stati
 void init (int n){

for (int i = 0 ; i < n; ++i)

for (int j = 0; j < n; ++j)

a[i℄[j℄ = 0;

}

stati
 void magique (int n) {

int i, j;

i = n - 1; j = n / 2;

for (int k = 1; k <= n * n; ++k) {

a[i℄[j℄ = k;

if ((k % n) == 0)

i = i - 1;

else {

i = (i + 1) % n;

j = (j + 1) % n;

}

}

}

stati
 void erreur (String s) {

System.err.println ("Erreur fatale: " + s);

System.exit (1);

}

stati
 int lire () {

int n;

BufferedReader in =

new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

System.out.print ("Taille du 
arr�e magique, svp?:: ");

try {

n = Integer.parseInt (in.readLine());

}


at
h (IOEx
eption e) {

n = 0;

}


at
h (ParseEx
eption e) {

n = 0;

}

if ((n <= 0) || (n > N) || (n % 2 == 0))

erreur ("Taille impossible.");
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return n;

}

stati
 void imprimer (int n) {

for (int i = 0; i < n; ++i) {

for (int j = 0; j < n; ++j)

System.out.print (leftAligned(5, a[i℄[j℄ + " "));

System.out.println ();

}

}

stati
 String leftAligned (int size, String s) {

StringBuffer t = new StringBuffer (s);

for (int i = s.length(); i < size; ++i)

t = t.append(" ");

return new String (t);

}

publi
 stati
 void main (String args[℄) {

n = lire();

init(n); // inutile, mais p�edagogique!

magique(n);

imprimer(n);

}

}

D'abord, on remarque qu'un programme est une suite de dire
tives et de d�e
larations

de 
lasses. I
i, nous n'avons qu'un seule 
lasse CarreMagique. Auparavant nous avons

quelques dire
tives sur un nombre de 
lasses standard dont nous allons nous servir sans

utiliser la notation longue (
f plus loin). Chaque 
lasse 
ontient un 
ertain nombre de

d�e
larations de variables et de fon
tions ou pro
�edures. (En programmation objet, on

parle de m�ethodes au lieu de fon
tions ou de pro
�edures. I
i nous utiliserons les deux

terminologies). Une des fon
tions, 
onventionnellement de nom main, est le point de

d�epart du programme. Ignorons ses arguments pour le moment.

Dans notre exemple, la fon
tion main lit l'entier n �a la 
onsole, initialise la matri
e

a ave
 des z�eros, puis 
al
ule un 
arr�e magique d'ordre n et l'imprime. Nous regardons

maintenant les autres fon
tions et pro
�edures. Remarquons que les 
ommentaires sont


ompris entre les s�eparateurs /* et */, ou apr�es // 
omme en C++.

La 
lasse CarreMagique 
ommen
e par la d�e
laration de trois variables. La premi�ere

d�e
laration d�e�nit une 
onstante N enti�ere (integer en anglais, int en abr�eg�e) qui

repr�esente la taille maximale du 
arr�e autoris�e. Il est fr�equent d'�e
rire les 
onstantes

ave
 des majus
ules uniquement. Nous adoptons la 
onvention suivante sur les noms:

les noms de 
onstantes ou de 
lasses 
ommen
ent par des majus
ules, les noms de va-

riables ou de fon
tions 
ommen
ent par une minus
ule. On peut ne pas respe
ter 
ette


onvention, mais 
ela rendra les programmes moins lisibles. (Pour le moment, nous

n'essayons pas de 
omprendre les mots 
l�es final ou stati
 | 
e deuxi�eme mot-
l�e

reviendra tr�es souvent dans nos programmes).

Apr�es N, on d�e
lare un tableau a d'entiers �a deux dimensions (la partie �e
rite avant le

symbole =) et on alloue un tableau N�N d'entiers qui sera sa valeur. Cette d�e
laration

peut sembler tr�es 
ompliqu�ee, mais les tableaux adoptent la syntaxe des objets (que

nous verrons plus tard) et 
ela permettra d'initialiser les tableaux par d'autres expres-

sions. Remarquons que les bornes du tableau ne font pas partie de la d�e
laration. En�n,

une troisi�eme d�e
laration dit qu'on se servira d'une variable enti�ere n, qui repr�esentera

l'ordre du 
arr�e magique �a 
al
uler.
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Ensuite, dans la 
lasse CarreMagique, nous n'avons plus que des d�e�nitions de

fon
tions. Consid�erons la premi�ere init, pas vraiment utile, mais int�eressante puisque

tr�es simple. Le type void de son r�esultat est vide, il est indiqu�e avant la d�e
laration

de son nom, 
omme pour les variables ou les tableaux. (En Pas
al, on parlerait de

pro
�edure). Elle a un seul param�etre entier n (don
 di��erent de la variable globale

d�e�nie auparavant). Cette pro
�edure remet �a z�ero toute la matri
e a. Remarquons qu'on

�e
rit a[i℄[j℄ pour son �el�ement a

i;j

(0 � i;j < n), et que le symbole d'a�e
tation est =


omme en C ou en Fortran (l'op�erateur = pour le test d'�egalit�e s'�e
rit ==). Les tableaux


ommen
ent toujours �a l'indi
e 0. Deux bou
les imbriqu�ees permettent de par
ourir la

matri
e. L'instru
tion for a trois 
lauses: l'initialisation, le test pour 
ontinuer �a it�erer

et l'in
r�ementation �a 
haque it�eration. On initialise la variable frâ�
he i �a 0, on 
ontinue

tant que i < n, et on in
r�emente i de 1 �a 
haque it�eration (++ et -- sont les symboles

d'in
r�ementation et de d�e
r�ementation).

Consid�erons la fon
tion imprimer. Elle a la même stru
ture, sauf que nous impri-

mons 
haque �el�ement sur 5 
ara
t�eres 
adr�es �a gau
he. Les deux fon
tions de librairie

System.out.print et System.out.println permettent d'�e
rire leur param�etre (ave


un retour �a la ligne dans le 
as de la deuxi�eme). Le param�etre est quel
onque et peut

même ne pas exister, 
'est le 
as i
i pour println. Il est trop tôt pour expliquer le

d�etail de leftAligned, introduit i
i pour rendre l'impression plus jolie, et supposons

que l'impression est simplement d�e
len
h�ee par

System.out.print (a[i℄[j℄ + " ");

Alors, que veut dire a[i℄[j℄ + " "? A gau
he de l'op�erateur +, nous avons l'entier a

i;j

et �a droite une 
hâ�ne de 
ara
t�eres! Il ne s'agit bien sûr pas de l'addition sur les entiers,

mais de la 
on
at�enation des 
hâ�nes de 
ara
t�eres. Don
 + transforme son argument

de gau
he dans la 
hâ�ne de 
ara
t�eres qui le repr�esente et ajoute au bout la 
hâ�ne

" " 
ontenant un espa
e blan
. La pro
�edure devient plus 
laire. On imprime tous les

�el�ements a

i;j

s�epar�es par un espa
e blan
 ave
 un retour �a la ligne en �n de ligne du

tableau. La fon
tion 
ompliqu�ee leftAligned ne fait que justi�er sur 5 
ara
t�eres 
ette

impression (il n'existe pas d'impression formatt�ee en Java). En 
on
lusion, on 
onstate

que l'op�erateur + est sur
harg�e, 
ar il a deux sens en Java: l'addition arithm�etique,

mais aussi la 
on
at�enation des 
hâ�nes de 
ara
t�eres d�es qu'un de ses arguments est

une 
hâ�ne de 
ara
t�eres. C'est le seul op�erateur sur
harg�e (
ontrairement �a C++ qui

autorise tous ses op�erateurs �a être sur
harg�es).

La pro
�edure erreur prend 
omme argument la 
hâ�ne de 
ara
t�eres s et l'imprime

pr�e
�ed�ee d'un message insistant sur le 
ot�e fatal de l'erreur. I
i en
ore, on voit l'utilisa-

tion de + pour la 
on
at�enation de deux 
hâ�nes de 
ara
t�eres. Puis, la pro
�edure fait

un appel �a la fon
tion syst�eme exit qui arrête l'ex�e
ution du programme ave
 un 
ode

d'erreur (0 voulant dire arrêt normal, tout autre valeur un arrêt anormal). (Plus tard,

nous verrons qu'il y a bien d'autres mani�eres de g�en�erer un message d'erreur, ave
 les

ex
eptions ou les erreurs pr�e-d�e�nies).

La fon
tion lire qui n'a pas d'arguments retourne un entier lu �a la 
onsole. La

fon
tion 
ommen
e par la d�e
laration d'une variable enti�ere n qui 
ontiendra le r�esultat

retourn�e. Puis, une ligne 
ryptique (�a apprendre par 
�ur) permet de dire que l'on va

faire une le
ture (ave
 tampon) �a la 
onsole. On imprime un message (sans retour �a

la ligne) demandant de rentrer la taille voulue pour le 
arr�e magique, et on lit par

readLine une 
hâ�ne de 
ara
t�ere entr�ee �a la 
onsole. Cette 
hâ�ne est 
onvertie en

entier par la fon
tion parseInt et le tout est rang�e dans la variable n. Si une erreur

se produit au 
ours de la le
ture, on r�e
up�ere 
ette erreur et on positionne n �a z�ero.

L'instru
tion try permet de d�elimiter un ensemble d'instru
tion o�u on pourra r�e
up�erer

une ex
eption par un 
at
h qui sp�e
i�e les ex
eptions attendues et l'a
tion �a tenir en


ons�equen
e. Tous les langages modernes ont un syst�eme d'ex
eptions, qui permet de

s�eparer le traitement des erreurs du traitement normal d'un groupe d'instru
tions. Notre
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fon
tion lire �nit par tester si 0 � n < N et si n est impair (
'est �a dire n mod 2 6= 0).

En�n, la fon
tion renvoie son r�esultat.

Il ne reste plus qu'�a 
onsid�erer le 
oeur de notre probl�eme, la 
onstru
tion d'un 
arr�e

magique d'ordre n impair. On remarquera que la pro
�edure est bien 
ourte, et que l'es-

sentiel de notre programme traite des entr�ees-sorties. C'est un ph�enom�ene g�en�eral en

informatique: l'algorithme est �a un endroit tr�es lo
alis�e, mais tr�es 
ritique, d'un en-

semble bien plus vaste. On a vu que pour 
onstruire le 
arr�e, on d�emarre sur l'�el�ement

a

n;bn=2
+1

. On y met la valeur 1. On suit une parall�ele �a la premi�ere diagonale (modulo

n), en d�eposant 2, 3, . . . , n. Quand l'�el�ement suivant de la matri
e est non vide, on

revient en arri�ere et on re
ommen
e sur la ligne pr�e
�edente, jusqu'�a remplir tout le

tableau. Comme on sait exa
tement quand on ren
ontre un �el�ement non vide, 
'est

�a dire quand la valeur rang�ee dans la matri
e est un multiple de n, la pro
�edure de-

vient remarquablement simple. (Remarque syntaxique: le point-virgule avant le else

ferait hurler tout 
ompilateur Pas
al. En Java 
omme en C, le point-virgule fait partie

de l'instru
tion. Simplement toute expression suivie de point-virgule devient une ins-

tru
tion. Pour 
omposer plusieurs instru
tions en s�equen
e, on les 
on
at�ene entre des

a

olades 
omme dans la deuxi�eme alternative du if ou dans l'instru
tion for).

Remarquons que le programme serait plus simple si au lieu de lire n sur la 
onsole,

on le prenait en arguments de main. En e�et, l'argument de main est un tableau de


hâ�nes de 
ara
t�eres, qui sont les di��erents arguments pour lan
er le programme Java

sur la ligne de 
ommande. Alors on supprimerait lire et main deviendrait:

publi
 stati
 void main (String args[℄) {

if (args.length < 1)

erreur ("Il faut au moins un argument.");

n = Integer.parseInt(args[0℄);

init(n); // inutile, mais p�edagogique!

magique(n);

imprimer(n);

}

A.2 Quelques �el�ements de Java

A.2.1 Symboles, s�eparateurs, identi�
ateurs

Les identi�
ateurs sont des s�equen
es de lettres et de 
hi�res 
ommen�
ant par une

lettre. Les identi�
ateurs sont s�epar�es par des espa
es, des 
ara
t�eres de tabulation, des

retours �a la ligne ou par des 
ara
t�eres sp�e
iaux 
omme +, -, *. Certains identi�
ateurs

ne peuvent être utilis�es pour des noms de variables ou pro
�edures, et sont r�eserv�es pour

des mots 
l�es de la syntaxe, 
omme 
lass, int, 
har, for, while, . . . .

A.2.2 Types primitifs

Les entiers ont le type byte, short, int ou long, selon qu'on repr�esente 
es entiers

sign�es sur 8, 16, 32 ou 64 bits. On utilise prin
ipalement int, 
ar toutes les ma
hines

ont des pro
esseurs 32 bits, et bientôt 64 bits. Attention: il y a 2 
onventions bien

sp�e
i�ques sur les nombres entiers: les nombres 
ommen�
ant par 0x sont des nombres

hexad�e
imaux. Ainsi 0xff vaut 255. De même, sur une ma
hine 32 bits, 0xffffffff

vaut -1. Les 
onstantes enti�eres longues sont de la forme 1L, -2L. Les plus petites et plus

grandes valeurs des entiers sont Integer.MIN_VALUE = �2

31

, Integer.MAX_VALUE =

2

31

�1; les plus petites et plus grandes valeurs des entiers longs sont Long.MIN_VALUE =

�2

63

, Long.MAX_VALUE = 2

63

� 1; les plus petites et plus grandes valeurs des entiers

sur un o
tet sont Byte.MIN_VALUE= �128, Byte.MAX_VALUE= 127; et
.
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Les r�eels ont le type float ou double. Ce sont des nombres 
ottants en simple

ou double pr�e
ision. Les 
onstantes sont en notation d�e
imale 3.1416 ou en notation

ave
 exposant 31.416e-1 et respe
tent la norme IEEE 754. Par d�efaut les 
onstantes

sont prises en double pr�e
ision, 3.1416f est un 
ottant en simple pr�e
ision. Les valeurs

minimales et maximales sont Float.MIN_VALUE et Float.MAX_VALUE. Il existe aussi les


onstantes de la norme IEEE, Float.POSITIVE_INFINITY,Float.NEGATIVE_INFINITY,

Float.NaN, et
.

Les bool�eens ont le type boolean. Les 
onstantes bool�eennes sont true et false.

Les 
ara
t�eres sont de type 
har. Les 
onstantes sont �e
rites entre apostrophes,


omme 'A', 'B', 'a', 'b', '0', '1', ' '. Le 
ara
t�ere apostrophe se note '\'', et

plus g�en�eralement il y a des 
onventions pour des 
ara
t�eres fr�equents, '\n' pour

newline, '\r' pour retour-
harriot, '\t' pour tabulation, '\\' pour \. Attention: les


ara
t�eres sont 
od�es sur 16 bits, ave
 le standard international Uni
ode. On peut aussi

�e
rire un 
ara
t�ere par son 
ode '\u0' pour le 
ara
t�ere nul (
ode 0).

Les 
onstantes 
hâ�nes de 
ara
t�eres sont �e
rites entre guillemets, 
omme dans

"Pierre et Paul". On peut mettre des 
ara
t�eres sp�e
iaux �a l'int�erieur, par exemple

"Pierre\net\nPaul\n" qui s'imprimera sur trois lignes. Pour mettre un guillemet dans

une 
hâ�ne, on �e
rit \". Si les 
onstantes de type 
hâ�nes de 
ara
t�eres ont une syntaxe

sp�e
iale, la 
lasse String des 
hâines de 
ara
t�eres n'est pas un type primitif.

En Java, il n'y a pas de type �enum�er�e. On utilisera des 
onstantes normales pour

repr�esenter de tels types. Par exemple:

final stati
 int BLEU = 0, BLANC = 1, ROUGE = 2;

int 
 = BLANC;

A.2.3 Expressions

Expressions �el�ementaires

Les expressions arithm�etiques s'�e
rivent 
omme en math�ematiques. Les op�erateurs

arithm�etiques sont +, -, *, /, et % pour modulo. Les op�erateurs logiques sont >, >=,

<, <=, == et != pour faire des 
omparaisons (le dernier signi�ant 6=). Plus int�eressant,

les op�erateurs && et || permettent d'�evaluer de la gau
he vers la droite un 
ertain

nombre de 
onditions (en fait toutes les expressions s'�evaluent de la gau
he vers la

droite �a la di��eren
e de C ou de Caml dont l'ordre peut être laiss�e �a la disposition de

l'optimiseur). Une expression logique (en
ore appel�ee bool�eenne) peut valoir true ou

false. La n�egation est repr�esent�ee par l'op�erateur !. Ainsi

(i < N) && (a[i℄ != '\n') && !ex
eption

donnera la valeur true si i < N et si a[i℄ 6= newline et si ex
eption = false. Son

r�esultat sera false d�es que i � N sans tester les autres pr�edi
ats de 
ette 
onjon
tion,

ou alors si i < N et a[i℄ = newline, . . . .

Conversions

Il est important de bien 
omprendre les r�egles de 
onversions impli
ites dans l'�evalua-

tion des expressions. Par exemple, si f est r�eel, et si i est entier, l'expression f + i est

un r�eel qui s'obtient par la 
onversion impli
ite de i vers un float. Certaines 
onver-

sions sont interdites, 
omme par exemple indi
er un tableau par un nombre r�eel. En

g�en�eral, on essaie de faire la plus petite 
onversion permettant de faire l'op�eration (
f.

�gure A.1). Ainsi un 
ara
t�ere n'est qu'un petit entier. Ce
i permet de faire fa
ilement


ertaines fon
tions 
omme la fon
tion qui 
onvertit une 
hâ�ne de 
ara
t�eres ASCII en

un entier (atoi est un ra

our
i pour As
ii To Integer)

stati
 int atoi (String s)
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long double

int float

short 
har

byte

Fig. A.1 { Conversions impli
ites

{

int n = 0;

for (int i = 0; i < s.length(); ++i)

n = 10 * n + (s.
harAt(i) - '0');

return n;

}

On peut don
 remarquer que s.
harAt(i) - '0' permet de 
al
uler l'entier qui repr�e-

sente la di��eren
e entre le 
ode de s.
harAt(i) et 
elui de '0'. N'oublions pas que


ette fon
tion est plus simplement 
al
ul�ee par Integer.parseInt(s).

Les 
onversions impli
ites suivent la �gure A.1. Pour toute op�eration, on 
onvertit

toujours au le plus petit 
ommun majorant des types des op�erandes. Des 
onversions

expli
ites sont aussi possibles, et re
ommand�ees dans le doute. On peut les faire par

l'op�eration de 
oer
ion (
ast) suivante

(type-name) expression

L'expression est alors 
onvertie dans le type indiqu�e entre parenth�eses devant l'expres-

sion. L'op�erateur = d'a�e
tation est un op�erateur 
omme les autres dans les expressions.

Il subit don
 les mêmes lois de 
onversion. Toutefois, il se distingue des autres op�erations

par le type du r�esultat. Pour un op�erateur ordinaire, le type du r�esultat est le type


ommun obtenu par 
onversion des deux op�erandes. Pour une a�e
tation, le type du

r�esultat est le type de l'expression �a gau
he de l'a�e
tation. Il faut don
 faire une


onversion expli
ite sur l'expression de droite pour que le r�esultat soit 
oh�erent ave


le type de l'expression de gau
he. En�n, dans les appels de fon
tions, il y a aussi une

op�eration similaire �a une a�e
tation pour passer les arguments, et don
 des 
onversions

des arguments sont possibles.

A�e
tation

Quelques op�erateurs sont moins 
lassiques: l'a�e
tation, les op�erations d'in
r�ementa-

tion et les op�erations sur les bits. L'a�e
tation est un op�erateur qui rend 
omme valeur

la valeur a�e
t�ee �a la partie gau
he. On peut don
 �e
rire simplement

x = y = z = 1;

pour

x = 1; y = 1; z = 1;

Une expression qui 
ontient une a�e
tation modi�e don
 la valeur d'une variable

pendant son �evaluation. On dit alors que 
ette expression a un e�et de bord. Les e�ets

de bord sont �a manipuler ave
 pr�e
autions, 
ar leur e�et peut d�ependre d'un ordre
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d'�evaluation tr�es 
omplexe. Il est par exemple peu re
ommand�e de mettre plus qu'un

e�et de bord dans une expression.

Expressions d'in
r�ementation

D'autres op�erations dans les expressions peuvent 
hanger la valeur des variables.

Les op�erations de pr�e-in
r�ementation, de post-in
r�ementation, de pr�e-d�e
r�ementation,

de post-d�e
r�ementation permettent de donner la valeur d'une variable en l'in
r�ementant

ou la d�e
r�ementant avant ou apr�es de lui ajouter ou retran
her 1. Supposons que n vaille

5, alors le programme suivant

x = ++n;

y = n++;

z = --n;

t = n--;

fait passer n �a 6, met 6 dans x, met 6 dans y, fait passer n �a 7, puis retran
he 1 �a n pour

lui donner la valeur 6 �a nouveau, met 
ette valeur 6 dans z et dans t, et fait passer n

�a 5. Plus simplement, on peut �e
rire simplement

++i;

j++;

pour

i = i + 1;

j = j + 1;

De mani�ere identique, on pourra �e
rire

if (
 != ' ')


 = s.
harAt.(i++);

pour

if (
 != ' ') {


 = s.
harAt.(i);

++i;

}

En r�egle g�en�erale, il ne faut pas abuser des op�erations d'in
r�ementation. Si 
'est une


ommodit�e d'�e
riture 
omme dans les deux 
as pr�e
�edents, il n'y a pas de probl�eme. Si

l'expression devient in
ompr�ehensible et peut avoir plusieurs r�esultats possibles selon

un ordre d'�evaluation d�ependant de l'impl�ementation, alors il ne faut pas utiliser 
es

op�erations et on doit 
asser l'expression en plusieurs mor
eaux pour s�eparer la partie

e�et de bord.

On ne doit pas faire trop d'e�ets de bord dans une même expression

Expressions sur les bits

Les op�erations sur les bits peuvent se r�ev�eler tr�es utiles. On peut faire & (et logique),

| (ou logique), ^ (ou ex
lusif), << (d�e
alage vers la gau
he), >> (d�e
alage vers la droite),

~ (
ompl�ement �a un). Ainsi

x = x & 0xff;

y = y | 0x40;

mettent dans x les 8 derniers bits de x et positionne le 6

�eme

bit �a partir de la droite

dans y. Il faut bien distinguer les op�erations logiques && et || �a r�esultat bool�eens 0 ou
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1 des op�erations & et | sur les bits qui donnent toute valeur enti�ere. Par exemple, si x

vaut 1 et y vaut 2, x & y vaut 0 et x && y vaut 1.

Les op�erations << et >> d�e
alent leur op�erande de gau
he de la valeur indiqu�ee par

l'op�erande de droite. Ainsi 3 << 2 vaut 12, et 7 >> 2 vaut 1. Les d�e
alages �a gau
he

introduisent toujours des z�eros sur les bits de droite. Pour les bits de gau
he dans le


as des d�e
alages �a droite, 
'est d�ependant de la ma
hine; mais si l'expression d�e
al�ee

est unsigned, 
e sont toujours des z�eros.

Le 
ompl�ement �a un est tr�es utile dans les expressions sur les bits. Il permet d'�e
rire

des expressions ind�ependantes de la ma
hine. Par exemple

x = x & ~0x7f;

remet �a z�ero les 7 bits de gau
he de x, ind�ependamment du nombre de bits pour

repr�esenter un entier. Une notation, supposant des entiers sur 32 bits et don
 d�ependante

de la ma
hine, serait

x = x & 0xffff8000;

Autres expressions d'a�e
tation

A titre ane
dotique, les op�erateurs d'a�e
tation peuvent être plus 
omplexes que la

simple a�e
tation et permettent des abr�eviations parfois utiles. Ainsi, si op est un des

op�erateurs +, -, *, /, %, <<, >>, &, ^, ou |,

e

1

op= e

2

est un ra

our
i pour

e

1

= e

1

op e

2

Expressions 
onditionnelles

Parfois, on peut trouver un peu long d'�e
rire

if (a > b)

z = a;

else

z = b;

L'expression 
onditionnelle

e

1

? e

2

: e

3

�evalue e

1

d'abord. Si non nul, le r�esultat est e

2

, sinon e

3

. Don
 le maximum de a et b

peut s'�e
rire

z = (a > b) ? a : b;

Les expressions 
onditionnelles sont des expressions 
omme les autres et v�eri�ent les lois

de 
onversion. Ainsi si e

2

est 
ottant et e

3

est entier, le r�esultat sera toujours 
ottant.

Pr�e
�eden
e et ordre d'�evaluation

Certains op�erateurs ont des pr�e
�eden
es �evidentes, et limitent l'utilisation des pa-

renth�eses dans les expressions. D'autres sont moins 
lairs. Voi
i la table donnant les
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pr�e
�eden
es dans l'ordre d�e
roissant et le parenth�esage en 
as d'�egalit�e

Op�erateurs Asso
iativit�e

() [℄ -> . gau
he �a droite

! ~ ++ -- + - = * & (type) sizeof droite �a gau
he

* / % gau
he �a droite

+ - gau
he �a droite

<< >> gau
he �a droite

< <= > >= gau
he �a droite

== != gau
he �a droite

& gau
he �a droite

^ gau
he �a droite

| gau
he �a droite

&& gau
he �a droite

|| gau
he �a droite

?: droite �a gau
he

= += -= /= %= &= ^= |= <<= >>= droite �a gau
he

, gau
he �a droite

En r�egle g�en�erale, il est 
onseill�e de mettre des parenth�eses si les pr�e
�eden
es ne sont

pas 
laires. Par exemple

if ((x & MASK) == 0) ...

A.2.4 Instru
tions

Toute expression suivie d'un point-virgule devient une instru
tion. Ainsi

x = 3;

++i;

System.out.print(...);

sont des instru
tions (une expression d'a�e
tation, d'in
r�ementation, un appel de fon
-

tion suivi de point-virgule). Don
 point-virgule fait partie de l'instru
tion, et n'est pas

un s�eparateur 
omme en Pas
al. De même, les a

olades { } permettent de regrouper

des instru
tions en s�equen
e. Ce qui permet de mettre plusieurs instru
tions dans les

alternatives d'un if par exemple.

Les instru
tions de 
ontrôle sont �a peu pr�es les mêmes qu'en Pas
al. D'abord les

instru
tions 
onditionnelles if sont de la forme

if (E)

S

1

ou

if (E)

S

1

else

S

2

Remarquons bien qu'une instru
tion peut être une expression suivie d'un point-virgule

(
ontrairement �a Pas
al). Don
 l'instru
tion suivante est 
ompl�etement li
ite

if (x < 10)


 = '0' + x;

else


 = 'a' + x - 10;
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Il y a la même 
onvention qu'en Pas
al pour les if embô�t�es. Le else se rapportant

toujours au if le plus pro
he. Une s�erie de if peut être rempla
�ee par une instru
tion

de s�ele
tion par 
as, 
'est l'instru
tion swit
h. Elle a la syntaxe suivante

swit
h (E) {


ase 


1

: instru
tions


ase 


2

: instru
tions

...


ase 


n

: instru
tions

default: instru
tions

}

Cette instru
tion a une idiosyn
rasie bien parti
uli�ere. Pour sortir de l'instru
tion, il

faut ex�e
uter une instru
tion break. Sinon, le reste de l'instru
tion est fait en s�equen
e.

Cela permet de regrouper plusieurs alternatives, mais peut être parti
uli�erement dan-

gereux. Par exemple, le programme suivant

swit
h (
) {


ase '\t':


ase ' ':

++ nEspa
es;

break;


ase '0': 
ase '1': 
ase '2': 
ase '3': 
ase '4':


ase '5': 
ase '6': 
ase '7': 
ase '8': 
ase '9':

++ nChiffres;

break;

default:

++ nAutres;

break;

}

permet de fa
toriser le traitement de quelques 
as. On verra que l'instru
tion break

permet aussi de sortir des bou
les. Il faudra don
 bien faire attention �a ne pas oublier

le break �a la �n de 
haque 
as, et �a 
e que break ne soit pas inter
ept�e par une autre

instru
tion.

Les it�erations sont r�ealis�ees par les instru
tions for, while, et do...while. L'instru
-

tion while permet d'it�erer tant qu'une expression bool�eenne est vraie, on it�ere l'instru
-

tion S tant que la 
ondition E est vraie par

while (E)

S

et on fait de même en e�e
tuant au moins une fois la bou
le par

do

S

while (E);

L'instru
tion d'it�eration la plus puissante est l'instru
tion for. Sa syntaxe est

for (E

1

; E

2

; E

3

)

S

qui est �equivalente �a

E

1

;

while (E

2

) {

S;

E

3

;
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}

Elle est don
 beau
oup plus 
omplexe qu'en Pas
al ou Caml et peut don
 ne pas

terminer, puisque les expressions E

2

et E

3

sont quel
onques. On peut toujours �e
rire

des it�erations simples:

for (i = 0; i < 100; ++i)

a[i℄ = 0;

mais l'it�eration suivante est plus 
omplexe (voir page 41)

for (int i = h(x); i != -1; i = 
ol[i℄)

if (x.equals(nom[i℄))

return tel[i℄;

Nous avons vu que l'instru
tion break permet de sortir d'une instru
tion swit
h,

mais aussi de toute instru
tion d'it�eration. De même, l'instru
tion 
ontinue permet

de passer brusquement �a l'it�eration suivante. Ainsi

for (i = 0; i < n; ++i) {

if (a[i℄ < 0)


ontinue;

...

}

C'est bien 
ommode quand le 
as a

i

� 0 est tr�es long. Les break et 
ontinue peuvent

pr�e
iser l'�etiquette de l'it�eration qu'elles r�ef�eren
ent. Ainsi, dans l'exemple suivant, on

d�e
lare une �etiquette devant l'instru
tion while, et on sort des deux it�erations 
omme

suit:

bou
le:

while (E) {

for (i = 0; i < n; ++i) {

if (a[i℄ < 0)

break bou
le;

...

}

}

Finalement, il n'y a pas d'instru
tion goto. Il y a toutefois des ex
eptions que nous

verrons plus tard.

A.2.5 Pro
�edures et fon
tions

La syntaxe des fon
tions et pro
�edures a d�ej�a �et�e vue dans l'exemple du 
arr�e

magique. Chaque 
lasse 
ontient une suite lin�eaire de fon
tions ou pro
�edures, non

embô�t�ees. Par 
onvention, le d�ebut de l'ex�e
ution est donn�e �a la pro
�edure publique

main qui prend un tableau de 
hâ�nes de 
ara
t�eres 
omme argument. Pour d�e
larer

une fon
tion, on d�e
lare d'abord sa signature, 
'est �a dire le type de son r�esultat et

des arguments, puis son 
orps, 
'est �a dire la suite d'instru
tions qui la r�ealisent entre

a

olades. Ainsi dans

stati
 int suivant (int x) {

if (x % 2 == 1)

return 3 * x + 1;

else

return x / 2;

}
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le r�esultat est de type entier (�a 
ause du mot-
l�e int avant suivant) et l'unique argu-

ment x est aussi entier. L'instru
tion

return e;

sort de la fon
tion en donnant le r�esultat e, et permet de rendre un r�esultat �a la fon
tion.

Dans les deux fon
tions qui suivent, le r�esultat est vide, don
 de type void et l'argument

est entier.

stati
 void test (int x) {

while (x != 1)

x = suivant (x);

}

stati
 void testConje
ture (int n) {

for (int x=1; x <= n; ++x) {

test (x);

System.out.println (x);

}

}

On 
al
ule don
 les it�erations de la fon
tion qui renvoie 3x+1 si x est impair, et bx=2


sinon. (En fait, on ne sait pas d�emontrer qu'on �nit toujours ave
 1 pour tout entier x

de d�epart. Par exemple, �a partir de 7, on obtient 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10,

5, 16, 8, 4, 2, 1).

Il peut y avoir des variables lo
ales dans une pro
�edure, plus exa
tement dans toute

instru
tion 
ompos�ee entour�ee par des a

olades. Les variables globales sont d�e
lar�ees

au même niveau que les pro
�edures ou fon
tions. Les variables lo
ales peuvent être

initialis�ees. Cela revient �a faire la d�e
laration et l'a�e
tation par la valeur initiale, qui

peut être une expression 
omplexe et qui est �evalu�ee �a 
haque entr�ee dans la fon
tion.

Les variables lo
ales disparaissent don
 quand on quitte la fon
tion.

Dans une fon
tion, on peut a

�eder aux variables globales et �eventuellement les

modi�er, quoiqu'il est re
ommand�e de ne pas faire trop d'e�ets de bord, mais on ne

pourra passer une variable en argument pour modi�er sa valeur. Prenons l'exemple de

la fon
tion suivant pr�e
�edente, on a 
hang�e la valeur du param�etre x dans le 
orps de

la fon
tion. Mais 
e
i n'est vrai qu'�a l'int�erieur du 
orps de la fon
tion. En Java, seule

la valeur du param�etre 
ompte, on ne modi�era don
 pas ainsi une variable ext�erieure

�a la fon
tion, pass�ee en param�etre.

Les param�etres des fon
tions sont pass�es par valeur

A.2.6 Classes

Une 
lasse est �a la fois la d�e
laration d'un type non primitif et d'une s�erie de

fon
tions ou pro
�edures asso
i�es. L'id�ee est de d�e
ouper en petits modules l'espa
e des

donn�ees et des fon
tions. Les �el�ements de l'ensemble repr�esent�e par une 
lasse sont les

objets. Dans une 
lasse, il y a une partie 
hamps de donn�ees, et une autre qui est un

ensemble de fon
tions ou pro
�edures. Dans la programmation orient�ee-objet, on aime

parler d'objets 
omme des intan
es d'une 
lasse, et de m�ethodes pour les fon
tions et

pro
�edures asso
i�ees (\m�ethodes" 
ar 
e sont souvent des m�ethodes d'a

�es aux objets

de la 
lasse que r�ealisent 
es fon
tions). Bien sûr, il peut y avoir des 
lasses sans donn�ees

ou sans m�ethodes. Prenons le 
as d'une stru
ture d'enregistrement 
lassique en Pas
al

ou en C. On peut �e
rire:


lass Date {

int j; /* Jour */
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int m; /* Mois */

int a; /* Ann�ee */

};

et par la suite on peut d�e
larer des variables, 
omme on le faisait ave
 les variables de

type primitif (entier, r�eel, 
ara
t�ere ou bool�een). Ainsi on note deux dates importantes

stati
 final int Jan=1, Fev=2, Mar=3, Avr=4, Mai=5, Juin=6,

Juil=7, Aou=8, Sep=9, O
t=10, Nov=11, De
=12;

Date bastille = new Date(), berlin = new Date();

bastille.j = 14; bastille.m = Juil; bastille.a = 1789;

berlin.j = 10; berlin.m = Nov; berlin.a = 1989;

Nous venons de d�e�nir deux objets bastille et berlin, et pour a

�eder �a leurs 
hamps

on utilise la notation bien 
onnue suÆxe ave
 un point. Le 
hamp jour de la date de

la prise de la Bastille s'obtient don
 par bastille.j. Rien de neuf, 
'est la notation

utilis�ee en Pas
al, en C, ou en Caml. Pour 
r�eer un objet, on utilise le mot-
l�e new suivi

du nom de la 
lasse et de parenth�eses. (Pour les experts, les objets sont repr�esent�es par

un pointeur et leur 
ontenu se trouve dans le tas). Un objet non initialis�e vaut null.

Nos dates sont un peu lourdes �a manipuler. Tr�es souvent, on veut une m�ethode

param�etr�ee pour 
onstruire un objet d'une 
lasse. C'est tellement fr�equent qu'il y a

une syntaxe parti
uli�ere pour le faire. Ainsi si on �e
rit


lass Date {

int j; /* Jour */

int m; /* Mois */

int a; /* Ann�ee */

Date (int jour, int mois, int annee) {

this.j = jour;

this.m = mois;

this.a = annee;

};

on pourra 
r�eer les dates simplement ave


stati
 Date berlin = new Date(10, Nov, 1989),

bastille = new Date(14, Juil, 1789);

Un 
onstru
teur est don
 une m�ethode (non statique) sans nom. On indique le type de

son r�esutat (ie le nom de la 
lasse o�u il se trouve) et ses param�etres. Le 
orps de la

fon
tion est quel
onque, mais on ne retourne pas expli
itement de valeur, puisque son

r�esultat est toujours l'objet en 
ours de 
r�eation. Le 
onstru
teur est utilis�e derri�ere un

mot-
l�e new. Dans le 
as o�u il n'y a pas de 
onstru
teur expli
ite, le 
onstru
teur par

d�efaut (sans arguments) r�eserve juste l'espa
e m�emoire n�e
essaire pour l'objet 
onstruit.

Remarquons que dans le 
onstru
teur, on a utilis�e le mot-
l�e this qui d�esigne l'objet

en 
ours de 
r�eation pour bien 
omprendre que j, m et a sont des 
hamps de l'objet


onstruit. Le 
onstru
teur se �nit don
 impli
itement par return this. Mais, 
e mot-


l�e n'�etait pas vraiment utile. On aurait pu simplement �e
rire


lass Date {

int j; /* Jour */

int m; /* Mois */

int a; /* Ann�ee */

Date (int jour, int mois, int annee) {

j = jour;

m = mois;
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a = annee;

};

Un 
hamp peut être d�e
lar�e statique. Cela signi�e qu'il n'existe qu'�a un seul exem-

plaire dans la 
lasse dont il fait partie. Une donn�ee statique est don
 atta
h�ee �a une


lasse et non aux objets de 
ette 
lasse. Supposons par exemple que l'origine des temps

(pour le syst�eme Unix) soit une valeur de premi�ere importan
e, ou que nous voulions


ompter le nombre de dates 
r�ees ave
 notre 
onstru
teur. On �e
rirait:


lass Date {

int j; /* Jour */

int m; /* Mois */

int a; /* Ann�ee */

stati
 final int Jan=1, Fev=2, Mar=3, Avr=4, Mai=5, Juin=6,

Juil=7, Aou=8, Sep=9, O
t=10, Nov=11, De
=12;

stati
 Date tempsZeroUnix = new Date (1, Jan, 1970);

stati
 int nbInstan
es = 0;

Date (int jour, int mois, int annee) {

j = jour;

m = mois;

a = annee;

++ nbInstan
es;

};

Il y a don
 deux sortes de donn�ees dans une 
lasse, les 
hamps asso
i�es �a 
haque instan
e

d'un objet (i
i les jours, mois et ann�ees), et les 
hamps uniques pour toute la 
lasse (i
i

les 
onstantes, la date temps-z�ero pour Unix et le nombre d'utilisateurs). Les variables

statiques sont initialis�ees au 
hargement de la 
lasse, les autres dynamiquement en

a

�edant aux 
hamps de l'objet.

Consid�erons maintenant les m�ethodes d'une 
lasse. A nouveau, elles sont de deux

sortes: les m�ethodes dynamiques et les m�ethodes statiques. Dans notre 
ours, nous

avons fortement privil�egi�e 
ette deuxi�eme 
at�egorie, 
ar leur utilisation est tr�es pro
he

de 
elle des fon
tions ou pro
�edures de C ou de Pas
al. Les m�ethodes statiques sont

pr�e
�ed�ees du mot-
l�e stati
, les m�ethodes dynamiques n'ont pas de pr�e�xe. La syntaxe

est 
elle d'une fon
tion usuelle. Prenons le 
as de l'impression de notre 
lasse Date.


lass Date {

...

stati
 void imprimer (Date d) {

System.out.print ("d = " + d.j + ", " +

"m = " + d.m + ", " +

"a = " + d.a);

}

}

et on pourra imprimer ave
 des instru
tions du genre

Date.imprimer (berlin);

Date.imprimer (bastille);

Remarquons qu'on doit quali�er le nom de pro
�edure par le nom de la 
lasse, si on

se trouve dans une autre 
lasse. (Cette syntaxe est 
oh�erente ave
 
elle des a

�es aux


hamps de donn�ees). Dans les langages de programmation usuels, on retrouve 
ette

notation aussi pour a

�eder aux fon
tions de modules di��erents. On peut aussi �e
rire

de même une fon
tion qui teste l'�egalit�e de deux dates
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lass Date {

...

stati
 boolean equals (Date d1, Date d2) {

return d1.j == d2.j && d1.m == d2.m && d1.a == d2.a;

}

}

Jusqu'�a pr�esent, nous avions 
onsid�er�e des objets, des fon
tions, et des 
lasses. Les

m�ethodes non statiques sont le b�eaba de la programmation objet. Quelle est l'id�ee?

Comme une 
lasse, un objet a non seulement des 
hamps de donn�ees, mais il 
ontient

aussi un ve
teur de m�ethodes. Pour d�e
len
her une m�ethode, on passe les param�etres

aux m�ethodes de l'objet. Ces fon
tions ont la même syntaxe que les m�ethodes dyna-

miques, �a une ex
eption pr�es: elles ont aussi le param�etre impli
ite this qui est l'objet

dont elles sont la m�ethode. (Pour a

�eder aux 
hamps de l'objet, this est fa
ultatif).

Ce 
hangement, qui rend plus pro
hes les fon
tions et les donn�ees, peut parâ�tre mi-

neur, mais il est �a la base de la programmation objet, 
ar il se 
ombinera �a la notion

de sous-
lasse. Prenons l'exemple des deux m�ethodes statiques �e
rites pr�e
�edemment.

Nous pouvons les r�e�e
rire non statiquement 
omme suit:


lass Date {

...

void print () {

System.out.print ("d = " + this.j + ", " +

"m = " + this.m + ", " +

"a = " + this.a);

}

boolean equals (Date d) {

return this.j == d.j && this.m == d.m && this.a == d.a;

}

}

ou en
ore sans le mot-
l�e this non n�e
essaire i
i:


lass Date {

...

void print () {

System.out.print ("d = " + j + ", " +

"m = " + m + ", " +

"a = " + a);

}

boolean equals (Date d) {

return j == d.j && m == d.m && a == d.a;

}

}

et on pourra indistin
tement �e
rire

if (!Date.equals(berlin, bastille))

Date.imprimer (berlin);

o�u

if (!berlin.equals(bastille))

berlin.print ();

Dans la deuxi�eme �e
riture, on passe l'argument (quand il existe) �a la m�ethode 
or-

respondante de l'objet auquel appartient 
ette m�ethode. Nous avons d�ej�a utilis�e 
ette
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notation ave
 les fon
tions pr�ed�e�nies de la librairie. Par exemple println est une

m�ethode asso
i�e au 
ux de sortie out, qui lui-même est une donn�ee statique de la 
lasse

System. De même pour les 
hâ�nes de 
ara
t�eres: la 
lasse String d�e�nit les m�ethodes

length, 
harAt pour obtenir la longueur de l'objet 
hâ�ne s ou lire le 
ara
t�ere �a la

position i dans s 
omme suit:

String s = "Oh, la belle 
ha�̂ne";

if (s.length() > 20)

System.out.println (s.
harAt(i));

Il faut savoir que la m�ethode (publique) sp�e
iale toString peut être prise en 
ompte

par le syst�eme d'�e
riture standard. Ainsi, dans le 
as des dates, si on avait d�e
lar�e,


lass Date {

...

publi
 String toString () {

return ("d = " + j + ", " +

"m = " + m + ", " +

"a = " + a);

}

}

on aurait pu seulement �e
rire

if (!berlin.equals(bastille))

System.out.println (berlin);

En�n, dans une 
lasse, on peut dire
tement mettre entre a

olades des instru
tions,

�eventuellement pr�e
�ed�ees par le mot-
l�e stati
 pour initialiser divers 
hamps �a 
haque


r�eation d'un objet ou au 
hargement de la 
lasse.

Faisons trois remarques suppl�ementaires sur les objets. Primo, un objet peut être

pass�e 
omme param�etre d'une pro
�edure, mais alors seule la r�ef�eren
e �a l'objet est

pass�ee. Il n'y a pas de 
opie de l'objet. Don
, on peut �eventuellement modi�er le 
ontenu

de l'objet dans la pro
�edure. (Pour 
opier un objet, on peut souvent utiliser la m�ethode


lone).

Les objets ne sont jamais 
opi�es impli
itement

Deuxi�emement, il n'y a pas d'instru
tion pour d�etruire des objets. Ce n'est pas grave,


ar le garbage 
olle
tor (GC) r�e
up�ere automatiquement l'espa
e m�emoire des objets

non utilis�es. Cela est fait r�eguli�erement, notamment quand il n'y a plus de pla
e en

m�emoire. C'est un servi
e de r�e
up�eration des ordures, 
omme dans la vie 
ourante.

Il n'y a don
 pas �a se sou
ier de la d�e-allo
ation des objets. Troisi�emement, il est

possible de sur
harger les m�ethodes en faisant varier le type de leurs arguments ou

leur nombre. Nous avons d�ej�a vu le 
as de println qui prenait z�ero arguments ou un

argument de type quel
onque (qui �etait en fait transform�e en 
hâ�ne de 
ara
t�eres ave
 la

m�ethode toString). On peut d�e
larer tr�es simplement de telles m�ethodes sur
harg�ees,

par exemple dans le 
as des 
onstru
teurs:


lass Date {

int j; /* Jour */

int m; /* Mois */

int a; /* Ann�ee */

Date (int jour, int mois, int annee) {

j = jour; m = mois; a = annee;
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Date (long n) {

// Un savant 
al
ul du jour, mois et ann�ee �a partir du nombre

// de millise
ondes depuis l'origine des temps informatiques, ie

// le 1 janvier 1970.

}

Date () {

// idem ave
 le temps 
ourant System.
urrentTimeMillis

}

};

Le 
onstru
teur ad�equat sera appel�e en fon
tion du type ou du nombre de ses argu-

ments, i
i ave
 trois entiers d�esignant les jour, mois et ann�ee, ou ave
 un seul entier

long donnant le nombre de millise
ondes depuis le d�ebut des temps informatiques, ou

sans argument pour avoir la date du jour 
ourant. (Remarque: 
ompter le temps ave


des millise
ondes sur 64 bits reporte le probl�eme du bug de l'an 2000 �a l'an 10

8

, mais 
e

n'est pas le 
as dans 
ertains syst�emes Unix o�u le nombre de se
ondes sur 32 bits depuis

1970 reporte le probl�eme �a l'an 2038!). Il faut faire attention aux abus de sur
harge, et

introduire une 
ertaine logique dans son utilisation, sinon les programmes deviennent

rapidement in
ompr�ehensibles. Pire, 
ela peut être redoutable lorsqu'on 
ombine sur-


harge et h�eritage (
f. plus loin).

La sur
harge est r�esolue statiquement �a la 
ompilation.

A.2.7 Sous-
lasses

Le 
ours n'utilise pratiquement pas la notion de sous-
lasse, 
ar 
ette notion inter-

vient surtout si on fait de la programmation orient�ee-objet. Nous mentionnons toutefois

bri�evement 
ette notion. Une 
lasse peut �etendre une autre 
lasse. Par exemple, la 
lasse

des dates pourrait être refaite en deux syst�emes de dates: gr�egorien ou r�evolutionnaire

en fon
tion du nombre de millise
ondes (�eventuellement n�egatif) depuis l'origine des

temps informatiques; ou bien une 
lasse �etend une 
lasse standard d�ej�a fournie 
omme


elle des applets pour programmer un navigateur, ou la 
lasse Ma
Lib pour faire le gra-

phique �el�ementaire de 
e 
ours; et
. Prenons l'exemple ultra 
lassique de la 
lasse des

points �eventuellement 
olor�es, exemple qui a l'avantage d'être 
ourt et suÆsant pour

expliquer la probl�ematique ren
ontr�ee. Un point est repr�esent�e par la paire (x;y) de ses


oordonn�ees


lass Point {

int x, y;

Point (int x0, int y0) {

x = x0; y = y0;

}

publi
 String toString () {

return "(" + x + ", " + y +")";

}

void move (int dx, int dy) {

x = x + dx;

y = y + dy;

}

}

On 
onsid�ere deux m�ethodes pour 
onvertir un point en 
hâ�ne de 
ara
t�eres (pour

l'impression) et une autre move pour bouger un point, 
ette derni�ere m�ethode �etant
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une pro
�edure qui renvoie don
 le type vide. On peut utiliser des objets de 
ette 
lasse

en �e
rivant des instru
tions de la forme

Point p = new Point(1, 2);

System.out.println (p);

p.move (-1, -1);

System.out.println (p);

D�e�nissons �a pr�esent la 
lasse des points 
olor�es ave
 un 
hamp suppl�ementaire


ouleur, en la d�e
larant 
omme une extension, ou en
ore une sous-
lasse, de la 
lasse

des points, 
omme suit:


lass PointAve
Couleur extends Point {

int 
ouleur;

PointAve
Couleur (int x0, int y0, int 
) {

super (x0, y0); 
ouleur = 
;

}

publi
 String toString () {

return "(" + x + ", " + y + ", " + 
ouleur + ")";

}

}

Les 
hamps x et y de l'an
ienne 
lasse des points existent toujours. Le 
hamp 
ouleur

est juste ajout�e. S'il existait d�ej�a un 
hamp 
ouleur dans la 
lasse Point, on ne ferait que

le 
a
her et l'an
ien 
hamp serait toujours a

essible par super.
ouleur grâ
e au mot-


l�e super. Dans la nouvelle 
lasse, nous avons un 
onstru
teur qui prend un argument

suppl�ementaire pour la 
ouleur. Ce 
onstru
teur doit toujours 
ommen
er par un appel

�a un 
onstru
teur de la super-
lasse (la 
lasse des points). Si on ne met pas d'appel

expli
ite �a un 
onstru
teur de 
ette 
lasse, l'instru
tion super() est faite impli
itement,

et 
e 
onstru
teur doit alors exister dans la super 
lasse. En�n, la m�ethode toString

est red�e�nie pour prendre en 
ompte le nouveau 
hamp pour la 
ouleur. On utilise les

points 
olor�es 
omme suit

PointAve
Couleur q = new PointAve
Couleur (3, 4, 0xfff);

System.out.println (q);

q.move(10,-1);

System.out.println (q);

La 
lasse des points 
olor�es a don
 h�erit�e des 
hamps x et y et de la m�ethode move

de la 
lasse des points, mais la m�ethode toString a �et�e red�e�nie. On n'a eu don


qu'�a programmer l'in
r�ement entre les points normaux et les points 
olor�es. C'est le

prin
ipe de base de la programmation objet: le 
ontrôle des programmes est dirig�e par

les donn�ees et leurs modi�
ations. Dans la programmation 
lassique, on doit 
hanger

le 
orps de beau
oup de fon
tions ou de pro
�edures si on 
hange les d�e
larations des

donn�ees, 
ar la des
ription d'un programme est donn�e par sa fon
tionnalit�e.

Une m�ethode ne peut red�e�nir qu'une m�ethode de même type pour ses param�etres

et r�esultat. Plus exa
tement, elle peut red�e�nir une m�ethode d'une 
lasse plus g�en�erale

dont les arguments ont un type plus g�en�eral. Il est interdit de red�e�nir les m�ethodes

pr�e�x�ees par le mot-
l�e final. On ne peut non plus donner des modi�
ateurs d'a

�es

plus restri
tifs, une m�ethode publique devant rester publique. Une 
lasse h�erite d'une

seule 
lasse (h�eritage simple). Des langages 
omme Smalltalk ou C++ autorisent l'h�erita-

ge multiple �a partir de plusieurs 
lasses, mais les m�ethodes sont alors un peu plus

d�eli
ates �a impl�ementer. L'h�eritage est bien sûr transitif. D'ailleurs toutes les 
lasses

Java h�eritent d'une unique 
lasse Obje
t.

Il se pose don
 le probl�eme de savoir quelle m�ethode est utilis�ee pour un objet

donn�e. C'est toujours la m�ethode la plus pr�e
ise qui peut s'appliquer �a l'objet et �a ses
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arguments qui est s�ele
tionn�ee. Remarquons que 
e
i n'est pas for
�ement dans le 
orps

du programme 
harg�e au moment de la r�ef�eren
e, puisqu'une nouvelle 
lasse peut être


harg�ee, et 
ontenir la m�ethode qui sera utilis�ee.

La r�esolution des m�ethodes dynamiques est faite �a l'ex�e
ution.

En�n, il y a une fa�
on de 
onvertir un objet en objet d'une super-
lasse ou d'une

sous-
lasse ave
 la notation des 
onversions expli
ites (d�ej�a vue pour le 
as des valeurs

num�eriques). Par exemple

Point p = new Point (10, 10);

PointAve
Couleur q = new PointAve
Couleur (20, 20, ROUGE);

Point p1 = q;

PointAve
Couleur q1 = (PointAve
Couleur) p;

PointAve
Couleur q2 = (PointAve
Couleur) p1;

Aller vers une 
lasse plus g�en�erale ne pose pas en g�en�eral de diÆ
ult�es, et le faire

expli
itement peut for
er la r�esolution des sur
harges de noms de fon
tions, mais l'objet

reste le même. Si on 
onvertit vers une sous-
lasse plus restri
tive, la ma
hine virtuelle

Java v�eri�e �a l'ex�e
ution et peut lever l'ex
eption ClassCastEx
eption. Dans l'exemple

pr�e
�edent seule l'avant-derni�ere ligne l�evera 
ette ex
eption.

A.2.8 Tableaux

Les tableaux sont des objets 
omme les autres. Un 
hamp length indique leur lon-

gueur. L'a

�es aux �el�ements du tableau a s'�e
rit ave
 des 
ro
hets, a[i-1℄ repr�esente

i-�eme �el�ement. Les tableaux n'ont qu'une seule dimension, un tableau �a deux dimen-

sions est 
onsid�er�e 
omme un tableau dont tous les �el�ements sont des tableaux �a une

dimension, et
. Si on a

�ede en dehors du tableau, une ex
eption est lev�ee. La 
r�eation

d'un tableau se fait ave
 le mot-
l�e new 
omme pour les objets, mais il existe une fa
ilit�e

syntaxique pour 
r�eer des tableaux �a plusieurs dimensions. Voi
i par exemple le 
al
ul

de la table de v�erit�e de l'union de deux op�erateurs bool�eens:

stati
 boolean[℄[℄ union (boolean a[℄[℄, boolean b[℄[℄) {

boolean 
[℄[℄ = new boolean [2℄[2℄;

for (int i = 0; i < 2; ++i)

for (int j = 0; j < 2; ++j)


[i℄[j℄ = a[i℄[j℄ || b[i℄[j℄;

return 
;

}

Pour initialiser un tableau, on peut le faire ave
 des 
onstantes lit�erales:

boolean interse
tion [℄[℄ = {{true, false},{false, false}};

boolean ouEx
lusif [℄[℄ = {{false, true},{true, false}};

En�n, on peut a�e
ter des objets d'une sous-
lasse dans un tableau d'�el�ements d'une


lasse plus g�en�erale.

A.2.9 Ex
eptions

Les ex
eptions sont des objets de toute sous-
lasse de la 
lasse Ex
eption. Il existe

aussi une 
lasse Error moins utilis�ee pour les erreurs syst�eme. Toutes les deux sont

des sous-
lasses de la 
lasse Throwable, dont tous les objets peuvent être appliqu�es �a

l'op�erateur throw, 
omme suit:

throw e;
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Ainsi on peut �e
rire en se servant de deux 
onstru
teurs de la 
lasse Ex
eption:

throw new Ex
eption();

throw new Ex
eption ("A

�es interdit dans un tableau");

Heureusement, dans les 
lasses des librairies standard, beau
oup d'ex
eptions sont d�ej�a

pr�e-d�e�nies, par exemple IndexOutOfBoundsExeption. On r�e
up�ere une ex
eption par

l'instru
tion try . . . 
at
h. Par exemple

try {

// un programme 
ompliqu�e

} 
at
h ( IOEx
eption e) {

// essayer de r�eparer 
ette erreur d'entr�ee/sortie

}


at
h ( Ex
eption e) {

// essayer de r�eparer 
ette erreur plus g�en�erale

}

Si on veut faire un traitement uniforme en �n de l'instru
tion try, que l'on passe ou

non par une ex
eption, que le 
ontrôle sorte ou non de l'instru
tion par une rupture de

s�equen
e 
omme un return, break, et
, on �e
rit

try {

// un programme 
ompliqu�e

} 
at
h ( IOEx
eption e) {

// essayer de r�eparer 
ette erreur d'entr�ee/sortie

}


at
h ( Ex
eption e) {

// essayer de r�eparer 
ette erreur plus g�en�erale

}

finally {

// un peu de nettoyage

}

Il y a deux types d'ex
eptions. On doit d�e
larer les ex
eptions v�eri��ees derri�ere le

mot-
l�e throws dans la signature des fon
tions qui les l�event. Ce n'est pas la peine pour

les ex
eptions non v�eri��ees qui se re
onnaissent en appartenant �a une sous-
lasse de la


lasse RuntimeEx
eption. Ainsi

stati
 int lire () throws IOEx
eption, ParseEx
eption {

int n;

BufferedReader in =

new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

System.out.print ("Taille du 
arr�e magique, svp?:: ");

n = Integer.parseInt (in.readLine());

if ((n <= 0) || (n > N) || (n % 2 == 0))

erreur ("Taille impossible.");

return n;

}

aurait pu être �e
rit dans l'exemple du 
arr�e magique.

A.2.10 Entr�ees-Sorties

Nous ne 
onsid�erons que quelques instru
tions simples permettant de lire ou �e
rire

dans une fenêtre texte ou ave
 un �
hier. System.in et System.out sont deux 
hamps

statiques (don
 uniques) de la 
lasse syst�eme, qui sont respe
tivement des InputStream
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et PrintStream. Dans 
ette derni�ere 
lasse, il y a notamment les m�ethodes: flush qui

vide les sorties non en
ore e�e
tu�ees, print et println qui impriment sur le terminal

leur argument ave
 �eventuellement un retour �a la ligne. Pour l'impression, l'argument

de 
es fon
tions est quel
onque, (�eventuellement vide pour la deuxi�eme). Elles sont

sur
harg�ees sur pratiquement tous les types, et transforment leur argument en 
hâ�ne

de 
ara
t�eres. Ainsi:

System.out.println ("x= ") donne x = newline

System.out.println (100) 100 newline:

System.out.print (3.14) 3.14

System.out.print ("3.14") 3.14

System.out.print (true) true

System.out.print ("true") true

Les m�ethodes des 
lasses InputStream et PrintStream lisent ou impriment des

o
tets (byte). Il vaut mieux faire des op�erations ave
 des 
ara
t�eres Uni
ode (sur 16 bits,

qui 
omprennent tous les 
ara
t�eres internationaux). Pour 
ela, au lieu de fon
tionner

ave
 les 
ux d'o
tets (Stream tout 
ourt), on utilise les 
lasses des Reader ou des

Writer, 
omme InputStreamReader et OutputStreamWriter, qui manipulent des 
ux

de 
ara
t�eres. Dans 
es 
lasses, il existe de nombreuses m�ethodes ou fon
tions. I
i,

nous 
onsid�erons les entr�ees-sorties ave
 un tampon (bu�er en anglais), qui sont plus

eÆ
a
es, 
ar elles regroupent les op�erations d'entr�ees-sorties. C'est pourquoi, on �e
rit

souvent la ligne 
ryptique:

stru
t Noeud {

BufferedReader in =

new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

qui 
onstruit, �a partir du 
ux de 
ara
t�eres System.in (d�esignant la fenêtre d'entr�ee de

texte par d�efaut), un 
ux de 
ara
t�eres, puis un 
ux de 
ara
t�eres ave
 tampon (plus

eÆ
a
e). Dans 
ette derni�ere 
lasse, on lit les 
ara
t�eres par read() ou readLine(). Par


onvention, read() retourne -1 quand la �n de l'entr�ee est d�ete
t�ee (
omme en C). C'est

pourquoi le type de son r�esultat est un entier (et non un 
ara
t�ere), puisque -1 ne peut

pas être du type 
ara
t�ere. Pour lire l'entr�ee terminal et l'imprimer imm�ediatement, on

fait don
:

import java.io.*;

stati
 void 
opie () throws Ex
eption {

BufferedReader in =

new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

int 
;

while ((
 = in.read()) != -1)

System.out.println(
);

System.out.flush();

}

Remarquons l'idiome pour lire un 
ara
t�ere. Il s'agit d'un e�et de bord dans le pr�edi
at

du while. On fait l'a�e
tation 
 = in.read() qui retourne 
omme r�esultat la valeur

de la partie droite (le 
ara
t�ere lu) et on teste si 
ette valeur vaut -1.

On peut aussi manipuler des �
hiers, grâ
e aux 
lasses �
hiers File. Ainsi le pro-

gramme pr�e
�edent se r�e�e
rit pour 
opier un �
hier sour
e de nom s dans un autre

destination de nom d.

import java.io.*;

stati
 void 
opieDeFi
hiers (String s, String d) throws Ex
eption {
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File sr
 = new File (s);

if ( !sr
.exists() || !sr
.
anRead())

erreur ("Le
ture impossible de " + s);

BufferedReader in = new BufferedReader(new FileReader(sr
));

File dest = new File (d);

if ( !dest.
anWrite())

erreur ("E
riture impossible de " + d);

BufferedWriter out = new BufferedWriter(new FileWriter(dest));

maCopie (in, out);

in.
lose();

out.
lose();

}

stati
 void maCopie (BufferedReader in, BufferedWriter out)

throws IOEx
eption {

int 
;

while ((
 = in.read()) != -1)

out.write(
);

out.flush();

}

La pro
�edure de 
opie ressemble au programme pr�e
�edent, au 
hangement pr�es de print

en write, 
ar nous n'avons pas voulu utiliser la 
lasse Printer, 
e qui �etait faisable.

Remarquons que les entr�ees sorties se sont simplement faites ave
 les �
hiers en suivant

un s
h�ema quasi identique �a 
elui utilis�e pour le terminal. La seule di��eren
e vient

de l'asso
iation entre le nom de �
hier et les 
ux de 
ara
t�eres tamponn�es. D'abord

le nom de �
hier est transform�e en objet File sur lequel plusieurs op�erations sont

possibles, 
omme v�eri�er l'existen
e ou les droits d'a

�es en le
ture ou en �e
riture. Puis

on 
onstruit un objet de 
ux de 
ara
t�eres dans les 
lasses FileReader et FileWriter,

et en�n des objets de 
ux de 
ara
t�eres ave
 tampon. La pro
�edure de 
opie est elle

identique �a 
elle vue pr�e
�edemment.

On peut don
 dire que l'entr�ee standard System.in (de la fenêtre de texte), la

sortie standard System.out (dans la fenêtre de texte), et la sortie standard des erreurs

System.err (qui n'a vraiment de sens que dans le syst�eme Unix) sont 
omme des

�
hiers parti
uliers. Les op�erations de le
ture ou d'�e
riture �etant les mêmes, seule la


onstru
tion du 
ux de 
ara
t�eres tamponn�e varie.

En�n, on peut utiliser mark, skip et reset pour se positionner �a une position pr�e
ise

dans un �
hier.

A.2.11 Fon
tions graphiques

Les fon
tions sont inspir�ees de la libraire Qui
kDraw du Ma
intosh, mais fon
-

tionnent aussi sur les stations Unix. Sur Ma
intosh, une fenêtre Drawing permet de

g�erer un �e
ran typiquement de 1024� 768 points. L'origine du syst�eme de 
oordonn�ees

est en haut et �a gau
he. L'axe des x va 
lassiquement de la gau
he vers la droite, l'axe

des y va plus 
urieusement du haut vers le bas (
'est une vieille tradition de l'infor-

matique, dure �a remettre en 
ause). En Qui
kDraw, x et y sont souvent appel�es h

(horizontal) et v (verti
al). Il y a une notion de point 
ourant et de 
rayon ave
 une

taille et une 
ouleur 
ourantes. On peut d�epla
er le 
rayon, en le levant ou en dessinant

des ve
teurs par les fon
tions suivantes

moveTo (x, y) D�epla
e le 
rayon aux 
oordonn�ees absolues x, y.
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move (dx, dy) D�epla
e le 
rayon en relatif de dx, dy.

lineTo (x, y) Tra
e une ligne depuis le point 
ourant jusqu'au point de 
oordonn�ees

x, y.

line (dx, dy) Tra
e le ve
teur (dx, dy) depuis le point 
ourant.

penPat(pattern) Change la 
ouleur du 
rayon: white, bla
k, gray, dkGray (dark

gray), ltGray (light gray).

penSize(dx, dy) Change la taille du 
rayon. La taille par d�efaut est (1, 1). Toutes

les op�erations de tra
�e peuvent se faire ave
 une 
ertaine �epaisseur du 
rayon.

penMode(mode) Change le mode d'�e
riture: patCopy (mode par d�efaut qui e�a
e 
e

sur quoi on tra
e), patOr (mode Union, i.e. sans e�a
er 
e sur quoi on tra
e),

patXor (mode Xor, i.e. en inversant 
e sur quoi on tra
e).

Certaines op�erations sont possibles sur les re
tangles. Un re
tangle r a un type pr�ed�e�ni

Re
t. Ce type est une 
lasse qui a le format suivant

publi
 
lass Re
t {

short left, top, right, bottom;

}

Fort heureusement, il n'y a pas besoin de 
onnâ�tre le format internes des re
tangles,

et on peut faire simplement les op�erations graphiques suivantes sur les re
tangles

setRe
t(r, g, h, d, b) �xe les 
oordonn�ees (gau
he, haut, droite, bas) du re
-

tangle r. C'est �equivalent �a faire les op�erations r.left := g;, r.top := h;,

r.right := d;, r.bottom := b.

unionRe
t(r1, r2, r) d�e�nit le re
tangle r 
omme l'enveloppe englobante des re
-

tangles r1 et r2.

frameRe
t(r) dessine le 
adre du re
tangle r ave
 la largeur, la 
ouleur et le mode

du 
rayon 
ourant.

paintRe
t(r) remplit l'int�erieur du re
tangle r ave
 la 
ouleur 
ourante.

invertRe
t(r) inverse la 
ouleur du re
tangle r.

eraseRe
t(r) e�a
e le re
tangle r.

fillRe
t(r,pat) remplit l'int�erieur du re
tangle r ave
 la 
ouleur pat.

drawChar(
), drawString(s) aÆ
he le 
ara
t�ere 
 ou la 
hâ�ne s au point 
ou-

rant dans la fenêtre graphique. Ces fon
tions di��erent de write ou writeln qui

�e
rivent dans la fenêtre texte.

frameOval(r) dessine le 
adre de l'ellipse ins
rite dans le re
tangle r ave
 la largeur,

la 
ouleur et le mode du 
rayon 
ourant.

paintOval(r) remplit l'ellipse ins
rite dans le re
tangle r ave
 la 
ouleur 
ourante.

invertOval(r) inverse l'ellipse ins
rite dans r.

eraseOval(r) e�a
e l'ellipse ins
rite dans r.

fillOval(r,pat) remplit l'int�erieur l'ellipse ins
rite dans r ave
 la 
ouleur pat.

frameAr
(r,start,ar
) dessine l'ar
 de l'ellipse ins
rite dans le re
tangle r d�emarrant

�a l'angle start et sur la longueur d�e�nie par l'angle ar
.

frameAr
(r,start,ar
) peint le 
amembert 
orrespondant �a l'ar
 pr�e
�edent . . . . Il

y a aussi des fon
tions pour les re
tangles ave
 des 
oins arrondis.

button est une fon
tion qui renvoie la valeur vraie si le bouton de la souris est enfon
�e,

faux sinon.

getMouse(p) renvoie dans p le point de 
oordonn�ees (p.h;p.v) 
ourantes du 
urseur.

getPixel(p) donne la 
ouleur du point p. R�epond un bool�een: false si blan
, true.

si noir.
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hideCursor(), showCursor() 
a
he ou remontre le 
urseur.


lass Point {

short h, v;

Point(int h, int v) {

h = (short)h;

v = (short)v;

}

}


lass Ma
Lib {

stati
 void setPt(Point p, int h, int v) {..}

stati
 void addPt(Point sr
, Point dst) {...}

stati
 void subPt(Point sr
, Point dst) {...}

stati
 boolean equalPt(Point p1, Point p2) {...}

...

}

Et les fon
tions 
orrespondantes (voir page 212)

stati
 void setRe
t(Re
t r, int left, int top, int right, int bottom)

stati
 void unionRe
t(Re
t sr
1, Re
t sr
2, Re
t dst)

stati
 void frameRe
t(Re
t r)

stati
 void paintRe
t(Re
t r)

stati
 void eraseRe
t(Re
t r)

stati
 void invertRe
t(Re
t r)

stati
 void frameOval(Re
t r)

stati
 void paintOval(Re
t r)

stati
 void eraseOval(Re
t r)

stati
 void invertOval(Re
t r)

stati
 void frameAr
(Re
t r, int startAngle, int ar
Angle)

stati
 void paintAr
(Re
t r, int startAngle, int ar
Angle)

stati
 void eraseAr
(Re
t r, int startAngle, int ar
Angle)

stati
 void invertAr
(Re
t r, int startAngle, int ar
Angle)

stati
 boolean button()

stati
 void getMouse(Point p)

Toutes 
es d�e�nitions sont aussi sur poly dans le �
hier

/usr/lo
al/lib/Ma
Lib-java/Ma
Lib.java

On veillera �a avoir 
ette 
lasse dans l'ensemble des 
lasses 
hargeables (variable

d'environnement CLASSPATH). Le programme suivant est un programme qui fait rebon-

dir une balle dans un re
tangle, premi�ere �etape vers un jeu de pong.


lass Pong extends Ma
Lib {

stati
 final int C = 5, // Le rayon de la balle

X0 = 5, X1 = 250,

Y0 = 5, Y1 = 180;

stati
 void getXY (Point p) {

int N = 2;

Re
t r = new Re
t();

int x, y;
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while (!button()) // On attend le bouton enfon
�e

;

while (button()) // On attend le bouton relâ
h�e

;

getMouse(p); // On note les 
oordonn�ees du pointeur

x = p.h;

y = p.v;

setRe
t(r, x - N, y - N, x + N, y + N);

paintOval(r); // On aÆ
he le point pour signi�er la le
ture

}

publi
 stati
 void main (String args[℄) {

int x, y, dx, dy;

Re
t r = new Re
t();

Re
t s = new Re
t();

Point p = new Point();

int i;

initQui
kDraw(); // Initialisation du graphique

setRe
t(s, 50, 50, X1 + 100, Y1 + 100);

setDrawingRe
t(s);

showDrawing();

setRe
t(s, X0, Y0, X1, Y1);

frameRe
t(s); // Le re
tangle de jeu

getXY(p); // On note les 
oordonn�ees du pointeur

x = p.h; y = p.v;

dx = 1; // La vitesse initiale

dy = 1; // de la balle

for (;;) {

setRe
t(r, x - C, y - C, x + C, y + C);

paintOval(r); // On dessine la balle en x;y

x = x + dx;

if (x - C <= X0 + 1 || x + C >= X1 - 1)

dx = -dx;

y = y + dy;

if (y - C <= Y0 + 1 || y + C >= Y1 - 1)

dy = -dy;

for (i = 0; i < 2500; ++i)

; // On temporise

invertOval(r); // On e�a
e la balle

}

}

}

A.3 Syntaxe BNF de Java

Ce qui suit est une syntaxe sous forme BNF (Ba
kus Naur Form). Chaque petit

paragraphe est la d�e�nition souvent r�e
ursive d'un fragment de syntaxe d�enomm�ee par

un nom (malheureusement en anglais). Chaque ligne 
orrespond �a di��erentes d�e�nitions

possibles. L'indi
e optional sera mis pour signaler l'aspe
t fa
ultatif de l'objet indi
�ee.

Certains objets (token) seront suppos�ee pr�eed�e�nis: IntegerLiteral pour une 
onstante

enti�ere, Identi�er pour tout identi�
ateur, . . . La syntaxe du langage ne garantit pas la
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on
ordan
e des types, 
ertaines phrases pouvant être syntaxiquement 
orre
tes, mais

fausses pour les types.

Goal:

CompilationUnit

A.3.1 Contantes litt�erales

Literal:

IntegerLiteral

FloatingPointLiteral

BooleanLiteral

Chara
terLiteral

StringLiteral

NullLiteral

A.3.2 Types, valeurs, et variables

Type:

PrimitiveType

Referen
eType

PrimitiveType:

Numeri
Type

boolean

Numeri
Type:

IntegralType

FloatingPointType

IntegralType: one of

byte short int long 
har

FloatingPointType: one of

float double

Referen
eType:

ClassOrInterfa
eType

ArrayType

ClassOrInterfa
eType:

Name

ClassType:

ClassOrInterfa
eType

Interfa
eType:

ClassOrInterfa
eType

ArrayType:

PrimitiveType [ ℄

Name [ ℄

ArrayType [ ℄

A.3.3 Noms

Name:
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SimpleName

Quali�edName

SimpleName:

Identi�er

Quali�edName:

Name . Identi�er

A.3.4 Pa
kages

CompilationUnit:

Pa
kageDe
laration

opt

ImportDe
larations

opt

TypeDe
larations

opt

ImportDe
larations:

ImportDe
laration

ImportDe
larations ImportDe
laration

TypeDe
larations:

TypeDe
laration

TypeDe
larations TypeDe
laration

Pa
kageDe
laration:

pa
kage Name ;

ImportDe
laration:

SingleTypeImportDe
laration

TypeImportOnDemandDe
laration

SingleTypeImportDe
laration:

import Name ;

TypeImportOnDemandDe
laration:

import Name . * ;

TypeDe
laration:

ClassDe
laration

Interfa
eDe
laration

;

Modi�ers:

Modi�er

Modi�ers Modi�er

Modi�er: one of

publi
 prote
ted private

stati


abstra
t final native syn
hronized transient volatile

A.3.5 Classes

D�e
laration de 
lasse

ClassDe
laration:

Modi�ers

opt


lass Identi�er Super

opt

Interfa
es

opt

ClassBody

Super:

extends ClassType
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Interfa
es:

implements Interfa
eTypeList

Interfa
eTypeList:

Interfa
eType

Interfa
eTypeList , Interfa
eType

ClassBody:

f ClassBodyDe
larations

opt

g

ClassBodyDe
larations:

ClassBodyDe
laration

ClassBodyDe
larations ClassBodyDe
laration

ClassBodyDe
laration:

ClassMemberDe
laration

Stati
Initializer

Constru
torDe
laration

ClassMemberDe
laration:

FieldDe
laration

MethodDe
laration

D�e
larations de 
hamps

FieldDe
laration:

Modi�ers

opt

Type VariableDe
larators ;

VariableDe
larators:

VariableDe
larator

VariableDe
larators , VariableDe
larator

VariableDe
larator:

VariableDe
laratorId

VariableDe
laratorId = VariableInitializer

VariableDe
laratorId:

Identi�er

VariableDe
laratorId [ ℄

VariableInitializer:

Expression

ArrayInitializer

D�e
larations de m�ethodes

MethodDe
laration:

MethodHeader MethodBody

MethodHeader:

Modi�ers

opt

Type MethodDe
larator Throws

opt

Modi�ers

opt

void MethodDe
larator Throws

opt

MethodDe
larator:

Identi�er ( FormalParameterList

opt

)

MethodDe
larator [ ℄
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FormalParameterList:

FormalParameter

FormalParameterList , FormalParameter

FormalParameter:

Type VariableDe
laratorId

Throws:

throws ClassTypeList

ClassTypeList:

ClassType

ClassTypeList , ClassType

MethodBody:

Blo
k

;

Initialieurs statiques

Stati
Initializer:

stati
 Blo
k

D�e
larations de 
onstru
teurs

Constru
torDe
laration:

Modi�ers

opt

Constru
torDe
larator Throws

opt

Constru
torBody

Constru
torDe
larator:

SimpleName ( FormalParameterList

opt

)

Constru
torBody:

f Expli
itConstru
torInvo
ation

opt

Blo
kStatements

opt

g

Expli
itConstru
torInvo
ation:

this ( ArgumentList

opt

) ;

super ( ArgumentList

opt

) ;

A.3.6 Interfa
es

Interfa
eDe
laration:

Modi�ers

opt

interfa
e Identi�er ExtendsInterfa
es

opt

Interfa
eBody

ExtendsInterfa
es:

extends Interfa
eType

ExtendsInterfa
es , Interfa
eType

Interfa
eBody:

f Interfa
eMemberDe
larations

opt

g

Interfa
eMemberDe
larations:

Interfa
eMemberDe
laration

Interfa
eMemberDe
larations Interfa
eMemberDe
laration

Interfa
eMemberDe
laration:

ConstantDe
laration

Abstra
tMethodDe
laration
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ConstantDe
laration:

FieldDe
laration

Abstra
tMethodDe
laration:

MethodHeader ;

A.3.7 Tableaux

ArrayInitializer:

f VariableInitializers

opt

,

opt

g

VariableInitializers:

VariableInitializer

VariableInitializers , VariableInitializer

A.3.8 Blo
s et instru
tions

Blo
k:

f Blo
kStatements

opt

g

Blo
kStatements:

Blo
kStatement

Blo
kStatements Blo
kStatement

Blo
kStatement:

Lo
alVariableDe
larationStatement

Statement

Lo
alVariableDe
larationStatement:

Lo
alVariableDe
laration ;

Lo
alVariableDe
laration:

Type VariableDe
larators

Statement:

StatementWithoutTrailingSubstatement

LabeledStatement

Blo
kStatementsBlo
kStatementsIfThenStatement

IfThenElseStatement

WhileStatement

ForStatement

StatementNoShortIf:

StatementWithoutTrailingSubstatement

LabeledStatementNoShortIf

IfThenElseStatementNoShortIf

WhileStatementNoShortIf

ForStatementNoShortIf

StatementWithoutTrailingSubstatement:

Blo
k

EmptyStatement

ExpressionStatement

Swit
hStatement

DoStatement

BreakStatement
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ContinueStatement

ReturnStatement

Syn
hronizedStatement

ThrowStatement

TryStatement

EmptyStatement:

;

LabeledStatement:

Identi�er : Statement

LabeledStatementNoShortIf:

Identi�er : StatementNoShortIf

ExpressionStatement:

StatementExpression ;

StatementExpression:

Assignment

PreIn
rementExpression

PreDe
rementExpression

PostIn
rementExpression

PostDe
rementExpression

MethodInvo
ation

ClassInstan
eCreationExpression

IfThenStatement:

if ( Expression ) Statement

IfThenElseStatement:

if ( Expression ) StatementNoShortIf else Statement

IfThenElseStatementNoShortIf:

if ( Expression ) StatementNoShortIf else StatementNoShortIf

Swit
hStatement:

swit
h ( Expression ) Swit
hBlo
k

Swit
hBlo
k:

f Swit
hBlo
kStatementGroups

opt

Swit
hLabels

opt

g

Swit
hBlo
kStatementGroups:

Swit
hBlo
kStatementGroup

Swit
hBlo
kStatementGroups Swit
hBlo
kStatementGroup

Swit
hBlo
kStatementGroup:

Swit
hLabels Blo
kStatements

Swit
hLabels:

Swit
hLabel

Swit
hLabels Swit
hLabel

Swit
hLabel:


ase ConstantExpression :

default :

WhileStatement:



A.3. SYNTAXE BNF DE JAVA 221

while ( Expression ) Statement

WhileStatementNoShortIf:

while ( Expression ) StatementNoShortIf

DoStatement:

do Statement while ( Expression ) ;

ForStatement:

for ( ForInit

opt

; Expression

opt

; ForUpdate

opt

)

Statement

ForStatementNoShortIf:

for ( ForInit

opt

; Expression

opt

; ForUpdate

opt

)

StatementNoShortIf

ForInit:

StatementExpressionList

Lo
alVariableDe
laration

ForUpdate:

StatementExpressionList

StatementExpressionList:

StatementExpression

StatementExpressionList , StatementExpression

BreakStatement:

break Identi�er

opt

;

ContinueStatement:


ontinue Identi�er

opt

;

ReturnStatement:

return Expression

opt

;

ThrowStatement:

throw Expression ;

Syn
hronizedStatement:

syn
hronized ( Expression ) Blo
k

TryStatement:

try Blo
k Cat
hes

try Blo
k Cat
hes

opt

Finally

Cat
hes:

Cat
hClause

Cat
hes Cat
hClause

Cat
hClause:


at
h ( FormalParameter ) Blo
k

Finally:

finally Blo
k
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A.3.9 Expressions

Primary:

PrimaryNoNewArray

ArrayCreationExpression

PrimaryNoNewArray:

Literal

this

( Expression )

ClassInstan
eCreationExpression

FieldA

ess

MethodInvo
ation

ArrayA

ess

ClassInstan
eCreationExpression:

new ClassType ( ArgumentList

opt

)

ArgumentList:

Expression

ArgumentList , Expression

ArrayCreationExpression:

new PrimitiveType DimExprs Dims

opt

new ClassOrInterfa
eType DimExprs Dims

opt

DimExprs:

DimExpr

DimExprs DimExpr

DimExpr:

[ Expression ℄

Dims:

[ ℄

Dims [ ℄

FieldA

ess:

Primary . Identi�er

super . Identi�er

MethodInvo
ation:

Name ( ArgumentList

opt

)

Primary . Identi�er ( ArgumentList

opt

)

super . Identi�er ( ArgumentList

opt

)

ArrayA

ess:

Name [ Expression ℄

PrimaryNoNewArray [ Expression ℄

Post�xExpression:

Primary

Name

PostIn
rementExpression

PostDe
rementExpression

PostIn
rementExpression:

Post�xExpression ++
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PostDe
rementExpression:

Post�xExpression --

UnaryExpression:

PreIn
rementExpression

PreDe
rementExpression

+ UnaryExpression

- UnaryExpression

UnaryExpressionNotPlusMinus

PreIn
rementExpression:

++ UnaryExpression

PreDe
rementExpression:

-- UnaryExpression

UnaryExpressionNotPlusMinus:

Post�xExpression

~ UnaryExpression

! UnaryExpression

CastExpression

CastExpression:

( PrimitiveType Dims

opt

) UnaryExpression

( Expression ) UnaryExpressionNotPlusMinus

( Name Dims ) UnaryExpressionNotPlusMinus

Multipli
ativeExpression:

UnaryExpression

Multipli
ativeExpression * UnaryExpression

Multipli
ativeExpression / UnaryExpression

Multipli
ativeExpression % UnaryExpression

AdditiveExpression:

Multipli
ativeExpression

AdditiveExpression + Multipli
ativeExpression

AdditiveExpression - Multipli
ativeExpression

ShiftExpression:

AdditiveExpression

ShiftExpression << AdditiveExpression

ShiftExpression >> AdditiveExpression

ShiftExpression >>> AdditiveExpression

RelationalExpression:

ShiftExpression

RelationalExpression < ShiftExpression

RelationalExpression > ShiftExpression

RelationalExpression <= ShiftExpression

RelationalExpression >= ShiftExpression

RelationalExpression instan
eof Referen
eType

EqualityExpression:

RelationalExpression

EqualityExpression == RelationalExpression

EqualityExpression != RelationalExpression
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AndExpression:

EqualityExpression

AndExpression & EqualityExpression

Ex
lusiveOrExpression:

AndExpression

Ex
lusiveOrExpression ^ AndExpression

In
lusiveOrExpression:

Ex
lusiveOrExpression

In
lusiveOrExpression | Ex
lusiveOrExpression

ConditionalAndExpression:

In
lusiveOrExpression

ConditionalAndExpression && In
lusiveOrExpression

ConditionalOrExpression:

ConditionalAndExpression

ConditionalOrExpression || ConditionalAndExpression

ConditionalExpression:

ConditionalOrExpression

ConditionalOrExpression ? Expression : ConditionalExpression

AssignmentExpression:

ConditionalExpression

Assignment

Assignment:

LeftHandSide AssignmentOperator AssignmentExpression

LeftHandSide:

Name

FieldA

ess

ArrayA

ess

AssignmentOperator: one of

= *= /= %= += -= <<= >>= >>>= &= ^= |=

Expression:

AssignmentExpression

ConstantExpression:

Expression
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Annexe B

Caml

Le langage ML[7℄ a �et�e 
on�
u par Milner �a Edimbourg en 1978 
omme un langage

typ�e de manipulation symbolique, servant de m�etalangage au syst�eme de d�emonstration

automatique LCF. Caml est un de ses diale
tes 
on�
u et d�evelopp�e �a l'INRIA �a par-

tir de 1984. Les langages de la famille ML ont d'autres des
endants, 
omme 
omme

Haskell, d�evelopp�e �a Glasgow et �a Yale, Miranda �a Kent, et surtout SML/NJ [9℄, �a

AT&T Bell laboratories et �a CMU. Comme Java, ML est fortement typ�e, il autorise

les d�e�nitions alg�ebriques des stru
tures de donn�ees et la gestion automatique de la

m�emoire. Les langages de la famille ML sont devenus populaires dans la 
ommunaut�e

du 
al
ul symbolique et dans l'enseignement de l'informatique.

Caml est un langage de programmation fon
tionnelle, 
'est-�a-dire un langage qui

en
ourage un style de programmation fond�e sur la notion de 
al
ul plutôt que sur la

notion de modi�
ation de l'�etat de la m�emoire de la ma
hine. Ce style, souvent plus

pro
he des d�e�nitions math�ematiques, repose sur l'utilisation intensive des fon
tions, et

n'est possible qu'�a 
ause de l'e�ort port�e sur la 
ompilation des fon
tions et la gestion

de la m�emoire. A 
e titre, Caml est assez di��erent de Pas
al et de C, quoiqu'il propose

aussi des aspe
ts imp�eratifs qui autorisent un style assez pro
he du style imp�eratif tra-

ditionnel. Il partage ave
 Java son typage fort et la gestion automaituqe de la m�emoire,

mais il a des types polymorphes param�etr�es et des op�erations de �ltrage sur les stru
-

tures de donn�ees dynamiques. I
i, 
omme en Java, nous ne ferons pas de programmation

fon
tionnelle, et nous nous 
ontenterons d'un usage assez imp�eratif.

On trouve une introdu
tion dida
tique au langage SML/NJ dans les livres de

Paulson[6℄ et d'Ulmann[8℄. Pour une introdu
tion �a Caml, on 
onsultera les livres de

Weis-Leroy [1℄, Cousineau-Mauny [3℄, Hardin-Donzeau-Gouge [4℄ ou Monasse [5℄. Le

\Manuel de r�ef�eren
e du langage Caml" [2℄ d�e
rit le langage en d�etail. Cette annexe a

�et�e �e
rite par Pierre Weis.

B.1 Un exemple simple

Exer
i
e impos�e, �e
rivons l'exemple des 
arr�es magiques en Caml:

#open "printf";;

let magique a =

let n = ve
t_length a in

let i = ref (n - 1) in

let j = ref (n / 2) in

for k = 1 to n * n do

a.(!i).(!j) <- k;

if k mod n = 0 then de
r i else
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begin

i := (!i + 1) mod n;

j := (!j + 1) mod n;

end

done;;

let erreur s = printf "Erreur fatale: %s\n" s; exit 1;;

let lire () =

printf "Taille du 
arr�e magique, svp ? ";

let n = int_of_string (read_line ()) in

if n <= 0 || n mod 2 = 0 then erreur "Taille impossible" else n;;

let imprimer a =

for i = 0 to ve
t_length a - 1 do

for j = 0 to ve
t_length a - 1 do

printf "%4d " a.(i).(j)

done;

printf "\n"

done;;

let main () =

let n = lire () in

let a = make_matrix n n 0 in

magique a;

imprimer a;

exit 0;;

main ();;

Phrases

On 
onstate qu'un programme Caml est une suite de phrases qui se terminent toutes

par ;;. Ces phrases sont des d�e�nitions de valeurs, de pro
�edures ou de fon
tions, ou

en
ore des expressions qui sont �evalu�ees dans l'ordre de pr�esentation. Ainsi, la derni�ere

phrase est l'expression main ();; qui d�e
len
he l'ex�e
ution du programme. On re-

marque aussi que les d�e�nitions des objets pr�e
�edent toujours leur premi�ere utilisation.

Une d�e�nition est introduite par le mot 
l�e let suivi du nom de l'entit�e d�e�nie.

Par exemple, let n = ve
t_length a d�e�nit la variable n 
omme la longueur du ve
-

teur a et let magique a = ... d�e�nit la fon
tion magique ave
 a pour argument.

�

A

l'o

asion, on remarque qu'en Caml on �evite les parenth�eses inutiles (mais le langage

admet les parenth�eses super
ues); ainsi, l'appli
ation des fon
tions est not�ee par simple

juxtaposition, et l'on �e
rit ve
t_length a plutôt que ve
t_length (a).

La valeur des variables en Caml est �x�ee une fois pour toutes lors de leur d�e�nition

et 
ette liaison n'est pas modi�able (il est impossible de 
hanger la valeur li�ee �a un

nom d�e�ni par let). Comme en math�ematiques, les variables sont des noms li�es �a

des 
onstantes qu'on 
al
ule lors de la d�e�nition de 
e nom. C'est aussi analogue aux


onstantes de Pas
al, si 
e n'est que l'expression li�ee �a une variable Caml est quel
onque

et qu'il n'y a pas de limite �a sa 
omplexit�e.

En Caml, la valeur d'une variable est �x�ee lors de sa d�e�nition.
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R�ef�eren
es

Les variables de Caml ne sont don
 pas des variables au sens traditionnel des lan-

gages de programmation, puisqu'il est impossible de modi�er leur valeur. Il est pourtant

souvent n�e
essaire d'utiliser dans les programmes des variables modi�ables au sens de

Pas
al ou de C. En Caml, on utilise pour 
ela une r�ef�eren
e modi�able vers une valeur,


'est-�a-dire une 
ase m�emoire dont on peut lire et �e
rire le 
ontenu. Pour 
r�eer une

r�ef�eren
e, on applique le 
onstru
teur ref au 
ontenu initial de la 
ase m�emoire. C'est

le 
as pour la variable i, d�e�nie par la ligne let i = ref (n - 1), dont la valeur est

une r�ef�eren
e qui 
ontient n - 1 �a la 
r�eation. Pour lire le 
ontenu d'une r�ef�eren
e, on

utilise l'op�erateur !, qu'on lit \
ontenu de" (ou \deref" 
ar on l'appelle aussi op�erateur

de d�er�ef�eren
ement). Pour �e
rire le 
ontenu d'une r�ef�eren
e on utilise l'op�erateur d'af-

fe
tation :=. Par exemple, i := !i + 1 in
r�emente le 
ontenu de la r�ef�eren
e de la

variable i, 
e qui a �nalement le même e�et que l'a�e
tation i := i + 1 de Pas
al

ou l'a�e
tation i = i + 1 de C. Noter que les r�ef�eren
es ne 
ontredisent pas le dogme

\une variable est toujours li�ee �a la même valeur": la variable i est li�ee �a une unique

r�ef�eren
e et il est impossible de la 
hanger. Plus pr�e
is�ement, la valeur de i est l'adresse

de la 
ase m�emoire modi�able qui 
ontient la valeur, et 
ette adresse est une 
onstante.

On ne peut que modi�er le 
ontenu de l'adresse.

Le 
onnaisseur de Pas
al ou de C est souvent troubl�e par 
ette distin
tion expli
ite

entre une r�ef�eren
e et son 
ontenu qui oblige �a appliquer syst�ematiquement l'op�erateur

! pour obtenir le 
ontenu d'une r�ef�eren
e, alors que 
e d�er�ef�eren
ement est impli
ite en

Pas
al et en C. En Caml, quand i a �et�e d�e�ni 
omme une r�ef�eren
e, la valeur de i est

la r�ef�eren
e elle-même et jamais son 
ontenu: pour obtenir le 
ontenu, il faut appliquer

une op�eration de d�er�ef�eren
ement expli
ite et l'on �e
rit !i. S�emantiquement, !i est �a

rappro
her de *i en C ou i^ en Pas
al.

L'op�erateur d'a�e
tation := doit être rappro
h�e aussi des op�erateurs ordinaires dont

il a le statut, e1 := e2 signi�e que le r�esultat de l'�evaluation de e1 est une r�ef�eren
e

dont le 
ontenu va devenir la valeur de e2 (de même que e1 + e2 renvoie la somme des

valeurs de e1 et e2).

�

Evidemment, dans la grande majorit�e des 
as, la partie gau
he de

l'a�e
tation est r�eduite �a un identi�
ateur, et l'on a�e
te simplement la r�ef�eren
e qui lui

est li�ee. Ainsi, en �e
rivant i := !i - 1, on d�e
r�emente le 
ontenu de la r�ef�eren
e i en

y mettant le pr�ed�e
esseur de son 
ontenu a
tuel. Cette op�eration de d�e
r�ementation est

d'ailleurs pr�ed�e�nie sous la forme d'une pro
�edure qui prend une r�ef�eren
e en argument

et la d�e
r�emente:

let de
r x =

x := !x - 1;;

Dans 
et exemple, la distin
tion r�ef�eren
e-
ontenu est �evidente: l'argument de de
r est

la r�ef�eren
e elle-même, pas son 
ontenu. Cette distin
tion r�ef�eren
e-
ontenu s'�e
laire

en
ore si l'on 
onsid�ere les r�ef�eren
es 
omme des ve
teurs �a une seule 
ase: 
'est alors

un prolongement naturel de la n�e
essaire distin
tion entre un ve
teur et le 
ontenu de

ses 
ases.

L'op�erateur d'a�e
tation en Caml pose une petite diÆ
ult�e suppl�ementaire aux ha-

bitu�es des langages imp�eratifs: 
omme nous venons de le voir, l'�e
riture e1 := e2 im-

pose que le r�esultat de l'�evaluation de e1 soit une r�ef�eren
e. Pour des raisons de typage,

il n'est don
 pas question d'utiliser le symbole := pour a�e
ter des 
ases de ve
teurs,

ni des 
ara
t�eres de 
hâ�nes, ni même des 
hamps d'enregistrement. Cha
une de 
es

op�erations poss�ede son propre op�erateur (o�u intervient le symbole <-).

En Caml, l'op�erateur := est r�eserv�e aux r�ef�eren
es.
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Ve
teurs et tableaux

Un ve
teur est une su

ession de 
ases m�emoires. Les indi
es des �el�ements 
om-

men
ent en 0, si le ve
teur est de longueur n les indi
es vont de 0 �a n�1. Pour a

�eder

aux �el�ements d'un ve
teur v, on utilise la notation v.(indi
e). Pour modi�er le 
ontenu

des 
ases de ve
teur, on utilise le symbole <- qu'on lit re�
oit. Par exemple v.(i) <- k

met la valeur k dans la 
ase i du ve
teur v.

Pour 
r�eer un tableau, on appelle la primitive make_matrix. La ligne

let 
 = make_matrix n n 0 in

d�e�nit don
 une matri
e n � n, dont les �el�ements sont des entiers, tous initialis�es �a 0.

Chaque �el�ement de la matri
e 
 ainsi d�e�nie est a

�ed�e par la notation 
.(i).(j), et

modi��e par la notation 
.(i).(j) <- nouvelle valeur. Comme la notation le sugg�ere,


.(i).(j) signi�e en fait (
.(i)).(j), 
'est-�a-dire a

�es au j

i�eme

�el�ement du ve
teur


.(i). Cela veut dire que la matri
e est en r�ealit�e un ve
teur dont les �el�ements sont

eux-mêmes des ve
teurs: les lignes de la matri
e. (Mais rien n'empê
he �evidemment de

d�e�nir une matri
e 
omme le ve
teur de ses 
olonnes.) Retenons qu'en Caml 
omme en

C, les tableaux sont des ve
teurs de ve
teurs. D'autre part, la ligne let 
 = make matrix

n n 0 in d�e�nit un tableau dont la taille n'est pas une 
onstante 
onnue �a la 
ompi-

lation, mais une valeur d�etermin�ee �a l'ex�e
ution (i
i n est lue sur l'entr�ee standard);


ependant, une fois le tableau 
r�e�e, sa taille est �x�ee une fois pour toutes et n'est plus

modi�able.

En Caml, la taille des ve
teurs est �x�ee �a la 
r�eation.

Fon
tions et pro
�edures

Caml est un langage fon
tionnel: 
omme nous l'avons d�ej�a vu, les fon
tions forment

les briques de base des programmes. En outre, les fon
tions sont des valeurs primitives

du langage qu'on manipule au même titre que les autres valeurs. Il est tr�es fa
ile de

d�e�nir des fon
tions qui manipulent des fon
tions ou même de fabriquer des stru
tures

de donn�ees qui 
omportent des fon
tions. Une fon
tion peut librement être prise en

argument ou rendue en r�esultat, et il n'y a pas de restri
tion �a son usage dans les

stru
tures de donn�ees.

En Caml, les fon
tions sont des valeurs 
omme les autres.

Comme en math�ematiques, une fon
tion a des arguments et rend un r�esultat qu'elle


al
ule ave
 une expression o�u intervient la valeur de ses arguments. Comme pour les

autres valeurs, la d�e�nition d'une fon
tion est introduite par un mot 
l�e let suivi du

nom de la fon
tion et de la liste de ses arguments, 
e qui nous donne typiquement

let f x = ... pour une fon
tion �a un argument et let f x1 x2 ... xn = ... pour

une fon
tion �a n arguments.

Voi
i un exemple de fon
tion des entiers dans les entiers:

let pro
hain x = if x mod 2 = 1 then 3 * x + 1 else x / 2;;

La fon
tion pro
hain renvoie 3x + 1 si x est impair, et bx=2
 si x est pair. (On peut

s'amuser �a it�erer 
ette fon
tion et �a observer ses r�esultats su

essifs; on ne sait toujours

pas d�emontrer qu'on obtient �nalement 1, quelque soit l'entier de d�epart. Par exemple:

7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1).

D�e�nissons maintenant le pr�edi
at even, qui teste la parit�e des entiers (
'est une

fon
tion des entiers dans les bool�eens):

let even x = x mod 2 = 0;;
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On remarque que les d�e�nitions de pro
hain et de even ne font pas intervenir de

types: la signature des fon
tions est impli
ite. Pourtant Caml dispose, 
omme Pas
al,

d'un typage fort, 
'est-�a-dire stri
t et v�eri��e 
ompl�etement �a la 
ompilation. En e�et,

les types des arguments et du r�esultat des fon
tions sont automatiquement 
al
ul�es

par le 
ompilateur, sans intervention du programmeur, ni annotations de type dans

les programmes. L'habitu�e de Pas
al ou C pourra s'il le d�esire ins�erer des types dans

ses programmes, �a l'aide de 
ontraintes de type. Une 
ontrainte de type 
onsiste en un

mor
eau de programme mis entre parenth�eses et d�e
or�e ave
 son type. Ainsi (x : int)

impose que x soit un entier. Ave
 une 
ontrainte sur son argument et son r�esultat la

fon
tion even s'�e
rirait:

let even (x : int) = (x mod 2 = 0 : bool);;

Comme on le 
onstate sur le programme du 
arr�e magique, les 
ontraintes de type ne

sont pas n�e
essaires, il n'est don
 pas d'usage d'en mettre dans les programmes.

En Caml, le typage est �a la 
harge du 
ompilateur.

Lorsque l'argument ou le r�esultat d'une fon
tion sont sans int�erêt, on le note alors

(), l'unique valeur du type unit. Une telle fon
tion est souvent quali��ee de pro
�edure

au lieu de fon
tion, mais 
e n'est qu'une distin
tion 
ommode qui n'est pas faite par

le langage. Par exemple, main est une pro
�edure, et l'on 
onstate qu'elle est d�e�nie

exa
tement de la même mani�ere que notre fon
tion pro
hain ou le pr�edi
at even.

La fon
tion magique est elle aussi une pro
�edure, elle 
onstruit un 
arr�e magique

d'ordre n impair de la même fa�
on qu'en Pas
al ou C.

La fon
tion lire lit la taille du 
arr�e magique et fait quelques v�eri�
ations sur

sa valeur. En 
as de taille in
orre
te, elle appelle la fon
tion erreur qui aÆ
he un

message et arrête le programme en erreur. Pour lire 
ette taille, elle appelle la pro
�edure

de le
ture d'une ligne read_line, apr�es avoir imprim�e un message sur le terminal.

La pro
�edure d'impression format�ee printf a pour premier param�etre une 
hâ�ne de


ara
t�eres, d�elimit�ee par des guillemets. C'est le format qui indique 
omment imprimer

les arguments qui suivent: on sp�e
i�e le type d'impression d�esir�e, �a l'aide de 
ara
t�eres

symboliques, pr�e
�ed�es de l'indi
ateur %. Par exemple %s signi�e qu'on doit imprimer

une 
hâ�ne de 
ara
t�eres, et %d un entier. L'ordre des indi
ations d'impression dans

le format doit être 
orr�el�e ave
 l'ordre des arguments �a imprimer. Dans la pro
�edure

imprimer qui imprime le tableau a, l'indi
ation %4d indique l'impression d'un entier

sur 4 
ara
t�eres, 
adr�e �a droite.

En�n, la pro
�edure main est la pro
�edure prin
ipale du programme qui fait appel

su

essivement aux di��erentes pro
�edures, dans un ordre simple et 
ompr�ehensible. La

m�ethode qui 
onsiste �a d�e�nir de petites fon
tions, qu'on appelle ensuite dans la fon
-

tion prin
ipale est un prin
ipe de programmation stru
tur�ee. Elle am�eliore la lisibilit�e

et fa
ilite les modi�
ations, mais n'est pas une obligation du langage. Nous aurions

pu d�e�nir toutes les fon
tions lo
ales �a la fon
tion main, mais en g�en�eral 
e style est

mauvais, 
ar on m�elange le 
�ur algorithmique du programme (la pro
�edure magique)

ave
 des d�etails annexes 
omme l'impression et la le
ture. Remarquons qu'il faut appe-

ler expli
itement le programme prin
ipal, 
e que fait la ligne main ();;

�

A d�efaut, la

pro
�edure main serait d�e�nie mais pas appel�ee, et le programme ne ferait rien.

B.2 Quelques �el�ements de Caml

Appel au 
ompilateur

Sur la plupart des ma
hines, le syst�eme Caml Light propose un 
ompilateur ind�ependant


aml
 qui produit de fa�
on traditionnelle un programme ex�e
utable �a partir d'un
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programme sour
e, 
ontenu dans un �
hier ayant l'extension .ml. On pr�e
ise le nom

de l'ex�e
utable produit en donnant l'option -o nom_de_programme au 
ompilateur; �a

d�efaut, il produit le programme a.out. Voi
i un exemple de 
ompilation obtenue sous

le syst�eme Unix.

poly% 
at fa
t.ml

let re
 fa
t x = if x <= 1 then 1 else x * fa
t (x - 1);;

print_int (fa
t 10); print_newline ();;

poly% 
aml
 fa
t.ml

poly% a.out

3628800

En dehors du 
ompilateur proprement dit, les syst�emes Caml o�rent une interfa
e

intera
tive de dialogue ave
 le 
ompilateur. Dans 
ette interfa
e, on entre su

essive-

ment des phrases qui sont 
ompil�ees, puis ex�e
ut�ees au vol. Voi
i une session obtenue

sur une ma
hine Unix en lan�
ant le syst�eme intera
tif par la 
ommande 
amllight.

poly% 
amllight

> Caml Light version 0.71

#let re
 fa
t x = if x <= 1 then 1 else x * fa
t (x - 1);;

fa
t : int -> int = <fun>

#fa
t 10;;

- : int = 3628800

#quit();;

poly%

Dans 
ette utilisation, Caml indique le r�esultat des 
al
uls et le type des objets d�e�nis.

Il trouve automatiquement 
es types par un algorithme d'inf�eren
e de type. Au lieu de

taper dire
tement les programmes, on peut 
harger les �
hiers qui les 
ontiennent par

la fon
tion in
lude. Les phrases du �
hier sont alors 
ompil�ees et ex�e
ut�ees �a la vol�ee,

exa
tement 
omme si on les avait tap�ees dans le syst�eme intera
tif. Ainsi, le 
hargement

du �
hier fa
t.ml ex�e
ute les phrases dans l'ordre la �n du programme. On peut alors

reprendre l'intera
tion 
omme avant le 
hargement:

#in
lude "fa
t.ml";;

fa
t : int -> int = <fun>

3628800

- : unit = ()

#

Le syst�eme intera
tif est don
 plutôt r�eserv�e �a l'apprentissage du langage. Lorsqu'on

mâ�trise Caml et qu'on d�eveloppe de gros programmes, on privil�egie le 
ompilateur

ind�ependant qui s'int�egre plus fa
ilement aux outils de gestion automatique des logi
iels.

On r�eserve alors le syst�eme intera
tif au test rapide des programmes, et dans une

moindre mesure �a la mise au point.

B.2.1 Fon
tions

On utilise la notation A ! B pour d�enoter les fon
tions de l'ensemble A dans

l'ensemble B et par exemple int -> int est le type de la fon
tion fa
t 
i-dessus. La

valeur d'une fon
tion est une valeur fon
tionnelle, not�ee 
onventionnellement <fun>.

Remarquons �a nouveau que toute d�e�nition lie un identi�
ateur �a une valeur; ainsi

fa
t poss�ede une valeur et il s'�evalue normalement:

#fa
t;;

- : int -> int = <fun>
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A l'o

asion de la d�e�nition de fa
t, on observe aussi que les fon
tions r�e
ursives

doivent être introduites par le mot-
l�e let re
, pour signaler au syst�eme qu'on fait

r�ef�eren
e �a leur nom avant leur d�e�nition e�e
tive.

Les fon
tions r�e
ursives doivent être introduites par le mot-
l�e let re
.

Pour terminer sur les fon
tions, 
itons l'existen
e des fon
tions anonymes, 
'est-�a-

dire des valeurs fon
tionnelles qui n'ont pas de nom. On les introduit ave
 le nouveau

mot 
l�e fun
tion et la 
onstru
tion fun
tion x -> ... Par exemple:

#(fun
tion x -> x + 1);;

- : int -> int = <fun>

#(fun
tion x -> x + 1) 2;;

- : int = 3

Lorsqu'on donne un nom �a une fon
tion anonyme, on d�e�nit alors tr�es logiquement une

fon
tion \normale":

#let su

esseur = (fun
tion x -> x + 1);;

su

esseur : int -> int = <fun>

#su

esseur 2;;

- : int = 3

On utilise la plupart du temps les fon
tions anonymes en argument des fon
tionnelles

que nous d�e
rivons maintenant.

Fon
tionnelles

Il n'y a pas de 
ontraintes sur les arguments et r�esultats des pro
�edures et des

fon
tions: les arguments et r�esultats fon
tionnels sont don
 autoris�es. Une bonne illus-

tration 
onsiste �a �e
rire une pro
�edure de re
her
he d'une ra
ine d'une fon
tion sur

un intervalle donn�e. La pro
�edure z�ero prend une fon
tion f en argument (et pour


ette raison on dit que z�ero est une fon
tionnelle). D�e�nissons d'abord une fon
tion

auxiliaire qui 
al
ule la valeur absolue d'un 
ottant.

let abs x = if x >= 0.0 then x else -. x;;

Nous notons �a l'o

asion que les nombres 
ottants 
omportent obligatoirement un point,

même 0. Les op�erations sur les nombres 
ottants sont �egalement distin
tes de 
elles des

nombres entiers, puisqu'elles sont syst�ematiquement suÆx�ees par un point (sauf les


omparaisons). Notre fon
tionnelle s'�e
rit alors:

let trouve_z�ero f a b epsilon max_iterations =

let re
 trouve x y n =

if abs (y -. x) < epsilon || n >= max_iterations then x

else

let m = (x +. y) /. 2.0 in

if (f m > 0.0) = (f x > 0.0)

then trouve m y (n + 1)

else trouve x m (n + 1) in

trouve a b 1;;

let z�ero f a b = trouve_z�ero f a b 1.0E-7 100;;

Remarquons la d�e�nition lo
ale de la fon
tion r�e
ursive trouve, qu'on applique ensuite

ave
 les arguments a, b et 1. Si on a des diÆ
ult�es �a 
omprendre 
e style fon
tionnel,

voi
i la même fon
tion en version imp�erative (ave
 une bou
le while que nous verrons

plus loin):
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let z�ero f a b =

let epsilon = 1.0E-7

and nmax = 100 in

let n = ref 1

and m = ref ((a +. b) /. 2.0) in

let x = ref a

and y = ref b in

while abs (!y -. !x) > epsilon && !n < nmax do

m := (!x +. !y) /. 2.0;

if (f !m > 0.0) = (f !x > 0.0)

then x := !m

else y := !m;

n := !n + 1

done;

!x;;

Le type inf�er�e par Caml pour z�ero est (float ->float) ->float ->float ->float

qui indique bien que le premier argument est une fon
tion des 
ottants dans les 
ottants.

Utilisons la fon
tionnelle z�ero pour trouver un z�ero de la fon
tion logarithme entre 1=2

et 3=2:

#open "printf";;

#let log10 x = log x /. log 10.0;;

log10 : float -> float = <fun>

#printf "le z�ero de log10 est %f\n" (z�ero log10 0.5 1.5);;

le z�ero de log10 est 1.000000

- : unit = ()

Les arguments fon
tionnels sont naturels et rendent souvent l'�e
riture plus �el�egante. Il

faut noter que l'eÆ
a
it�e du programme n'en sou�re pas for
�ement, surtout dans les

langages fon
tionnels qui optimisent la 
ompilation des fon
tions et de leurs appels.

B.2.2 Symboles, s�eparateurs, identi�
ateurs

Les identi�
ateurs sont des s�equen
es de lettres, de 
hi�res, d'apostrophes et de

soulign�es 
ommen�
ant par une lettre. Les identi�
ateurs sont s�epar�es par des espa
es,

des 
ara
t�eres de tabulation, des retours �a la ligne ou par des 
ara
t�eres sp�e
iaux 
omme

+, -, *. Certains identi�
ateurs sont r�eserv�es pour des mots 
l�es de la syntaxe, 
omme

and, type, begin, end, while, . . .

Nous abandonnons la 
onvention adopt�ee en Pas
al et C dans 
e 
ours qui 
onsiste

�a 
ommen
er par une majus
ule les noms de 
onstantes et par une minus
ule les noms

de variables. En Caml, toutes les variables ont une valeur 
onstante (au sens de Pas
al

et de C) et devraient don
 
ommen
er par une majus
ule. Nous pr�ef�erons utiliser les

minus
ules 
omme premi�ere lettre des variables. (Seuls les noms de 
onstru
teurs des

types somme et les ex
eptions 
ommen
eront par une majus
ule.)

B.2.3 Types de base

L'unique valeur rien a le type pr�ed�e�ni unit; elle est not�ee () et est lue \vo��de".

La valeur rien sert �a 
ompl�eter une 
onditionnelle �a une seule bran
he (par else ()),

�a d�e
len
her les pro
�edures (print_newline ()), et 
omme instru
tion vide dans le


orps d'une bou
le.

Les bool�eens ont le type pr�ed�e�ni bool, qui 
ontient deux 
onstantes true et false.
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Les entiers ont le type pr�ed�e�ni int. Les 
onstantes enti�eres sont une suite de


hi�res d�e
imaux, �eventuellement pr�e
�ed�ee d'un signe -, 
omme 234, -128, . . . Les va-

leurs extr�emales d�ependent de l'impl�ementation.

Les 
ottants ont le type pr�ed�e�ni float. Les 
onstantes 
ottantes sont une suite de


hi�res d�e
imaux 
omprenant un point, �eventuellement suivie d'une indi
ation d'expo-

sant, 
omme 3.1416 ou 3141.6E-3 pour d�esigner 3141;6 � 10

�3

.

Les 
ara
t�eres ont le type pr�ed�e�ni 
har. Une 
onstante 
ara
t�ere est une lettre

entour�ee du symbole `, 
omme `a`, `b`, . . . , `+`, `:`. Certains 
ara
t�eres sont 
od�es

sp�e
ialement 
omme `\n` pour le 
hangement de ligne, `\r` pour le retour 
harriot,

`\t` pour la tabulation, `\`` pour le 
ara
t�ere apostrophe, et `\\` pour la barre

oblique. En�n, on d�enote n'importe quel 
ara
t�ere en le d�esignant par son num�ero

d�e
imal dans le 
ode ASCII (Ameri
an Standard Codes for Information Inter
hange)

(ISO-latin), sur trois 
hi�res et pr�e
�ed�e d'une barre oblique. Ainsi `\032` d�esigne

le 
ara
t�ere espa
e et `\233` est �equivalent �a `�e`. La fon
tion int_of_
har donne

la valeur entre 0 et 255 dans le 
ode ASCII du 
ara
t�ere. Inversement, la fon
tion


har_of_int donne le 
ara
t�ere par son 
ode ASCII.

Les 
hâ�nes de 
ara
t�eres ont le type pr�ed�e�ni string. Ce sont des suites de 
a-

ra
t�eres rang�es 
ons�e
utivement en m�emoire. Une 
onstante 
hâ�ne est une suite de


ara
t�eres entour�ee de guillemets. Dans une 
hâ�ne, le 
ara
t�ere guillemet se note \"

en ajoutant une barre oblique devant le guillemet, et les 
ara
t�eres sp�e
iaux ob�eissent

aux mêmes 
onventions que pour les 
onstantes 
ara
t�eres. Les �el�ements d'une 
hâ�ne

de 
ara
t�eres sont num�erot�es �a partir de 0. On a

�ede �a l'�el�ement i de la 
hâ�ne s �a

l'aide de la notation s.[i℄. On rempla
e l'�el�ement i de la 
hâ�ne s par la valeur 
, �a

l'aide de la notation s.[i℄ <- 
. En �evaluant make_string l 
, on obtient une 
hâ�ne

de 
ara
t�eres de longueur l, initialis�ee ave
 des 
ara
t�eres 
. L'op�erateur in�xe ^ sert �a


on
at�ener deux 
hâ�nes, la fon
tion sub_string permet d'extraire une sous-
hâ�ne, et

la pro
�edure blit_string de transf�erer des 
ara
t�eres d'une 
hâ�ne �a une autre. Pour

plus d'information, voir le module string de la librairie.

Les ve
teurs ont le type pr�ed�e�ni ve
t. Ce sont des suites d'�el�ements de même type,

rang�es 
ons�e
utivement en m�emoire. Une 
onstante ve
teur est une suite d'�el�ements

s�epar�es par des ; et entour�ee de \parenth�eses" [| et |℄. Par exemple:

#let v = [| 1; 2; 3 |℄;;

v : int ve
t = [|1; 2; 3|℄

Remarquons la notation suÆxe pour le 
onstru
teur de type des ve
teurs. Le type d'un

ve
teur d'entiers s'�e
rit int ve
t, et le type d'une matri
e d'entiers int ve
t ve
t.

Les �el�ements d'un ve
teur sont num�erot�es �a partir de 0. On a

�ede �a l'�el�ement i du

ve
teur v �a l'aide de la notation v.(i). On rempla
e l'�el�ement i du ve
teur v par la

valeur 
, �a l'aide de la notation v.(i) <- 
. En �evaluant make_ve
t l 
, on obtient

un ve
teur de longueur l, initialis�e ave
 l'�el�ement 
. On dispose aussi des fon
tions

sub_ve
t pour extraire des sous-
hâ�nes et blit_ve
t pour transf�erer des �el�ements

d'un ve
teur �a un autre. Pour plus d'information, voir le module ve
t de la librairie.

Les r�ef�eren
es ont le type pr�ed�e�ni ref. Comme les ve
teurs le 
onstru
teur de

type des r�ef�eren
es ref utilise la notation suÆxe. Une r�ef�eren
e est 
onstruite par

l'appli
ation du 
onstru
teur (de valeur) ref �a sa valeur initiale. En �evaluant ref v, on

obtient une r�ef�eren
e, initialis�ee ave
 la valeur v. On a

�ede au 
ontenu d'une r�ef�eren
e

r �a l'aide de la notation !r. On rempla
e le 
ontenu de la r�ef�eren
e r par la valeur 
, �a

l'aide de la notation r := 
.

Les paires d'�el�ements de type t1 et t2 ont le type t1 * t2. On �e
rit la paire des

valeurs v

1

et v

2

de la mani�ere math�ematique 
lassique: (v

1

, v

2

). La notation s'�etend

aux n-uplets. Il n'y a pas de limitation �a l'usage des n-uplets, qui peuvent être librement

pris en argument et rendus en r�esultat des fon
tions. Par exemple, la sym�etrie par

rapport �a l'origine du rep�ere s'�e
rit:
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#let sym�etrie (x, y) = (-x, -y);;

sym�etrie : int * int -> int * int = <fun>

Attention, les n-uplets ne sont pas asso
iatifs et (1;2;3) 6= ((1;2);3).

B.2.4 Expressions

Les expressions arithm�etiques font intervenir les op�erateurs 
lassiques sur les entiers

+ (addition), - (soustra
tion), * (multipli
ation), / (division enti�ere), mod (modulo). On

utilise les parenth�eses 
omme en math�ematiques. Ainsi, si x et y sont deux entiers, on

�e
rit 3 * (x + 2 * y) + 2 * x * x pour 3(x+ 2y) + 2x

2

.

Les mêmes op�erateurs, suÆx�es par un point, servent pour les expressions 
ottantes.

Don
, si z est un 
ottant, on �e
rit 3.0 *. (z +. 1) /. 2.0 pour 3(z + 1)=2. Les

fon
tions int_of_float et float_of_int autorisent les 
onversions des 
ottants dans

les entiers: la premi�ere donne la partie enti�ere, la se
onde 
onvertit un entier en 
ot-

tant. Contrairement �a Pas
al ou �a C, les 
onversions ne sont jamais automatiques: par

exemple 3.5 + 2 est toujours mal typ�e.

En Caml, les 
onversions sont expli
ites.

Une expression 
onditionnelle ou alternative s'�e
rit:

if e then e

1

else e

2

o�u la 
ondition e est une expression bool�eenne du type bool, et e

1

, e

2

sont deux ex-

pressions de même type qui est 
elui du r�esultat.

Les expressions bool�eennes sont 
onstruites �a partir des op�erateurs ||, &&, not, des

bool�eens et des op�erateurs de 
omparaison. Ainsi, si b et 
 sont deux identi�
ateurs de

type bool, l'expression

(b && not 
) || (not b && 
)

repr�esente le ou-ex
lusif de b et 
. Les deux op�erateurs || et && se 
omportent exa
te-

ment 
omme une 
onstru
tion \if then else". Par d�e�nition, a && b signi�e if a then

b else false et a || b signi�e if a then true else b. Parfois 
es op�erateurs rendent

un r�esultat sans �evaluer 
ertains de leurs arguments. Si a s'�evalue en faux, alors a && b

rend false sans que l'expression b soit �evalu�ee. Les op�erateurs de 
omparaison =, <>,

<=, <, >, >= rendent aussi des valeurs bool�eennes. On peut 
omparer des entiers, des


ottants, des bool�eens, des 
ara
t�eres (dans 
e dernier 
as, l'ordre est 
elui du 
ode

ASCII) et même deux valeurs quel
onques, pourvu qu'elles soient du même type.

La pr�e
�eden
e des op�erateurs est naturelle. Ainsi * est plus prioritaire que +, lui-

même plus prioritaire que =. Si un doute existe, il ne faut pas h�esiter �a mettre des

parenth�eses. De mani�ere g�en�erale, seules les parenth�eses vraiment signi�
atives sont

n�e
essaires. Par exemple, dans

if (x > 1) && (y = 3) then ...

la signi�
ation ne 
hange pas si l'on ôte toutes les parenth�eses. De même, dans l'expres-

sion du ou-ex
lusif

(b && not 
) || (not b && 
)

les parenth�eses sont super
ues. En e�et les pr�e
�eden
es respe
tives de &&, || et not

sont analogues �a 
elles de *, + et -. On �e
rit don
 plus simplement b && not 
 ||

not b && 
. (En
ore plus simple: b <> 
!)

�

Evidemment, 
ertaines parenth�eses sont

imp�eratives pour grouper les expressions. L'exemple des arguments de fon
tions est

plus parti
uli�erement fr�equent: 
omme en math�ematiques f (x + 1) est essentielle-

ment di��erent de f (x) + 1. Et 
omme on omet souvent les parenth�eses autour des
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arguments tr�es simples (variables ou 
onstantes), il faut aussi noter que f (x) + 1 est

synonyme de f x + 1. De toutes fa�
ons, les parenth�eses sont indispensables pour les

arguments de fon
tions 
ompliqu�es. Pour la même raison les parnth�eses sont n�e
essaires

autour des arguments n�egatifs f (-1) 6= f -1, 
ar f -1 est synonyme de f - 1 qui

est une soustra
tion.

f (x + 1) 6= f x + 1.

L'ordre d'�evaluation des op�erateurs dans les expressions respe
te les 
onventions

math�ematiques lorsqu'elles existent (priorit�e de l'addition par rapport �a la multipli
a-

tion par exemple). En 
e qui 
on
erne l'appli
ation des fon
tions, on �evalue les argu-

ments avant de rentrer dans le 
orps de la fon
tion (appel par valeur). Comme en C, il

n'y a pas d'appel par r�ef�eren
e mais on peut pratiquement le simuler en utilisant des

r�ef�eren
es (
'est le 
as pour la fon
tion de
r d�e
rite page 227). L'ordre d'�evaluation des

arguments des op�erateurs et des fon
tions n'est pas sp�e
i��e par le langage. C'est pour-

quoi il faut imp�erativement �eviter de faire des e�ets dans les arguments de fon
tions. En

r�egle g�en�erale, il ne faut pas m�elanger les e�ets (impressions, le
tures ou modi�
ation

de la m�emoire, d�e
len
hement d'ex
eptions) ave
 l'�evaluation au sens math�ematique.

En Caml, l'ordre d'�evaluation des arguments n'est pas sp�e
i��e.

L'op�erateur d'�egalit�e s'�e
rit ave
 le symbole usuel =. C'est un op�erateur polymorphe,


'est-�a-dire qu'il s'applique sans distin
tion �a tous les types de donn�ees. En outre, 
'est

une �egalit�e stru
turelle, 
'est-�a-dire qu'elle par
ourt 
ompl�etement ses arguments pour

d�ete
ter une di��eren
e ou prouver leur �egalit�e. L'habitu�e de C peut être surpris, si par

m�egarde il utilise le symbole == au lieu de =, 
ar il existe aussi un op�erateur == en

Caml (et son 
ontraire !=). Cet op�erateur teste l'�egalit�e physique des valeurs (identit�e

des adresses m�emoire en 
as de valeurs allou�ees). Deux objets physiquement �egaux sont

bien sûr �egaux. La r�e
iproque n'est pas vraie:

#"ok" = "ok";;

- : bool = true

#"ok" == "ok";;

- : bool = false

L'�egalit�e physique est indispensable pour 
omparer dire
tement les r�ef�eren
es, plutôt

que leur 
ontenu (
e que fait l'�egalit�e stru
turelle). On s'en sert par exemple dans les

algorithmes sur les graphes.

#let x = ref 1;;

x : int ref = ref 1

#let y = ref 1;;

y : int ref = ref 1

#x = y;;

- : bool = true

#x == y;;

- : bool = false

#x == x;;

- : bool = true

#x := 2;;

- : unit = ()

#x = y;;

- : bool = false
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B.2.5 Blo
s et port�ee des variables

Dans le 
orps des fon
tions, on d�e�nit souvent des valeurs lo
ales pour 
al
uler

le r�esultat de la fon
tion. Ces d�e�nitions sont introduites par une 
onstru
tion let

ident = expression in .... Il n'y a pas de restri
tion sur les valeurs lo
ales, et les

d�e�nitions de fon
tions sont admises. Ces fon
tions lo
ales sont elles-mêmes sus
eptibles

de 
omprendre de nouvelles d�e�nitions de fon
tions si n�e
essaire et 
e ad libitum.

Lorsqu'on 
ite un identi�
ateur x dans un programme, il fait n�e
essairement r�ef�eren
e

au dernier identi�
ateur de nom x li�e par une d�e�nition let, ou introduit 
omme

param�etre d'une fon
tion apr�es le mot-
l�e fun
tion. En g�en�eral, il est plus �el�egant de

garder les variables aussi lo
ales que possible et de minimiser le nombre de variables

globales. Ce mode de liaison des identi�
ateurs (qu'on appelle la port�ee statique) est

surprenant dans le syst�eme intera
tif. En e�et, on ne peut jamais modi�er la d�e�nition

d'un identi�
ateur; en parti
ulier, la 
orre
tion d'une fon
tion in
orre
te n'a au
un e�et

sur les utilisations ant�erieures de 
ette fon
tion dans les fon
tions d�ej�a d�e�nies.

let su

esseur x = x - 1;;

let plus_deux x = su

esseur (su

esseur x);;

#plus_deux 1;;

- : int = -1

I
i, on 
onstate la b�evue dans la d�e�nition de su

esseur, on 
orrige la fon
tion, mais


ela n'a au
un e�et sur la fon
tion plus_deux.

#let su

esseur x = x + 1;;

su

esseur : int -> int = <fun>

#plus_deux 1;;

- : int = -1

La solution �a 
e probl�eme est de re
harger 
ompl�etement les �
hiers qui d�e�nissent le

programme. En 
as de doute, quitter le syst�eme intera
tif et re
ommen
er la session.

B.2.6 Corre
tion des programmes

Le suivi de l'ex�e
ution des fon
tions est obtenu �a l'aide du mode tra
e qui permet

d'aÆ
her les arguments d'une fon
tion �a l'entr�ee dans la fon
tion et le r�esultat �a la

sortie. Dans l'exemple du paragraphe pr�e
�edent, le m�e
anisme de tra
e nous renseigne

utilement: en tra�
ant la fon
tion su

esseur on 
onstate qu'elle n'est jamais appel�ee

pendant l'�evaluation de plus_deux 1 (puisque 
'est l'an
ienne version de su

esseur

qui est appel�ee).

#tra
e "su

esseur";;

La fon
tion su

esseur est dor�enavant tra
�ee.

- : unit = ()

#su

esseur 1;;

su

esseur <-- 1

su

esseur --> 2

- : int = 2

#plus_deux 1;;

- : int = -1

Le mode tra
e est utile pour suivre le d�eroulement des 
al
uls, mais moins int�eressant

pour pister l'�evolution de la m�emoire. En 
e 
as, on imprime des messages pendant le

d�eroulement du programme.
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B.2.7 Instru
tions

Caml n'a pas �a proprement parler la notion d'instru
tions, puisqu'en dehors des

d�e�nitions, toutes les 
onstru
tions syntaxiques sont des expressions qui donnent lieu

�a une �evaluation et produisent un r�esultat. Parmi 
es expressions, la s�equen
e joue un

rôle parti
ulier: elle permet d'�evaluer su

essivement les expressions. Une s�equen
e est

form�ee de deux expressions s�epar�ees par un ;, par exemple e

1

; e

2

. La valeur d'une

s�equen
e est 
elle de son dernier �el�ement, les r�esultats interm�ediaires sont ignor�es.

Dans e

1

; e

2

, on �evalue e

1

, on oublie le r�esultat obtenu, puis on �evalue e

2

qui donne

le r�esultat �nal de la s�equen
e. Comme en Pas
al, on peut entourer une s�equen
e des

mots-
l�e begin et end.

begin e

1

; e

2

; ...; e

n

end

Dans une s�equen
e, on admet les alternatives sans partie else:

if e then e

1

qui permet d'�evaluer e

1

seulement quand e est vraie, alors que l'alternative 
ompl�ete

if e then e

1

else e

2

�evalue e

2

quand e est faux. En r�ealit�e, la 
onditionnelle partielle est automatiquement


ompl�et�ee en une alternative 
ompl�ete ave
 else (). Cela explique pourquoi le syst�eme

rapporte des erreurs 
on
ernant le type unit, en 
as de 
onditionnelle partielle dont

l'unique bran
he n'est pas de type unit:

#if true then 1;;

Entr�ee intera
tive:

>if true then 1;;

> ^

Cette expression est de type int,

mais est utilis�ee ave
 le type unit.

#if true then printf "Hello world!\n";;

Hello world!

- : unit = ()

On l�eve les ambiguit�es dans les 
as
ades de 
onditionnelles en utilisant begin et end.

Ainsi

if e then if e

0

then e

1

else e

2

�equivaut �a

if e then begin if e

0

then e

1

else e

2

end

Filtrage

Caml fournit d'autres m�ethodes pour aiguiller les 
al
uls: mat
h permet d'�eviter une


as
ade d'expressions if et op�ere un aiguillage selon les di��erentes valeurs possibles

d'une expression. Ce m�e
anisme s'appelle le �ltrage; il est plus ri
he qu'une simple


omparaison ave
 l'�egalit�e, 
ar il fait intervenir la forme de l'expression et op�ere des

liaisons de variables.

�

A la �n d'un �ltrage, un 
as _ se 
omporte 
omme un 
as par

d�efaut. Ainsi

mat
h e with

| v

1

-> e

1

| v

2

-> e

2

...

| v

n

-> e

n
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| _ -> d�efaut

permet de 
al
uler l'expression e

i

si e = v

i

, ou d�efaut si e 6= v

i

pour tout i. Nous

reviendrons sur 
e m�e
anisme plus tard.

Bou
les

Les autres 
onstru
tions imp�eratives servent �a l'it�eration, 
e sont les bou
les for

et while. Dans les deux 
as, le 
orps de la bou
le est parenth�es�e par les mot 
l�es do

et done. La bou
le for permet d'it�erer, sans risque de non terminaison, ave
 un indi
e

de bou
le, un identi�
ateur dont la valeur augmente automatiquement de 1 ou de -1 �a


haque it�eration. Ainsi

for i = e

1

to e

2

do e done

�evalue l'expression e ave
 i valant su

essivement e

1

, e

1

+1, . . . jusqu'�a e

2


ompris. Si

e

1

est sup�erieur �a e

2

, le 
orps de la bou
le n'est jamais �evalu�e. De même

for i = e

1

downto e

2

do e done

it�ere de e

1

�a e

2

en d�e
roissant. Dans les deux 
as, l'indi
e de bou
le est introduit par

la bou
le et disparâ�t �a la �n de 
elle-
i. En outre, 
et indi
e de bou
le n'est pas li�e

�a une r�ef�eren
e mais �a un entier: sa valeur ne peut être modi��ee par une a�e
tation

dans le 
orps de la bou
le. Les seuls pas d'it�eration possibles sont 1 et �1. Pour obtenir

d'autres pas, il faut multiplier la valeur de la variable de 
ontrôle ou employer une

bou
le while.

On ne peut pas a�e
ter l'indi
e de bou
le d'une bou
le for.

La 
onstru
tion while,

while e

1

do e done

�evalue r�ep�etitivement l'expression e tant que la 
ondition bool�eenne e

1

est vraie. (Si e

1

est toujours fausse, le 
orps de la bou
le n'est jamais ex�e
ut�e.) Lorsque le 
orps d'une

bou
le while est vide, on la rempla
e par la valeur rien, (), qui joue alors le rôle d'une

instru
tion vide. Par exemple,

while not button_down () do () done;

attend que le bouton de la souris soit enfon
�e.

B.2.8 Ex
eptions

Il existe un dispositif de gestion des 
as ex
eptionnels. En appliquant la primitive

raise �a une valeur ex
eptionnelle, on d�e
len
he une erreur. De fa�
on sym�etrique, la


onstru
tion syntaxique try 
al
ul with �ltrage permet de r�e
up�erer les erreurs qui se

produiraient lors de l'�evaluation de 
al
ul. La valeur renvoy�ee s'il n'y a pas d'erreur

doit être du même type que 
elle renvoy�ee en 
as d'erreur dans la partie with de la


onstru
tion. Ainsi, le traitement des situations ex
eptionnelles (dans la partie with) est

disjoint du d�eroulement normal du 
al
ul. En 
as de besoin, le programmeur d�e�nit ses

propres ex
eptions �a l'aide de la 
onstru
tion ex
eption nom-de-l'ex
eption;; pour les

ex
eptions sans argument; ou ex
eption nom-de-l'ex
eption of type-de-l'argument;;

pour les ex
eptions ave
 argument. L'argument des ex
eptions permet de v�ehi
uler une

valeur, de l'endroit o�u se produit l'erreur �a 
elui o�u elle est trait�ee (voir plus loin).
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B.2.9 Entr�ees { Sorties

On lit sur le terminal (ou la fenêtre texte) �a l'aide de la fon
tion pr�ed�e�nie read_line

qui renvoie la 
hâ�ne de 
ara
t�eres tap�ee.

Pour les impressions simples, on dispose de primitives pour les types de base:

print_int, print_
har, print_float et print_string; la pro
�edure print_newline

permet de passer �a la ligne. Pour des impressions plus sophistiqu�ees, on emploie la

fon
tion d'impression format�ee printf (de la biblioth�eque printf).

La le
ture et l'�e
riture sur �
hiers a lieu par l'interm�ediaire de 
anaux d'entr�ees-

sorties. Un 
anal est ouvert par l'une des primitives open_in ou open_out. L'appel

open_in nom de �
hier 
r�ee un 
anal d'entr�ee sur le �
hier nom de �
hier, ouvert

en le
ture. L'appel open_out nom de �
hier 
r�ee un 
anal de sortie sur le �
hier

nom de �
hier, ouvert en �e
riture. La le
ture s'op�ere prin
ipalement par les primi-

tives input_
har pour lire un 
ara
t�ere, ou input, input_line pour les 
hâ�nes de


ara
t�eres. En sortie, on utilise output_
har, output_string et output. Il ne faut pas

oublier de fermer les 
anaux ouverts lorsqu'ils ne sont plus utilis�es (�a l'aide de 
lose_in

ou 
lose_out). En parti
ulier, pour les �
hier ouverts en �e
riture, la fermeture du 
a-

nal assure l'�e
riture e�e
tive sur le �
hier (sinon les �e
ritures sont r�ealis�ees en m�emoire,

dans des tampons).

Copie de �
hiers

Le traitement des �
hiers nous permet d'illustrer le m�e
anisme d'ex
eption. Par

exemple, l'ouverture d'un �
hier inexistant se solde par le d�e
len
hement d'une er-

reur par le syst�eme d'exploitation: l'ex
eption sys__Sys_error est lan
�ee ave
 pour

argument la 
hâ�ne de 
ara
t�eres "�
hier: No su
h file or dire
tory".

#open_in "essai";;

Ex
eption non rattrap�ee: sys__Sys_error "essai: No su
h file or dire
tory"

On remarque qu'une ex
eption qui n'est pas rattrap�ee interrompt 
ompl�etement les


al
uls.

Supposons maintenant que le �
hier de nom essai existe. Apr�es avoir ouvert un 
anal

sur 
e �
hier et l'avoir lu enti�erement, toute tentative de le
ture provoque aussi le

d�e
len
hement d'une ex
eption, l'ex
eption pr�ed�e�nie End_of_file:

#let i
 = open_in "essai" in

while true do input_line i
 done;;

Ex
eption non rattrap�ee: End_of_file

�

A l'aide d'une 
onstru
tion try, on r�e
up�ererait fa
ilement l'erreur pour l'imprimer (et

�eventuellement 
ontinuer autrement le programme). Nous illustrons 
e m�e
anisme en

�e
rivant une pro
�edure qui 
opie un �
hier dans un autre. On utilise une bou
le in�nie

qui 
opie ligne �a ligne le 
anal d'entr�ee et ne s'arrête que lorsqu'on atteint la �n du �
hier

�a 
opier, qu'on d�ete
te par le d�e
len
hement de l'ex
eption pr�ed�e�nie End_of_file. I
i

le d�e
len
hement de l'ex
eption n'est pas une erreur, 
'est au 
ontraire l'indi
ation

attendue de la �n du traitement.

#open "printf";;

let 
opie_
hannels i
 o
 =

try

while true do

let line = input_line i
 in

output_string o
 line;

output_
har o
 `\n`

done
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with

| End_of_file -> 
lose_in i
; 
lose_out o
;;

La pro
�edure de 
opie elle-même se 
ontente de 
r�eer les 
anaux sur les �
hiers d'entr�ee

et de sortie, puis d'appeler la pro
�edure 
opie_
hannels. Comme les ouvertures des

�
hiers d'entr�ee et de sortie sont sus
eptibles d'�e
houer, la pro
�edure utilise deux try

imbriqu�es pour assurer la bonne gestion des erreurs. En parti
ulier, le 
anal d'entr�ee

n'est pas laiss�e ouvert quand il y a impossibilit�e d'ouvrir le 
anal de sortie. Dans le

try int�erieur qui prot�ege l'ouverture du �
hier de sortie et la 
opie, on remarque le

traitement de deux ex
eptions. La deuxi�eme, sys__Break, est d�e
len
h�ee quand on

interrompt le programme. En 
e 
as un message est �emis, les 
anaux sont ferm�es et l'on

d�e
len
he �a nouveau l'interruption pour pr�evenir la fon
tion appelante que la 
opie ne

s'est pas d�eroul�e normalement.

let 
opie origine 
opie =

try

let i
 = open_in origine in

try

let o
 = open_out 
opie in


opie_
hannels i
 o


with

| sys__Sys_error s ->


lose_in i
;

printf "Impossible d'ouvrir le fi
her %s \n" 
opie;

raise (sys__Sys_error s)

| sys__Break ->


lose_in i
;


lose_out o
;

printf "Interruption pendant la 
opie de %s dans %s\n" origine 
opie;

raise (sys__Break)

with

| sys__Sys_error s ->

printf "Le fi
her %s n'existe pas\n" origine;

raise (sys__Sys_error s);;

B.2.10 D�e�nitions de types

Types sommes: types �enum�er�es

L'utilisateur peut d�e�nir ses propres types de donn�ees. Par exemple, les types

�enum�er�es 
ouleur et sens d�e�nissent un ensemble de 
onstantes qui d�esignent des

objets symboliques.

type 
ouleur = Bleu | Blan
 | Rouge

and sens = Gau
he | Haut | Droite | Bas;;

let 
 = Bleu

and s = Droite in

...

end;


ouleur est l'�enum�eration des trois valeurs Bleu, Blan
, Rouge. On aura remarqu�e que

le symbole | signi�e \ou". Le type bool est aussi un type �enum�er�e pr�ed�e�ni tel que:

type bool = false | true;;

Par ex
eption �a la r�egle et pour la 
ommodit�e du programmeur, les 
onstru
teurs du

type bool ne 
ommen
ent pas par une majus
ule.
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Types sommes: unions

Les types sommes sont une g�en�eralisation des types �enum�er�es: au lieu de d�e�nir des


onstantes, on d�e�nit des 
onstru
teurs qui prennent des arguments pour d�e�nir une

valeur du nouveau type. Consid�erons par exemple un type d'expressions 
ontenant des


onstantes (d�e�nies par leur valeur enti�ere), des variables (d�e�nies par leur nom), des

additions et des multipli
ations (d�e�nies par le 
ouple de leurs deux op�erandes), et des

exponentiations d�e�nies par le 
ouple d'une expression et de son exposant. On d�e�nira

le type expression par:

type expression =

| Const of int

| Var of string

| Add of expression * expression

| Mul of expression * expression

| Exp of expression * int;;

On 
r�ee des valeurs de type somme en appliquant leurs 
onstru
teurs �a des arguments

du bon type. Par exemple le polynôme 1 + 2x

3

est repr�esent�e par l'expression:

let p = Add (Const 1, Mul (Const 2, Exp (Var "x", 3)));;

Les types somme permettent de faire du �ltrage (pattern mat
hing), a�n de distinguer

les 
as en fon
tion d'une valeur �ltr�ee. Ainsi la d�erivation par rapport �a une variable x

se d�e�nirait simplement par:

let re
 d�erive x e =

mat
h e with

| Const _ -> Const 0

| Var s -> if x = s then Const 1 else Const 0

| Add (e1, e2) -> Add (d�erive x e1, d�erive x e2)

| Mul (Const i, e2) -> Mul (Const i, d�erive x e2)

| Mul (e1, e2) -> Add (Mul (d�erive x e1, e2), Mul (e1, d�erive x e2))

| Exp (e, i) -> Mul (Const i, Mul (d�erive x e, Exp (e, i - 1)));;

Nous ne donnerons i
i que la signi�
ation intuitive du �ltrage sur notre exemple par-

ti
ulier. La 
onstru
tion mat
h du 
orps de d�erive signi�e qu'on examine la valeur de

l'argument e et selon que 
'est:

{ Const _ : une 
onstante quel
onque (_), alors on retourne la valeur 0.

{ Var s : une variable que nous nommons s, alors on retourne 1 ou 0 selon que 
'est

la variable par rapport �a laquelle on d�erive.

{ Add (e1, e2) : une somme de deux expressions que nous nommons respe
tive-

ment e1 et e2, alors on retourne la somme des d�eriv�ee des deux expressions e1

et e2.

{ les autres 
as sont analogues au 
as de la somme.

On 
onstate sur 
et exemple la puissan
e et l'�el�egan
e du m�e
anisme. Combin�e �a la

r�e
ursivit�e, il permet d'obtenir une d�e�nition de d�erive qui se rappro
he des d�e�nitions

math�ematiques usuelles.On obtient la d�eriv�ee du polynôme p = 1 + 2x

3

en �evaluant:

#d�erive "x" p;;

- : expression =

Add

(Const 0,

Mul (Const 2, Mul (Const 3, Mul (Const 1, Exp (Var "x", 2)))))

On 
onstate que le r�esultat obtenu est grossi�erement simpli�able. On �e
rit alors un

simpli�
ateur (na��f) par �ltrage sur les expressions:
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let re
 puissan
e i j =

mat
h j with

| 0 -> 1

| 1 -> i

| n -> i * puissan
e i (j - 1);;

let re
 simplifie e =

mat
h e with

| Add (Const 0, e) -> simplifie e

| Add (Const i, Const j) -> Const (i + j)

| Add (e, Const i) -> simplifie (Add (Const i, e))

| Add (e1, e2) -> Add (simplifie e1, simplifie e2)

| Mul (Const 0, e) -> Const 0

| Mul (Const 1, e) -> simplifie e

| Mul (Const i, Const j) -> Const (i * j)

| Mul (e, Const i) -> simplifie (Mul (Const i, e))

| Mul (e1, e2) -> Mul (simplifie e1, simplifie e2)

| Exp (Const 0, j) -> Const 0

| Exp (Const 1, j) -> Const 1

| Exp (Const i, j) -> Const (puissan
e i j)

| Exp (e, 0) -> Const 1

| Exp (e, 1) -> simplifie e

| Exp (e, i) -> Exp (simplifie e, i)

| e -> e;;

Pour 
omprendre le �ltrage de la fon
tion simplifie, il faut garder �a l'esprit que

l'ordre des 
lauses est signi�
atif puisqu'elles sont essay�ees dans l'ordre. Un exer
i
e

int�eressant 
onsiste aussi �a prouver formellement que la fon
tion simplifie termine

toujours. On obtient maintenant la d�eriv�ee du polynôme p = 1 + 2x

3

en �evaluant:

#simplifie (d�erive "x" p);;

- : expression = Mul (Const 2, Mul (Const 3, Exp (Var "x", 2)))

Types produits: enregistrements

Les enregistrements (re
ords en anglais) permettent de regrouper des informations

h�et�erog�enes. Ainsi, on d�e
lare un type date 
omme suit:

type mois =

| Janvier | F�evrier | Mars | Avril | Mai | Juin | Juillet

| Aout | Septembre | O
tobre | Novembre | D�e
embre;;

type date = {j: int; m: mois; a: int};;

let berlin = {j = 10; m = Novembre; a = 1989}

and bastille = {j = 14; m = Juillet; a = 1789};;

Un enregistrement 
ontient des 
hamps de type quel
onque, don
 �eventuellement d'au-

tres enregistrements. Supposons qu'une personne soit repr�esent�ee par son nom, et sa

date de naissan
e; le type 
orrespondant 
omprendra un 
hamp 
ontenant un enregis-

trement de type date:

type personne = {nom: string; naissan
e: date};;

let poin
ar�e =

{nom = "Poin
ar�e"; naissan
e = {j = 29; m = Avril; a = 1854}};;

Les 
hamps d'un enregistrement sont �eventuellement mutables, 
'est-�a-dire modi�ables

par a�e
tation. Cette propri�et�e est sp�e
i�que �a 
haque 
hamp et se d�e
lare lors de la
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d�e�nition du type, en ajoutant le mot 
l�e mutable devant le nom du 
hamp. Pour

modi�er le 
hamp label du re
ord r en y d�eposant la valeur v, on �e
rit r.label <- v.

#type point = {mutable x : int; mutable y : int};;

Le type t est d�efini.

#let origine = {x = 0; y = 0};;

origine : point = {x = 0; y = 0}

#origine.x <- 1;;

- : unit = ()

#origine;;

- : point = {x = 1; y = 0}

En 
ombinaison ave
 les types somme, les enregistrements mod�elisent des types de

donn�ees 
omplexes:

type 
omplexe =

| Cart�esien of 
art�esiennes

| Polaire of polaires

and 
art�esiennes = {re: float; im: float}

and polaires = {rho: float; theta: float};;

let pi = 4.0 *. atan 1.0;;

let x = Cart�esien {re = 0.0; im = 1.0}

and y = Polaire {rho = 1.0; theta = pi /. 2.0};;

Une rotation de �=2 s'�e
rit alors:

let rotation_pi_sur_deux = fun
tion

| Cart�esien x -> Cart�esien {re = -. x.im; im = x.re}

| Polaire x -> Polaire {rho = x.rho; theta = x.theta +. pi /. 2.0};;

Types abr�eviations

On donne un nom �a une expression de type �a l'aide d'une d�e�nition d'abr�eviation.

C'est quelquefois utile pour la lisibilit�e du programme. Par exemple:

type 
ompteur == int;;

d�e�nit un type 
ompteur �equivalent au type int.

Types abstraits

Si, dans l'interfa
e d'un module (voir 
i-dessous), on exporte un type sans rien en

pr�e
iser (sans donner la liste de ses 
hamps s'il s'agit d'un type enregistrement, ni la

liste de ses 
onstru
teurs s'il s'agit d'un type somme), on dit qu'on a abstrait 
e type,

ou qu'on l'a export�e abstraitement. Pour exporter abstraitement le type t, on �e
rit

simplement

type t;;

L'utilisateur du module qui d�e�nit 
e type abstrait n'a au
un moyen de savoir 
omment

le type t est impl�ement�e s'il n'a pas a

�es au sour
e de l'impl�ementation du module.

Cela permet de 
hanger 
ette impl�ementation (par exemple pour l'optimiser) sans que

l'utilisateur du module n'ait �a modi�er ses propres programmes. C'est le 
as du type

des piles dans l'interfa
e du module sta
k d�e
rit 
i-dessous.
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�

Egalit�e de types

La 
on
ordan
e des types se fait par nom. Les d�e�nitions de type sont quali��ees de

g�en�eratives, 
'est-�a-dire qu'elles introduisent toujours de nouveaux types (�a la mani�ere

des let embô�t�es qui introduisent toujours de nouveaux identi�
ateurs). Ainsi, deux

types sont �egaux s'ils font r�ef�eren
e �a la même d�e�nition de type.

Attention: 
e ph�enom�ene implique que deux types de même nom 
oexistent parfois

dans un programme. Dans le syst�eme intera
tif, 
ela arrive quand on red�e�nit un

type qui �etait erron�e. Le 
ompilateur ne 
onfond pas les deux types, mais il �enon
e

�eventuellement des erreurs de type bizarres, 
ar il n'a pas de moyen de nommer di��erem-

ment les deux types.

�

Etrangement, il indique alors qu'un type t (l'an
ien) n'est pas


ompatible ave
 un type t (mais 
'est le nouveau). Consid�erons les d�e�nitions

#type t = C of int;;

Le type t est d�efini.

#let int_of_t x =

mat
h x with C i -> i;;

int_of_t : t -> int = <fun>

Jusque l�a rien d'anormal. Mais d�e�nissons t �a nouveau (pour lui ajouter un nouveau


onstru
teur par exemple): l'argument de la fon
tion int_of_t est de l'an
ien type

t et on ne peut pas l'appliquer �a une valeur du nouveau type t. (Voir aussi l'URL

http://pauilla
.inria.fr/
aml/FAQ/FAQ EXPERT-fra.html.)

#type t = C of int | D of float;;

Le type t est d�efini.

#int_of_t (C 2);;

Entr�ee intera
tive:

>int_of_t (C 2);;

> ^^^

Cette expression est de type t,

mais est utilis�ee ave
 le type t.

Ce ph�enom�ene se produit aussi ave
 le 
ompilateur ind�ependant (en 
as de gestion

erron�ee des d�ependan
es de modules). Si l'on ren
ontre 
et �etrange message d'erreur,

il faut tout re
ommen
er; soit quitter le syst�eme intera
tif et reprendre une nouvelle

session; soit re
ompiler enti�erement tous les modules de son programme.

Stru
tures de donn�ees polymorphes

Toutes les donn�ees ne sont pas for
�ement d'un type de base. Certaines sont po-

lymorphes 
'est-�a-dire qu'elles poss�edent un type dont 
ertaines 
omposantes ne sont

pas 
ompl�etement d�etermin�ees mais 
omporte des variables de type. L'exemple le plus

simple est la liste vide, qui est �evidemment une liste d'entiers (int list) ou une liste

de bool�eens (bool list) et plus g�en�eralement une liste de \n'importe quel type", 
e

que Caml symbolise par 'a (et la liste vide polymorphe est du type 'a list).

On d�e�nit des stru
tures de donn�ees polymorphes en faisant pr�e
�eder le nom de

leur type par la liste de ses param�etres de type. Par exemple:

type 'a liste =

| Nulle

| Cons of 'a * 'a liste;;

ou en
ore pour des tables polymorphes:

type ('a, 'b) table = {nb_entr�ees : int; 
ontenu : ('a * 'b) ve
t};;
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Les listes pr�ed�e�nies en Caml forment le type list et sont �equivalentes �a notre

type liste. La liste vide est symbolis�ee par [℄ et le 
onstru
teur de liste est not�e ::,

et 
orrespond �a notre 
onstru
teur Cons. Pour plus de 
ommodit�e, l'op�erateur :: est

in�xe: x :: l repr�esente la liste qui 
ommen
e par x, suivi des �el�ements de la liste l.

En outre, on dispose d'une syntaxe l�eg�ere pour 
onstruire des listes litt�erales: on �e
rit

les �el�ements s�epar�es par des point-virgules, le tout entre 
ro
hets [ et ℄.

#let l = [1; 2; 3℄;;

l : int list = [1; 2; 3℄

#let ll = 0 :: l;;

ll : int list = [0; 1; 2; 3℄

Les listes sont munies de nombreuses op�erations pr�ed�e�nies, dont les fon
tionnelles de

par
ours ou d'it�eration, map, do_list ou it_list, ou en
ore la 
on
at�enation �.

�

A

titre d'exemple embl�ematique de fon
tion d�e�nie sur les listes, nous red�e�nissons la

fon
tionnelle map qui applique une fon
tion sur tous les �el�ements d'une liste.

#let print_list l = do_list print_int l;;

print_list : int list -> unit = <fun>

#print_list l;;

123- : unit = ()

#let re
 map f l =

mat
h l with

| [℄ -> [℄

| x :: rest -> f x :: map f rest;;

map : ('a -> 'b) -> 'a list -> 'b list = <fun>

#let su

_l = map (fun
tion x -> x + 1) ll;;

su

_l : int list = [1; 2; 3; 4℄

#print_list su

_l;;

1234- : unit = ()

#let somme l = it_list (fun
tion x -> fun
tion y -> x + y) 0 l;;

somme : int list -> int = <fun>

#somme ll;;

- : int = 6

#somme su

_l;;

- : int = 10

La manipulation des listes est grandement fa
ilit�ee par la gestion automatique de la

m�emoire, puisque l'allo
ation et la d�esallo
ation sont prises en 
harge par le gestionnaire

de m�emoire et son programme de r�e
up�eration automatique des stru
tures devenues

inutiles (le ramasse-miettes, ou glaneur de 
ellules, ou GC (garbage 
olle
tor)).

En Caml, la gestion m�emoire est automatique.

B.2.11 Modules

On dispose d'un syst�eme de modules simple qui d�e�nit un module 
omme un 
ouple

de �
hiers. Le �
hier d'interfa
e sp�e
i�e les fon
tionalit�es o�ertes par le module, et le

�
hier d'impl�ementation 
ontient le 
ode sour
e qui 
r�ee 
es fon
tionalit�es. Le �
hier

d'interfa
e a l'extension .mli (ml interfa
e) et le �
hier d'impl�ementation l'extension

.ml. Prenons l'exemple d'un module sta
k impl�ementant les piles. Son �
hier d'inter-

fa
e est le �
hier sta
k.mli suivant:

(* Sta
ks *)

(* This module implements sta
ks (LIFOs), with in-pla
e modifi
ation. *)
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type 'a t;;

(* The type of sta
ks 
ontaining elements of type ['a℄. *)

ex
eption Empty;;

(* Raised when [pop℄ is applied to an empty sta
k. *)

value new: unit -> 'a t

(* Return a new sta
k, initially empty. *)

and push: 'a -> 'a t -> unit

(* [push x s℄ adds the element [x℄ at the top of sta
k [s℄. *)

and pop: 'a t -> 'a

(* [pop s℄ removes and returns the topmost element in sta
k [s℄,

or raises [Empty℄ if the sta
k is empty. *)

and 
lear : 'a t -> unit

(* Dis
ard all elements from a sta
k. *)

and length: 'a t -> int

(* Return the number of elements in a sta
k. *)

and iter: ('a -> 'b) -> 'a t -> unit

(* [iter f s℄ applies [f℄ in turn to all elements of [s℄, from the

element at the top of the sta
k to the element at the

bottom of the sta
k. The sta
k itself is un
hanged. *)

;;

L'interfa
e d�e
lare les signatures des objets fournis par le module, types, ex
eptions ou

valeurs. Une impl�ementation r�epondant �a 
ette sp�e
i�
ation est:

type 'a t = { mutable 
 : 'a list };;

let new () = { 
 = [℄ };;

let 
lear s = s.
 <- [℄;;

let push x s = s.
 <- x :: s.
;;

let pop s =

mat
h s.
 with

| hd::tl -> s.
 <- tl; hd

| [℄ -> raise Empty;;

let length s = list_length s.
;;

let iter f s = do_list f s.
;;

La 
ompilation de l'interfa
e du module sta
k produit un �
hier sta
k.zi et 
elle de

l'impl�ementation le �
hier sta
k.zo. Quand le module sta
k est 
ompil�e, on dispose

de ses fon
tionalit�es en �e
rivant la ligne

#open "sta
k";;

en tête du �
hier qui l'utilise. L'appel dire
t des identi�
ateurs fournis par le module

utilise la notation quali��ee, qui 
onsiste �a suÆxer le nom du module par le symbole __

suivi de l'identi�
ateur. Ainsi sta
k__pop d�esigne la fon
tion pop du module sta
k.

Nous avons d�ej�a utilis�e la notation dans nos programmes pour d�esigner les ex
eptions

sys__Break et sys__Sys_error du module sys. De même, il est 
ourant de ne pas

ouvrir le module printf pour un simple appel �a la fon
tion d'impression format�ee: on

appelle dire
tement la fon
tion printf par son nom quali��e printf__printf.

Pour qu'on puisse a

�eder aux identi�
ateurs du module sta
k, il faut que 
e module

soit a

essible, 
'est-�a-dire r�esidant dans le r�epertoire de travail a
tuel ou bien dans la

biblioth�eque standard de Caml Light, ou bien en
ore dans l'un des r�epertoires indiqu�es

sur la ligne de 
ommande du 
ompilateur ave
 l'option -I. Lors de la 
r�eation de
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l'ex�e
utable, il faut �egalement demander l'�edition des liens de tous les modules utilis�es

dans l'appli
ation (autres que les modules de la biblioth�eque standard).

Les modules permettent �evidemment la 
ompilation s�epar�ee, 
e qui sous le syst�eme

Unix s'a

ompagne de l'utilisation de l'utilitaire make. Nous donnons don
 un make�le

minimum pour g�erer un programme d�e
oup�e en modules. On s'inspirera de 
e �
hier

pour 
r�eer ses propres make�les. Dans 
e squelette de �
hier make, la variable OBJS est

la liste des modules, et EXEC 
ontient le nom de l'ex�e
utable �a fabriquer. Pour simpli�er,

on suppose qu'il y a deux modules seulement module1 et module2, et que l'ex�e
utable

s'appelle prog.

CAMLC=
aml
 -W -g -I .

OBJS= module1.zo module2.zo

EXEC= prog

all: $(OBJS)

$(CAMLC) -o $(EXEC) $(OBJS)


lean:

rm -f *.z[io℄ *.zix *~ #*#

depend:

mv Makefile Makefile.bak

(sed -n -e '1,/^### DO NOT DELETE THIS LINE/p' Makefile.bak; \


amldep *.mli *.ml) > Makefile

rm Makefile.bak

.SUFFIXES:

.SUFFIXES: .ml .mli .zo .zi

.mli.zi:

$(CAMLC) -
 $<

.ml.zo:

$(CAMLC) -
 $<

### EVERYTHING THAT GOES BEYOND THIS COMMENT IS GENERATED

### DO NOT DELETE THIS LINE

La 
ommande make all ou simplement make, refabrique l'ex�e
utable et make 
lean

e�a
e les �
hiers 
ompil�es. Les d�ependan
es entre modules sont automatiquement re-


al
ul�ees en lan�
ant make depend. La 
ommande 
amldep est un perl s
ript qui se

trouve �a l'adresse

http://pauilla
.inria.fr/
aml/FAQ/FAQ EXPERT-fra.html#make.

Biblioth�eques

Les biblioth�eques du syst�eme Caml r�esident dans le r�epertoire lib de l'installa-

tion pour les biblioth�eques de base indispensables. Les biblioth�eques auxiliaires sont

install�ees au même endroit; leur sour
e se trouve dans le r�epertoire 
ontrib de la dis-

tribution. Une do
umentation minimale est in
luse dans les �
hiers d'interfa
e, sous la

forme de 
ommentaires. Sous Unix, il est tr�es utile d'utiliser la 
ommande 
amlbrowser

(d'habitude 
r�e�ee lors de l'intallation du syst�eme), pour par
ourir les librairies ou ses

propres sour
es. Parmi les biblioth�eques, nous 
itons simplement la biblioth�eque du

g�en�erateur de nombres al�eatoires, 
elle de traitement de grammaires et 
elle des utili-

taires graphiques.
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Nombres al�eatoires

Pour les essais, il est souvent pratique de disposer d'un g�en�erateur de nombres

al�eatoires. La biblioth�eque random propose la fon
tion random__int qui renvoie un

nombre al�eatoire 
ompris entre 0 in
lus et son argument ex
lus. random__float est

analogue mais renvoie un nombre 
ottant. La fon
tion random__init permet d'initia-

liser le g�en�erateur ave
 un nombre entier.

Analyse syntaxique et lexi
ale

Il existe une interfa
e ave
 les g�en�erateurs d'analyseurs syntaxiques et lexi
aux

d'Unix (Ya

 et Lex). Les �
hiers d'entr�ee de 
amllex et 
amlya

 ont les extensions

.mll et .mly. Sur le fon
tionnement de 
es traits avan
�es, 
onsulter la do
umentation

du langage.

B.2.12 Fon
tions graphiques

Les primitives graphiques sont ind�ependantes de la ma
hine. Sur les mi
ros-ordinateurs

le graphique est int�egr�e �a l'appli
ation; sur les ma
hines Unix, il faut appeler une ver-

sion intera
tive sp�e
iale, qui s'obtient par la 
ommande 
amllight 
amlgraph. On

a

�ede aux primitives graphiques en ouvrant le module graphi
s. On 
r�ee la fenêtre

de dessin en appelant la fon
tion open_graph qui prend en argument une 
hâ�ne de

des
ription de la g�eom�etrie de la fenêtre (par d�efaut, une 
hâ�ne vide assure un 
om-

portement raisonnable). La des
ription de la fenêtre d�epend de la ma
hine et n'est pas

obligatoirement prise en 
ompte par l'impl�ementation de la biblioth�eque.

Un programme qui utilise le graphique 
ommen
e don
 par 
es deux lignes:

#open "graphi
s";;

open_graph "";;

La taille de l'�e
ran graphique d�epend de l'impl�ementation, mais l'origine du syst�eme

de 
oordonn�ees est toujours en bas et �a gau
he. L'axe des abs
isses va 
lassiquement

de la gau
he vers la droite et l'axe des ordonn�ees du bas vers le haut. Il y a une notion

de point 
ourant et de 
rayon ave
 une taille et une 
ouleur 
ourantes. On d�epla
e le


rayon, sans dessiner ou en dessinant des segments de droite par les fon
tions suivantes:

moveto x y d�epla
e le 
rayon aux 
oordonn�ees absolues (x, y).

lineto x y tra
e une ligne depuis le point 
ourant jusqu'au point de 
oordonn�ees (x,

y).

plot x y tra
e le point (x, y).

set 
olor 
 �xe la 
ouleur du 
rayon. (Les 
ouleurs sont obtenues par la fon
tion rgb;

on dispose aussi des 
onstantes bla
k, white, red, green, blue, yellow, 
yan et

magenta.)

set line width n 
hange la largeur du trait du 
rayon.

draw ar
 x y rx ry a1 a2 tra
e un ar
 d'ellipse de 
entre (x, y) de rayon horizontal

rx, verti
al ry, de l'angle a1 �a l'angle a2 (en degr�es).

draw ellipse x y rx ry tra
e une ellipse de 
entre (x, y) de rayon horizontal rx, et

de rayon verti
al ry.

draw 
ir
le x y r tra
e un 
er
le 
entre (x, y) et de rayon r.

On peint l'int�erieur de 
es 
ourbes ave
 fill re
t, fill ar
, fill ellipse, fill 
ir
le.

Dans la fenêtre graphique, on imprime ave
 les fon
tions:

draw 
har 
 aÆ
he le 
ara
t�ere 
 au point 
ourant dans la fenêtre graphique.
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draw string s aÆ
he la 
hâ�ne de 
ara
t�eres s.


lose graph () d�etruit la fenêtre graphique.


lear graph () e�a
e l'�e
ran.

size x () renvoie la taille de l'�e
ran en abs
isses.

size y () renvoie la taille de l'�e
ran en ordonn�ees..

ba
kground et foreground sont respe
tivement les 
ouleurs du fond et du 
rayon.

point 
olor x y renvoie la 
ouleur du point (x, y).


urrent point () renvoie la position du point 
ourant.

button down renvoie vrai si le bouton de la souris est enfon
�e, faux sinon.

mouse pos () renvoie les 
ordonn�ees du 
urseur de la souris.

read key () attend l'appui sur une tou
he, la renvoie.

key pressed () renvoie vrai si une tou
he est enfon
�ee, faux sinon.

Plus g�en�eralement, un 
ertain nombre d'�ev�enements observent l'intera
tion entre la

ma
hine et l'utilisateur:

wait next event evl attend jusqu'�a 
e que l'un des �ev�enements de la liste evl se pro-

duise, et renvoie le statut de la souris et du 
lavier �a 
e moment-l�a. Les �ev�enements

possibles sont:

{ Button down: le boutton de la souris a �et�e press�e.

{ Button up: le boutton de la souris a �et�e rela
h�e.

{ Key pressed: une tou
he a �et�e appuy�ee.

{ Mouse motion: la souris a boug�e.

{ Poll: ne pas attendre, retourner de suite.

Nous ne d�e
rirons pas i
i les primitives de manipulation des images qu'on trouve dans

le module graphi
s.

Un exemple

Nous faisons rebondir une balle dans un re
tangle, premi�ere �etape vers un jeu de

ping-pong.

#open "graphi
s";;

open_graph "";;

let 
 = 5;; (* Le rayon de la balle *)

let draw_balle x y =

set_
olor foreground; fill_
ir
le x y 
;;

let 
lear_balle x y =

set_
olor ba
kground; fill_
ir
le x y 
;;

let get_mouse () =

while not (button_down ()) do () done;

mouse_pos();;

let wait () = for i = 0 to 1000 do () done;;

let v_x = 2 (* Vitesse de d�epla
ement de la balle *)

and v_y = 3;;

let x_min = 2 * 
 + v_x;; (* Cadre autoris�e *)

let x_max = size_x () - x_min;;
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let y_min = 2 * 
 + v_y;;

let y_max = size_y () - y_min;;

let re
 pong_aux x y dx dy =

draw_balle x y;

let new_x = x + dx

and new_y = y + dy in

let new_dx =

if new_x <= x_min || new_x >= x_max then (- dx) else dx

and new_dy =

if new_y <= y_min || new_y >= y_max then (- dy) else dy in

wait ();


lear_balle x y;

pong_aux new_x new_y new_dx new_dy;;

let pong () = 
lear_graph(); pong_aux 20 20 v_x v_y;;

pong ();;

Les adeptes du style imp�eratif �e
riraient plutôt la pro
�edure pong ainsi:

let dx = ref v_x

and dy = ref v_y;;

let pong () =


lear_graph();

let x = ref 20

and y = ref 20 in

while true do

let 
ur_x = !x

and 
ur_y = !y in

draw_balle 
ur_x 
ur_y;

x := 
ur_x + !dx;

y := 
ur_y + !dy;

if !x <= x_min || !x >= x_max then dx := - !dx;

if !y <= y_min || !y >= y_max then dy := - !dy;

wait ();


lear_balle 
ur_x 
ur_y

done;;

Do
umentation

La do
umentation de Caml se trouve �evidemment dans le manuel de r�ef�eren
e [2℄.

On trouve aussi de la do
umentation en anglais, sous forme d'aide en ligne sur les mi
ros

ordinateurs Ma
intosh et PC. Beau
oup d'informations sont disponibles dire
tement

sur la toile ou World Wide Web:

http://pauilla
.inria.fr/
aml/index-fra.html: site prin
ipal de Caml.

http://pauilla
.inria.fr/
aml/man-
aml/index.html: manuel en anglais.

http://pauilla
.inria.fr/
aml/
ontribs-fra.html: biblioth�eque et outils.

http://pauilla
.inria.fr/
aml/FAQ/index-fra.html: la FAQ de Caml, les ques-

tions et r�eponses fr�equemment pos�ees au sujet du langage.
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B.3 Syntaxe BNF de Caml

Nous donnons une syntaxe BNF (Ba
kus Naur Form) �etendue. Chaque r�egle de la gram-

maire d�e�nit un non-terminal par une produ
tion. Le non-terminal d�e�ni est �a gau
he du

symbole ::=, la produ
tion �a droite. Un non-terminal est �e
rit ainsi, les mots 
l�es et symboles

terminaux ainsi. Dans les membres droits de r�egles, le symbole j signi�e l'alternative, les 
ro-


hets indiquent une partie optionnelle [ ainsi ℄, les a

olades une partie qui peut être r�ep�et�ee un

nombre quel
onque de fois f ainsi g, tandis qu'un symbole + en exposant des a

olades indique

une partie r�ep�et�ee au moins une fois, f ainsi g

+

. Dans les r�egles lexi
ales les trois points . . . ,

situ�es entre deux 
ara
t�eres a et b, indiquent l'ensemble des 
ara
t�eres entre a et b dans l'ordre

du 
ode ASCII. Finalement, les parenth�eses servent au groupement (ainsi).

R�egles de grammaires

implementation ::= fimpl-phrase ;;g

impl-phrase ::= expression j value-de�nition

j type-de�nition j ex
eption-de�nition j dire
tive

value-de�nition ::= let [re
℄ let-binding fand let-bindingg

let-binding ::= pattern = expression j variable pattern-list = expression

interfa
e ::= fintf-phrase ;;g

intf-phrase ::= value-de
laration j type-de�nition j ex
eption-de�nition j dire
tive

value-de
laration ::= value ident : type-expression fand ident : type-expressiong

expression ::= primary-expression

j 
onstru
tion-expression

j nary-expression

j sequen
ing-expression

primary-expression ::= ident j variable j 
onstant j ( expression )

j begin expression end j ( expression : type-expression )


onstru
tion-expression ::= n

onstr expression

j expression , expression f, expressiong

j expression :: expression j [ expression f; expressiong ℄

j [| expression f; expressiong |℄

j { label = expression f; label = expressiong }

j fun
tion simple-mat
hing j fun multiple-mat
hing

nary-expression ::= expression expression

j pre�x-op expression j expression in�x-op expression

j expression & expression j expression or expression

j expression . label j expression . label <- expression

j expression .( expression ) j expression .( expression ) <- expression

j expression .[ expression ℄ j expression .[ expression ℄ <- expression

sequen
ing-expression ::= expression ; expression

j if expression then expression [else expression℄

j mat
h expression with simple-mat
hing

j try expression with simple-mat
hing

j while expression do expression done

j for ident = expression (to j downto) expression do expression done

j let [re
℄ let-binding fand let-bindingg in expression
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simple-mat
hing ::= pattern -> expression f| pattern -> expressiong

multiple-mat
hing ::= pattern-list -> expression f| pattern-list -> expressiong

pattern-list ::= pattern fpatterng

pre�x-op ::= - j -. j !

in�x-op ::= + j - j * j / j mod j +. j -. j *. j /. j � j ^ j ! j :=

j = j <> j == j != j < j <= j > j <= j <. j <=. j >. j <=.

pattern ::= ident j 
onstant j ( pattern ) j ( pattern : type-expression )

j n

onstr pattern

j pattern , pattern f, patterng

j pattern :: pattern j [ pattern f; patterng ℄

j { label = pattern f; label = patterng }

j pattern | pattern

j _ j pattern as ident

ex
eption-de�nition ::= ex
eption 
onstr-de
l fand 
onstr-de
lg

type-de�nition ::= type typedef fand typedef g

typedef ::= type-params ident = 
onstr-de
l f| 
onstr-de
lg

j type-params ident = { label-de
l f; label-de
lg }

j type-params ident == type-expression

j type-params ident

type-params ::= nothing j ' ident j ( ' ident f, ' identg )


onstr-de
l ::= ident j ident of type-expression

label-de
l ::= ident : type-expression j mutable ident : type-expression

type-expression ::= ' ident j ( type-expression )

j type-expression -> type-expression j type-expression f* type-expressiong

+

j type
onstr j type-expression type
onstr

j ( type-expression f, type-expressiong ) type
onstr


onstant ::= integer-literal j 
oat-literal j 
har-literal j string-literal j 

onstr

global-name ::= ident j ident __ ident

variable ::= global-name j prefix operator-name

operator-name ::= + j - j * j / j mod j +. j -. j *. j /.

j � j ^ j ! j := j = j <> j == j != j !

j < j <= j > j <= j <. j <=. j >. j <=.



onstr ::= global-name j [℄ j ()

n

onstr ::= global-name j prefix ::

type
onstr ::= global-name

label ::= global-name

dire
tive ::= # open string j # 
lose string j # ident string
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Pr�e
�eden
es

Les pr�e
�eden
es relatives des op�erateurs et des 
onstru
tions non ferm�ees sont donn�ees dans

l'ordre d�e
roissant. Chaque nouvelle ligne indique une pr�e
�eden
e d�e
roissante. Sur 
haque ligne

les op�erateurs de même pr�e
�eden
e sont 
it�es s�epar�es par des blan
s; ou s�epar�es par une virgule

suivie du mot puis, en 
as de pr�e
�eden
e plus faible. La d�e
oration [droite℄ ou [gau
he℄ signi�e

que le ou les op�erateurs qui pr�e
�edent poss�edent l'asso
iativit�e 
orrespondante.

Les pr�e
�eden
es relatives des op�erations dans les expressions sont les suivantes:

A

�es: !, puis . .( .[

Appli
ations: appli
ation de fon
tion [droite℄, puis appli
ation de 
onstru
teur

Arithm�etique: - -. (unaire), puis mod [gau
he℄, puis * *. / /. [gau
he℄, puis + +. - -.

[gau
he℄

Op�erations non arithm�etiques::: [droite℄, puis � ^ [droite℄

Conditions: (= == < et
.) [gau
he℄, puis not, puis & [gau
he℄, puis or [gau
he℄

Paires: ,

A�e
tations: <- := [droite℄

Constru
tions: if, puis ; [droite℄, puis let mat
h fun fun
tion try.

Les pr�e
�eden
es relatives des op�erations dans les �ltres sont les suivantes:

appli
ation de 
onstru
teur, puis :: [droite℄, puis ,, puis | [gau
he℄, puis as.

Les pr�e
�eden
es relatives des op�erations dans les types sont les suivantes:

appli
ation de 
onstru
teur de type, puis *, puis -> [droite℄.

R�egles lexi
ales

ident ::= letter fletter j 0 : : : 9 j _g

letter ::= A : : :Z j a : : :z

integer-literal ::= [-℄ f0 : : :9g

+

j [-℄ (0x j 0X) f0 : : :9 j A : : :F j a : : : fg

+

j [-℄ (0o j 0O) f0 : : :7g

+

j [-℄ (0b j 0B) f0 : : :1g

+


oat-literal ::= [-℄ f0 : : : 9g

+

[. f0 : : :9g℄ [(e j E) [+ j -℄ f0 : : : 9g

+

℄


har-literal ::= ` regular-
har `

j ` \ (\ j ` j n j t j b j r) `

j ` \ (0 : : :9) (0 : : : 9) (0 : : : 9) `

string-literal ::= " fstring-
hara
terg "

string-
hara
ter ::= regular-
har

j \ (\ j " j n j t j b j r)

j \ (0 : : :9) (0 : : : 9) (0 : : : 9)

Ces identi�
ateurs sont des mots-
l�es r�eserv�es:

and as begin do done downto

else end ex
eption for fun fun
tion

if in let mat
h mutable not

of or prefix re
 then to

try type value where while with

Les suites de 
ara
t�eres suivantes sont aussi des mots 
l�es:

# ! != & ( ) * *. + +.

, - -. -> . .( .[ / /. :

:: := ; ;; < <. <- <= <=. <>
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<>. = =. == > >. >= >=. � [

[| ℄ ^ _ __ { | |℄ } '

Les ambiguit�es lexi
ales sont r�esolues par la r�egle du plus long pr�e�xe (ou \longest mat
h"):

quand une suite de 
ara
t�eres permet de trouver plusieurs lex�emes, le plus long est 
hoisi.

Bibliographie

[1℄ Le langage Caml, Pierre Weis et Xavier Leroy, InterEditions, 1993, ISBN 2-7296-

0493-6.

[2℄ Manuel de R�ef�eren
e du langage Caml, Xavier Leroy et Pierre Weis, InterEditions,

1993, ISBN 2-7296-0492-8.

[3℄ Appro
he fon
tionnelle de la programmation, Guy Cousineau et Mi
hel Mauny,

Edis
ien
e (Colle
tion Informatique), 1995, ISBN 2-84074-114-8.

[4℄ Con
epts et outils de programmation { le style fon
tionnel, le style imp�eratif ave


CAML et Ada Th�er�ese A

art Hardin et V�eronique Donzeau-Gouge Vigui�e, In-

terEditions, 1991, ISBN 2-7296-0419-7.

[5℄ Option informatique, Denis Monasse, Vuibert (Enseignement sup�erieur et Infor-

matique), 1996, ISBN 2-7117-8831-8

[6℄ Lawren
e C. Paulson. ML for the working programmer. Cambridge University

Press, 1991.

[7℄ Edinburgh LCF, M.J. Gordon, R. Milner, C. Wadsworth, LNCS 78, 1979.

[8℄ Elements of ML programming, Je�rey D. Ullman, Prenti
e Hall, 1994.

[9℄ The de�niton of Standard ML, Robin Milner, Mads Tofte, Robert Harper, The

MIT Press, 1990.



BIBLIOGRAPHIE 255

Bibliographie

[1℄ Harold Abelson, Gerald J. Sussman, Stru
ture and Interpretation of Computer

Programs, MIT Press, 1985.

[2℄ Adobe Systems In
., PostS
ript Language, Tutorial and Cookbook, AddisonWesley,

1985.

[3℄ Al V. Aho, Ravi Sethi, Je� D. Ullman, Compilers: Prin
iples, Te
hniques, and

Tools, Addison Wesley, 1986. En fran�
ais: Compilateurs : prin
ipes, te
hniques et

outils, trad. par Pierre Boullier, Philippe Des
hamp, Martin Jourdan, Bernard

Lorho, Monique Mazaud, Inter

�

Editions, 1989.

[4℄ Henk Barendregt, The Lambda Cal
ulus, Its Syntax and Semanti
s, North Holland,

1981.

[5℄ Dani�ele Beauquier, Jean Berstel, Philippe Chr�etienne, El�ements d'algorithmique,

Masson, Paris, 1992.

[6℄ Jon Bentley, Programming Pearls, Addison Wesley, 1986.

[7℄ Claude Berge, La th�eorie des graphes et ses appli
ations, Dunod, Paris, 1966.

[8℄ Jean Berstel, Jean-Eri
 Pin, Mi
hel Po

hiola, Math�ematiques et Informatique,

M
Graw-Hill, 1991.

[9℄ Noam Chomsky, Mar
el Paul S
h�utzenberger, The algebrai
 theory of 
ontext free

languages dans Computer Programming and Formal Languages, P. Bra�ort, D. Hir-

s
hberg ed. North Holland, Amsterdam, 1963

[10℄ Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Algorithms, MIT

Press, 1990.

[11℄ Patri
k Cousot, Introdu
tion �a l'algorithmique et �a la programmation, E
ole Poly-

te
hnique, Cours d'Informatique, 1986.

[12℄ Shimon Even, Graph Algorithms, Computer S
ien
e Press, Potoma
, Md, 1979.

[13℄ Adele Goldberg, Smalltalk-80: the language and its implementation, Addison-

Wesley 1983.

[14℄ David Goldberg, What Every Computer S
ientist Should Know About Floating-

Point Arithmeti

, Computing Surveys, 23(1), Mars 1991.

[15℄ Gaston H. Gonnet, Ri

ardo Baeza-Yates, Handbook of Algorithms and Data Stru
-

tures, In Pas
al and C, Addison Wesley, 1991.

[16℄ Mike J. C. Gordon, Robin Milner, Lo
kwood Morris, Mal
olm C. Newey, Ch-

ris P. Wadsworth, A metalanguage for intera
tive proof in LCF, In 5th ACM

Symposium on Prin
iples of Programming Languages, 1978, ACM Press, New

York.

[17℄ Ron L. Graham, Donald E. Knuth, Oren Patashnik, Con
rete mathemati
s: a

foundation for 
omputer s
ien
e, Addison Wesley, 1989.

[18℄ Samuel P. Harbison, Modula-3, Prenti
e Hall, 1992.

[19℄ John H. Hennessy, David A. Patterson, Computer Ar
hite
ture, A Quantitative

Approa
h, Morgan Kaufmann Publishers, In
. , 1990.



256 BIBLIOGRAPHIE

[20℄ Kathleen Jensen, Niklaus Wirth, PASCAL user manual and report : ISO PASCAL

standard, Springer, 1991. (1�ere �edition en 1974).

[21℄ Gerry Kane, Mips, RISC Ar
hite
ture, MIPS Computer Systems, In
., Prenti
e

Hall, 1987.

[22℄ Brian W. Kernighan, Dennis M.Rit
hie, The C programming language, Prenti
e

Hall, 1978. En fran�
ais: Le Langage C, trad. par Thierry Bu�enoir, Manuels infor-

matiques Masson, 8�eme tirage, 1990.

[23℄ Brian W. Kernighan, PIC{a language for typesetting graphi
s, Software Pra
ti
e

& Experien
e 12 (1982), 1-20.

[24℄ Di
k B. Kieburtz, Stru
tured Programming And Problem Solving With Algol W,

Prenti
e Hall, 1975.

[25℄ Stephen C. Kleene, Introdu
tion to Metamathemati
s, North Holland, 6�eme

�edition, 1971. (1�ere en 1952).

[26℄ Donald E. Knuth, The T

E

Xbook, Addison Wesley, 1984.

[27℄ Donald E. Knuth, The Metafont book, Addison Wesley, 1986.

[28℄ Donald E. Knuth, Fundamental Algorithms. The Art of Computer Programming,

vol 1, Addison Wesley, 1968.

[29℄ Donald E. Knuth, Seminumeri
al algorithms, The Art of Computer Programming,

vol 2, Addison Wesley, 1969.

[30℄ Donald E. Knuth, Sorting and Sear
hing. The Art of Computer Programming, vol

3, Addison Wesley, 1973.

[31℄ Leslie Lamport, L

A

T

E

X, User's guide & Referen
e Manual, Addison Wesley, 1986.

[32℄ Butler W. Lampson et Ken A. Pier, A Pro
essor for a High-Performan
e Personal

Computer, Xerox Palo Alto Resear
h Center Report CSL-81-1. 1981 (aussi dans

Pro
eedings of Seventh Symposium on Computer Ar
hite
ture, SigAr
h/IEEE, La

Baule, Mai 1980, pp. 146{160.

[33℄ Jan van Leeuwen, Handbook of theoreti
al 
omputer s
ien
e, volumes A et B, MIT

press, 1990.

[34℄ M. Lothaire, Combinatori
s on Words, En
y
lopedia of Mathemati
s, Cambridge

University Press, 1983.

[35℄ Udi Manber, Introdu
tion to Algorithms, A 
reative approa
h, Addison Wesley,

1989

[36℄ Bob Met
alfe, D. Boggs, Ethernet: Distributed Pa
ket Swit
hing for Lo
al Compu-

ter Networks, Communi
ations of the ACM 19,7, Juillet 1976, pp 395{404.

[37℄ Robin Milner, A proposal for Standard ML, In ACM Symposium on LISP and

Fun
tional Programming, pp 184-197, 1984, ACM Press, New York.

[38℄ Robin Milner, Mads Tofte, Robert Harper, The de�niton of Standard ML, The

MIT Press, 1990.

[39℄ Greg Nelson, Systems Programming with Modula-3, Prenti
e Hall, 1991.

[40℄ Eri
 Raymond, The New Ha
ker's Di
tionary, dessins de Guy L. Steele Jr., MIT

Press 1991.

[41℄ Brian Randell, L. J. Russel, Algol 60 Implementation, A
ademi
 Press, New York,

1964.

[42℄ Martin Ri
hards, The portability of the BCPL 
ompiler, Software Pra
ti
e and

Experien
e 1:2, pp. 135-146, 1971.

[43℄ Martin Ri
hards, Colin Whitby-Strevens, BCPL : The Language and its Compiler,

Cambride University Press, 1979.

[44℄ Denis M. Rit
hie et Ken Thompson, The UNIX Time-Sharing System, Communi-


ations of the ACM, 17, 7, Juillet 1974, pp 365{375 (aussi dans The Bell System

Te
hni
al Journal, 57,6, Juillet-Aout 1978).



BIBLIOGRAPHIE 257

[45℄ Hartley Rogers, Theory of re
ursive fun
tions and e�e
tive 
omputability, MIT

press, 1987, (�edition originale M
Graw-Hill, 1967).

[46℄ A. Sainte-Lagu�e, Les r�eseaux (ou graphes), M�emoire des S
ien
es Math�ematiques

(18), 1926.

[47℄ Bob Sedgewi
k, Algorithms, 2nd edition, Addison-Wesley, 1988. En fran�
ais: Algo-

rithmes en langage C, trad. par Jean-Mi
hel Moreau, InterEditions, 1991.

[48℄ Ravi Sethi, Programming Languages, Con
epts and Constru
ts, Addison Wesley,

1989.

[49℄ Bjarne Stroustrup, The C++ Programming Language, Addison Wesley, 1986.

[50℄ Robert E. Tarjan, Depth First Sear
h and linear graph algorithms, Siam Journal

of Computing, 1, pages 146-160, 1972.

[51℄ Chu
k P. Tha
ker, Ed M. M
Creight, Butler W. Lampson, R. F. Sproull,

D. R. Boggs, Alto: A Personal Computer, Xerox-PARC, CSL-79-11, 1979 (aussi

dans Computer Stru
tures: Readings and Examples, 2nd edition, par Siewoiorek,

Bell et Newell).

[52℄ Pierre Weis, The Caml Referen
e Manual, version 2-6.1, Rapport te
hnique 121,

INRIA, Ro
quen
ourt, 1990.

[53℄ Pierre Weis, Xavier Leroy, Le langage Caml, InterEditions, 1993.



258 BIBLIOGRAPHIE



TABLE DES FIGURES 259

Table des �gures

1 Bornes sup�erieures des nombres entiers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Valeurs sp�e
iales pour les 
ottants IEEE . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 Formats des 
ottants IEEE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.1 Exemple de tri par s�ele
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.2 Exemple de tri bulle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3 Exemple de tri par insertion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.4 Un exemple de table pour la re
her
he en table . . . . . . . . . . . . . . 29

1.5 Ha
hage par 
ollisions s�epar�ees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.6 Ha
hage par adressage ouvert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.1 Appels r�e
ursifs pour fib(4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2 Les tours de Hanoi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.3 Flo
ons de von Ko
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4 La 
ourbe du Dragon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.5 Partition de Qui
ksort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.1 Ajout d'un �el�ement dans une liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.2 Suppression d'un �el�ement dans une liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.3 File g�er�ee par un tableau 
ir
ulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4 File d'attente impl�ement�ee par une liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.5 Pile d'�evaluation de l'expression dont le r�esultat est 1996 . . . . . . . . . 73

3.6 Queue d'une liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.7 Con
at�enation de deux listes par Append . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.8 Con
at�enation de deux listes par N
on
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.9 Transformation d'une liste au 
ours de nReverse . . . . . . . . . . . . . 76

3.10 Liste 
ir
ulaire gard�ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.1 Un exemple d'arbre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2 Repr�esentation d'une expression arithm�etique par un arbre . . . . . . . 88

4.3 Repr�esentation en arbre d'un tas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.4 Repr�esentation en tableau d'un tas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.5 Ajout dans un tas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.6 Suppression dans un tas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.7 Exemple d'arbre de d�e
ision pour le tri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.8 Ajout dans un arbre de re
her
he . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.9 Rotation dans un arbre AVL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.10 Double rotation dans un arbre AVL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.11 Exemple d'arbre 2-3-4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.12 E
latement d'arbres 2-3-4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.13 Arbres bi
olores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.1 Le graphe de De Bruijn pour k = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110



260 TABLE DES FIGURES

5.2 Le graphe des diviseurs, n = 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.3 Un exemple de graphe et sa matri
e d'adja
en
e . . . . . . . . . . . . . 112

5.4 Un graphe et sa fermeture transitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.5 L'e�et de l'op�eration �

x

: les ar
s ajout�es sont en pointill�e . . . . . . . . 114

5.6 Une arbores
en
e et son ve
teur pere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.7 Une arbores
en
e pr�e�xe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.8 Emboitement des des
endants dans une arbores
en
e pr�e�xe . . . . . . . 119

5.9 Une arbores
en
e des plus 
ourts 
hemins de ra
ine 10 . . . . . . . . . . 120

5.10 Ex�e
ution de l'algorithme de Tr�emaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.11 Les ar
s obtenus par Tr�emaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5.12 Composantes fortement 
onnexes du graphe de la �gure 5.11 . . . . . . 125

5.13 Un exemple de sous-arbores
en
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.14 Les points d'atta
hes des sommets d'un graphe . . . . . . . . . . . . . . 128

6.1 Arbre de d�erivation de aabbabab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.2 Arbre de d�erivation d'une expression arithm�etique . . . . . . . . . . . . 145

6.3 Arbre de syntaxe abstraite de l'expression . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

7.1 File de 
ara
t�eres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

7.2 Adresse d'un 
ara
t�ere par base et d�epla
ement . . . . . . . . . . . . . . 159

7.3 Compilation s�epar�ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

7.4 D�ependan
es dans une 
ompilation s�epar�ee . . . . . . . . . . . . . . . . 166

7.5 D�ependan
es dans un Make�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

7.6 Un exemple de graphe a
y
lique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

7.7 D�ependan
es entre modules Caml . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

8.1 Un graphe sym�etrique et l'un de ses arbres re
ouvrants . . . . . . . . . . 178

8.2 Un arbre re
ouvrant de poids minimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

8.3 Huit reines sur un �e
hiquier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

8.4 Un graphe aux ar
s valu�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

A.1 Conversions impli
ites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195



INDEX 261

Index

! , 227

* , 233

++ , 196

-- , 196

; , 193, 198, 237

_ , 237

abs, 231

A
kermann, 45

a�e
tation, 195, 197

ajouter

dans une �le, 67

dans une liste, 62

al�eatoire, 22, 37

Alto, 10

analyse

as
endante, 152

des
endante, 146

analyse syntaxique, 137

an
être, 117

appel par valeur, 46, 235

arbores
en
e, 117

de Tr�emaux, 121

des plus 
ourts 
hemins, 120

pr�e�xe, 118

sous-arbores
en
e, 127

arbre, 87

impl�ementation, 93

impression, 95

arbre binaire, 87

arbre de re
her
he, 96

arbres �equilibr�es, 98

arbres 2-3, 101

arbres 2-3-4, 101

arbres AVL, 98

arbres bi
olores, 101

rotations, 98

ar
, 109

de retour, 124, 128

transverse, 124, 128

argument fon
tionnel, 231

atta
he, 128

begin, 237

Bentley, 53

binaires relogeables, 166

blo
, 236

BNF

Caml, 251

Java, 214

bool, 232

boolean, 194

bool�eens, 194, 232

break, 199

byte, 193

C++, 12

Caml, 7, 225, 257


anRead, 210


anWrite, 210


ara
t�eres, 194, 233


arr�e magique, 190, 225


ast, 195


at
h, 209
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