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dans la suite, nous
préfererons le terme
bibliothéque a
librairie, qui n'est
gu’une pauvre
traduction de
I'anglais library

maitriser ou
apprivoiser. . .

Introduction

Ce poly comprend trois parties: la premiére, intitulée Structures de données, décrit des struc-
tures qu’on rencontre dans toutes sortes d’algorithmes classiques. On peut voir les programmes
Caml écrits pour les implémenter comme des briques de base de plus gros programmes, comme
une librairie de fonctions, pour parler davantage comme un informaticien.

Ensuite on trouve une partie sur les graphes, ol nous exposons — et implémentons en
Caml — quelques uns des algorithmes les plus classiques sur les graphes.

Une derniere partie s’intéresse a ce qu’on appelle communément la géométrie combinatoire.
Il s’agit de détailler quelques algorithmes classiques de géométrie comme par exemple la
recherche de I’enveloppe convexe d’un ensemble de points du plan.

Nous avons fait figurer en annexe un petit manuel de référence — écrit en collaboration
avec A. Béges — qui ne prétend pas se substituer aux deux ouvrages de X. Leroy et P. Weis.

On trouvera également en annexe quelques indications de programmation en Caml pour
maitriser le style fonctionnel, ce qui sera d’autant plus utile qu’on aura déja travaillé dans des
langages comme C ou Pascal.

Enfin on fournit un petit glossaire dans les deux sens anglais vers frangais et inversement.

Pour terminer cette petite introduction, je voudrais remercier Bruno Petazzoni, qui a bien
voulu assurer la corvée de la relecture de tout ce texte, et qui a relevé une collection de fautes
d’orthographe ou de typographie a faire rougir mes instituteurs.
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pile = stack

sauf peut-étre chez
M. Tex Avery

un pointeur, ¢a crée
des liens

Chapitre 1

Piles

1.1 Définition abstraite de la structure

Une pile est une structure qui autorise les trois opérations fondamentales suivantes:
e I'empilage d’un objet, c’est-a-dire son insertion dans la structure ;
e le dépilage du dernier objet qui a été empilé dans la structure ;
o le test qui détermine si la pile est vide ou non.

En anglais on dira push pour empiler, et pop pour dépiler.

On ajoute parfois une procédure qui permet simplement de visiter le sommet de pile,
c’est-a-dire I'objet qui serait dépilé au moment considéré. Il faut noter que les procédures
précédentes permettent d’obtenir le méme résultat: pour visiter le sommet de pile, on dépile
le sommet de pile, on le recopie sur son cahier, et on le rempile pour laisser la pile dans I’état
ou on I"avait trouvée en entrant.

Les Américains utilisent souvent I’'expression LIFO, acronyme de Last In, First Out, pour
illustrer que c’est toujours I'objet qui a été empilé en dernier qui est dépilé en premier, ou,
si I’on préfére, que I’'on procéde comme avec une pile d’assiettes: c’est toujours la derniére
assiette posée (tout en haut de la pile) qu’on retire la premiere.

1.2 Une structure concréte

Il n'est pas difficile d’imaginer une structure simple pour implémenter les piles. Il suffit en
effet d’une liste : empiler un objet obj dans la pile pile revient tout bétement a remplacer la
pile par obj :: pile; dépiler est un simple appel a la fonction hd (head) de la bibliothéque
standard, qui renvoie le premier élément de la liste.

Nous allons ici décrire une structure plus complexe. Pourquoi?

Il est vrai que Caml se charge tout seul de gérer sa mémoire dans le cas de la gestion des
listes. On ne peut cependant ignorer que les listes Caml sont des listes chainées, et donc que
chaque cellule de liste utilise la mémoire nécessaire a I’objet méme qu’elle contient mais aussi
aun lien (un pointeur, si on veut) vers la cellule suivante de la liste. On peut essayer — quitte
a compliquer la structure et donc les opérations qui la gérent — d’avoir un meilleur contrdle
sur cette gestion de la mémoire.

On propose donc d’utiliser une liste chainée non pas de cellules contenant 1 objet, mais
de tableaux d’objets de taille fixe (des blocs). Au moment d’empiler, ou bien on a encore assez
de place dans les différents blocs alloués, et c’est tout bon, ou bien on manque de place, et on
alloue un nouveau bloc de mémoire sous la forme d’un nouveau tableau.

Bien entendu, il faut gérer la liste de blocs et noter la position dans ce bloc du sommet de
pile. C’est le prix a payer pour maintenir la structure. D’un autre c6té si chaque bloc comporte
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16 PILES

k objets, on n'aura plus besoin que d’environ n/k pointeurs au lieu des n de la structure
naive.

1.3 Une implémentation en Caml

Lapile utiliseraune liste des blocs alloués, que nous appelleronsliste_des_blocs_alloués;
deux entiers, I'indice du sommet de pile dans son bloc, noté indice_dans_bloc, et le nombre
de blocs qu’on a déja alloués depuis la naissance de la pile, nb_blocs_réservés.
Au début Ia liste des blocs est vide, le nombre de blocs alloués est nul, et, conventionnel-
lement, I'indice dans le bloc courant k — 1, si k est la taille de chaque bloc alloué.
Pour dépiler, on déclenchera une exception Pile_Vide si le nombre de blocs alloués est
nul. Sinon, les variables définies ci-dessus permettent de récupérer directement le sommet de
pile. Reste a les mettre a jour, en décrémentant I'indice dans le bloc, sauf s’il était nul : alors
il faudrait aussi retrancher le bloc courant de la liste des blocs, et positionner I'indice dans le
bloc du sommet de pile a k — 1. La consultation du sommet de pile se fait de facon analogue.
Pour empiler, si I'indice dans le bloc est au plus égal a k—2, on se contente de I'incrémenter
et de ranger I’objet a empiler dans la case désignée du bloc. Sinon on crée un nouveau bloc
qu’on ajoute a la liste.
Chaqgue nouvelle pile doit gérer sa propre liste de blocs, et ses propres index: le nom-
bre de blocs alloués, la position courante dans le bloc. On ne veut évidemment pas inon-
der le monde Caml de variables globales en trop grand nombre, ni d’ailleurs permettre a
I'utilisateur de modifier les variables de la pile, sous peine de se retrouver dans des si-
tuations périlleuses. On va donc encapsuler les différents éléements nécessaires a la gestion ce texte est imprimé
de la pile dans la pile elle-méme. Comme on aura ainsi interdit a I'utilisateur I’accés aux dans la police
variables de la pile, la fonction crée_pile qu’on va écrire renverra non pas un pseudo- Apollo. ..
objet de type pile, mais les fonctions de gestion de la pile, sous la forme d’un quadruplet
(dépiler,empiler,visiter,test_a_vide) de fonctions. crée_pile aura deux argu-
ments: le premier sera un objet du type de ceux que I’on veut empiler (Caml I’exige pour son
typage), le second la taille des blocs alloués, en nombre d’objets.
On trouvera ci-dessous I'interface correspondante, et, plus loin, un exemple d’utilisation
de la structure dans une session type.

Programme 1.1 Linterface Piles.mli

1 exception Pile_Vide;;

2

3 value crée_pile : ’a -> int -> (unit -> ’a) * (’a -> unit) * (unit -> ’a) * (unit ->
bool) ;;

4

5 (x (dépiler,empiler,visiter,test_a_vide) *)

e Montrons maintenant comment on peut, en Caml, encapsuler constantes et variables

-(n)-  dans une procédure. Ce procédé, trés général, sera réguliérement utilisé tout le long
3 de nos exemples. 1l permet en quelque sorte de mimer (et en mieux, dans un certain

sens) la programmation objet qu’on retrouve dans d’autres langages de programmation.

Nous écrirons quelque chose du genre :

let procédure_englobante argl arg2 =
let varl = ref initl and var2 = ref init2 and ...
and k1 = exprl and k2 = expr2 and ...
in
let f1 x
and f2 w .
in (£f1,f2,...) ;;

<

Nous assurons ainsi que seules les procédures £1, £2 ont accés aux variables vari, var2, et
aux constantes k1, k2. Remarquons la différence entre les références dont la valeur pourra



n'est pas mutable qui
veut

23 #push "m" ;; push "n
24 - : unit = ()

25 #- : unit = O

26 #pop() ;; pop() 55 pop() 55 pop() 55 pop() ;3
27 pop() 55 popQ) 55 popQ) 55 popQ) 55 pop() ;3

28 - : string = "n"

29 #- : string = "m"

30 #- : string = "1"

31 #- : string = "k"

32 #- : string = "j"

33 #- : string = "i"

34 #- : string = "h"

1.3. UNE IMPLEMENTATION EN CAML

&tre modifiée et les constantes qui ne correspondent qu’a des définitions. Notons enfin que les
arguments argl et arg?2 de la procédure englobante jouent un peu le méme role que k1 et k2
pour les fonctions £1 et £2.

Programme 1.2 Une session exemple : utilisation des piles

1> Caml Light version 0.6

2

3 #load_object "Piles.zo";;

4 - : unit = O

5 ##open "Piles";;

6 #let (pop,push,scan,vide) = crée_pile "bidon" 10;;
7 vide : unit -> bool = <fun>

8 scan : unit -> string = <fun>

9 push : string -> unit = <fun>

10 pop : unit -> string = <fun>

11 #vide() ;; (* la pile est-elle vide 7 *)
12 - : bool = true

13 #do_list p'llSh ["a";"b";"c";"d";"e";"f";"g";"h";"i";"j";"k";"l";"z"] 53
14 - : unit = O

15 #scan() ;; (* visite du sommet de pile *)
16 - : string = "z"

17 #scan() ;; (* toujours le méme *)

18 - : string = "z"

19 #pop() ;; (x 1a on le dépile! %)

20 - : string = "z"

21 #scan() ;; (* la preuve : *)

22 - : string = "1"

nan ..
3

35 #- : string = "g"

36 #- : string = "f"

37 #- : string = "e"

38 #pop() ;; popQ) ;; popQ) ;; popQ);;
39 - : string = "q"

40 #- : string = "c"

41 #- : string = "b"

42 #- : string =
43 #popQ) ;;

44 Uncaught exception: Pile_Vide
45 #

ngn

Dans le cas qui nous intéresse, nous encapsulons les trois variables explicitées ci-dessus,

liste_des_blocs_alloués, nb_blocs_réservés et indice_dans_bloc. Le dépilage
commence par la sélection du sommet de pile a qu’on trouvera dans le premier bloc de la liste
d’allocation, et continue par la mise a jour des variables de la pile. La consultation du sommet
de pile est encore plus simple. Enfin I’empilage pourra en cas de besoin invoquer la fonction

make_vect pour allouer un nouveau bloc de mémoire.
On trouvera I'intégralité du fichier Piles.ml ci-dessous.

Remarque : une fois compilée I'interface Piles.mli, on dispose d’un fichier Piles.zi, et
il n’est plus utile de redéclarer I'exception Pile_Vide. C’est ce qui explique le commentaire

en ligne 1.

17



18 PILES

Programme 1.3 Piles.ml

(* exception Pile_Vide;; *)

1

2

3 (* crée_pile attend deux arguments: le premier n’a d’utilité *)

4 (* que pour fixer le type des éléments de la pile *)

5 (* le second est un entier décrivant la taille des blocs *)

6 (x d’allocation mémoire successivement créés *)

7 (¥ si on s’attend & une taille maximale (& peu prés) de N *)

8 (x il paralt intelligent de la signaler lors de cet appel *)

9 (* la fonction renvoie les fonctions standard d’accés a *)

10 (x une pile : & savoir le dépilage : pop ¢ unit -> ’a *)

11 (* la consultation : scan : unit -> ’a *)

12 (x 1’empilage : push : ’a -> unit *)

13 (* le test & vide : est_vide : unit -> bool %)

14

15 let crée_pile x k =

16 if k <= 0 then failwith "crée_pile objet_type taille_du_bloc attend une
taille_du_bloc > 0"

17 else

18 let liste_des_blocs_alloués = ref ([ 1)

19 and nb_blocs_réservés = ref 0

20 and indice_dans_bloc = ref (k-1)

21 in

22 let pop () =

23 if 'nb_blocs_réservés = O then raise Pile_Vide

24 else

25 begin

26 let a = (hd!liste_des_blocs_alloués).(!indice_dans_bloc)

27 in

28 if !indice_dans_bloc = O then

29 begin

30 indice_dans_bloc := k-1;

31 nb_blocs_réservés :=!nb_blocs_réservés - 1;

32 liste_des_blocs_alloués := tl!liste_des_blocs_alloués

33 end

34 else indice_dans_bloc :=!indice_dans_bloc - 1;

35 a

36 end

37 and scan () =

38 if 'nb_blocs_réservés = 0 then raise Pile_Vide

39 else (hd!liste_des_blocs_alloués).(!indice_dans_bloc)

40 and push a =

41 if 'indice_dans_bloc < k-1 then

42 begin

43 indice_dans_bloc :='indice_dans_bloc + 1;

44 (hd !liste_des_blocs_alloués).(!indice_dans_bloc) <- a

45 end

46 else

47 begin

48 let nouveau_bloc = make_vect k x

49 in

50 nb_blocs_réservés := 1 + !nb_blocs_réservés ;

51 liste_des_blocs_alloués := nouveau_bloc :: !liste_des_blocs_alloués;

52 indice_dans_bloc := 0;

53 nouveau_bloc. (0) <- a

54 end

55 and est_vide () =!nb_blocs_réservés = 0

56 in (pop,push,scan,est_vide) ;;




Caml veut des types!

Chapitre 2

Files d’attente

2.1 Définition abstraite de la structure

Une file d’attente, on dit parfois aussi une queue (y compris en anglais, d’ailleurs), est une
structure de données qui permet les opérations suivantes :

e I’insertion d’un nouvel objet dans la structure ;
o la suppression de I’objet inséré le premier dans la structure ;
e le test qui détermine si la file est vide ou non.

On ajoutera éventuellement une fonction qui renvoie la liste des éléments de la file.

On aura compris pourquoi cette structure s’appelle une file d’attente : comme dans la queue
devant un guichet, le premier arrivé est celui qui s’en va le premier. On traite les personnes
dans I'ordre ou elles se sont présentées. 1l s’agit donc d’une structure de type FIFO: First In,
First Out, quand la structure de pile était du type LIFO.

2.2 Interface proposée

D’une fagon analogue a ce qui a été fait pour les piles, nous écrirons une fonction que nous
appellerons crée_file_d_attente et qui prend en argument un objet du type de ceux
gu’on veut utiliser dans la file et qui renvoie un quadruplet de fonctions d’accés a la struc-
ture: (ajoute, extrait, est_vide,en_liste) qui respectivement insére un objet, ex-
trait I’objet le plus ancien, teste si la file est vide, et rend la liste des objets présents.

Voici I'interface correspondante :

Programme 2.1 Linterface Files_d_attente.mli

1 exception File_Vide;;
2 value crée_file_d_attente : ’a -> (’a -> unit) * (unit -> ’a) * (unit -> bool) *
(unit -> ’a list) ;;

2.3 Une structure concrete

Une premiére idée pour implémenter les files d’attente consiste a utiliser une liste : on insérera
par exemple les nouveaux objets en téte de liste, et on trouvera le plus ancien en queue de
liste. Evidemment, ce n’est pas si simple, car pour trouver la queue de liste il faudra parcourir
toute la liste, et supprimer cet éléement semble peu évident. Inversons donc la question: on

19
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“””74

Figure 2.1: La structure de liste doublement chainée

insére en queue de liste et on supprime en téte. Cette fois c’est la suppression qui est évidente.
En revanche insérer un objet en queue de liste demande a nouveau un parcours complet de la

Bref, la structure de liste que nous offre Caml semble mal adaptée a notre probléme.

liste.
Nous allons construire une structure plus appropriée : les listes doublement chainées.
Il s’agit de listes formées de cellules comprenant un objet de la liste, et des liens sur les
cellules précédente et suivante, quand elles existent, ou sur Nil sinon. Un petit schéma (voir Nil est a la terre

ci-dessus) explique la structure d’une liste doublement chainée contenant les entiers 1, 2, 3

et 4.
Voici la déclaration du type correspondant en Caml ;
type ’a liste_doublement_chainée = Nil | Cellule of ’a cellule_de_liste_doublement_chainée

and ’a cellule_de_liste_doublement_chainée
{ mutable valeur : a
mutable lien_arriére ’a liste_doublement_chainée ;
mutable lien_avant ’a liste_doublement_chainée } ;s
La file d’attente sera représentée par une liste doublement chainée, avec un accés rapide
gréce a deux pointeurs supplémentaires, I'un sur la premiere cellule, I'autre sur la derniére de

la liste. Ainsi notre type s’ecrira-t-il :
{ mutable téte ’a liste_doublement_chainée ;
} s

mutable queue : ’a liste_doublement_chainée

type ’a file_d_attente
On procedera a I'insertion d’un nouvel objet en téte de la liste doublement chainée, la I'habitude est de
suppression se réalisant donc sur la fin de la liste, a laquelle on accede directement grace au parler de I'insertion,
d’une clé dans une

pointeur queue. La seule difficulté est dans la gestion des différents pointeurs, mais elle se ou de la suppression
structure

surmonte sans peine grace a quelques schémas.
On trouvera le programme final page suivante.
Notons que I'insertion comme la suppression se réalisent en temps constant: le co(t est

o(1).
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Programme 2.2 Files_ d _attente.ml

1 type ’a liste_doublement_chainée = Nil | Cellule of ’a cellule_de_liste_doublement_chainée

2
3

©O© oo ~NOoO Ol

and ’a cellule_de_liste_doublement_chainée =
{ mutable valeur : ’a;
mutable lien_arriére : ’a liste_doublement_chainée;

mutable lien_avant : ’a liste_doublement_chainée Y}
type ’a file_d_attente = { mutable téte : ’a liste_doublement_chainée;
mutable queue : ’a liste_doublement_chainée };;

let crée_file_d_attente (bidon:’a)
let (file:’a file_d_attente) =
in
let ajoute a =
let ¢ = Cellule { valeur = a; lien_arriére = Nil; lien_avant
in
match file.téte with
Nil -> file.téte <- c; file.queue <- c
| Cellule ct -> ct.lien_arriére <- c; file.téte <- c
and extrait () =
match file.queue with
Nil -> raise File_Vide
| Cellule cq -> match cq.lien_arriére with
Nil -> file.téte <- Nil;
file.queue <- Nil;
cq.valeur
| (Cellule cp) as p -> file.queue <- p;
cp.lien_avant <- Nil;
cq.valeur

{ téte = Nil; queue = Nil }

and est_vide () = file.té&te = Nil
and en_liste ()
let rec listeur = function
Nil -> []
| Cellule ¢ -> c.valeur:: (listeur c.lien_avant)

in

listeur file.téte
in
(ajoute,extrait,est_vide,en_liste) ;;

file.téte }
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Chapitre 3

Une structure pour les listes

circulaires

3.1 Description de la structure

Dans ce court chapitre, nous écrivons en Caml de quoi implémenter des listes circulaires
doublement chainées. 1l s’agit d’une structure ordonnée, dans laquelle nous pouvons avancer
comme reculer, et qui boucle sur elle-méme: si la structure comporte les n objets xq, x1,
..., Xn_1, il est défini sur toute la structure une fonction prédécesseur et une fonction

successeur, telles que

vi>0, prédécesseur(Xi) = Xi_1;
prédécesseur(Xg) = Xn_1;
Vi<n-—1 successeur(Xxi) = Xi41;

successeur(Xn_1) = Xo.

Comme on le verra aisément, nous nous inspirerons largement de ce qui a été vu dans le

chapitre précédent : nous utiliserons ici encore une liste doublement chainée.

3.2 Implémentation en Caml

Ayant largement explicité précédemment I’utilisation des listes doublement chainées, nous

nous contenterons ici de fournir les listages des fichiers sources.

Programme 3.1 L'interface Cycles.mli pour les listes circulaires

1 type ’a cycle_bien_chainé;;
2

3 exception Cycle_Vide;;

4

5 value insére_devant :
6 and insére_derriére :
7 and valeur_cycle :
8 and avance_cycle :
9 and recule_cycle :
10 and supprime_valeur_cycle :
11 and liste_en_cycle :
12 and cycle_en_liste :
13 and taille_cycle :

’a
’a
’a

’a
’a
’a
’a
’a

-> ’a cycle_bien_chainé -> ’a cycle_bien_chainé
-> ’a cycle_bien_chainé -> ’a cycle_bien_chainé

cycle_bien_chainé -> ’a

cycle_bien_chainé -> ’a cycle_bien_chain
cycle_bien_chainé -> ’a cycle_bien_chain
iné

cycle_bien_chainé -> ’a cycle_bien_cha
list -> ’a cycle_bien_chainé
cycle_bien_chainé -> ’a list
cycle_bien_chainé -> int ;;

™ D
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Nous devrons définir deux fonctions d’insertion (devant et derriére I’élément courant),
une fonction (valeur_cycle) qui renvoie I’élément courant, deux fonctions de déplacement
dans le cycle (en avant ou en arriere), une fonction de suppression de I’'élément courant, et
bien sdr les conversions de listes circulaires en listes simples (a partir de I’élément courant) et
inversement. C’est ce qui est fait ici.

Programme 3.2 La premiere partie du fichier Cycles.ml qui implémente les listes circulaires

1 type ’a cycle_bien_chainé = Nil | Cellule of ’a cellule_de_cycle
2 and ’a cellule_de_cycle =
3 { wvaleur : Ya;

mutable lien_avant : ’a cycle_bien_chainé;

mutable lien_arriére : ’a cycle_bien_chainé };;

let recule_cycle = function Nil -> Nil | Cellule ¢ -> c.lien_arriére;;

4
5

6

7 let avance_cycle = function Nil -> Nil | Cellule ¢ -> c.lien_avant;;

8

9 let valeur_cycle = function Nil -> raise Cycle_Vide | Cellule c -> c.valeur;;

10

11 let lien_avant_sur but = function

12 Nil -> raise Cycle_Vide

13 | Cellule ¢ -> c.lien_avant <- but;;

14

15

16 let lien_arriére_sur but = function

17 Nil -> raise Cycle_Vide

18 | Cellule ¢ -> c.lien_arriére <- but;;

19

20 let taille_cycle = function

21 Nil -> 0

22 | cycle ->

23 let rec compte n ¢ = if ¢ = cycle then n else compte (n+1) (avance_cycle c)
24 in

25 compte 1 (avance_cycle cycle) ;;

26

27 let est_singleton = function

28 Nil -> false

29 | ¢ -> ¢ = (avance_cycle c) ;;

30

31 let supprime_valeur_cycle = function

32 Nil -> raise Cycle_Vide

33 | ¢ -> if (est_singleton c) then Nil

34 else

35 begin

36 lien_avant_sur (avance_cycle c) (recule_cycle c) ;
37 lien_arriére_sur (recule_cycle c) (avance_cycle c) ;
38 avance_cycle ¢

39 end ;;
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Programme 3.3 La seconde partie du fichier Cycles.ml qui implémente les listes circulaires

40 let insére_devant x cycle =

4
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

let

let

let

let ¢ = Cellule { valeur = x;
lien_avant = (avance_cycle cycle) ;
lien_arriére = cycle }

in

if cycle = Nil then

begin
lien_avant_sur c c;
lien_arriére_sur c c;
c

end

else

begin
lien_avant_sur c cycle;
lien_arriére_sur c (avance_cycle c) ;
c

end ;;

insére_derriére x cycle =
let ¢ = Cellule { valeur = x;
lien_avant = cycle;
lien_arriére = (recule_cycle cycle) }

in

if cycle = Nil then

begin
lien_avant_sur c c;
lien_arriére_sur c c;
c

end

else

begin
lien_avant_sur c (recule_cycle c) ;
lien_arriére_sur c cycle;
[

end ;;

cycle_en_liste = function
Nil -> []
| ¢ => 1let rec scan cycle accu =
if cycle = c then (valeur_cycle c) :: accu
else scan (recule_cycle cycle) ((valeur_cycle cycle)
in scan (recule_cycle c) [];;

rec liste_en_cycle = function
[0 -> Nil
| a :: q -> insére_devant a (recule_cycle (liste_en_cycle q)) ;;

:: accu)

25
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Chapitre 4

Files de priorité

4.1 Deéfinition abstraite de la structure

Une file de priorité est une structure qui organise les éléments d’un ensemble muni d’une
relation d’ordre, que nous noterons ici < (nous noterons la relation stricte <). Elle offre deux
opérations fondamentales d’acces :

e l'insertion d’une nouvelle clé;
e |’extraction de la clé qui réalise le minimum pour la relation <.

On ajoutera souvent deux fonctions : I’'une de création d’une file de priorité a partir d’'une
liste d’objets (c’est a priori une simple suite d’insertions), et I’autre qui procéde a I'opération
contraire, et rend la liste des objets contenus dans la structure.

Il existe plusieurs méthodes pour implémenter les files de priorité. On peut bien entendu
commencer par essayer une simple liste. Si . est le nombre d’objets de la structure, I'insertion
est alors en O(1) et I’extraction du minimum est en O(n).

On peut imaginer des structures plus efficaces, qui réalisent I'insertion et I’extraction en
O(logm). C’est le cas de la structure en arbre bicolore, en tas, ou encore en file binomiale.

4.2 Une structure concrete : les tas

Des structures efficaces qui implémentent les files de priorité, la structure en tas est sans doute
la plus simple a concevoir, la plus facile a mettre en ceuvre, et, partant, la plus utilisée.

L'idée est simple: on part du fait qu’un arbre binaire de profondeur k peut loger, si on
remplit tous les niveaux (sauf peut-étre le dernier), entre 2% et 2k+1 — 1 objets. Inversement,
un arbre bien rempli de n objets a une profondeur égale a k = [log, n|.

On va donc tenter d’organiser les données en un arbre toujours bien rempli (on dit parfait),
avec, pour retrouver facilement la clé minimale, une condition supplémentaire qui définit les
arbres tournois et qui se traduit ainsi :

tout nceud de I’arbre a une valeur inférieure a celles de ses nceuds-fils

Toute la difficulté consiste a maintenir cette structure en autorisant les deux opérations
souhaitées et en vérifiant toujours la condition imposée.

Lors d’une insertion, on ajoutera la nouvelle clé tout en bas de I’arbre et on la fera remonter,
en I’échangeant avec son pere, si celui-ci est supérieur, jusqu’a atteindre (peut-étre) la racine de
I'arbre (si on avait inséré une clé plus petite que toutes les autres). On trouvera, en figure 4.2,
ce gui arrive quand on ajoute la clé 0 a I’arbre donné en exemple figure 4.1, ce qui correspond
justement au cas le pire, ot I’on remonte jusqu’a la racine.
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Figure 4.1: Un arbre tournoi parfait, i.e. un tas

Figure 4.2: Insertion d’une nouvelle clé: laclé 0

Le minimum de la structure est toujours a la racine. On le trouve donc sans difficulté. Une
fois I'arbre étété, il faut faire remonter de ses deux fils le plus petit, créant ainsi un nouveau
trou. On recommence alors, faisant a nouveau remonter le plus petit des deux fils éventuels,
etc.

Le probléme est qu’on n’est pas assuré que I'arbre final soit encore parfait, c’est-a-dire
“bien” rempli. Dans I’exemple de la figure 4.3 ol tout semble bien se passer, on s’apercoit de
notre erreur dans le cas ou les clés 2 et 6 de I’arbre initial auraient été interverties: I'arbre
final n"aurait plus été parfait.

Figure 4.3: L'extraction de la clé minimale : version incorrecte
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Une solution consiste a tout d’abord faire remonter a la racine I'élément le plus en bas a
droite de I'arbre, c’est-a-dire en quelque sorte a créer le trou la ou il ne pose pas probléme:
tout en bas. Ensuite seulement, on procede a la percolation, faisant redescendre a sa place la
nouvelle racine. C’est ce qui est fait dans la figure suivante, la figure 4.4.

(4) 20 (2)
(2) () (2 (9 OO
() O O/ O ®E OO ©
OO OO OXO®

Figure 4.4: L'extraction de la clé minimale : version finale

4.3 Implémentation en Caml

Un autre intérét de la structure de tas est qu’elle se préte particuliérement bien a une implé-
mentation informatique simple. Nul besoin de créer un nouveau type arbre particulier, un
simple tableau suffit a représenter un arbre parfait. En effet, si on numérote les nceuds d’un
le plus 4gé dans le arbre parfait dans I’ordre dit militaire :
grade le plus élevé

1. on numeérote la racine de I’arbre par I'indice 0 ;
on numérote les nceuds de profondeur 1, de la gauche vers la droite ;

on numérote les nceuds de profondeur 2, de la gauche vers la droite ;

> won

etc.

on vérifie que si i numérote un nceud, son pere est numéroté (i—1) /2 (division entiére, j’utilise
la notation de Caml), et ses deux fils 21 + 1 et 2i + 2.

On représente donc un arbre parfait de taille n par un vecteur de méme taille, et on utilisera
la remargue précédente pour simuler le parcours de I’arbre.

Il est temps de donner I'interface Tas.m1i (voir page suivante).

Un tas est un quintuplet (t,donne_taille,incr_taille,<,taille_max). t est le
vecteur des données, donne_taille est une fonction sans argument qui renvoie la taille
courante du tas, incr_taille ajoute son argument a la taille actuelle, < désigne la relation
d’ordre <, et taille max est la taille-mémoire qu’on a réservée pour le tableau, et que ne doit
pas dépasser la taile actuelle, sauf a déclencher I’exception Tas_Plein.

. Nous avons ici utilisé une autre méthode classique de programmation Caml: nous
n)-  définissonsdans le programme Tas .m1 quelques fonctions utilitaires comme par exem-
3 ple échange_dans_vect, que nous ne déclarons pas dans Tas.mli. Apres avoir chargé
le module en mémoire grace aux habituels 1oad_object "Tas" ;; €t #open "Tas" ;;, notre
monde Caml ne contiendra que les définitions trouvées dans Tas.zi, c’est-a-dire ce qui a été
généré durant la compilation de Tas.m1i. En revanche les fonctions utiles, déclarées dans
Iinterface, restent disponibles pour I'utilisateur, comme par exemple extrait minimum.

N
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Programme 4.1 Linterface Tas.mli

1 type ’a structure_de_tas;;

2

3 exception Tas_Plein;;

4 exception Tas_Vide;;

5

6 value percolation : ’a structure_de_tas -> int -> unit
7 and insére_dans_tas : ’a structure_de_tas -> ’a -> unit
8 and extrait_minimum : ’a structure_de_tas -> ’a

9 and tas_en_liste : ’a structure_de_tas -> ’a list

10 and tas_en_vecteur : ’a structure_de_tas -> ’a vect

11 and liste_en_tas : (’a -> ’a -> bool) -> ’a list -> int -> ’a structure_de_tas;;

Nous aurons besoin, pour implémenter I’algorithme de Dijkstra sur les graphes, d’un acces
a la procédure remonte dans_tas. Nous avons choisi de déclarer publique une fonction
percolation qui est simplement ici un synonyme de cette procédure. D’autres structures de
données nous auraient conduits a une autre implémentation.

Voici quelgues remarques sur la programmation des différentes fonctions de Tas.ml :

échange _dans_vect réalise simplement!’échange de deux éléments d’un vecteur quelconque ;

descend_dans_tas faitdescendre asa place dans le tas un élément donné, comme il est requis
pour I'extraction. 1l faut simplement faire attention a ne jamais aller au-dela de la taille
du tas, n, qu’on récupére en ligne 25;

remonte_dans_tas faitaucontraire remonter unélément, comme il estrequis pour I'insertion.
11 N’y a pas de difficulté particuliére, et la programmation est plus simple que dans le cas
précédent ou on doit choisir la direction de la descente ;

insére_dans_tas doit seulement faire attention a la gestion de la taille du tas, et déclencher
en cas de besoin I’exception Tas_Plein;

extrait_minimum réalise I'extraction comme on I’a expliquée plus haut, et déclenche I'ex-
ception Tas_Vide si on I’appelle sur un tas initialement vide ;

tas_en_liste rend la liste des éléments du tas. Elle utilise une routine récursive locale toute
simple épuise pour balayer le tableau;

tas_en_vecteur rend un vecteur des éléments du tas;

liste_en_tas crée I'arbre initial. On prendra garde, en particulier a cause de I’habituel
probléme du typage de Caml, a fournir une liste non vide d’éléments a ranger dans le
tas. Si on tient vraiment a un tas initialement vide, on utilisera une liste comportant un
élément unique pour fournir le type du tas, et on appellera immédiatement la procédure
d’extraction. Bien sdr, il faut aussi fournir la relation d’ordre et la taille maximale a ne on pourrait gérer une
pas dépasser du tas. La procédure locale copie_liste réalise simplement la copie des allocation de la
éléments dans le tableau : copie_liste i 1 copie dans les éléments t;, t; 1, ..., les Mémoire comme on
éléments de la liste 1. Reste a transformer Iarbre que représente ce tableau en arbre 1'a fait pour les piles
tournoi : nous n’avons pour I’instant pas pris en considération la relation d’ordre entre POUr eviter ce
les éléments. C'est le but de la ligne 101, mais cela mérite une preuve, qui est donnge ProPleme
ci-apres.
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Programme 4.2 Début de Tas.m1, une gestion par les tas des files de priorité

1( )
2 (x *)
3 (x gestion de files de priorité *)
4 (* utilisation d’arbres tournois parfaits *)
5 (% ou tas ou heaps *)
6 (x *)
7 ( )
8

9 (* définition du type *)

10 type ’a structure_de_tas =

11 Tas of (’a vect * (unit -> int) * (int -> unit) * (’a -> ’a -> bool) * int) ;;
12

13 exception Tas_Plein;;

14 exception Tas_Vide;;

15

16 (*** PARTIE PRIVEE : ces fonctions ne sont pas déclarées dans Tas.mli, kKKK )
17 (xokx et restent donc inaccessibles & 1l’utilisateur *Kokokk )
18

19 let échange_dans_vect t i j =

20 let temp = t.(i) in t.(i) <- t.(j); t.(j) <- temp;;

21

22 (x descend_dans_tas t i fait descendre & sa place dans le tas t *)

23 (* 1’élément d’indice i *)

24 let rec descend_dans_tas (Tas(tas,sa_taille,_,inf,_) as t) i =

25 let n = sa_taille ()

26 in (* calcul du fils gauche *)
27 let fils = 2*%i + 1

28 in (* calcul du plus petit des deux fils *)
29 let fils = if (fils < n-1) & (inf tas.(fils+1) tas.(fils)) then fils+l else fils
30 in (* descente de ce cdté si le fils en question est plus petit *)
31 if fils < n & inf tas.(fils) tas.(i) then

32 begin

33 échange_dans_vect tas i fils;

34 descend_dans_tas t fils

35 end ;;

36

37 let rec remonte_dans_tas (Tas(tas,_,_,inf,_ ) as t) i =

38 if 1 > 0 & inf tas.(i) tas.((i-1)/2) then

39 begin

40 échange_dans_vect tas i ((i-1)/2) ;

41 remonte_dans_tas t ((i-1)/2)

42 end ;;

43

44 (kxx*xx*x*xx FIN DE LA PARTIE PRIVEE sksokskkokkkokkokokskokokskokskokoskdkokokokokok ok ok ko skok ok ook ok kok ok okk ok )

31
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Programme 4.3 Finde Tas.ml

45 (**xxx**x*x* PARTIE PUBLIQUE : ces fonctions sont déclarées dans Tas.mli, kkk*x)
46 Crxskskorokskork et sont disponibles pour 1l’utilisateur HAokKK)
47

48 let percolation = remonte_dans_tas ;;

49

50 let insére_dans_tas (Tas(tas,sa_taille,incr_taille,inf,nMAX) as t) x =
51 let n = sa_taille ()

52 in

53 if n = nMAX then raise Tas_Plein;

54 tas.(n) <- x;

55 incr_taille 1;

56 remonte_dans_tas t n;;

57

58 let extrait_minimum (Tas(tas,sa_taille,incr_taille,_,_) as t) =

59 let n = sa_taille ()

60 in

61 if n = 0 then raise Tas_Vide;

62 let mini = tas.(0)

63 in

64 begin

65 échange_dans_vect tas 0 (n-1) ;

66 incr_taille (-1) ;

67 descend_dans_tas t O;

68 mini

69 end ;;

70

71 let tas_en_liste (Tas(tas,sa_taille,_,_,_) as t) =

72 let n = sa_taille ()

73 in

74 let rec épuise nb 1 = if nb = O then 1 else épuise (nb-1) (tas.(nb-1) :: 1)
75 in épuise n [];;

76

77 let tas_en_vecteur t = vect_of_list (tas_en_liste t) ;;

78

79 (x on fournit la relation d’ordre <, une liste NON VIDE d’objets, *)
80 (* et un majorant de la sa_taille du tas *)
8l (* on rend une structure de tas *)
82

83 let liste_en_tas inf (a::q as 1) nMAX =

84 let n = list_length 1

85 in

86 let sa_taille = ref n

87 in

88 let tas = make_vect nMAX a

89 in

90 let rec copie_liste i = function

91 n->0

92 | a::q -> tas.(i) <- a; copie_liste (i+l1) q

93 in

94 copie_liste 0 1;

95 let t = Tas ( tas,

96 (function () ->!sa_taille),

97 (function delta -> sa_taille :=!sa_taille + delta),
98 inf,

99 nMAX )
100 in

101 for i = (n/2 - 1) downto 0 do descend_dans_tas t i done;

102 t;




un tas est un arbre
parfait, c'est-a-dire
un arbre bien rempli

toujours une division
entiere a la Caml

conservé ou
préservé?
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4.4 Preuve et évaluation de I’algorithme

Donnons maintenant une preuve de I"algorithme de création du tas (la ligne 101), et expligquons
en particulier les bornes de variation de I'indice.

O Rappelons tout d’abord précisément la ligne en question:

for i = (n/2 - 1) downto O do descend_dans_tas t i done ;

Bien entendu, nous supposerons que descend_dans_tas fait ce qu’on attend de lui.
Encore faut-il pour cela s’entendre sur sa définition précise.

descend_dans_tas t i demande que i soit le numéro d’un nceud tel que ses deux
sous-arbres (éventuellement vides) gauche et droit soient déja des tas; alors il fait des-
cendre le nceud a sa place, et le remplace par le minimum de telle sorte qu’aprés son
exécution tout I’arbre de racine le nceud i soit lui-méme un tas.

Ceci étant entendu, nous allons définir un invariant de boucle qui permettra de finir
notre preuve. Cet invariant est le suivant: tout sous-arbre dont la racine est un nceud
d’indice strictement supérieur a i est un tas.

Vérifions I'invariant a I’entrée de la boucle.

Il s’agit de prouver que n/2 est I'indice de la premiére (de gauche a droite) feuille de
I'arbre. En effet les arbres réduits a un nceud sont nécessairement déja des tas. Or on a
déja dit qu’un arbre de taille n a une profondeur égale a k = [log, n]. Or, puisque nos
divisions sont des divisions entieres,

n/z _ ZUogz nj—-1 _ 2k71,

et ainsi le plus gros arbre complet (son dernier niveau de profondeur est complétement
rempli) strictement inclus dans notre arbre est de taille exactement égalean/2. Doncn/2
est effectivement I'indice de la premiére feuille de notre tas, puisque notre numération
commence a 0.

Le plus dur est fait.

En effet, d’apres ce que nous avons dit de descend_dans_tas, I'invariant de boucle est
bel et bien conservé durant la boucle.

Et ceci finit la preuve, car en sortie de boucle on aura justement assuré que 0 est I’indice

de la racine d’un tas, or c’est par construction la racine de notre arbre entier.
O

Intéressons nous maintenant aux codts des différentes fonctions écrites.

Soit n la taille du tas. Sa profondeur est alors k = [log, n], comme nous I'avons déja
dit a maintes reprises. Ainsi le colt d’une insertion est O(k) = O(logn) car il y aura au
plus k + 1 montées dans I'arbre a effectuer. De méme le colt de I'extraction du minimum
est O(k) = Of(logn), ce n'est d’ailleurs pas I'extraction proprement dit qui colte, mais la
percolation nécessaire pour réorganiser le tas, et qui se traduit par au plus k descentes dans
I'arbre.

Reste le probléme de la création du tas a partir d’une liste de n objets, c’est-a-dire toujours
et encore le cas de la ligne 101.

descend_dans_tas t i, quand 0 < i < n, colte au plus

n
ki = |log, — |,
{ %17 1J
car c’est la profondeur du sous-arbre du tas de racine i. Démontrons le:
0 Fixonsn > 1 et notons k = |log, n] la profondeur du tas. Posons, pour i > 0,
(i) = |log, —
AR e |
Le dernier niveau du tas contient les feuilles & profondeur k, qui sont numérotées 2% —1,

2k, ..,n—1.0rsi2k—1<i<n-—T,alors2* <i<mnet—log,n < —log,i< —k,
d’ou, d’apres la définition de k, ¢ (i) = 0.
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La propriété est donc vérifiée pour le dernier niveau, c’est-a-dire quand i > 2% — 1.

Supposons la propriété vérifiée pour tous les nceuds de profondeur au moins égale a un

certain j, ou 1 < j < k. Soit i le numéro d’un nceud a profondeur j — 1, vérifions le

résultat pour i, ce qui enclenchera la récurrence.

L'éventuel fils gauche de 1 porte le numéro 2i + 1, comme on I'a déja dit.

De deux choses I'une : ou bien 2i + 1 > n, et c’est dire que 1 est une feuille ; ou bien la

profondeur de I’arbre de racine i vaut 1 + @(2i + 1), car la propriété a &té démontrée

pour le fils gauche, qui est plus profond, et aussi car on est sQr que le sous-arbre gauche

est au moins aussi profond que le sous-arbre droit, puisque I’arbre est supposé parfait.

Dans le premier cas, on trouve
log, H_L] < log, ﬁ =1+log,n—log,(n+1) <1,

donc (i) = 0 et c’est gagné.

Dans le second cas, on a:

. n Tl Tl .

et ca marche encore.
g

Le co(t de la création du tas est donc

n/2—1 n/2 4o
=Y k=Y Llogz %J -y Llogz %J ,
1i=0 i=1 i=1

puisque les termes qui correspondent a i > n/2 sont tous nuls. Une étude superficielle
donnerait a penser que c(n) = O(nlogn). Il n'en est rien, de fait: c(n) = O(n), ce que
nous montrons maintenant.

O On va regrouper les termes de la somme en paquets liés aux puissances de 2:

+oo 2d+'| Foo 2L1+1

n
=y ) {IogZTJ > Z [log, n — d — log, xi] ,
d=0 {i=24d t d=0 i=24d

ou x; est un réel tel que 1 < x; < 2, donc 0 < log, x; < 1. Notons qu’en réalité,
la plage de variation de I'indice d est la suivante: 0 < d < k — 1, ou on a toujours

k = [log, nJ.
On dispose alors de I’encadrement :

k—1

szk d—1)<cn <szk d).

d=0

Ces sommes s’évaluent aisément, et on obtient I’encadrement final
2~k —1<e¢(n) <28 —k—2,

ce qui achéve notre démonstration car 2* = O(n) et k ~ log, n



on peut trés bien
parler de I'histoire de
la structure

une fonction
retourne, une
procédure procéde?

Chapitre 5

Partitions d’un ensemble

5.1 Définition abstraite de la structure

Le probléme qui nous intéresse ici a été baptisé par les Anglo-Saxons union-find, car union =
fusionner et find = trouver. Il interviendra par exemple dans certains algorithmes sur les
graphes.

On considére un ensemble fini A de n objets ao, a1, ..., an_1. On remarguera qu’on ne
demande aucune relation d’ordre particuliere sur ces objets.

On souhaite qu’a I'initialisation de la structure, on dispose d’une partition de A constituée
des singletons {a;}. C’est-a-dire qu’au début du processus on considére la partition

p—%%MmLm&%lﬁ-

Dans la suite du processus, on demande a disposer d’au moins deux opérations fondamen-
tales:

e une fonction trouve_paquet qui retourne, pour un objet a; de A, un entier caracté-
ristique de celle des parties de la partition qui le contient.

e une procédure fusionne_paquets qui prenne deux entiers identifiant des éléments de
la partition comme arguments et qui procéde a I’agglutination des deux parties spécifiées.

Ainsi, aprés quelques étapes, on pourra se trouver, dans le cas ol n = 8, avec la partition
suivante:

P:{mmmMmMmM%ﬂ&wM%ﬁ.

On n’impose pas la valeur que doit rendre la fonction trouve_paquet quand on lui fournit
en argument I’objet a3, en revanche on veut que seuls as, ag et a; rendent le méme résultat.

Enfin, pour poursuivre cet exemple, aprés I'appel de fusionne_paquets avec comme
arguments les résultats de trouve_paquet sur ao et as, la partition courante devient :

PZ%%ﬂb%MmMMM%&aW%-

On pourra, pour lacommodité de I'utilisateur, définir une fonction regroupe_en_paquet
qui opere la méme fusion mais qui attend en argument deux objets a mettre ensemble plutdt
que les numéros des paquets correspondants.

35
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5.2 Un autre point de vue

On peut aussi parler en termes de relation et de classes d’équivalence.

euxiéme est dite Rappelons que si R et R, sont deux relations d’équivalence sur un méme ensemble E, la
 grossiére que la  relation R est dite plus fine que la relation R, si on a

niere, ou

yre. . . moins fine Vix,y) € B2, xRiy = xRay.

Ainsi, par exemple, sur N, peut-on dire que la relation “a méme parité que” est moins fine que
la relation “a méme reste modulo 6 que”.

Si R, est plus fine que R, on observera que les partitions de E qui correspondent aux
ensembles quotients E/R; et E/R, Vvérifient

Vx € E,x C X,

ol je note x la classe d’un objet x modulo R et x la classe du méme objet modulo R ;.
On part de la relation d’équivalence la plus fine sur I’ensemble de nos objets, a savoir celle
pour laquelle les classes sont réduites aux seuls singletons. trouve_paquet p a fournit un
représentant entier na de la classe de a. Si na et nb sont des représentants entiers des classes
de a et b, fusionne_paquets p na nb transforme la relation d’équivalence de départ en
une relation un peu moins fine, la plus fine de toutes celles qui sont a la fois moins fines que perdu? ah mais non!

la premiére et qui vérifient a R b. faudrait voir & suivre
un minimum!

5.3 Interface proposée

On donne I'interface Partitions.mli, sans la définition du type partition qui découlera
de I'implémentation choisie.

Programme 5.1 L'interface Partitions.mli (sauf la définition des types)

1 value liste_en_partition : ’a list -> (’a -> int) -> ’a partition
2 and fusionne_paquets : ’a partition -> int -> int -> unit

3 and trouve_paquet : ’a partition -> ’a -> int

4 and nbre_de_paquets : ’a partition -> int

5 and méme_paquet : ’a partition -> ’a -> ’a -> bool

6 and regroupe_2_en_paquet : ’a partition -> ’a -> ’a -> unit

7 and regroupe_n_en_paquet : ’a partition -> ’a list -> unit;;

En ligne 1, est déclarée 1iste_en_partition qui prend en arguments une liste d’objets
et une fonction de numérotation des objets a laquelle on demande d’étre une bijection de A
sur {0,...,n — 1}, et qui renvoie la partition initiale, composée des n singletons.

entiers qui sont associés de fagon caractéristique a chacun des éléments de la partition

(les paquets, si I’'on préfere), c’est-a-dire les représentants entiers des classes. Il s’agit
simplement de disposer de fagon canonique (autrement dit indépendante du type des objets)
d’un moyen de sélectionner tel ou tel objet.

; La fonction de numérotation des objets qui vient d’&tre évoquée n'arien a voir avec les

(fusionne_paquets p i j) fusionne les éléments numéros i et j de la partition p.

(trouve_paquet p a) renvoie le numéro du paquet (I’entier qui le caractérise) de la
partition p qui contient I’objet a.

(nbre_de_paquets p) et (méme_paquet p a b) précisent le nombre d’éléments de la
partition p ou si les objets a et b sont dans le méme paquet.

Enfin, (regroupe_2_en_paquet p a b),comme annoncé plus haut, procéde a la fusion
des éléments de la partition qui contiennent les deux objets a et b.

De méme (regroupe_n_en_paquet p [a ; ... ; z]) fusionneleséléments de la par-
tition qui contiennent chacun des éléments de la liste donnée en dernier argument.



pour simplifier la
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ambigus
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5.4, UNE STRUCTURE CONCRETE

5.4 Une structure concrete

On pourrait bien sOr représenter la partition sous forme d’un tableau t de n entiers, tel que t;
contienne le numéro de sa classe. trouve_paquet est alors immédiat !

En revanche fusionne_paquets nécessite un balayage complet du tableau, et tourne donc
en O(n).

Nous allons utiliser plutét une représentation arborescente : on associe a la partition une
forét d’arbres, chague classe étant représentée par un arbre. Au sein d’une classe, les nceuds
de I'arbre possédent un pointeur sur leur pere, sauf la racine, bien sdr. De fait, la structure
compléte peut étre implémentée par un tableau, ou t; vaut i si t; est la racine d’un arbre de
la partition et le numéro j de son pére dans le cas contraire.

(0 (&) ©, (4)
(3) O (8)
® @ ©

Figure 5.1: Une forét associée a une partition

Par exemple, a la forét représentée dans la figure ci-dessus, sont associés la partition
{{0,3,5,7},{1},{2,4, 6},{8, 9}} et le tableau suivant :

i 10(1]12(3|4|5]6|7|8|9
ti (01160434388

Dans la suite, pour éviter toute confusion, on désignera plutdt ce tableau par le nom pére.

On aura bien entendu remarqué qu’il N’y a pas du tout unicité de la représentation. Notons
d’autre part qu’il n’est pas nécessaire que les arbres de la forét soient binaires. Lafigure suivante
convient tout aussi bien que la précédente.

(0) (&) ©, (1)
® O O (&)
©

Figure 5.2: Une forét moins profonde associée a la méme partition

Il est bien clair que I'efficacité de la structure augmente quand la profondeur des arbres
diminue. En effet, si la fusion de classes se fait maintenant en O(1) quelles que soient les
profondeurs des arbres, il faut, pour trouve_paquet, remonter d’'un nceud d’un arbre jusqu’a
sa racine.

La premiére idée qui permet d’équilibrer un peu les arbres est de raffiner la fusion. On
va conserver dans un tableau poids des entiers représentant la profondeur de I'arbre qui se
trouve sous chaque nceud. Au départ, il n'y a dans ce tableau que des O ; par la suite, lors
d’une fusion de deux arbres, on s’arrangera pour limiter le poids global en créant un arbre
dont la racine est celle de I'arbre le plus lourd a laquelle on accroche, comme arbre-fils, I'arbre
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le plus léger. Bien sdr, on prendra garde a recalculer correctement le poids de la racine (ce qui
ne doit étre fait que si les deux arbres étaient de méme poids).
Voici I’extrait correspondant de notre fichier final Partitions.ml:

if poids.(i) = poids.(j) then begin poids.(i) <- poids.(i) + 1 ; pére.(j) <- i end
else if poids.(i) > poids.(j) then pére.(j) <- i else pére.(i) <- j ;;

Une autre fagon d’arranger les choses, qui n’est pas contradictoire avec la précédente, est
de remarquer que lors de la recherche de la classe d’un objet, quand on remonte vers la racine
d’un arbre, on peut en profiter pour rediriger directement tous les nceuds visités vers la racine
de I'arbre : ce sera autant de gagné pour la prochaine fois.

Voici sur un exemple ce que cela donne: on cherche la classe de 20; la figure suivante
montre Iarbre avant et aprés I’appel de trouve paquet p 20.

avant apres

1)
@) (9

Figure 5.3: La compression des chemins

On écrira en Caml la recherche de la racine avec compression des chemins sous la forme

let rec monte_au_pére i = if pére.(i) = i then i else monte_au_pére pére. (i)
in
let racine = monte_au_pére x
in
let rec dirige_au_pére i =

if i = racine then ()

else ( dirige_au_pére pére.(i) ; pére.(i) <- racine )

in dirige_au_pére x ;
racine ;;

dirige_au_pére est chargée de raccrocher tous les sommets au-dessus de x a la racine de
I’arbre, comme nous I’avons indiqué.

poids ne représentent plus la profondeur effective des différents sous-arbres de la

forét, des gu’on a utilisé la compression des chemins. C’est vrai. |l demeure que
le critére — trés simple — qui consiste a utiliser malgré tout ce tableau poids reste valable.
Il serait finalement plus colteux de maintenir les vraies profondeurs que de se contenter de
I'information partielle dont on dispose avec ce tableau simplifié.

; Le lecteur attentif aura remarqué que les informations contenues dans le tableau

Dans la suite, nous utiliserons ces deux améliorations de I’algorithme.

c'est le procédé dit
“path compression”
ou “compression des
chemins”

rappelons que I'on
peut, en Caml, écrire

C.o.o; ...)
au lieu de
begin ...; ...end,

mais on tachera de
ne pas en abuser
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au diable la raison!

listing = listage

5.5. EVALUATION

5.5 Evaluation

L’évaluation précise de la complexité de I’algorithme résultant de I’étude précédente peut &étre
faite en détail, mais elle est vraiment tres difficile. Nous nous contenterons ici de donner le
résultat de cette étude.

On définit une fonction A : N x N — N par les relations de récurrence suivantes:

vi>1, A(1,0)=1;
vi>0,  A(0,j) =2j
v(4,5), Al+1,j+1)=A{ AL+ 1,5)).
Cette fonction est une variante de la célebre fonction d’Ackermann. Elle a pour particularité

de croitre vraiment trés rapidement.
On peut encore écrire facilement A(i,j) pour 0 <i<2et0<j<6:

ifo 1 2 3 4 5 6
0/0 2 4 6 8 10 2
111 2 4 8 16 32 64
201 2 4 16 65536 265536 2°°7°¢

Mais ensuite on a par exemple

A(3,4)=2"7 ,

ou il y a 65535 exposants 2 a la suite!
Définissons maintenant un genre de fonction inverse de la fonction A. Soit « la fonction
définie par :

sim >mn, alors a(m,n) =min{p > 1/ A(p,4[m/n]) > log, n}.

Evidemment, comme A croissait trés vite, o est plutdt du style tortue qui lambine. 1l est
d’ailleurs facile d’établir que oc(m,n) < «(n,n) si m > n, puis que «(n,n) < 1 tant que
n < 2'° etque x(n,n) < 2 tant que n < 263336,

On retiendra que pour des valeurs raisonnables, cc(m,n) < 2. Bon, je vois des sceptiques :
cherchez voir les entiers n tels que o(n,n) > 3!

Tarjan démontre alors le

Théoréme 1 (Tarjan) Le colt de n — 1 opérations de fusion (appels de fusionne_paquets) et
de m opérations de recherche (appels de trouve_paquet) est O(mo(m,n)).

En général nous procéderons a (n — 1) opérations du genre chercher les classes de deux objets
puis les fusionner, et nous pouvons donc dire qu’en général la complexité de notre algorithme
est O(n). (En réalité c’est O(na(n,n)), mais «(n, n) a peu de chances de dépasser quelques
unités. . .)

5.6 Implémentation en Caml

Venons-en enfin a notre implémentation en Caml, gu’on trouvera dans les deux listings suivants
(Iinterface d’abord, I'implémentation elle-méme ensuite).

La description de I’algorithme et de ses détails majeurs d’implémentation a déja été faite.
Intéressons-nous simplement aux lignes 5-11 qui créent la partition. On fournit une liste
d’objets et une fonction de numeérotation de ces objets. liste_en_partition renvoie un
objet de type partition, c’est-a-dire un quadruplet composé de la fonction de numérotation,
du tableau des poids, de la taille et enfin du tableau pere, toutes choses que nous avons décrites
précédemment.
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Programme 5.2 L'interface Partitions.mli

1 type ’a partition;;

2

3 value liste_en_partition ¢ ’a list -> (Pa -> int) -> ’a partition
4 and fusionne_paquets : ’a partition -> int -> int -> unit

5 and trouve_paquet : ’a partition -> ’a -> int

6 and nbre_de_paquets : ’a partition -> int

7 and méme_paquet : ’a partition -> ’a -> ’a -> bool

8 and regroupe_2_en_paquet : ’a partition -> ’a -> ’a -> unit

9 and regroupe_n_en_paquet : ’a partition -> ’a list -> unit;;

Programme 5.3 Partitions.ml

type ’a partition = Partition of (’a -> int) * (int vect) * int * (int vect) ;;

1

2

3 (* on fournit la liste d’objets, et une fonction qui permet de les numéroter *)
4 (* de 0 a n-1; on retourne la partition constituée des singletons *)

5 let liste_en_partition 1 numérote =

6 let taille = list_length 1

7
8
9

in
let poids = make_vect taille O and pére = make_vect taille O
in

10 for i = 0 to taille-1 do pére.(i) <- i done;

11 Partition(numérote,poids,taille,pére) ;;

12

13 (* fusionne les deux parties numérotées i et j en une seule *)
14 let fusionne_paquets (Partition(_,poids,_,pére) as p) i j =

15 if i <> j then

16 if poids.(i) = poids.(j) then begin poids.(i) <- poids.(i) + 1; pére.(j) <- i
end

17 else if poids.(i) > poids.(j) then pére.(j) <- i else pére.(i) <- j;;

18

19 (* renvoie le numéro de la partie qui contient 1l’objet a *)
20 let trouve_paquet (Partition(numérote,poids,_,pére) as p) a =

21 let x = numérote a

22 in

23 let rec monte_au_pére i = if pére.(i) = i then i else monte_au_pére pére. (i)
24 in

25 let racine = monte_au_pére x

26 in

27 let rec dirige_au_pére i =

28 if i = racine then ()

29 else ( dirige_au_pére pére. (i) ; pére.(i) <- racine )
30 in dirige_au_pére x; racine;;

31

32 (* renvoie le nombre de parties qui constituent la partition *)

33 let nbre_de_paquets = function Partition(_,_,n,pére)

34 -> let nb = ref 0

35 in

36 for i = 0 to n-1 do if i = pére.(i) then nb := 1 +!nb done; !nb;;

37

38 (* dit si deux objets sont dans la méme partie *)
39 let méme_paquet p a b = (trouve_paquet p a) = (trouve_paquet p b) ;;

41 (* regroupe les paquets qui contiennent deux éléments donnés en un seul paquet *)
42 let regroupe_2_en_paquet p a b =
43 fusionne_paquets p (trouve_paquet p a) (trouve_paquet p b) ;;

45 (* regroupe les paquets qui contiennent n éléments donnés en un seul paquet *)

46 let rec regroupe_n_en_paquet p = function

47 a0->0

48 la::[1->0

49 | a:: b :: q->regroupe_2_en_paquet p a b; regroupe_n_en_paquet p (a :: q) ;;
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e Onauranoté lapratique adoptée ici : au lieu de rendre un n-uplet de fonctions d’acceés
(n)- et de modification a la structure, nous avons choisi de rendre un objet contenant les
3 différentes variables caractéristiques de la structure, et de passer en argument a
chacune des fonctions d’accés/modification la structure ainsi construite.
11 s’agit de deux points de vue assez différents. Le choix est affaire de go(t (on aurait pu utiliser
I’autre stratégie dans ce cas sans difficulté particuliére, si I’'on avait voulu). Remarquons que
quel que soit le point de vue adopté, nous avons fait en sorte de limiter I’utilisation des variables
globales: c’est la véritablement le critére essentiel.
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Quelques algorithmes sur les
graphes
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le plus souvent
X =R

Chapitre 6

Geéneéralités sur les graphes

6.1 Vocabulaire

Un graphe G = (S, A, X, @) est la donnée d’un ensemble fini non vide S dont les éléments
sont appelés sommets du graphe, d’une partie A de S x S, dont les éléments sont appelés arétes
du graphe et enfin d’une fonction ¢ : A — X, ou X est un ensemble quelconque, fini ou non,
appelée fonction de valuation du graphe. Si « = (a,b) € A est une aréte du graphe, a et b
sont deux sommets du graphe, et si x = @(«), a s’appelle le sommet de départ de I'aréte «, b
le sommet d’arrivée, et x est I’étiquette, ou tout simplement la valeur de I'aréte «.

Dans la suite, nous noterons a = b pour exprimer a la fois que (a,b) € A et que
e(a,b) =x.

Notons que la plupart du temps on ne décrit pas un graphe de la fagon précédente, mais
avec un dessin, ou les sommets sont représentés par leurs noms dans un cercle, les arétes par
des fleches, étiquetées par leurs valeurs.

Par exemple la figure suivante :

Figure 6.1: Un exemple de graphe

représente un graphe

G=(S,A X, )
avec
S = {a,b,cd,e,f}
= {(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(d,c),(d,£),(f£)},
X = R,
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et ou ( est représentée par le tableau suivant :

u—v|a b c¢c d e f
a |8 5 4

b |3

c

d 7 4
e

f 2

Ainsi défini, un graphe est souvent dit orienté et valué.

Si G = (S, A, X, @) est un graphe orienté valug, on dira que G’ = (S, A), obtenu a partir
de G en oubliant les étiquettes des arétes, est le graphe non valué sous-jacent. Inversement,
guand on nous fournira un graphe non valué G’ = (S, A), nous utiliserons sa représentation
par le graphe valué G = (S, A,{ vrai, faux}, ¢), ou @ (o) est définie constante égale a vrai
pour toute aréte o € A.

Le graphe G = (S, A, X, @) est dit symétrique si I'on a:

V(a,b) € A,(b,a) € A et o(b,a) = ¢(a,b).

Notons que la structure de graphe orienté symétrique est isomorphe a celle de graphe non
orienté et c’est pourquoi nous représenterons justement les graphes non orientés par des
graphes symétriques.

Enfin, il est souvent d’usage de prolonger la définition de @ a S x S tout entier. Pour cela
nous poserons pour tout couple (a,b) qui n’est pas une aréte @(a,b) = nil_ du type, oU
nil_du_type vaudraen général +ocosi X =R et faux si X = { vrai, faux}.

En effet dans le cas ou X = R, I'étiquette représente souvent le codt, le poids, la longueur
de I'aréte, et donc I'absence d’aréte correspond bien a un poids infini. Mais tel n'est pas
toujours le cas: dans les problémes dits problemes de flots, I’étiquette représente au contraire
la capacité du tuyau que représente I'aréte, et il conviendra alors de définir nil du type = 0.

6.2 Une représentation avec des listes

La représentation informatique des graphes orientés valués que nous privilégierons est fondée
sur I'utilisation de listes.

On représentera le graphe par une liste de couples de la forme ( nceud, liste d’adjacence)
ou nceud décrit I’ensemble des sommets du graphe (méme s’ils sont isolés, comme dans le
cas du sommet e de notre exemple ci-dessus), et ou la liste d’adjacence associée est une liste
(éventuellement vide, donc) de couples de la forme ( voisin, poids) telle que ( nceud, voisin)
décrive A et, bien sr, poids = ¢( nceud, voisin).

Dans notre exemple ci-dessus, on obtient la représentation suivante du graphe :

graphe = [
(a, [ (,8 ; (b,5) ; (c,4) 1) ;
(b, [(@31)
Cc, [1D)
(d, [, ;5 &4 1)
(e, [1D)
Cf, [¢&,21)
]

Notons en particulier qu’on impose d’écrire des couplesdugenre ( e , [ 1 ) sansquoi
on ne pourrait reconstituer I’ensemble des sommets du graphe.

Remarquons au passage que le nombre n. de sommets du graphe est toujours la taille de la

liste qui représente le graphe.

cette convention sera
utilisée dans toute la
suite

imagine la définition
rigoureuse d’'un
graphe non orienté

en toute rigueur, il
faudrait prolonger R
aRU {400}

une liste de couples
d'un sommet et d'une
liste de couples

de ...

en une
pseudo-syntaxe a la
Caml



6.3. UNE REPRESENTATION MATRICIELLE 47

On peut reprocher a cette représentation de ne pas montrer clairement quels sont les graphes
symeétriques. En revanche, elle se révele fort pratique a I'usage, et surtout économique, au
contraire de la représentation matricielle que nous évoquerons plus loin.

Donnons maintenant la réelle définition Caml de cette représentation.

Programme 6.1 Définition Caml de la structure de graphe

1 type sommet = Sommet of string
2 and ’a fléche == sommet * ’a
3 and ’a graphe == (sommet * (’a fléche) list) list;;

On aura remarqué que les sommets seront représentés par des expressions du genre
Sommet ("a"), c’est volontaire, méme si certains trouveront cela trop lourd : il s’agit de ne pas
pouvoir mélanger les sommets avec les étiquettes ou autres. . .

6.3 Une représentation matricielle

Une autre solution pour représenter un graphe consiste a utiliser une liste des sommets
(numérotés comme toujours en Caml de 0 a n — 1) et une matrice carrée M d’ordre n (les
indices (i,j) varientdans {0,...,n— 1} x {0,...,n — 1}). On trouvera en ligne 1 et colonne
j I'élement m; ; = ©(¢( sommet;, sommet;)), o @ est une transformation (qui sera sou-
vent I'identité) de X en un ensemble éventuellement plus pratique. On notera que I'usage de
nil_du_type qu’on aévoqué plus haut est ici incontournable : tous les éléments de la matrice
doivent bien valoir quelque chose !
Par exemple, et avec tout simplement ® = Id, on obtient la matrice suivante:

8 5 4 +00 400  4oo

3 400 400 400 400 4o
+o00o 400 400 +0o +oo 400
400 400 7 400 4o 4
+o00 oo 400 +oo +oo +oo
+o00o 400 +oo +oo 4oo 2

On aura remarqué sur cet exemple le gaspillage auquel peut mener cette représentation.

6.4 Conversion d’une représentation a I’autre

On va donner maintenant les procédures Caml qui permettent de passer d’une représentation
a l'autre.

Commencgons par lafonctionmatrice d_incidence_et_sommets qui prend en arguments
le graphe défini par listes, la valeur de nil_du_type et la fonction ®@. Elle renvoie un couple
constitué de la matrice cherchée et de la liste des noms des sommets.

Lafonctioninverse, représentation_en liste, prend enarguments la matrice, lavaleur
denil_du_type, et la liste des noms des sommets. Elle renvoie la liste qui représente le méme
graphe.
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Programme 6.2 Conversion de la représentation en listes vers la représentation matricielle

1 (x====== matrice_d_incidence_et_sommets )
2

3 (* renvoie un couple (m,s) *)

4 (* ol m est la matrice de terme générique m(i,j) égal *)

5 (* & 1l’image par la fonction transf *)

6 (* de la valeur de 1l’arc (i->j) s’il existe, *)

7 (* ou & nil_du_type sinon *)

8 (x et s est la liste des noms des sommets du graphe *)

9

=
o
)
®
ct

matrice_d_incidence_et_sommets g nil_du_type transf =

n let n = list_length g

12 in

13 let m = make_matrix n n nil_du_type

14 and s = let rec crée_liste_sommets = function
15 0 ->10

16 | (Sommet(s),_) :: q -> s :: crée_liste_sommets q
17 in crée_liste_sommets g

18 in

19 let rec ajoute_fléche i = function

20 1->0

21 | (Sommet(but),val) :: qf

22 -> m.(i).(index but s) <- transf val;
23 ajoute_fléche i gf

24 and crée_matrice = function

25 0->0

26 | (Sommet(a),f) :: q

27 -> ajoute_fléche (index a s) f;
28 crée_matrice q

29 in

30 crée_matrice g;

31 (m,s) ;;

Programme 6.3 Conversion de la représentation matricielle vers la représentation en listes

1 (x====== opération inverse : donner la liste & partir de la matrice ==============%)
2

3 let représentation_en_liste m nil_du_type sommets =

4 let n = list_length sommets

5 and sv = vect_of_list sommets

6 in

7 let rec crée_liste_de i j petit_accu =

8 if j = n then petit_accu

9 else crée_liste_de i (j+1)

10 (  if m.(1).(j) = nil_du_type

1 then petit_accu

12 else ((Sommet(sv.(j)),m.(i).(j)) :: petit_accu) )
13 and crée_liste i accu =

14 if i = n then accu

15 else crée_liste (i+1) ((Sommet(sv.(i)),(crée_liste_de i 0 [])) :: accu)

16 in

17 crée_liste 0 [];;




trouver la distance et
les gares
intermédiaires

nos chemins sont
donc orientés, y faire
bien attention pour
un graphe non
symétrique

Chapitre 7

Les algorithmes de Floyd et de
Warshall

7.1 Le probleme des plus courts chemins

Considérons le réseau ferré de la SNCF. On peut le représenter par un graphe dont les som-
mets sont les gares de France, les arétes les lignes ferroviaires, et les étiquettes les distances
kilométriques. Notons que, par définition méme, le graphe est symétrique.

Si il est clair que pour aller de Paris a Rouen on utilisera la ligne directe, il est en revanche
moins évident de trouver I'itinéraire le plus court entre Metzeral (en Alsace) et Luzy (dans le
Morvan). On cherche plus généralement un moyen de calculer I'itinéraire le plus court d’une
gare quelconque a une autre. Je sais: les méchants diront que j'oublie le probléme essentiel,
a savoir les correspondances. Mais a chaque jour suffit sa peine.

Explicitons de fagon plus mathématique le probléme, en utilisant (bien sir!) les notations
introduites dans le chapitre précédent.

Considérons donc un graphe G = (S, A, X, ), ou X est muni d’une relation d’ordre total
= et d’une loi de composition interne + qui en font un groupe ordonné. Dans la suite, nous
utiliserons le langage correspondant au cas courant X = R, et nous appellerons par exemple
I’elément neutre 0, nous dirons que x est positif si 0 < x, etc.

On appelle chemin d’un sommet a € Saunsommetb € S toute suite finie (ap, as,...,ap)
desommetsde Stelleque ap = a, a, = bet, pourtoutitelquel <1i < p,lecouple(ai_1,a;)
soit élement de A, c’est-a-dire soit une aréte du graphe.

Ondira que le graphe G est connexe si pour tout couple (a, b) de sommets distincts il existe
un cheminde aab.

Si (ap = a,a1,...,a, = b) est un chemin de a & b, sa longueur (ou son poids, tout
dépend de I'interprétation qu’on choisit), est définie par

p

Uao,...,ap) = Y @lair,ap).

i=1
Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréeme 2 Si G est un graphe connexe, et si pour toute aréte «cona 0 < (), alors, pour
tout couple fixé (a, b) de sommets distincts de G, I’ensemble des longueurs des différents chemins
de a a b admet un plus petit élément pour I’ordre défini par <.

Un chemin qui réalise cette longueur minimale s’appellera un plus court chemin de a a b.

O Fixons a et b. Notons C I’ensemble des chemins de a a b, et £ I’ensemble de leurs
longueurs.
Comme G est un graphe connexe, C et donc aussi £ sont non vides.
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Soit £y = £(co) la longueur d’un chemin particulier co de aa b.
Nous allons montrer que I’ensemble £, des longueurs des chemins de a & b qui sont

plus petites que £y (Lo ={€ € L / £ < {o}) est fini. Le résultera en découlera aussitot. mais pas forcément
Soit A* I’ensemble des arétes de longueur nulle du graphe. I'ensemble des
Posons m = inf{l(x), x € A \ A*}, m est la plus petite longueur non nulle des arétes  chemins

du graphe. correspondants
Sidoncon considére un cheminc = (ap = a, ay, ..., a, = b)de adbdontlalongueur

est dans Lo, on peut lui associer la suite € de ses arétes qui ne sont pas dans A*. Alors
Lc) =) ,co @la) = m x [¢], ol [¢] désigne le nombre d’arétes dans €.

Posons ko = [£o/m].

Convenons d’appeler poids total d’'un ensemble d’arétes la somme de leurs longueurs.
Lo est alors inclus dans I’'ensemble des poids totaux des suites d’au plus ko éléments de

A\ A*. Comme ce dernier ensemble est fini, £, aussi, et ma preuve itou.
O

Notons que le résultat n’est pas assuré si on admet des arétes de longueur négatives. Par
exemple dans le cas du graphe de la figure suivante, il n'y a pas de plus court chemin de a a
b. Il suffit pour s’en convaincre d’examiner les poids des chemins ab, acab, acacab, ...

Figure 7.1: Un graphe sans plus court chemin

Notre probléme est maintenant clairement défini. On considére un graphe G connexe et
d’arétes de longueurs toutes positives ou nulles. On veut pour tout couple de sommets distincts
trouver la longueur d’un plus court chemin qui les relie et exhiber un tel plus court chemin.

Dans la suite les hypothéses requises (graphe connexe, longueur d’arétes non négatives)
sont supposées veérifiées.

7.2 L’algorithme de Floyd

L'algorithme de Floyd répond trés exactement au probléme que nous nous sommes fixeé. Floyd publie son
Nous supposerons en outre que X C R. algorithme en 1962
Pour alléger les notations nous conviendrons de numéroter les n sommets du graphe, qui

seront confondus, dans cette section, avec leurs numéros. Ainsi a-t-on S ={0,1,...,n—1}.

Soit M la matrice des longueurs des arétes: m; ; est égal a ¢(1i,j) si (i,j) € A, etd +oo
sinon (on étend comme d’habitude les définitions de + et < aR = R U {+00)).

L'algorithme repose sur la remarque suivante, qui est de démonstration immédiate: si
(ao,...,qi,...,ap) estun plus court chemin de a, a a,,, alors nécessairement (ay, ..., a;)
est un plus court chemin de ao @ a; et (a, ..., ap,) est un plus court chemin de a; a a,.

En outre comme un chemin qui contient un cycle a une longueur au moins égale au chemin
obtenu en supprimant ce cycle :

Llag,...,Qiy.vyQiyennyap) = Lap, ..., aq4,...,0),

on peut se limiter aux plus courts chemins passant par des sommets deux a deux distincts.
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7.3. IMPLEMENTATION EN CAML DE N U {400}

Floyd propose de calculer la suite de matrices M(—1), M(©) M1 M) définie par
M1 =M, et, pour k > 0,

(k) _ i (k—1) (k—1) (k—1)
1\/[1‘)._m|n{7\/l.lyj ,Mi)k —H\/lk‘j I3

Une récurrence montre sans difficulté aucune que, quand k > 0, M i ) est égal alalongueur
du plus court chemin de i a j, quand on ne s’autorise — en fait de sommets intermédiaires —
gue les sommets 0, 1, ..., k.

Il est alors clair d’aprés les remarques précédentes qu’aprés n calculs de matrices, M (™
est finalement la matrice des longueurs des plus courts chemins.

Bien entendu, le calcul de chaque matrice se faisanten O(n?), I’algorithme de Floyd tourne
en O(n3).

Il reste une question a laquelle il semble que nous n’avons pas répondu: quels sont les
plus courts chemins7 En fait, il suffit de remarquer que quand, dans le calcul de M%) nous

remplagons M par la somme M )+ M , C’est que nous savons que le plus court
chemin (en tout cas jusqu’a nouvel ordre) passe par k On retlendra donc dans une matrice
supplémentaire, et au fur et @ mesure du calcul des matrices M%), le sommet par lequel
il faut passer pour aller de i a j. Sachant qu’il faut passer par k, il suffira de considérer —
récursivement — les éléments d’indices i et k d’une part et k et j d’autre part, pour reconstituer
I’intégralité du plus court chemin de i & 3.

7.3 Implémentation en Caml de N U {+o0}

Nous devons tout d’abord définir en Caml les opérations qui font intervenir +oco. Nous avons
choisi de considérer des arétes entiéres, et nous écrirons simplement :

Programme 7.1 L’ensemble N U {+oo}

1 (*x on introduit un type correspondant & N U { +infini } *)
2 type entier = Infini | N of int;;

3

4 let inférieur x y = match x,y with
5 Infini,Infini -> true

6 | Infini,N(_) -> false

7 | N(_),Infini -> true

8 | N(p),N(q@) -> p <=q3;

9

10 let strict_inférieur x y = match x,y with
1 Infini,Infini -> false

12 | Infini,N(_) -> false

13 | N(U),Infini -> true

14 | N(p),N(q) ->p<q;;

15

16 let plus x y = match x,y with

17 Infini,Infini -> Infini

18 | Infini,N(_) -> Infini

19 | N(_),Infini -> Infini

20 | N(p),N(q@) -> N(p + q) ;;
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7.4 Implémentation en Caml de I’algorithme de Floyd

Nous écrivons en Caml le programme ci-dessous.

Programme 7.2 Lalgorithme de Floyd

1 (* pour améliorer la lisibilité *)
2 type intermédiaire = Direct | Neud of string;;

3

4 (x floyd g renvoie une paire de deux fonctions distance,chemin *)
5 (x distance Sommet(a) Sommet(b) renvoie la plus courte distance de a a b *)
6 (* chemin Sommet(a) Sommet (b) décrit le chemin & utiliser *)
7

8 let floyd g =

9 let n = list_length g

10 and m,sl = matrice_d_incidence_et_sommets g Infini (function x -> N(x))
1 in

12 let sv = vect_of_list sl

13 (***x* a priori les chemins sont tous directs *)
14 and passage = make_matrix n n Direct

15 in

16 (#**x* le ceur de 1l’algorithme de Floyd : du 0(n"3) & coup sir *)
17 for k = 0 to n-1 do

18 for i = 0 to n-1 do

19 for j = 0 to n-1 do

20 let raccourci = plus m.(i).(k) m.(k).(j)

21 in

22 if strict_inférieur raccourci m.(i).(j) then

23 begin

24 m.(i).(j) <- raccourci;

25 passage. (i).(j) <- Neud (sv.(k))

26 end

27 done

28 done

29 done ;

30 let rec distance (Sommet a) (Sommet b) = m.(index a sl).(index b sl)

31 (**x** une petite récursion pour trouver le chemin de a a b *)
32 and chemin (Sommet a) (Sommet b) =

33 match passage.(index a sl).(index b sl) with

34 Direct -> [(Sommet a) ; (Sommet b)]

35 | Neud ¢ -> (chemin (Sommet a)(Sommet c))

36 (¢}

37 (tl (chemin (Sommet c) (Sommet b)))

38 in

39 (distance,chemin) ;;

La ligne 2 permet de gérer la matrice passage qui servira a la reconstitution des plus il a fallu inventer un
courts chemins. Elle sera initialisée avec Direct, ce qui indique qu’on n'a pas encore trouvé nouveau
de sommet intermédiaire pour réaliser un raccourci. constructeur, Neud,
On aura noté aussi que plutdt qu’écrire n matrices différentes successives, on met sim- Car Sommet nest pas
plement & jour les éléments d’une matrice unique. La matrice initiale est remplie en ligne 10 disponible pour un
par des éléments de N U {+oco} grace a notre fonction matrice d_incidence_et_sommets nouveau type
(vue au chapitre précédent) a laquelle on passe le graphe, la valeur Infini, et la fonction qui
transforme un entier standard (int) en un entier.
En lignes 31-37 on trouvera la petite procédure récursive qui reconstitue les plus courts
chemins, a I'aide de la matrice passage qui a &té mise a jour en ligne 25.
Enfin, comme on en a vu des exemples analogues dans la premiére partie de ce poly,
la procédure £loyd renvoie deux fonctions, distance et chemin, qui, appliquées a deux
sommets renvoient respectivement la longueur du plus court chemin qui les relie et un de
ces plus courts chemins. Ainsi le calcul (en O(n?3)) réalisé dans I’algorithme de Floyd n’est-il
effectué qu’une seule fois, aprés quoi on peut s’en servir a volonté.
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7.5. UALGORITHME DE WARSHALL

Montrons sur un exemple comment utiliser notre programme.
On considére le graphe suivant : Quel est un plus court chemin de a a c?

O—— O
-

30 5
5 50 5 15

O——0

Figure 7.2: Un graphe exemple pour I'algorithme de Floyd

Caml nous répond:

Programme 7.3 La réponse de Caml sur notre exemple pour I’algorithme de Floyd

1 #let g = [ (Sommet "a") , [ (Sommet "b"),5 1;

2 (Sommet "b") , [ (Sommet "a"),50; (Sommet "c"),15; (Sommet "d"),5 ];

3 (Sommet "c") , [ (Sommet "a"),30; (Sommet "d"),15 ] ;

4 (Sommet "d") , [ (Sommet "a"),15; (Sommet "c"),5 ] 135,

5 g : (sommet * (sommet * int) list) list = [Sommet "a", [Sommet "b", 5]; Sommet "b",

[Sommet "a", 50; Sommet "c", 15; Sommet "d", 5]; Sommet "c", [Sommet "a", 30; Sommet
"q", 15]; Sommet "d", [Sommet "a", 15; Sommet "c", 5]]

6
7 #let (distance,chemin) = floyd g;;

8 chemin : sommet -> sommet -> sommet list = <fun>
9

0

distance : sommet -> sommet -> entier = <fun>

11 #distance (Sommet "a") (Sommet "c") ;;

12 - : entier = N 15

13

14 #chemin (Sommet "a") (Sommet "c") ;;

15 - : sommet list = [Sommet "a"; Sommet "b"; Sommet "d"; Sommet "c"]
16

17 #

7.5 Lalgorithme de Warshall

L'utilisation que nous avons faite des entiers étendus (N U {+oo}) revient a dire que, quitte a
considérer des longueurs infinies d’arétes, notre graphe est toujours connexe.

Imaginons ce que donnerait I’algorithme de Floyd sur un graphe dont toute aréte serait de
longueur infinie (elle ne figure pas dans le graphe) ou de longueur nulle. La longueur d’un
plus court chemin entre deux sommets sera alors ou nulle (les deux sommets sont reliés) ou
infinie (les deux sommets sont dans deux composantes connexes disjointes). Le plus court
chemin trouvé par I'algorithme serait alors simplement un exemple de chemin reliant les deux
sommets, quand il existe.

Finalement nous résolvons ainsi la question qu’on appelle communément probléme de la
fermeture transitive du graphe. Bien sdr, il ne sert a rien d’étiqueter par des entiers les arétes.
On utilisera un étiquetage par des booléens: true pour indiquer que I’aréte existe, et false
jouera le role jusgualors dévolu a I'infini. En outre, ceci permet de simplifier la récurrence
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qui définit les matrices successives : on aura simplement ici, avec les notations précédentes,

(k) (k—1) (k—1) (k—1)
M =M ou (M etmi ).

i,j i,

L’algorithme ainsi obtenu s’appelle I'algorithme de Warshall. il date de 1962
On déduit son implémentation en Caml de celle qu’on a écrite pour I’algorithme de Floyd.

Programme 7.4 L'algorithme de Warshall

1< )
2 (% *)
3 (% recherche de la fermeture transitive du graphe *)
4 (x algorithme de Warshall *)
5 (* *)
6 ( )
7

8 (* warshall g renvoie une paire de deux fonctions reliés,chemin *)
9 (x reliés est une fonction booléenne qui dit s’il existe un chemin de a vers b *)
10 (* chemin Sommet(a) Sommet (b) décrit le chemin & utiliser *)
n

12 let warshall g =

13 let n = list_length g

14 and m,sl = matrice_d_incidence_et_sommets g false (function x -> true)

15 in

16 let sv = vect_of_list sl

17 and passage = make_matrix n n Direct

18 in

19 (k***x le ceur de l’algorithme de Warshall : du 0(n"3) & coup slr  *)

20 for k = 0 to n-1 do

21 for i = 0 to n-1 do

22 for j = 0 to n-1 do

23 if m.(1).(k) & m.(k).(j) then

24 begin

25 m.(i).(j) <- true;

26 passage. (i).(j) <- Neud (sv.(k))

27 end

28 done

29 done

30 done ;

31 let rec reliés (Sommet a) (Sommet b) = m.(index a sl).(index b sl)

32 (***x* une petite récursion pour trouver le chemin de a a b *)

33 and chemin (Sommet a) (Sommet b) =

34 match passage.(index a sl).(index b sl) with

35 Direct -> [(Sommet a); (Sommet b)]

36 | Neud ¢ -> (chemin (Sommet a)(Sommet c))

37 @

38 (tl (chemin (Sommet c)(Sommet b)))

39 in

40 (reliés,chemin) ;;

Onauranoté en ligne 14 lafonction (function x -> true) qui remplace toute étiquette
d’une aréte existante en I'étiquette true, et I'utilisation de false pour nil_du type.
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Chapitre 8

’algorithme de Dijkstra

8.1 Utilité d’un nouvel algorithme

L'algorithme de Floyd, comme nous I’avons vu dans le chapitre précédent, permet de trouver
une solution au probléme des plus courts chemins dans un graphe de n sommetsen O(n?). Le
moins qu’on puisse dire c’est que O(n3) c’est trop: on évite habituellement comme la peste
les algorithmes quadratiques (c’est-a-dire en O(n?)), alors O(n3) !!

Nous allons décrire ici un algorithme qui tourne en O(a logn), ot a est le nombre d’arétes
du graphe (supposé connexe). De fait, I’algorithme ne produit pas tout a fait le méme résultat :
on se fixe un sommet, appelé source, et on cherche les plus courtes distances de cette source a
chacun des autres sommets du graphe, ainsi qu’un plus court chemin pour chacun.

Cet algorithme est d{ a Dijkstra, il a été publié en 1959. Il fait partie de la grande famille
des algorithmes baptisés par les Anglo-Saxons greedy algorithms, ce qu’on pourrait traduire
par algorithmes gloutons.

8.2 Description de I’algorithme de Dijkstra

L'algorithme de Dijkstra s’appligue a un graphe dont toutes les arétes sont étiquetées par des
valeurs positives (ici encore nous prenons X = R = R U {+o0}), sans quoi le probléme posé,
nous I’avons vu, n'a pas de solution.

On se fixe donc un sommet source, et on va maintenir tout au long du déroulement de
notre algorithme deux ensembles de sommets, que nous appellerons C et A.

C est I’ensemble des sommets qui restent a visiter : au départ C = S \ {source}.

A est I’ensemble des sommets pour lesquels on connait déja leur plus petite distance a la
source : au départ A = {source}.

On aura toujours S = C U A, de telle sorte qu’on s’arrétera quand C = ().

Pour chaque sommet s dans A, on conservera dans un tableau distances sa plus courte
distance a la source, et dans un tableau passage le sommet p qui le précede dans le plus court
chemin choisi de la source a s : ce plus court chemin sera de la forme (source, ..., p,s) —ce
n'est pas la convention que nous avions adoptée pour Floyd. Il sera facile de récupérer un
plus court chemin avec un (unique, cette fois) appel récursif, en remontant de prédécesseur
en prédécesseur jusgu’a la source.

Comment allons-nous donc faire “grossir” A tout en respectant les conditions imposées?

On initialise le tableau distances par les étiquettes des arétes de la source a chacun des
sommets de C = S \ {source}, et de méme passage par source, pour tout le monde. On
peut interpréter cette initialisation de la fagon suivante: jusgu’a ce qu’on trouve peut-étre
mieux, les informations dont nous disposons pour le moment font que les plus courts chemins
observés sont simplement les arétes qui relient la source a chacun des sommets.

A chaque étape de Ialgorithme, A va s’enrichir d’un nouveau sommet. Si donc le graphe
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est connexe, ce que nous supposerons dans la suite, nous en aurons terminé en n — 1 étapes
(on verra tout a I’heure que la (n — 1)-éme et derniére étape peut étre ignorée, car on n'y fera
strictement rien).
Rappelons qu’a tout moment A contient les sommets pour lesquels distances et passage
contiennent toute I'information relative a un plus court chemin qui les relie a la source. Ceci
est vrai au début de I’algorithme, nous en aurons donc terminé si nous arrivons a expliciter
une étape qui conserve cette condition et qui augmente I’'ensemble A.
Nous choisissons un sommet s de C (ceux qui ne font pas encore partie de A) qui minimise attention! c'est ici le
distances[s], nous le supprimons de C et I'ajoutons & A. Puis pour chaque sommet t cceur de l'algorithme !
qui reste dans C, nous mettons a jour distances[t] et passage[t] de la fagon suivante:
si distances[s] + @(s,t) < distanceslt], alors nous remplagcons distances[t] par
distances[s] + @(s,t) et passage[t] par s.
Il nest pas évident qu’ainsi défini notre algorithme fonctionne. C’est pourtant le cas,
mais notre hypothése de récurrence est insuffisante. Voici la propriété qui nous permettra
de conclure, si nous arrivons a prouver qu’elle est conservée durant tout le déroulement de
I’algorithme :

Lestableaux distances et passage permettent d’obtenir pour tous les points
u € C un plus court chemin qui méne de la source a u en ne passant que par des
points de A.

Lestableaux distances et passage permettent d’obtenir pour tous les points
u € A un plus court chemin qui méne de la source a u.

Linitialisation des deux tableaux a été justement faite afin de vérifier cette hypothése au
début de I'algorithme, quand A = {source}.

A la fin de I'algorithme, A = S, et nous avons donc bien le résultat attendu.

Reste a prouver qu’a chaque étape nous conservons la propriété en question.

O

source

Figure 8.1: Une étape de I’algorithme de Dijkstra

Nous supposons donc que notre condition est vérifiée aun moment donné de I’algorithme.
Nous choisissons un sommet s de C qui minimise le tableau distances. Nous allons
vérifier notre propriété pour s d’une part (on travaille sur la deuxiéme proposition
de I'hypothese de récurrence), puis pour tout autre sommet t € C (pour la premiére
proposition de I’hypothése de récurrence).

Soitp = passagels]. D’aprés I’hypothese, il existe un chemin ¢y = ( source,...,p,s)
gui ne passe que par des sommets de A (sauf s) et qui réalise le minimum de distance.
Montrons qu’il s’agit 1a d’'un chemin minimal de la source a s.
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Sinon, on pourrait trouver un chemin plus court, qui passe par unsommett € C (t # s).
Un tel chemin débutant a la source et terminant a t entre dans C pour la premiére fois par
un certain sommet u (il retournera éventuellement dans A, peu importe). Alors, comme
toutes les arétes sont de poids positifs, notre chemin qui va de la source a s via u puis
t aura une longueur supérieure ou égale a la longueur du chemin de la source a u, ce
dernier chemin ne passant que par des sommets de A. Notre choix de s assure que la
longueur de cg est plus petite: passer par t (donc u) ne peut que rallonger le chemin.
C’est gagné!
Occupons nous maintenant d’un sommet t de C, distinct de s.
Ils’agitde mettrea jour distanceslt]et passagelt] de telle sorte que notre condition
reste vérifiee. De deux choses I'une: ou bien pour trouver un plus court chemin de la
source a t en ne passant que par des points du nouveau A, c’est-a-dire I’ancien auquel
on a ajouté s, on doit passer par s, ou bien il n’y a rien a modifier, et c’est fini.
Considérons donc un tel chemin qui passerait par s. Je dis qu’il ne devrait pas retourner
ensuite dans A, sans quoi il en ressortirait par un certain v. Mais v ayant été incorporé
dans A avant s, le chemin ¢ utilisé pour aller de la source a s est plus long gu’un certain
chemin ¢y qui va de la source a v. Ainsi il aurait &té plus court de ne pas passer par s
(voir la figure).
Nous sommes donc certain qu’un plus court chemin qui passe par s est de la forme
on ajoute le poids de (source, ...,s,t), et I'algorithme de Dijkstra opére alors exactement la mise a jour
l'aréte (s, t) nécessaire.

On voit pourquoi la derniére étape est inutile : il ne reste plus qu’'un sommet s dans C, un
plus court chemin de la source a s qui ne passe que par des sommets de A = S \ {s} est bien
sOr un plus court chemin.

8.3 Implémentation de I’algorithme de Dijkstra en Caml

Rappelons tout d’abord notre implémentation de N U {+oo}.

Programme 8.1 Les entiers étendus

1 (* on introduit un type correspondant & N U { +infini } *)
2 type entier = Infini | N of int;;
3

4 let inférieur x y = match x,y with

5 Infini,Infini -> true

6 | Infini,N(_) -> false

7 | N(O),Infini -> true

8 | N(p),N(q@) > p <= q3;

9

10 let strict_inférieur x y = match x,y with
1 Infini,Infini -> false
12 | Infini,N(_) -> false

13 | N(_),Infini -> true

14 | N(p),N(q) ->p<q;;

15

16 let plus x y = match x,y with
17 Infini,Infini -> Infini
18 | Infini,N(_) -> Infini
19 | N(_),Infini -> Infini
20 | N(p),N(q@) -> N(p + q);;

On trouvera page suivante le programme Caml qui implémente I’algorithme de Dijkstra.
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Programme 8.2 L'algorithme de Dijkstra

1( )
2 (% *)
3 (% recherche du chemin le plus court d’un sommet fixé aux autres *)
4 (x algorithme de Dijkstra *)
5 (x *)
6 ( )
7

8 load_object "Tas";;

9 #open "Tas" ;;

10

11 (x dijkstra g Sommet(s) renvoie une paire de deux fonctions distance,chemin *)
12 (* distance Sommet(but) donne la plus courte distance de Sommet(s) & Sommet(b) *)
13 (* chemin Sommet(but) décrit un chemin qui réalise cette plus courte distance  *)
14 (* bien siir, 1’algorithme de Dijkstra nous interdit les distances négatives *)
15

16 let dijkstra g (Sommet(nom_source) as source) =

17 let n = list_length g

18 in

19 let distances = make_vect n Infini

20 and passage = make_vect n source

21 and m,sl = matrice_d_incidence_et_sommets g Infini (function x -> N(x))

22 in

23 let indice_source = index nom_source sl

24 and sv = vect_of_list sl

25 (* on fixe le type du tas, et sa taille maximale *)

26 and tas = liste_en_tas ( fun (Sommet a) (Sommet b)

27 -> strict_inférieur distances.(index a sl)

28 distances. (index b sl) )

29 [source] n

30 in

31 extrait_minimum tas; (* on vide le tas *)

32 (* initialisation *)

33 for i = 0 to n-1 do distances. (i) <- m.(indice_source). (i) done ;

34 for i = 0 to n-1 do if i <> indice_source

35 then insére_dans_tas tas (Sommet(sv.(i))) done;

36 for bcl = 1 to n-2 do

37 let (Sommet s) = extrait_minimum tas

38 in

39 let is = index s sl

40 and ensemble_C = tas_en_vecteur tas

41 in

42 for i = 0 to (vect_length ensemble_C) - 1

43 do

44 let it = index (match ensemble_C. (i) with Sommet(t) -> t) sl

45 in

46 let somme = plus distances.(is) m.(is).(it)

47 in

48 if strict_inférieur somme distances.(it) then

49 begin

50 distances. (it) <- somme ;

51 passage. (it) <- Sommet(s) ;

52 percolation tas i

53 end

54 done

55 done ;

56 let distance = function Sommet(s) -> distances.(index s sl)

57 and chemin sommet =

58 let rec crée_chemin (Sommet s) 1 =

59 let is = index s sl

60 in

61 if is = indice_source then source :: 1

62 else crée_chemin (passage.(is)) ((Sommet s) :: 1)

63 in crée_chemin sommet []

64 in distance,chemin ;;
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En ligne 21 on calcule comme on en a I’habitude la matrice qui décrit ¢. Les lignes 25-29
permettent d’initialiser la structure de tas qui va implémenter I’'ensemble C.

Pourquoi un tas : parce que les opérations que nous avons a effectuer sur C sont justement
I’extraction du sommet qui réalise la plus petite distance, ce pour quoi est congue une file de
priorité.

Notons que nous sommes obligés de fournir une liste du type d’objets que doit contenir
le tas. C’est la raison pour laquelle, en ligne 29, on fournit la liste [source]. Comme cette
initialisation est fictive, nous revidons le tas en ligne 31. La relation d’ordre fournie est celle
sur les distances : lignes 26-28.

Linitialisation proprement dite de I’algorithme se fait dans les lignes 33-35.

Les lignes 36-55 forment le cceur de I’algorithme, le résultat de di jkstra étant comme on
en a maintenant I’habitude le couple (distance,chemin) qui est créé dans les lignes 56-63,
avec une petite récursion pour chemin, dont nous avons déja parlé.

Il n’y a rien de plus dans la boucle principale que ce que nous avons décrit ci-dessus.

Simplement, remarquons I’appel en ligne 52 a la procédure percolation, afin de mettre
a sa place dans le tas le sommet pour lequel on vient de modifier I'élément correspondant de

reporte toi au distances. Signalons que I’élément en guestion ne peut que remonter dans I'arbre, et que
chapitre sur les files  cette percolation n’a donc pas d’influence sur les objets que I’'on examinera ensuite dans la
de priorité boucle.

Une petite remarque pour finir : la gymnastique de la ligne 44 est nécessaire puisque nous
sommes convenus de ne pas mélanger les sommets et les noms des sommets du graphe.

8.4 Evaluation

Linitialisation, d’apres les résultats qu’on a vus pour la gestion des files de priorité, tourne en
O(n).

La boucle principale du programme est exécutée n — 2 fois. Elle demande I’extraction du
minimum qui est en O(log(n — bcl)), donc O(n). Onen est donca O(nlogn).

Restent les percolations. Elles coltent chacune un O du logarithme de la taille du tas au
moment ou elle se produit. Combien y en a-t-il? pas davantage que d’arétes dans le graphe,
car on les effectue quand (revoir le schéma ci-dessus) le poids de I'aréte (s, t) est suffisament
petit: a chaque percolation on peut associer I'aréte (s, t) qui lui correspond, et qui ne sera

on a déja ditque a  plus jamais la cause d’aucune autre percolation. 1l1'y a donc O(a) percolations, qui coltent

désigne le nombre chacune O(logn).

d'arétes du graphe Comme le graphe est connexe, n est lui-méme O(a), et finalement le codt de I’algorithme
est bien comme annoncé en O(alogn).
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Chapitre 9

Arbre couvrant minimal d’un
graphe non orienteé

9.1 Présentation du probléme

Imaginons-nous une petit région qui ne dispose que d’une centrale électrique. Il s’agit
d’acheminer le courant dans toutes les villes. Bien sQr, tout ce qu’il suffit de faire c’est
que chaque ville soit finalement reliée a la centrale, pas forcément directement. Enfin, on
souhaite pour des raisons évidentes d’économie que la longueur totale des lignes soit la plus
petite possible. Le probléme peut &tre résolu a I’aide de la théorie des graphes: c’est celui de
I'arbre couvrant minimal, minimal spanning tree, en anglais.

Dans ce chapitre, nous considérons un graphe non orienté et connexe.

On dit qu’un graphe G’ est un sous-graphe du graphe Gsi S’ C S, A’ C Aeto’' = ¢[,,:
tout sommet de G’ est un sommet de G et toute aréte de G’ est une aréte de G, de méme poids.

Le sous-graphe G’ est dit couvrant si il est encore connexe et si S = S: ses arétes relient
tous les sommets du graphe. Bien sOr G est lui-méme couvrant donc I’ensemble des sous-
graphes couvrants est non vide (et fini car S et A le sont).

Le poids total d’un graphe non orienté est la somme des étiquettes de toutes ses arétes. Le
probléme gu’on se pose est donc précisément de rechercher un sous-graphe couvrant de poids
total minimal.

Démontrons tout d’abord une propriété qui justifiera le titre de ce chapitre:

Théoréme 3 Si toutes les arétes du graphe sont de poids positif ou nul, il admet un sous-graphe
couvrant minimal qui est aussi un arbre, ¢’est-a-dire un graphe sans cycle.

0 Soit en effet G’ un sous-graphe couvrant minimal. On a dit que I’ensemble de ses
sous-graphes couvrant est non vide et fini, donc on est assuré de I’existence d’un tel
sous-graphe G’ couvrant minimal.

Si par malheur il contenait un cycle ¢ = (ao, ..., a,) 0l ap = a,, je dis que chacune
des arétes (aop, ai), ..., (ap—1, ap) est de longueur nulle et que le sous-graphe obtenu
en supprimant une quelconque de ces arétes est encore couvrant minimal. Ainsi, en
itérant cette simplification tant que possible, on finit par tomber sur un sous-graphe
couvrant minimal sans cycle, c’est-a-dire I’arbre couvrant minimal désiré.

En effet si je considére le graphe G’ obtenu en supprimant I'aréte o = (ay, ax41), ou
0 < k < p, le poids total de G” est égal a celui de G’ moins le poids de I'aréte .
Mais G” est encore couvrant: I’ensemble des sommets n’a pas bougé, et c reliait entre

eux les sommets ay, ..., ap, ce que font encore les chemins restants: (ayo, ..., ax) et
(arit,.--, _ap) car on peut les mettre bout a bout (le gra_lphe est non orienté) et écrire
que le chemin (ax41,...,a, = ao, ..., ax) est un chemin dans G”.
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Finalement G est encore couvrant, alors que G’ était couvrant minimal, donc G” et G

ont le méme poids et ¢(x) = 0, comme on I’avait annoncé.
O

Dans toute la suite nous supposons que G est un graphe non orienté, connexe, d’arétes de
longueurs toutes positives ou nulles.

Montrons maintenant un résultat sur I'arbre couvrant minimal, qui sera au cceur des
algorithmes que nous allons étudier.

Théoréme 4 Soit G un graphe non orienté connexe d’arétes de longueurs toutes positives ou nulles.
Soit S = S US; une partition de ses sommets. Soit 1A I’ensemble des arétes (uq,u;) du graphe
telles que u; € S et uy, € S,. Soit enfin (u,v) une aréte de 1A, de poids minimal. Alors il
existe un arbre couvrant minimal de G qui contient cette aréte (u,v).

O Remarquons tout d’abord qu’on est assuré que 1A, # @ car G est un graphe connexe.
Soit donc (u,v) de poids minimal dans 1A, et soit G’ un arbre couvrant minimal de G
qui ne contienne pas (u, v). Nous allons montrer comment construire a partir de G’ un
arbre couvrant minimal qui contienne notre aréte (u, v) préférée.

Notons tout d’abord que G’ contient une et une seule aréte (u’,v’) € ;A2 : une, car
il est couvrant, une seule, car c’est un arbre. Si en effet il y avait une autre aréte
(u”,v'"”) € 1Az, u’ et u” sont connectés par G’, ainsi que v’ et v/, et on obtiendrait
un cycle, ce qui est exclu.

Figure 9.1: Arbre couvrant minimal aprés partition des sommets

Comme G’ est connexe et que (1, v’) est la seule aréte qui fasse le pont entre S; et S»,
on est assuré qu’il existe dans G’ un chemin qui relie u et 1’ et un chemin qui relie v
et v’. Construisons alors G’ a partir de G’ en supprimant I'aréte (u’,v’) et en ajoutant
I'aréte (u,v).

Comme (u,v) est de poids inférieur a celui de (u’,v’) (c’est la définition de (u,v)), le
poids total de G” est inférieur au poids total de G’. 1l ne reste plus qu’a montrer que
G est encore couvrant pour que G soit I’arbre cherché.

Or c’est bien le cas car les arétes de G’, donc de G”, permettent de relier tout sommet
de S; au sans quitter S, et tout sommet de S, a v sans quitter S;. En outre il n'y a pas
de cycle dans les chemins inclus dans S; ni dans les chemins inclus dans S, et enfin

(u,v) est la seule aréte qui fasse le pont entre S; et S, : ¢a marche.
O
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9.2 Algorithme de Prim

9.2.1 Description informelle

Prim a publié son L'algorithme de Prim est une application directe du théoréme 4; il fait partie de la grande
algorithme en 1957 famille des algorithmes gloutons.
On initialise un ensemble A’ d’arétes en posant A’ = (), et un ensemble S’ de sommets en
posant S’ = {uo}, oU up est un sommet quelcongue du graphe G.
Ensuite, et tant que S’ # S, on itere la manipulation suivante : choisir une aréte (u,v)
tellequeuw € S’, v € S’ et qui soit de poids minimal, I"ajouter a A’, et ajouter alorsva$S’.
Quand on arrive a la fin du processus, S’ = S, et A’ est I’ensemble des arétes d’un arbre
couvrant minimal.
L’algorithme termine car a chaque étape S’ augmente d’un, et, pour le reste, il s’agit d’une
application directe du théoréme 4, rien de plus.

9.2.2 Implémentation en Caml

Pour écrire Ialgorithme en Caml, nous utiliserons a nouveau notre définition des entiers étendus
N U {400}, que nous rappelons ci-dessous.

Programme 9.1 Les entiers étendus

1 (* on introduit un type correspondant & N U { +infini } *)
2 type entier = Infini | N of int;;

4 let inférieur x y = match x,y with
5 Infini,Infini -> true

6 | Infini,N(_) -> false

7 | N(_),Infini -> true

8 | N(p),N(q@) -> p <=q3;

9

10 let strict_inférieur x y = match x,y with
11 Infini,Infini -> false
12 | Infini,N(_) -> false

13 | N(U),Infini -> true

14 | N(p),N(@) -> p < q;;

15

16 let plus x y = match x,y with
17 Infini,Infini -> Infini
18 | Infini,N(_) -> Infini
19 | N(_),Infini -> Infini
20 | N(p),N(@) -> N(p + q) ;;

On commencera par calculer, comme on I’a expliqué plus haut, la matrice m d’incidence
du graphe. Pour suivre I’algorithme de Prim, nous allons tout au long de son déroulement
conserver dans différents tableaux I'information nécessaire.

déja _choisi est un tableau de booléens qui dira si oui ou non un sommet est déja dans
I’ensemble S’. Au départseul déja_choisilO] est vrai, car nous choisissons ainsi i ;

plus_proche est un tableau qui contient pour chague sommet v qui n’est pas encore choisi
le numéro du sommet u de S’ tel que (u, v) soit de poids minimal. Au départ il contient
donc uniquement des 0, qui est le numéro du sommet uy ;

a_distance_de enfinconserve lalongueur de I'aréte (u, v) précédente. Au départ il contient
donc simplement lesm. (0) . (i).
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Observons d’autre part que I’algorithme de Prim demande I’exécution de (n — 1) étapes:
a chaque étape on ajoute un nouveau sommet a S’ qui au départ n’en contenait qu’un et qui a
I'arrivée en a n; ou encore: a chaque étape on ajoute une nouvelle aréte a A’ qui au départ
est vide et qui a I'arrivée en comprend (n — 1), puisqu’on a un arbre connexe a n sommets.  démontre ¢a! — par
Pour créer la boucle nous allons écrire une procédure récursive boucle_principale a récurrence,
deux arguments, la liste des arétes de A, et sa taille, qui se terminera quand cette taille vaudra Ppeut-étre?
justement (n — 1).
A chaque étape, la recherche de I’aréte & ajouter @ A’ est une trés classique recherche
de minimum dans un tableau ; plus difficile est la mise & jour des tableaux plus_proche et
a_distance_de. Quand on ajoute I'aréte (u,v) a A’ et donc le sommet v a S’, pour un
sommet w quelcongue qui reste dans S’, on n'aura a modifier les éléments correspondants
dans ces tableaux que si ¢ (v, w) améliore la “distance” de w a S’, c’est-a-dire si et seulement
si ¢(v,w) < a_distance_de[i,].
On verra page suivante le listing correspondant en Caml.
Quelques commentaires pour conclure ;

lignes 2-12: I’initialisation des différents tableaux ;

lignes 14-32: la procédure crée_graphe_depuis_liste prend une liste d’arétes et renvoie
le graphe correspondant. C’est sans doute la plus compliquée de tout ce programme,
mais elle n'a rien a voir avec notre sujet : I'algorithme de Prim. On pourra donc la sauter
en premiére lecture;

lignes 35-40: la recherche du minimum. On fournit en arguments le nombre d’éléments déja
balayés, le minimum courant et son indice, et donc au départ 1 (car le premier sommet
est toujours dans S’), Infini et 0;

lignes 42-53: la mise a jour des tableaux plus_proche et & distance_de, qui ne concerne
gue les points pas encore choisis. Prend deux arguments: le nombre d’éléments déja
mis a jour et I'indice du sommet nouvellement ajouté a S’ ;

lignes 55-64 : la boucle principale prend deux arguments, la liste courante des arétes de A’
et le nombre d’éléments dans cette liste.

9.2.3 Evaluation

On a déja dit que la boucle principale est en (n — 1) étapes.

Chaque étape demande la recherche d’'un minimum, en O(n), et lamise a jour des différents
tableaux, également en O(n).

Finalement, on peut en conclure que I’algorithme de Prim tourne en O(n?).
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Programme 9.2 L’algorithme de Prim

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
1
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
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let prim g =

let n = list_length g
in (* phase d’initialisation *)
let plus_proche = make_vect n O
and déja_choisi = make_vect n false
and a_distance_de = make_vect n (N 0)
and m,sl = matrice_d_incidence_et_sommets g Infini (function x -> N(x))
in
let sv = vect_of_list sl
in
for i = 1 to n-1 do a_distance_de.(i) <- m.(0).(i) done;
déja_choisi.(0) <- true;
(* pour construire le graphe résultat *)
let crée_graphe_depuis_liste 1 =
let rec symétrique = function (u,v) -> (v,uw)
and gonfle_graphe graphe = function
[1 -> graphe
| arc :: q
-> gonfle_graphe
(ajoute_arete arc
(ajoute_arete (symétrique arc) graphe)) q
and ajoute_arete (il1,i2) g =
let s1 = Sommet(sv.(il)) and s2 = Sommet(sv.(i2))
and v = match m.(il1).(i2) with N(av) -> nv | Infini -> 999999
in
match g with
[0 ->1[ (s1,[(s2,m1) 1]
| (((Sommet nom),l) as a) :: q
-> if i1 = (index nom sl) then (s1,(s2,v)::1)::q
else a::(ajoute_arete (il,i2) q)
in
gonfle_graphe [] 1
in
(* on revient a 1l’algorithme de Prim proprement dit *)
let rec aréte_la_moins_chére i min imin =
if i = n then imin
else if (not déja_choisi.(i))
& (strict_inférieur a_distance_de. (i) min)
then aréte_la_moins_chére (i+1) (a_distance_de.(i)) i
else aréte_la_moins_ché&re (i+1) min imin
and
mise_a_jour i k =
if i < n then
begin
if (not déja_choisi.(i))
& (strict_inférieur m.(k).(i) a_distance_de.(i))
then
begin
a_distance_de. (i) <- m. (k). (i) ;
plus_proche. (i) <- k
end ;
mise_a_jour (i+1) k
end
in
let rec boucle_principale liste k =
if k < n - 1 then
begin
let imin = aréte_la_moins_chére 1 Infini O
in
déja_choisi. (imin) <- true;
mise_a_jour 1 imin;
boucle_principale ((imin,plus_proche.(imin)) :: liste) (k+1)
end
else liste
in
crée_graphe_depuis_liste (boucle_principale [1 0) ;;
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9.3 Algorithme de Kruskal

9.3.1 Description de I’algorithme

Kruskal publie son algorithme en 1956. 1l s’agit encore d’un algorithme glouton, qui se prouve broups
aisément par le théoréme 4. Cependant il part d’'un point de vue radicalement différent de
celui de Prim.

Au lieu en effet de privilégier un sommet et de faire gonfler I’'arbre couvrant en partant de jespére que cette
ce sommet fixé, Kruskal propose de partitionner en singletons I’ensemble des sommets, et, en description, elle,
utilisant les arétes de I'arbre en ordre croissant de longueur, de réunir petit & petit des classes n'est pas trop
de sommets jusqu’a n’avoir plus qu’une seule classe : I'arbre couvrant minimal est alors atteint. 9onflante. ..

Plus précisément, on trie les arétes de A, en formant une file de priorité (un tas) 7. On
crée une partition en singletons P de I’ensemble S des sommets. On initialise enfin une liste
d’arétes £ a vide.

Ensuite, tant que P n’est pas réduit a une seule classe, on effectue les opérations suivantes :
on extrait I’aréte (u, v) lamoins longue du tas 7 ; si u et v sont dans la méme classe de P, tant
pis, on boucle ; sinon on réunit les deux classes de u et v en une seule, on ajoute I'aréte (u, v)

a la liste finale £ d’arétes, et on boucle.
A lafin de I'algorithme £ contient une liste d’arétes qui forment un arbre couvrant minimal.

9.3.2 Implémentation en Caml

On trouvera le listing correspondant page ci-contre.
Quelques commentaires :

lignes 1-5: chargement des bibliothéques qui nous seront utiles;

lignes 11-18: crée_liste_des_arétes crée la liste des arétes en tant que (u,v, ¢(u,v))
dont on fera le tas 7 en ligne 45 avec la relation d’ordre adéquate ;

lignes 20-36 : on retrouve ici laméme procédure que dans I’algorithme de Prim, pour recons-
tituer le graphe final a partir de la liste d’arétes correspondante ;

lignes 38-40: on crée ici la liste des sommets, par une petite procédure récursive, afin de se
préparer a la création, ligne 46, de la partition P initiale;

lignes 49-62 : la boucle principale, qui prend en arguments la liste courante £ et sa taille. On
quitte la boucle quand cette taille est égale a (n — 1), puisque c’est le nombre d’arétes
d’un arbre couvrant. La ligne 56 teste si les deux extrémités de I’aréte extraite du tas
7T en ligne 52 sont ou non dans la méme classe de P. Si oui, on fusionne, et on boucle
avec une liste £ agrandie (ligne 58) ; sinon on boucle avec la liste initiale, ligne 60.

9.3.3 Evaluation

La création du tas se fait en O(a), ou a est le nombre d’arétes. Celle de la partition en O(n). il est temps de rendre
On a déja dit qu’il y avait (n — 1) étapes dans la boucle principale. Chaque étape demande des comptes

une recherche-fusion dans la partition, et une extraction du tas. Lextraction se réalise en

O(log a), a toutes bonnes fins de percolation.
Pour ce qui est de la partition, on a déja évalué I’ensemble de toutes les opérations ef-

fectuées: on part en effet d’une partition en n singletons et on arrive a une partition en une

seule classe. Nous savons que tout cela colte O(a), pour des valeurs raisonnables de n (revoir

la discussion correspondante dans le chapitre sur les partitions).
Orn—1 < q < n?, donc en particulier O(log a) est O(logn). Au total, I'algorithme de

Kruskal tourne donc en O(a + nlogn).
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Programme 9.3 L’algorithme de Kruskal

1 load_object "Partitions";;
2 #open "Partitions" ;;

3

4 load_object "Tas";;

5 #open "Tas";;

6

7 (* kruskal g renvoie un nouveau graphe (en fait un arbre) qui constitue *)
8 (* un arbre de recouvrement minimal du graphe non orienté donné *)
9

10 let kruskal g =

1 let rec crée_liste_des_arétes accu_final g =

12 let rec dévide accu source = function

13 [ -> accu

14 | (s,v) :: q -> dévide ((source,s,v)::accu) source q
15 in

16 match g with

17 [ -> accu_final

18 | (s,1) :: q -> dévide (crée_liste_des_arétes accu_final q) s 1
19 in

20 let crée_graphe_depuis_liste 1 =

21 let rec symétrique = function (u,v,w) -> (v,u,w)

22 and

23 gonfle_graphe graphe = function

24 [1 -> graphe

25 | arc :: q -> gonfle_graphe

26 (ajoute_arete arc

27 (ajoute_arete (symétrique arc) graphe)) q
28 and

29 ajoute_arete =

30 function ((((Sommet noml) as sl1),s2,v) as arc) -> function
31 [ -> [ (s1,[(s2,w)]) 1

32 | (((Sommet n) as a),1) :: q —>

33 if eq_string n noml then (a,(s2,v)::1)::q

34 else (a,l)::(ajoute_arete arc q)

35 in

36 gonfle_graphe [] 1

37 in

38 let rec crée_liste_des_sommets accu = function

39 [1 -> accu

40 | (s,1) :: q -> crée_liste_des_sommets (s::accu) q

41 in

42 let la = crée_liste_des_arétes [] g

43 and 1ls = crée_liste_des_sommets [] g

44 in

45 let tas = liste_en_tas ( fun (_,_,p) (_,_,q) -> p < q ) la (list_length la)
46 and les_nwuds = liste_en_partition ls (function s -> (index s 1s) )

47 and ns = list_length ls

48 in

49 let rec boucle_principale liste n =

50 if n < ns - 1 then

51 begin

52 let (s1,s2,v) = extrait_minimum tas

53 in

54 let n1,n2 = (trouve_paquet les_neuds s1),(trouve_paquet les_neuds s2)
55 in

56 if nl <> n2 then

57 ( fusionne_paquets les_neuds nl n2;

58 boucle_principale ((s1,s2,v) :: liste) (n+1)

59 )

60 else boucle_principale liste n

61 end

62 else liste

63 in

64 crée_graphe_depuis_liste (boucle_principale [] 0) ;;
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les Anglo-Saxons
disent convex hull

Chapitre 10

Enveloppe convexe d’un ensemble
de points du plan

10.1 Rappels sur la convexité

Rappelons gu’une partie X du plan est dite convexe si elle est vide ou si pour tout couple (a, b)
de points de X le segment [ab] est tout entier inclus dans X. On démontre alors tres simplement
gue toute intersection de convexes est convexe, et on est conduit tout naturellement a définir
I’enveloppe convexe d’une partie quelconque non vide X du plan comme I’intersection de tous
les convexes qui contiennent X, puisque bien sar le plan lui-méme est convexe. Nous noterons
dans la suite Conv(X) I'enveloppe convexe de X, et en cas de besoin dConv(X) sa frontiere.

Nous nous intéresserons ici plus particulierement du cas ou X est un ensemble fini de
n points du plan. On notera qu’alors 9Conv(X) est un polygone (convexe, évidemment), et
rechercher I’enveloppe convexe de X reviendra a donner la liste ordonnée (en général dans le
sens trigonométrigue) des sommets successifs de ce polygone frontiére.

On va voir dans la suite — par deux approches totalement différentes — des algorithmes
qui permettent de reconstituer I’enveloppe convexe d’un ensemble de n points du plan en
O(nlogn).

Figure 10.1: Un exemple d’enveloppe convexe dans le plan
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10.2  Algorithme de Graham-Andrew
10.2.1 La marche de Graham

La premiere approche repose sur la classification des angles que forment deux cdtés successifs
d’un polygone : on distinguera en effet les angles saillants et les angles rentrants (voir la figure
suivante).

AT AL TS

Angle saillant Angle rentrant

Figure 10.2: Classification des angles au sommet d’un polygone

La définition de cette classification suppose qu’on utilise une orientation appropriée. Con-
sidérons par exemple un polygone convexe, et parcourons la suite de ces sommets dans I’ordre
croissant de leurs angles polaires (dans le sens trigonométrique, donc) : tout point intérieur au
polygone reste alors toujours a gauche de notre parcours, ou, ce qui revient au méme, tout angle
au sommet du polygone est un angle saillant. Sur la figure précédente, a droite, le fait que
PQR soit un angle rentrant suffit a prouver que Q ne fait pas partie de I’enveloppe convexe
de I'ensemble des points{...,P,Q,R,...}. C’est la remarque qui est au cceur de I'algorithme
de Graham.

En outre, il est trés facile de tester si un angle est saillant ou rentrant : PQR est saillant si et

seulementsi det(@, @) est positif, et on s’en sort avec une comparaison, deux multiplications une bagatelle !
et une soustraction.

Précisons maintenant I’algorithme de Graham proprement dit, c’est-a-dire ce qu’on appelle
traditionnellement la marche de Graham. On commence par ranger les n. points par ordre tu parles d'une
croissant de leurs angles polaires (on fixe une fois pour toutes I’origine en un point intérieur tradition, ¢a date de
a Conv(X); il suffit pour cela de prendre le milieu de deux points de X, par exemple), ou de 1972!
leurs distances a l'origine, s’ils ont méme angle polaire. On va les numéroter suivant I’ordre
ainsi défini, mais en commencant par un point po dont on peut &tre sr qu’il fait partie de
oConv(X). Il suffit pour cela de prendre un point extrémal, par exemple un de ceux qui ont
la plus grande abscisse. On a finalement numéroté les points po, p1, ..., Pn_1. ON convient
aussi d’utiliser une numérotation modulo 1, ce qui revient par exemple a écrire p, = po, OU
P-1=Pn-1-

L'algorithme de Graham est alors le suivant : on va avancer dans la liste des points, jusqu’a
retrouver po, en supprimant au fur et a mesure les points qui ne font pas partie de oConv(X).
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A la fin du processus, la liste des points restants contient la suite ordonnée des sommets du
polygone-frontiére de I’enveloppe convexe cherchée.
on numérote toujours A chaque étape on considere trois points consécutifs py, px+1, Prr2. De deux choses
modulo n I'une:

PrPr+1Pk2 €St un angle saillant etonavance: k «— k+1;

PxPk+1Pk+2 €st un angle rentrant et alors le sommet py1 ne peut étre sur le polygone
cherché. On le supprime donc de la liste, mais on est obligé de revenir en arriére, et on
pose donc k « k — 1.

Figure 10.3: La marche de Graham

Dans I’exemple de la figure ci-dessus, voici la liste des triplets successivement considérés :
PoP1P2, P1P2P3, P2P3P4 (0N supprime p3), p1p2pa (0N supprime pz), pop1p4, P1P4Ps,
PaP5Pe, P5PsP7 (0N sUpprime pe), P4Psp7, Psp7Ps (0N SUPPrime p7), papsps, PsPsP9,
PsPoP10 (0N supprime po), etc.

On est sar que I'algorithme termine car po doit rester dans la liste finale, et car a chaque
étape, soit on est dans le premier cas, et on avance clairement, soit on est dans le second cas,
mais c’est qu’on supprime un point, et ¢ca ne peut arriver plus de n fois, évidemment! Donc

id esten O (n) non seulement I"algorithme termine, mais en plus il est linéaire.

Bizarre, non? on avait annoncé un algorithme en O(n logn). .. Simplement, il faut penser

au co(t du tri de la phase de préparation de I'algorithme, pour retrouver le O(n logn) prévu.

10.2.2 L’algorithme de Graham est optimal

on devrait savoir...  On sait qu’un tri en O(nlogn) est optimal. Pour prouver que I'algorithme de Graham est
optimal, il suffit donc de montrer que si on sait résoudre le probléme de la recherche de
I’enveloppe convexe en un temps T(n), on peut en déduire un algorithme de tri qui tourne
dans le méme temps: cela prouvera que T(n) est au moins O(n.logn).
Supposons donc résolu le probléme de I’enveloppe convexe, et déduisons en un algorithme
de tri.
Soit n réels xo, X1, ..., Xn_1, auxquels on fait correspondre n points m; sur I’axe des
x. Soit alors, pour chaque i, p; le point d’abscisse x; (comme m;) de la parabole d’équation
y = x2 + 1. Rechercher I’enveloppe convexe des points p; c’est alors fournir dans I’ordre
trigonométrique les sommets consécutifs du polygone-frontiére, et ¢c’est donc numéroter les p;
en ordre croissant de leurs abscisses. Bref, c’est trier nos n réels. CQFD.
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x

Figure 10.4; Optimalité de I'algorithme de Graham

i Cette méthode de transformation d’un probléme en un autre est une méthode privi-
-(n)-  légiée pour majorer ou minorer le co(it optimal d’un algorithme, et peut étre utilisée

3 pour prouver I’optimalité de nombreux algorithmes classiques. On prendra toutefois
garde a ne pas oublier de vérifier que la transformation elle-méme ne requiert pas un temps
d’un ordre égal ou, pire, supérieur aux temps qu’on est en train de comparer. Dans le cas
présent, la transformation se fait en un temps linéaire, et notre démonstration est bien correcte.

10.2.3 L’amélioration de I’algorithme de Graham par Andrew

On peut toutefois reprocher a I'algorithme de Graham les calculs qu’imposent le tri initial des
points selon leurs angles polaires. Sensible a ce probléme, Andrew propose en 1979 une petite
modification de I’algorithme de Graham.

Figure 10.5: L'idée de Andrew

Il consideére les points g et d extrémaux en abscisses : g est le point le plus a gauche, et d le
plus a droite. Bien sdr, il est certain que g et d font partie de 9Conv(X). Andrew trace alors la les points qui

droite gd et partage ainsi X en deux parties X ™ et X~ auxquelles il vaappliquer séparément une seraient sur (gd)
peuvent &tre ignorés
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marche de Graham un peu modifiée. Le segment [gd] est un des cotés du polygone oConv(X™),
les autres cotés forment ce que Andrew baptise la frontiére supérieure de I’enveloppe convexe
de X, qui est limitée par g et d. Il définit de méme la frontiére inférieure.

Andrew annonce alors gu’il suffit d’appliquer a chacune des parties X* et X~ la marche
de Graham habituelle, sauf qu’on trie les points tout simplement par abscisses !

En réalité, Andrew utilise exactement la méme méthode que Graham, a un passage pres
par la géométrie projective, ou il envoie a I'infini le pdle gu’utilisait Graham. C’est le méme
algorithme, on s’est simplement arrangé — par un changement de repére (projectif) — pour
avoir des calculs plus simples.

10.3 Stratégie diviser pour régner

Nous allons maintenant décrire un algorithme de résolution du méme probléme de I’enveloppe
convexe d’un ensemble X de . points, mais qui utilise cette fois la stratégie diviser pour régner.
On verra qu’il est comparable en efficacité au précédent, puisqu’également en O(n.log n).

Bien entendu, fidele a la stratégie, nous découpons I’'ensemble initial en deux parties de
tailles a peu pres égales, X; et X,. On applique alors I’algorithme récursivement sur chacune
de ces moitiés, obtenant ainsi les deux polygones convexes dConv(X;) et aConv(X;). Tout
le probleme réside donc dans la recherche de I'enveloppe convexe de la réunion de deux
polygones convexes, et c’est ce a quoi nous allons nous intéresser maintenant.

10.3.1 Algorithme de Shamos

Shamos imagine la méthode suivante en 1978.

Soit donc P; et P, deux polygones convexes, ayant respectivement n; et n, sommets, on
souhaite construire I’enveloppe convexe de leur réunion.

Shamos propose de considérer un point p intérieur a P;. Pour cela, il suffit de considérer
le centre de gravité de trois des sommets de P;.

Alors, de deux choses I'une :

p est intérieur a P, : voir la premiére partie de la figure 10.6, page suivante. On dispose des
listes ordonnées des sommets des deux polygones P, et P,. Observons gue comme p est
intérieur aux deux polygones, ce sont aussi des listes de sommets ordonnées par leurs
angles polaires (pour le pdle p). On peut les fusionner en un temps O(mn; + n,) pour
former la liste des sommets de Py U P, ordonnée par ordre croissant des angles polaires.
I suffit alors d’utiliser I’algorithme de Graham pour récupérer Conv(P; U P3).

p est extérieur a P, : voir la seconde partie de la figure 10.6, page suivante. Cette fois, on
peut (en un temps de I'ordre de O(n;)) déterminer les deux sommets u et v pour lesquels
I’angle polaire ps est extrémal pour s € P,. On a ainsi coupé le contour de P, en deux
parties, et I’on abandonne celle qui correspond aux sommets qui ne feront pas partie de
I’enveloppe convexe cherchée. On procéde alors comme précédemment, en fusionnant la
liste ordonnée des sommets de Py et celle de ceux des sommets de P, qu’on a conserves,
puis en appliguant I'algorithme de Graham.

p donné est intérieur ou non au polygone convexe P, . La réponse est simple: on

considere la droite horizontale passant par p. Si elle contient un des cotés du poly-
gone, p est extérieur au polygone et on a terminé. Sinon, on cherche ses points d’intersection
avec les différents cotés du polygone. On en trouvera deux. Si p est entre eux c’est que p est
intérieur au polygone, et extérieur sinon. Tout cela se faiten O (n, ).

; Le lecteur attentif aura pu se demander comment déterminer rapidement si un point

Au total, puisque n; + n, < n, I'étape de fusion tourne en O(n) et notre algorithme en
O(nlogn).
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Figure 10.6: Les deux cas: p est intérieur ou extérieur a P,

10.3.2 Algorithme de Preparata et Hong

Cet algorithme, un peu plus simple, date de 1977.

Il s’agit toujours de déterminer Conv(P;UP;), mais, cette fois, on suppose qu’on a partagé
I’ensemble initial en deux parties de méme taille par une droite verticale. De cette fagon, on
est sOr que les intérieurs de P; et de P, sont disjoints.

Notre intention est de déterminer les deux arétes de dConv(P; U P;) qui ne font pas déja
partie des polygones eux-mémes, a savoir ce qu’on appelle les ponts inférieur et supérieur. Se
référant a la figure 10.7, nous allons expliquer comment trouver le pont inférieur, noté ici [5f].

On part du point le plus a droite du polygone de gauche, a savoir 1, et du point le plus a
gauche du polygone de droite, a. Depuis 1, on trace les arétes [1a], [1b], [1c], mais pas [1d]
qui nous ferait remonter.

On s’appuie maintenant sur c, et on trace [1c], [2c], [3c], [4c], mais pas [5c] qui nous ferait
rebrousser chemin.

Et on itére, s’appuyant sur 4, tracant [4c], [4d], [4e] et [4f]. On s’appuie enfin sur f, et
trace [4f], [5f], ou I'on s’arréte car, que I'on s’appuie a gauche ou a droite, on ne peut plus

on tourne dans le
sens rétrograde
quand on s'appuie a
gauche

on tourne dans le
sens direct quand on
s'appuie a droite
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pont supérieur

Lpont inférieur

Figure 10.7: L'algorithme de Preparata et Hong
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tourner. On a trouvé le pont inférieur.

Mutatis mutandis, on trouve de méme le pont supérieur.

On aura noté que cette fusion se fait bien en O(n +mn;), ce qui garantit que I"algorithme
entier tourne en O(n logn).

10.4 Implémentation en Caml

10.4.1 Le tri-fusion

Nous rappelons briévement I'implémentation du tri-fusion, qui a I'immense avantage sur le tri
dit rapide d’étre beaucoup plus simple a écrire, et qui en outre profite au maximum d’un ordre
partiel, alors que c’est la configuration la pire pour le tri rapide. De toutes facons, il s’agit d’un
algorithme en O(n.logn).

Programme 10.1 Le tri-fusion

1 let rec découpe_en_deux = function

2 n->10ma0,0

3 | [a] -> [a],[]

4 | a::b::q—> let 11,12 = découpe_en_deux q

5 in (a :: 11),(b :: 12)

6 and fusionne inf 11 12 = match 11,12 with

7 0,. > 12

8 | _, 00 -> 11

9 | a::ql, b::q2-> if (inf a b) then a :: (fusionne inf g1 12)
10 else b :: (fusionne inf 11 q2)

11 and tri_fusion inf = function

12 0->0

13 | [a]l —> [a]

14 | 1 -> 1let 11,12 = découpe_en_deux 1

15 in fusionne inf (tri_fusion inf 11) (tri_fusion inf 12) ;;

La fonction tri_fusion prend en argument la relation d’ordre < et la liste a trier. Dans la
suite, nous supposerons ce tri compilé et accessible par les habituels #open et 1oad_object.

10.4.2 Quelques fonctions utilitaires

Nous commencons par les quelques fonctions qui nous serons utiles dans la suite (voir le
programme 10.2).

On représentera un point par un couple d’entiers. On définit simplement les fonctions qui
donnent abscisse et ordonnée d’un point, ainsi que le déterminant de deux vecteurs du plan,
ce qui permet d’écrire les fonctions saillant, rentrant, et, en prime, alignés.

10.4.3 Larecherche des points extrémaux d’un polygone convexe

Dans toute la suite, nous représentons un polygone convexe par le cycle de ses sommets,
pris dans I'ordre trigonométrique. Pour parler d’un point particulier du polygone, on fournira
le plus souvent le cycle complet, mais aprés le nombre de rotations nécessaire pour que le
sommet qui nous intéresse se présente le premier dans le cycle. Bref, plutdt que de donner un
point, on donne un pointeur sur ce point dans le cycle.

Dans le programme 10.3, on s’intéresse a la recherche des points extrémaux d et g des deux
polygones Py et P, ainsi qu’on I’a vu dans I'algorithme décrit ci-avant. d est le point le plus
a droite du polygone de gauche (P4), et g le point le plus a gauche du polygone de droite (P-).

Les lignes 19-31 permettent de trouver le point d. Les fonctions xici, xav, xap renvoient
les abscisses du sommet visé du polygone, de son successeur et de son prédécesseur dans
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Programme 10.2 Recherche de I’enveloppe convexe : utilitaires

load_object "Cycles";;
#open "Cycles";;

load_object "tri_fusion";;
#open "tri_fusion" ;;

type point == int * int;;

let abscisse = function (px,_) -> px;;

1
2
3
4
5
6
7
8
9
0 let ordonnée = function (_,py) -> py;;

=

1
12 let vecteur (px,py) (gx,qy) = (gx-px,qy-py) ;;

13

14 let déterminant (ax,ay) (bx,by) = ax * by - ay * bx;;
15

16 let saillant pgqr =0
17 let rentrant p g r =0
18 let alignés pgqr =0

(déterminant (vecteur p q) (vecteur q r)) ;;
(déterminant (vecteur p q) (vecteur q r)) ;;
(déterminant (vecteur p q) (vecteur q r)) ;;

v A

Programme 10.3 Recherche de I’enveloppe convexe : les points extrémaux

19 let point_droit p =

20 let xici p = abscisse (valeur_cycle p)

21 and xav p = abscisse (valeur_cycle (avance_cycle p))

22 and xap p = abscisse (valeur_cycle (recule_cycle p))

23 in

24 let rec roule_avant p =

25 if (xici p) < (xav p) then roule_avant (avance_cycle p)

26 else p

27 and roule_derriére p =

28 if (xici p) < (xap p) then roule_derriére (recule_cycle p)
29 else p

30 in

31 if (xici p) < (xav p) then roule_avant p else roule_derriére p;;
32

33 let point_gauche p =

34 let xici p = abscisse (valeur_cycle p)

35 and xav p = abscisse (valeur_cycle (avance_cycle p))

36 and xap p = abscisse (valeur_cycle (recule_cycle p))

37 in

38 let rec roule_avant p =

39 if (xici p) > (xav p) then roule_avant (avance_cycle p)

40 else p

41 and roule_derriére p =

42 if (xici p) > (xap p) then roule_derriére (recule_cycle p)
43 else p

44 in

45 if (xici p) > (xav p) then roule_avant p else roule_derriére p;;
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I’ordre trigonométrique. On iraen avant ou en arriere selon que I’on est avant ou apres le point
cherché, choix qui est opéré en ligne 31.

Si par exemple on est avant le point d, on appelle roule_avant, définie dans les lignes 24—
26, qui avance jusqu’a ce que I’abscisse du point se remette a décroitre : ¢’est que d est le point
d’abscisse maximale.

On obtient de fagon analogue le point g.

10.4.4 L’algorithme de Preparataet Hong : les pontsinférieur etsupérieur

Nous décrirons ici simplement la fonction pont_inférieur des lignes 46-72 du pro-
gramme 10.4. On se donne les deux polygones par les cycles correspondants, en visant di-
rectement les points d et g vus précédemment.

Il va s’agir d’itérer la succession des deux rotations en appui sur Py et en appui sur P;,
jusqu’a ce qu’on ait trouvé le pont inférieur. A ce moment I3, aucune de ces deux rotations ne
sera plus possible, ce qui signalera la fin du processus.

C’est I'argument niveau qui permet ce contrdle. On part avec une valeur nulle (ligne 72), une logique a trois
et on ajoute 1 a chaque fois qu’une rotation est bloquée (lignes 61 et 67). En revanche, dés états
gu’une rotation est réussie, on remet niveau a 0, puisque tout est a recommencer : c’est ce qui
arrive aux lignes 60 et 66. Enfin, on arréte I'itération quand niveau vaut 2 (test en ligne 69).

Les rotations en appui & gauche ou a droite se font sans difficultés, il suffit de ne pas se
tromper dans le test avec saille ou rentre, qui sont des versions modifiées de saillant et
rentrant pour tenir compte du cas des points alignés.

Notons qu’ici aussi pont_inférieur renvoie non pas un couple de points, mais le couple
des deux cycles qui représentent les polygones, en visant les points intéressants.

10.4.5 Lafonction enveloppeConvexe

On termine par la fonction enveloppeConvexe proprement dite (voir le programme 10.5),
qui prend en argument une liste de points et rend un cycle représentant le polygone convexe
frontiére de I’enveloppe convexe souhaitée.

On utilise une fonction récursive enveloppeConvexeRécursif a laquelle on fournit la
liste des points triés en abscisse (ligne 138). Ainsi est-on s(r de ne pas réaliser ce tri plus d’une
fois.

Intéressons-nous donc a cette fonction récursive (lignes 102 a 135).

Les lignes 103-108 évacuent les cas les plus élémentaires d’une liste de moins de 4 points,
pour lesquels on fournit directement la réponse, en faisant attention a respecter le sens
trigonométrique pour ranger les points d’un triangle.

Les lignes 120-125 définissent la petite et trés simple fonction coupe_en_deux qui prend
une liste et renvoie le couple de listes (préfixe,suffixe) formé de ses deux moitiés.

On peut ainsi utiliser la stratégie diviser pour régner en coupant en deux la liste initiale
puis appelant récursivement le calcul de I’'enveloppe convexe sur chacune des deux moitiés
(lignes 109-113).

Il estalors temps d’utiliser ce qui précéde en calculant les deux points extrémaux (ligne 114),
puis le pont inférieur (ligne 116), et enfin le pont supérieur (ligne 117).

Reste a fusionner le tout. C’est la tiche de fusionne_polygones, qui est définie en
lignes 126-135.

Le pont inférieur étant [pq], on accumule a rebours les différents points du pourtour.
D’abord les points de P entre p et p’, puis le pont supérieur [p’q’], et enfin les points de P,
entre q’ et g.

La fonction tour1, par exemple, prend en arguments la liste d’accumulation, le cycle en
cours, et la balise qui indique le dernier sommet a accumuler (en I’occurrence p’). Elle s’écrit
(lignes 127-129) a I’aide d’un simple appel récursif.

Pour terminer, il n’y a plus qu’a convertir la liste accumulée en un cycle. Le tour est joué.
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Programme 10.4 Recherche de I’enveloppe convexe : les ponts inférieur et supérieur

46 let pont_inférieur d g =

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

let

and

in
let

and

and

saille pqr =

let d = déterminant (vecteur p q) (vecteur q r)

in

(@>0) or ( (d=0) & ((ordonnée p) > (ordonnée r)) )
rentre pqr =

let d = déterminant (vecteur p q) (vecteur q r)

in

(d<0) or ( (d=0) & ((ordonnée p) > (ordonnée r)) )

rec tourne_en_appui_gauche (pl,p2,niveau) =
if saille (valeur_cycle p2)
(valeur_cycle p1)
(valeur_cycle (avance_cycle p2))
then tourne_en_appui_gauche (pl, (avance_cycle p2),0)
else (pl,p2,niveau + 1)
tourne_en_appui_droit (pl,p2,niveau) =
if rentre  (valeur_cycle pl)
(valeur_cycle p2)
(valeur_cycle (recule_cycle p1))
then tourne_en_appui_droit ((recule_cycle pl),p2,0)
else (pl,p2,niveau + 1)
itére (pl,p2,niveau) =
if niveau < 2 then
itére (tourne_en_appui_droit (tourne_en_appui_gauche (pl,p2,niveau)))
else p1,p2

in itére (d,g,0) ;;

let pont_supérieur d g =

let

and

in
let

saille pgqr =
let d = déterminant (vecteur p q) (vecteur q r)
in

(d>0) or ( (d=0) & ((ordonnée p) < (ordonnée r)) )
rentre pqr =

let d = déterminant (vecteur p q) (vecteur q r)

in

(d<0) or ( (d=0) & ((ordonnée p) < (ordonnée r)) )

rec tourne_en_appui_gauche (pl,p2,niveau) =
if rentre (valeur_cycle p2)
(valeur_cycle pl)
(valeur_cycle (recule_cycle p2))
then tourne_en_appui_gauche (pl, (recule_cycle p2),0)
else (pl,p2,niveau + 1)
tourne_en_appui_droit (pl,p2,niveau) =
if saille (valeur_cycle p1)
(valeur_cycle p2)
(valeur_cycle (avance_cycle pl))
then tourne_en_appui_droit ((avance_cycle pl),p2,0)
else (pl,p2,niveau + 1)
itere (pl,p2,niveau) =
if niveau < 2 then
itére (tourne_en_appui_droit (tourne_en_appui_gauche (pl,p2,niveau)))
else p1,p2

in itére (d,g,0) ;;
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Programme 10.5 Recherche de I’enveloppe convexe : I’algorithme proprement dit

101 let enveloppeConvexe 1 =

102 let rec enveloppeConvexeRécursif 1 = match 1 with

103 [1 -> liste_en_cycle 1

104 | [p] -> liste_en_cycle 1

105 | [p;q]l -> liste_en_cycle 1

106 | [p;q;r] -> if saillant p q r

107 then liste_en_cycle [p;q;r]

108 else liste_en_cycle [p;r;ql

109 _ -> 1let 11,12 = coupe_en_deux 1

110 in

11 let pl,p2 = (enveloppeConvexeRécursif 11),

112 (enveloppeConvexeRécursif 12)

113 in

114 let d,g = (point_droit p1),(point_gauche p2)
115 in

116 let p,q = pont_inférieur d g

117 and p’,q’ = pont_supérieur d g

118 in

119 fusion_polygones p q p’ q’

120 and coupe_en_deux 1 =

121 let rec coupure_récursive i 1 =

122 if i <= 0 then [],1

123 else let 11,12 = coupure_récursive (i-1) (t1 1)
124 in ((hd 1) :: 11) , 12

125 in coupure_récursive ((list_length 1) / 2) 1

126 and fusion_polygones p q p’ q’ =

127 let rec tourl accu ¢ val_p’ =

128 if (valeur_cycle c) = val_p’ then val_p’ :: accu
129 else tourl ((valeur_cycle c) :: accu) (recule_cycle c) val_p’
130 and tour2 accu c val_q =

131 if (valeur_cycle c) = val_q then val_q :: accu

132 else tour2 ((valeur_cycle c) :: accu) (recule_cycle c) val_q
133 in

134 liste_en_cycle (tour2  (tourl [] p (valeur_cycle p’))
135 q’ (valeur_cycle q))

136 in

137 enveloppeConvexeRécursif

138 (tri_fusion (fun (px,_) (gx,_) -> px < gx) 1) ;;




Chapitre 11

Problemes de proximité dans le
plan

Dans ce chapitre, nous étudions quelques problémes autour de la notion de proximité dans le
plan euclidien, ot nous considérons un ensemble S de n points.

11.1 Quelques problémes classiques

11.1.1 La paire la plus rapprochée

Un des premiers problémes qu’on peut étre amené a résoudre est le probléme de la paire la
plus rapprochée: il s’agit de déterminer ceux des points qui sont les plus proches. Plus
précisément, il s’agit de déterminer une paire {v, w} de points distincts de S tels que

d(v,w) =min{d(uy,uz) /uy # uz,us,uz € Si.

Une application est la suivante : pour un aiguilleur du ciel, rechercher les deux avions les
plus proches et qui risquent donc le plus d’entrer en collision.
Nous nous intéresserons en détail a ce probléme dans la section suivante.

11.1.2 Les plus proches voisins

Cette fois on dira que, si a et b sont deux points distincts de S, b est un plus proche voisin de
a ce que nous noterons a — b si

d(a,b) = min d(a,c).
ceS\{a}

Notons gu’il n’y a bien sr pas unicité d’un plus proche voisin d’un point donné. Remar-
guons encore que a — b n'implique pas b — a. D’ailleurs Pielou démontre en 1977 que la
probabilité qu’une paire de deux points distincts a et b du plan vérifie a la fois a — b et
b — aestégale a

67
8m+3V3

La figure 11.1, page suivante, montre le graphe de la relation sur un exemple.

~ 0,6215.

11.1.3 Triangulation

Il s’agit maintenant de partitionner I’enveloppe convexe des points considérés en triangles.
C’est ce que pratiquent réguliérement les géometres.
Nous retrouverons ce probléme en liaison avec les diagrammes de Voronoi.
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Figure 11.1: La relation — de plus proche voisinage

11.2 La paire la plus rapprochée

11.2.1 Premiére analyse

Nous allons nous attaquer au probléme de la paire la plus rapprochée a I’aide de notre stratégie

favorite : diviser pour régner. Soit T(n) le colt de notre algorithme pour un ensemble S de n

points. Nous partageons S en deux sous-ensembles S; et S;, sur lesquels nous appliquons

notre algorithme de facon récursive. Voila qui colte déja 2T(n/2). |l reste a résoudre le

probléme pour S gréce a I'information que fournissent les résolutions pour Sy et S,, ce qui

doit étre fait en O(n) si nous visons un co(t global en O(nlogn). C’est bien la toute la lalgorithme naif

difficulté. tourne lui en O (n?)
Supposons en effet que {p7,p2} (resp. {q1,qz}) soit la paire la plus rapprochée de S,

(resp. S;). La paire la plus proche est alors ou bien {p;,p2}, ou bien {q1, g2}, ou bien encore

{p3,q3}0Up3 € Sy et g3 € S,. Il faut donc a priori O((n/2)%) = O(n?) pour terminer, en

testant les p3 et les g3. Cela nous conduirait & un codt global en O(n? logn), ce qui fait trop.

11.2.2 Un cas particulier : la dimension 1

Nous allons nous intéresser maintenant au cas particulier de la dimension 1 (tous les points
sont alignés sur une droite), en espérant trouver une idée généralisable a la dimension 2.
On a donc partitionné I’ensemble S en deux parties S; et S, en coupant la droite qui les
contient a une abscisse m, puis on a trouve les paires les plus rapprochées, {p1,p2}et{qi, g2}, on confond ici points

de S; et S, (cf. figurell.2). et abscisses
hh b :q3 9, 9,
-o ® *—o oo ° ° *—eo °
S1 m Sy

Figure 11.2: Diviser pour régner sur une droite
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Posons 67 = d(p1,p2), 62 = d(q1,q2), et 6 = min{d7,d,}. La remarque qui va nous
sauverestlasuivante: sip3 € Sy etqs € S, répondentau probléme posé, alors nécessairement
ils sont & une distance de m inférieure & 5. En outre, il est certain qu’il y a au plus un point
de Sy a une distance de m inférieure a 5 car 6 < 5;. La méme remargue peut &tre faite pour
S,. Ainsi la derniére étape de notre algorithme est-elle bien en O(n.).

11.2.3 Retour au probléme plan

Considérons maintenant le cas du plan (voir figure 11.3).

S S
1 b 5 2
————
1 1 1
° i ! i
. L,
e .
e 1! o
! ] ! ‘e
1 | 1
S o i : i
‘O | | I
i I i
! | !
[ ! ® ) ! [ ]
! ! !
. ! L et
! I !
1 | 1
i ! i ®
i P1y Pa
A
Figure 11.3: Diviser pour régner dans un plan
nous préciserons On partitionne I’ensemble S a I’aide d’une droite A qui le coupe a peu prés en son milieu:
bientot. . . S, est I’ensemble des points a gauche de A, et S, I’ensemble des points a droite. On applique

récursivement notre procédure a chacune de ces parties, obtenant ainsi comme ci-dessus p; et
P2 qui réalisent dans Sy la plus petite distance &1, et g1, g2 de distance 5, dans S;. On note
toujours & = min{d1, 62}. On pourra chercher des paires qui sont plus proches et dont les
éléements sontunps € S; etun g3 € S, enimposant que ps € P; et q3 € P2 ou Py (resp. P2)
désigne I’ensemble des points de S; (resp. S;) qui sont distants d’au plus 5 de A.
Le probléme est qu’on n’est plus du tout assuré de I’'unicité de ces points p3 et g3 : il se
pourrait méme que S; C P; et S, C P, et on serait alors ramené & un algorithme en O(n?).
voir la figure 11.4, En réalité, tout n’est pas si grave. En effet, si p est fixé dans Py, il y a au plus 5 points dans
page suivante P, distants de p de moins de 8, puisque la distance de deux points quelconques de S, est
supérieure a 6,, donc a 6.

Cette fois, ca semble bon: nous avons en effet n/2 points p au maximum, et pour chacun
la fusion apreés les d’entre eux au plus 5 points q, et donc cette étape de I'algorithme tourne en O(n), et
deux appels récursifs  I’algorithme entier en O(nlog n).

Sauf que. ..
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Figure 11.4: La position la plus défavorable, avec 5 points a visiter

Sauf que si nous savons que pour chaque point p il N’y a que 5 points au plus dans P, a
considérer, nous ne savons pas pour autant les trouver !

L'idée va consister a trier les points de P, par ordre croissant des abscisses de leurs projec-
tions sur A. Pour simplifier nous séparerons les points de S par une droite A paralléle a I'axe pourquoi pas?
desy. Si A a pour équation x = m, P, est I’ensemble des points tels que m < x < x + 8.
Nous les trions grace a I’ordre sur leurs ordonnées. Si p a pour ordonnées y, nous trouverons
en un temps constant les points g de P telsque m < xq <m+dety —d <yq <y +5d.

Mais au fait : trier les points de P,, qui sont au nombre de n/2 éventuellement, a un coQt
en O(nlogn) ...nous sommes a nouveau piégés, notre algorithme tourne en O(n log® n)!

Ce qui nous sauve encore ici est qu’on peut faire le tri une bonne fois pour toutes avant
tout appel récursif et 13, ouf, ca marche.

Ecrivons donc informellement I"algorithme obtenu :

1. trier I’ensemble des points de S par abscisses et par ordonnées;

2. partager S en S; et S, gréice au tri en abscisses croissantes effectué, et retenir I’abscisse
médiane m de séparation;

3. chercher par un appel récursif — sans I’étape 1 qui n’est effectuée qu’une fois pour
toutes — les paires (p1,p2) et (q1, q2) les plus rapprochées ;

4. poser & = min{d(p1,p2),d(q1,92)};

5. pour tous les points p tels que m — § < x,,, et par ordre d’ordonnées croissantes,
examiner les points q tels que m < xq < m + 6 et Jyq — ypl < & pour retenir
d’éventuels couples (p, q) qui optimiseraient la distance.

Cet algorithme tourne bien en O(n logn) d’aprés I’étude que nous en avons faite.



Caml préfere les
entiers, nous aussi

le tri-fusion est
tellement plus simple
a écrire!

11.2. LA PAIRE LA PLUS RAPPROCHEE

11.2.4 Implémentation en Caml

Quelques utilitaires simples

Programme 11.1 Paire la plus proche : quelques utilitaires

1 load_object "Cycles";;

2 #open "Cycles";;

3

4 type point == int * int;;

5 type point_ou_bord = Point of point | Bord;;

6

7 let rec découpe_en_deux = function

8 o->10,0

9 | [a] -> [a],[]

10 |l a::b::q-> let 11,12 = découpe_en_deux q

11 in (a :: 11),(b :: 12)

12 and fusionne inf 11 12 = match 11,12 with

13 [, -> 12

14 I _,00 > 11

15 | a::ql , b::qg2-> if (inf a b) then a :: (fusionne inf ql 12)
16 else b :: (fusionne inf 11 g2)
17 and tri_fusion inf = function

18 nm->10

19 | [a]l -> [al

20 | 1 -> 1let 11,12 = découpe_en_deux 1

21 in fusionne inf (tri_fusion inf 11) (tri_fusion inf 12) ;;
22

23 let carré n = n * n;;

24

25 let distance (x,y) (x’,y’) = carré(x-x’) + carré(y-y’) ;;
26

27 let numérote 1 =

28 let rec numérote_rec n = function

29 0o->0

30 | a:: g -> (n,a) :: (numérote_rec (n+1) q)

31 in

32 numérote_rec 0 1;;

33

34 let rec filtre prédicat = function

35 0->1

36 | a :: q -> if (prédicat a) then a :: (filtre prédicat q)
37 else (filtre prédicat q) ;;

38

39 let est_vide = function [] -> true | _ -> false;;

On définitici le type point, qui représente tout simplement un couple d’entiers, et le type
point_ou_bord qui sera utile tout a I’heure quand nous utiliserons des cycles d’objets de ce
type. En effet, nous voudrons pouvoir avancer comme reculer dans la liste des points, mais
sans dépasser la téte ou la queue, bref, en balisant le bord de Ia liste.

On retrouve le tri-fusion qu’on a déja vu, en lignes 7-21.

Viennent ensuite quelques fonctions tres simples, comme carré (ligne 23), distance
(ligne 25), ou est_vide (ligne 39). On a écrit également la classique fonctionnelle filtre
qui ne conserve de sa liste argument que ceux de ses éléments qui satisfont au prédicat fourni
(lignes 34-37).

Enfin, on trouveraen lignes 27-32 la fonction numérote qui transforme une liste [q; b; c; d]
par exempleen [(0, a); (1,b);(2,¢);(3,d)], etquialetype ’a 1list -> (int * ’a) list.

87
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Une programmation astucieuse

Programme 11.2 Paire la plus proche : coupure d’une liste

40 let coupe_au_milieu 1 =

41 let rec avance 11 al = function

42 [ -> a1,11

43 | 12 -> let a,l =

44 if est_vide (t1 12)

45 then avance (tl 11) al []

46 else avance (tl 11) al (t1 (t1 12))
47 in ((hd 11) :: a),l

48 in avance 1 [] 1;;

On donne ici une programmation astucieuse qui permet de couper en deux une liste : aprés prouve cet
let 11,12 = coupure_au_milieu 1;;, on peut affirmer que 1 est identique a 11 @ 12, algorithme!

et que 11 a la méme taille (a une unité pres) que 12.
On pourrait bien sOr écrire plus simplement

let coupure_au_milieu 1 =
let rec coupure_récursive i 1 =
if i <= 0 then [],1
else let 11,12 = coupure_récursive (i-1) (t1 1)
in ((hd 1) :: 11) , 12
in coupure_récursive ((list_length 1) / 2) 1

mais cela demande deux parcours complets de la liste 1, un pour la procédure récursive,
et un pour évaluer 1ist_length 1.
On veérifiera que la fonction proposée ne fait qu’un passage dans la liste argument.

La fusion

cherche_ mieux réalise I'essentiel de la fusion : il attend en argument les deux ensembles
P, et P, évoqués dans la description de notre algorithme, sous la forme de cycles de points
(pour pouvoir aller en avant comme en arriére) balisés grace au constructeur Bord, ainsi que
la paire la plus proche déja trouvée, constituée des deux points a et b a distance 6.

En lignes 66-69, on gére les cas d’arrét.

En lignes 70-71, on s’occupe du cas ol le point courant de P, serait trop bas: il convient
alors de s’appeler récursivement avec le méme point de Py, mais le point suivant de P.

Sinon, il faut tester les 5 points a venir dans P, (voir la discussion de I’algorithme) : c’est
le but des appels imbriqués a la procédure essai, en ligne 74, appels qu’on englobe dans un
try (lignes 73-78) pour s’arréter des qu’on envisage un point de P, trop haut.

La procédure essai est définie en lignes 54-64. Elle évacue rapidement en lignes 57-60
le cas ou le point courant de P, est trop haut en déclenchant une erreur (la définition de
I’exception est en lignes 49-51).

Sinon, elle compare les distances, en lignes 61-64.
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Programme 11.3 Paire la plus proche: le cceur du probléme

49 exception Trop_haut of

50 (point*point*int*

51 point_ou_bord cycle_bien_chainé*point_ou_bord cycle_bien_chainé) ;;
52

53 let rec cherche_mieux a b delta pl p2 =

54 let essai (a,b,delta,pl,p2) =

55 match (valeur_cycle pl), (valeur_cycle p2) with

56 Bord,_ -> raise (Trop_haut (a,b,delta,pl,p2))

57 | _,Bord -> raise (Trop_haut (a,b,delta,pl,p2))

58 | Point(x1,y1),Point(x2,y2)

59 -> if (y2 > y1) & (carré(y2-y1) >= delta) then

60 raise (Trop_haut (a,b,delta,pl,p2))

61 else let d = distance (x1,y1) (x2,y2)

62 in

63 if d < delta then (x1,y1),(x2,y2),d,pl, (avance_cycle p2)
64 else a,b,delta,pl, (avance_cycle p2)

65 in

66 match (valeur_cycle pl),(valeur_cycle p2) with

67 Bord,_ -> [a;b]

68 | _,Bord -> [a;b]

69 | Point(x1,y1),Point(x2,y2)

70 -> if (y2 < y1) & (carré(yl-y2) >= delta) then

71 cherche_mieux a b delta pl (avance_cycle p2)

72 else

73 try let a,b,delta,_,_ =

74 essai(essai(essai(essai(essai(a,b,delta,pl,p2)))))
75 in

76 cherche_mieux a b delta (avance_cycle pl) p2

77 with Trop_haut(a,b,delta,_,_)

78 -> cherche_mieux a b delta (avance_cycle pl) p2;;
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La fonction appelante

Programme 11.4 Paire la plus proche: la fonction principale

79 let paire_la_plus_proche 1 =

80 let rec paire_la_plus_proche_rec lx ly = match lx with

81 o->10a

82 | [_,al -> [al

83 | [_,a;_,b] -> [a;Db]

84 | [_,a;_,b;_,c]

85 -> if (distance a b) < (distance a c)

86 then if (distance a b) < (distance b c)

87 then [a;b]

88 else [b;c]

89 else if (distance a c) < (distance b c)

90 then [a;c]

91 else [b;c]

92 [

93 let 11x,12x = coupe_au_milieu 1lx

94 in

95 let indexMilieu = match (hd 12x) with i,(_,_) -> i

96 in

97 let 11y = filtre (function (i,_) -> i < indexMilieu) 1y
98 and 12y = filtre (function (i,_) -> i >= indexMilieu) ly
99 in

100 let [al;bl] = paire_la_plus_proche_rec 1lix 1lly

101 and [a2;b2] = paire_la_plus_proche_rec 12x 12y

102 in

103 let deltal,delta2 = (distance al bl),(distance a2 b2)

104 in

105 let m = match (hd 12x) with _,(x,_) -> x

106 and aMin,bMin,delta = if deltal<delta2 then al,bl,deltal
107 else a2,b2,delta2
108 in

109 let pl = filtre (function (_,(x,_)) -> carré(x-m) <= delta) lly
110 and p2 = filtre (function (_,(x,_.)) -> carré(x-m) <= delta) 12y
111 in

112 let pl = avance_cycle (liste_en_cycle

113 (Bord :: (map (function (_,a) -> Point(a)) p1)))
114 and p2 = avance_cycle (liste_en_cycle

115 (Bord :: (map (function (_,a) -> Point(a)) p2)))
116 in

117 cherche_mieux aMin bMin delta pl p2

118 in

119 let 1x = numérote

120 (tri_fusion (fun (ax,_) (bx,_) -> ax < bx) 1)

121 in

122 let 1y = tri_fusion (fun (_,(_,ay)) (_,(_,by)) -> ay < by) 1x
123 in

124 paire_la_plus_proche_rec 1lx ly;;

Pour s’assurer gqu’on n’opére qu’une fois le tri, on I'effectue avant tout appel a la fonction
récursive, en lignes 119-122, ot on commence par construire la liste des points triée en x, a la
numéroter (on a construit ainsi 1x), puis a trier cette liste cette fois en y, obtenant 1y.

La fonction récursive fait évidemment tout le travail. Elle commence par évacuer le cas
d’une liste de moins de 4 points (lignes 81-91). Ensuite on opére la découpe en deux listes, en
lignes 93-98 ; on notera tout particuliérement I'intérét d’avoir numéroté les points par ordre
des x croissants, sans quoi la découpe de 1y edt été impossible. Les appels récursifs sur les
deux moitiés ont lieu en lignes 100 et 101. On peut alors déterminer la paire la plus proche,
c’est-a-dire les a, b et  gu'attend cherche mieux: c’est I'objet des lignes 103-107. Grace
a filtre, on détermine les deux ensembles P, et P;, en lignes 109-115. Il n’y a plus qu’a
appeler cherche_mieux.
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11.3. DIAGRAMMES DE VORONOI

11.3 Diagrammes de Voronoi
11.3.1 Définition

On considére un ensemble fini S de n points po, ..., pn—1. Pour chaque indice i tel que
0 <1< n, on cherche a déterminer I’ensemble V; des points m du plan plus proches de m;
que des autres m;, défini par

Vi={m/Vj#1idm,pi) <d(m,p;)h

Si on consideére le cas de deux points p; et p;, la réponse est élémentaire: il s’agit des deux
demi-plans limités par la médiatrice du segment [pip;]. Dans toute la suite nous noterons
H(ps, pj) celui de ces deux demi-plans qui contient le point p;. Ainsi H(pi,p;) U H(pj, pi)
est le plan entier. Alors, par définition méme de V;, on dispose de

Vi = ﬂ H(pi,pj).
j#AL

Ceci prouve que V; est — en tant qu’intersection de demi-plans, et donc aussi de con-
vexes — une partie convexe du plan qui contient p; et aucun autre point de S et dont la
frontiere est polygonale. De deux choses I'une: ou bien V; est compact, c’est un polygone,
ou bien V; n’est pas borné, et sa frontiére est une suite de segments encadrée par deux demi-
droites. Le plus parlant est de considérer la figure 11.5 qui montre la partition du plan en
les V; dans un cas particulier. Un tel diagramme est appelé diagramme de Voronoi, qui les a
introduits en 1908 a I’occasion d’un traité sur les formes quadratiques.

11.3.2 Quelques propriétés

Dans toute la suite, pour éviter des cas particuliers qui n’apportent pas grand chose a la
compréhension des notions introduites, nous ferons la supposition suivante :

Il N’y a pas dans S quatre points cocycliques.

Notons que comme une aréte du diagramme de Voronoi est un segment de médiatrice, elle
est donc aréte commune d’exactement deux polygones. En outre nous avons le

Théoreme 5 Chaque sommet du diagramme de Voronoi est intersection d’exactement trois arétes.

O Soitaq, az,..., ax lesarétes qui se rencontrent en un sommet v du diagramme de
Voronoi, numérotées dans I’ordre de leurs angles polaires. Renumérotons les points de S
de telle sorte que a; soit un c6té commun aux polygones V;_; et V;, avec la convention
habituelle : a; est un c6té commun aux polygones V7 et Vi.. Mais ces arétes sont des
médiatrices, et c’est donc dire que v est équidistant des points py, pz, ..., pkx. Grace
a notre hypothese il est alors clair que k < 3. Supposons pour terminer que k = 2.
Alors a; est c6té commun a V7 et V5, et a; aussi, bref ce sont deux segments contigus
de la méme médiatrice, et il n’y aurait pas la de sommet v du diagramme de Voronoi.

Finalement on a bien k = 3.
a

On peut également dire que chaque sommet du diagramme de Voronoi est le centre d’un
cercle passant par trois points de S. Dans la suite, si v est un sommet du diagramme de Voronof,
nous noterons C(v) le cercle correspondant. On dispose alors de I'intéressante propriété
suivante.

Théoréme 6 Pour chaque sommet v du diagramme de Vorono, le disque ouvert de frontiére C(v)
ne contient aucun point de S.

91
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Figure 11.5: Un exemple de diagramme de Voronoi
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Vi

Figure 11.6: Support de la démonstration du théoréme 8

O Raisonnons par I'absurde. Supposons que C(v) passe par les trois pointsp1, p2, p3,
et que le disque ouvert contienne un quatrieme point p4. Mais alors v est plus proche
de p4 que de chacun des pq, p2, p3,etdoncv € Vymaisv ¢ Vi, v ¢ Vo etv ¢ V3. Ce
qui fournit notre contradiction puisqu’on a supposé que v est le sommet commun aux
trDois polygones V7, V2, V3.

Voici encore un petit

Théoréme 7 Soit p; un point de S. Si p; est un plus proche voisin de p; alors le polygone V; du
diagramme de Voronoi voit une de ses arétes portée par la médiatrice de [p;p;].

O Soit m le milieu du segment [pip;]. Supposons un instant que m ne soit pas sur
la frontiére de V;. Comme V; est inclus dans H(p;, p;), m est alors nécessairement &
I’'extérieur de V;. Ainsi le segment [p;v] rencontre une aréte de V; en un certain point
u, et d(pi,u) < d(pi, m). westsur une aréte de V; donc sur la médiatrice d’un certain
segment [p;pi]. Mais alors d(pi,u) = $d(pi, px) < d(pi,m) = Jd(p,p;), et donc
pﬁ serait plus prés de p; que pj, ce qui est exclu par I’hypothése.

Voici ensuite un résultat qui permet de retrouver I’'enveloppe convexe de S connaissant son
diagramme de Voronoi ;

Théoréeme 8 Le polygone V; n’est pas borné si et seulement si p; est sur la frontiére de I’enveloppe
convexe de S.

O On pourra observer la figure 11.6 comme support de cette démonstration.

Pour cette démonstration, nous utiliserons le lemme qui dit qu’un point p n’est pas un
sommet de I’enveloppe convexe de S si et seulement si il est a I'intérieur d’un triangle
rst de points de S.

Sidoncp; n'est pas sur la frontiére de I’enveloppe convexe de S, c’est qu’il est a I'intérieur
d’untriangle pyp2p3 0Up1, p2 etps sonttrois points de S. On considére alors les cercles
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C12, Ca3 et C37 respectivement circonscrits aux triangles pip1p2, pip2p3 et pipsp1-
Sur Cq, on considére plus particulierement I'arc A;, qui est limité par p; et p, et qui
ne contient pas p;. Remarquons que si m est un point de cet arc, m est plus proche
de ou bien p; ou bien p, (ou bien des deux) que de p;. On a de méme des arcs A ;3 et
Asj avec les propriétés analogues. Soit enfin C un cercle tel que le disque qu’il délimite
contienne I'intégralité des trois cercles précédents.

Nous allons montrer que tout point x extérieur a ce disque est plus proche de I'un ou
I'autre des points py, p2 ou p3 que de p;. Ceci prouvera que V; est tout entier inclus
dans ce disque de frontiére C, et partant, qu’il est borné.

En effet, le segment [p;x] coupe I'un des cotés du triangle p1p2p3, par exemple p1p;.
Mais alors il coupe également I'arc A;2, en un point u. On a déja dit que u est plus
proche de p; ou p; que de pj, et c’est gagné.

Réciproquement, supposons que V; soit compact, et montrons que p; n’est pas sur la
frontiere de I’enveloppe convexe de S. En effet, V; a pour frontiére une suite de segments

01, 02, ..., Ok (avec k > 3). Chaque oj est porté par la médiatrice d’un certain p;pj,
ou p; € S. Mais alors il est clair que p; est a I'intérieur du polygone de sommets pj,
P35, ..., P, et donc pas sur la frontiére de I’enveloppe convexe de S.

U

11.3.3 Applications
Dual du diagramme de Voronoi : la triangulation de Delaunay

En 1934, Delaunay propose de considérer le graphe plan obtenu en reliant par un segment
de droite chaque paire de points p;, p; de S tels que les polygones V; et V; du diagramme
de Voronoi partagent une aréte commune (qui est donc alors contenue dans la médiatrice du
segment). Remarquons gu’il N’y a pas de raison pour que le segment de Delaunay coupe la
médiatrice en question. On trouvera la triangulation de Delaunay associée au diagramme de
Voronoi déja tracé dans la figure 11.7, page suivante (le diagramme de Voronoi est en pointillés,
la triangulation de Delaunay en trait &pais). Il s’agit la d’un résultat lié a la dualité: le dual
du théoreme 5 sur le diagramme de Voronoi dit exactement que la manipulation précédente
conduit effectivement a une triangulation, c’est-a-dire a une partition de I’enveloppe convexe
de S en triangles (a trois cotés, comme il y avait trois arétes issues de chaque sommet du
diagramme de Voronoi).

Autres applications

On a déja dit comment la donnée du diagramme de Voronoi permet de reconstituer I’'enveloppe
convexe (voir le théoréme 8).

D’autre part, depuis le théoréme 7, on sait que si p; est un plus proche voisin de p;, alors
la médiatrice de [pip;] porte une aréte du diagramme de Voronoi. Ainsi, inversement, étant
donné p;, on cherchera ses plus proches voisins en considérant successivement les seuls p;
tels que V; et V; aient une aréte commune.

En fait, si nous savions construire en O(n logn) le diagramme de Voronoi, les remarques
précédentes permettraient de résoudre le probléme de I’enveloppe convexe et celui des plus
proches voisins pour un codt du méme ordre.
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Figure 11.7: La triangulation de Delaunay
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11.4 Algorithme de Tsai

11.4.1 Quelques préliminaires

Nous présentons ici un algorithme proposé par V. Tsai pour construire la triangulation de cet algorithme a été
Delaunay d’un ensemble de n points du plan. Tsai annonce que son algorithme (pour ses deux publié en juin 1993
derniéres étapes, du moins) est a peu prés linéaire en n. ..

Nous nous abstiendrons de toute justification compleéte de I’algorithme, ce qui dépasserait
largement le cadre de ce poly. A ce jour, I"évaluation rigoureuse de son efficacité reste a faire.

Voici tout d’abord deux résultats autour de la triangulation de Delaunay qui nous serviront
dans la suite.

Théoreme 9 (Critére de Delaunay) Le cercle circonscrit a un triangle pqr de la triangulation
de Delaunay d’un ensemble de n points du plan ne contient aucun autre point de I’ensemble.

C’est en fait une reformulation du théoréme 6.
Voici encore, sans démonstration, un autre critére, dd a Lawson, en 1972

Théoreme 10 (Critére du max-min) Soit pqrs les sommets d’un quadrilatére convexe consti-
tué de deux triangles pgs et grs de la triangulation de Delaunay d’un ensemble de n points du
plan qui partagent une aréte commune gs. Soit o le plus petit des six angles aux sommets des
deux triangles. Considérons I’autre diagonale du quadrilatére, ou encore les triangles pqr et rsp,
et soit 3 le plus petit des six angles aux sommets de ces deux nouveaux triangles. Alors o > f3.

On peut dire que la triangulation de Delaunay maximise le min des six angles en question;
voir la figure 11.8 qui illustre les deux critéres a la fois.

pas Delaunay Delaunay

on a bien
oa>P

Figure 11.8: Illustration du critére du max-min



surprenant, non?

11.4. ALGORITHME DE TSAI

11.4.2 Premiére étape

La premiére chose a faire est de déterminer I’enveloppe convexe des n points du plan considérés.
Nous avons déja traité ce probléme dans le chapitre précédent. Nous n’y revenons donc pas
davantage.

11.4.3 Deuxiéme étape

Il s’agit maintenant de construire la triangulation de Delaunay des seuls p points de I’enveloppe

convexe qu’on vient de déterminer. Notons-les ao, as, ..., ap—1, en les numérotant dans le
senstrigonométrique : lesarétes du polygone convexe considérésontlesapas, ..., ap_2ap_1,
a,_-104p.

P

Voici alors I'algorithme proposé par Tsai pour trouver les triangles de la triangulation de
Delaunay de I’enveloppe convexe.

étape 0. on définitun ensemble d’arétes .A qu’on initialise avec la liste des arétes du polygone,
c’est-a-dire les apay, ..., ap_2a,_1, ap_10o, ainsi qu’un ensemble 7 de triangles
initialement vide;

étape 1. si A est vide, on a fini: 7 contient la liste des triangles de la triangulation de
Delaunay cherchée, STOP ; sinon, continuer a I’étape suivante ;

étape 2. on choisit une aréte ab de .4, qu’'on retire de cet ensemble;

étape 3. on passe en revue les points ¢ du nuage jusqu’a trouver un triangle abc qui ne soit
pas déja dans 7 et dont le disque limité par son cercle circonscrit ne contienne aucun
autre point du nuage (c’est le critére de Delaunay);

étape 4. on ajoute a 7 le triangle abc ainsi trouvé;

étape 5. si I'aréte bc était dans .4, on la supprime, sinon on I'ajoute ; on fait de méme pour
I’aréte ac: on la supprime si elle se trouve déja dans A4, sinon on I'ajoute ;

étape 6. on retourne a I'étape 1.

On trouvera un exemple en figure 11.9, page suivante.
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T = abg
A =bc, cd, de, ef, fg, ga, bg

T =abg, bcd J = abg, bcd, deg
A =de, ef, fg, bg, bd A =ef, fg, bg, bd, eg, dg
a, 9 ag 3
f ) f
bg b .
e e
c ] “d c d
T =abg, bed, deg, efg T = abg, bcd, deg, efg, bdg
A =Dbg, bd, dg A=0
a_ [¢] a, _.-—— -9
’ o f ' \ f
b \ b
e e
c d c - d

Figure 11.9: Deuxiéme étape de I’algorithme de Tsai
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11.4.4 Troisiéme étape

Nous allons ajouter un a un chacun des n — p points que nous n’avons pas encore considéreés.

Pour ajouter un point m (et mettre a jour la triangulation de Delaunay, bien sdr), nous

on procéde ainsi: on commencons par déterminer I’ensemble des triangles abe de la triangulation courante qui

trouve un premier chapeautent m: on dira gu’un triangle chapeaute un point si ce point est a I'intérieur du cercle

tfiaf!gle. puis on circonscrit au triangle. La réunion de ces triangles constitue ce qu’on peut appeler la zone
essale ceux qui ont  g’influence du point m (voir la figure 11.10, ol la zone d’influence est grisée).

avec lui au moins un On supprime alors de la triangulation tous les cotés communs & deux triangles a I'intérieur

ictoét;commun, €LON  4e la zone d’influence. On termine en ajoutant tous les segments qui relient m a un des

o sommets a la frontiére de sa zone d’influence.

avant insertion de m apres insertion de m

Figure 11.10: La derniére étape de I’algorithme de Tsai

Aprés avoir ajouté ainsi tous les points manquants, on obtient la triangulation de Delaunay
cherchée.

11.4.5 Remarques

c'est déja bien assez  Tsai propose en réalité quelques raffinements que nous ne présentons pas ici, et qui ont pour

compliqué comme but d’accélérer les differentes étapes de I’algorithme qu’il expose. En particulier, dans I’étape 2,

cal il montre comment trouver rapidement le prochain triangle a ajouter a la liste. De méme, pour la
phase finale, il explique comment accélérer la détermination de la zone d’influence d’un point.
Nous n’avons méme pas utilisé la remarque marginale faite a I’occasion dans I'implémentation
gue Nous Proposons Ci-apres.
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11.4.6 Les diagrammes de Voronoi revisités

Il reste a expliquer comment reconstituer le diagramme de Voronoi a partir de la triangulation
de Delaunay.

C’est chose facile (voir la figure 11.7 a nouveau): on considere tour a tour chaque aréte
[pq] de la triangulation.

Alors, de deux choses I'une:

si I’aréte est commune a deux triangles T; et T, on détermine les centres c; et ¢, de leurs
cercles circonscrits, et on ajoute au diagramme de Voronoi I’aréte [cqc2] et les sommets
cretey;

si I’aréte est sur la frontiére de I’enveloppe convexe, elle n’appartientqu’auntriangle [pqr];
on détermine le centre c de son cercle circonscrit, et on ajoute au diagramme de Voronoi
le sommet c et la demi-droite portée par la médiatrice de [pq], d’extrémité c, qui se
dirige vers I'extérieur de I’enveloppe convexe.

11.5 Implémentation en Caml

11.5.1 Quelques utilitaires

Programme 11.5 Quelques utilitaires pour I'algorithme de Tsali

1 let epsilon = 1.0e-8;;

2

3 let carré x = X *. x;;

4

5 let d2 (ax,ay) (bx,by) = carré(ax -. bx) +. carré(ay -. by) ;;

6

7 let cercle_circonscrit (ax,ay) (bx,by) (cx,cy) =

8 let a = d2 (ax,ay) (0.,0.)

9 and b = d2 (bx,by) (0.,0.)

10 and ¢ = d2 (cx,cy) (0.,0.)

n and q = 2. *. (ax *. (by-.cy) +. bx *. (cy-.ay) +. cx *. (ay-.by))
12 in

13 ( (* abscisse du centre *)

14 (a *. (by-.cy) +. b *. (cy-.ay) +. ¢ *. (ay-.by))/.q

15 , (* ordonnée du centre *)

16 -.(a *. (bx-.cx) +. b *. (cx-.ax) +. ¢ *. (ax-.bx))/.q

17 )

18 s (* rayon du cercle *)

19 sqrt((d2 (ax,ay) (bx,by))*.(d2 (bx,by) (cx,cy))*.(d2 (cx,cy) (ax,ay)))
20 /. abs_float(q) ;;

21

22 let déterminant (ax,ay) (bx,by) = ax*.by -. ay*.bx;;

23

24 let vecteur (ax,ay) (bx,by) = (bx-.ax,by-.ay) ;;

25

26 let sens_direct a b ¢ = 0. <. (déterminant (vecteur a b) (vecteur a c)) ;;
27

28 let alignés a b c =

29 abs_float(déterminant (vecteur a b) (vecteur a c)) <. epsilon;;
30

31 let est_triangle a b ¢ = not (alignés a b c) ;;

Nous commengons par é&crire quelques utilitaires d’usage général, qui font I'objet du fichier
tsai.util.ml dont on fournit le listing: c’est le programme 11.5.

On trouve les fonctions carré et d2 qui n’appellent pas de commentaires particuliers, pas
plus que déterminant, vecteur, sens direct OU est_triangle. Signalons simplement



un grand merci &
Maple qui a donné
les formules utilisées

il a fallu réécrire le
programme de
recherche de
I'enveloppe convexe
pour I'adapter au cas
de points &
coordonnées
flottantes

un prédicat est du
type ’a -> bool

11.5. IMPLEMENTATION EN CAML

gu’a cause des problémes de précision habituels aux flottants, on a introduit une constante
epsilon pour éviter dans alignés la comparaison avec 0. qui est toujours hasardeuse.

La fonction cercle_circonscrit attend trois points représentés par des couples de co-
ordonnées flottantes, et renvoie un couple formé du centre et du rayon du cercle circonscrit au
triangle.

Programme 11.6 Algorithme de Tsai : 1ére étape

1 load_object "Cycles";;

2 #open "Cycles" ;;

3

4 load_object "Tri_fusion" ;;

5 #open "Tri_fusion" ;;

6

7 load_object "Convexe.float";;

8 #open "Convexe.float" ;;

9

10 include "tsai.util";;

1

12 let liste_vide = function [] -> true | _ -> false;;

13

14 let rec premier_d’accord prédicat = function

15 [1 -> raise Not_found

16 | x :: q -> if prédicat(x) then x else premier_d’accord prédicat q;;
17

18 let rec discrimine prédicat = function

19 0->10,0

20 | x :: g -> let oui,non = discrimine prédicat q

21 in

22 if prédicat(x) then (x::oui),non else oui,(x::nomn) ;;
23

24 let phasel les_points =

25 let convexe = enveloppeConvexe les_points

26 in

27 let sommets_du_polygone = cycle_en_liste convexe

28 and arétes_du_polygone =

29 let rec crée_liste_des_arétes = function

30 a::b::q->(a,b) :: crée_liste_des_arétes (b :: q)
31 I - >0

32 in crée_liste_des_arétes

33 ((valeur_cycle convexe) :: (cycle_en_liste (avance_cycle convexe)))
34 in

35 let sommets_internes = subtract les_points sommets_du_polygone
36 in

37 sommets_du_polygone , arétes_du_polygone , sommets_internes;;

On peut alors écrire la premiéere partie de notre algorithme, ce qui constitue le pro-
gramme 11.6.

On trouvera les incantations habituelles nécessaires pour pouvoir accéder a la structure de
listes circulaires, au tri-fusion, et a la recherche de I’enveloppe convexe. On inclut également
les utilitaires que nous venons de décrire.

On ajoute encore quelques fonctions d’intérét général : est_vide dit si la liste gu’on lui
passe en argument est vide ou non ; premier_d’accord prend en argument un prédicat et une
liste, et renvoie le premier élément de la liste qui satisfait le prédicat ou déclenche I’exception
Not_found s’il ne s’en trouve pas ; de fagon analogue discrimine, avec les mémes arguments,
renvoie le couple des listes oui et non formées par les éléments qui satisfont ou non le prédicat.

On est en position d’écrire phasel qui prend la liste des points du nuage et renvoie un
triplet formé de la liste des sommets du polygone frontiére de I’enveloppe convexe, de la liste
des arétes de ce polygone (sous la forme de couples de points), et de la liste des points du nuage
qui sont a I'intérieur du polygone.
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11.5.2 Deuxiéme étape de I’algorithme

Le programme 11.7 permet d’implémenter la deuxiéme phase de I'algorithme de Tsai. |l
commence par définir quelques fonctions auxiliaires. les utilitaires, c'est
test_de Delaunay prend en arguments trois points p g et la liste de tous les sommets, comme les lemmes,
et dit si disque (de frontiére le) cercle circonscrit au triangle pqr ne contient bien aucun autre plusily en a, et
sommet que ces trois 13. Notons que mem et forall sont des fonctions de la bibliothéque meilleur c'est ...
standard Caml. hummm .
nouveau triangle p q r liste Vérifie que le triangle pqr n'est pas déja dans la liste la bibliotheque
fournie, et que c’est bel et bien un triangle (id est pas trois points alignés). standard nous a deja
€L gle ( P P gnes) donné subtract
On trouve ensuite méme_aréte qui est I’égalité entre arétes (il N’y a pas d’ordre sur les
extrémités qui définissent une aréte) ; etmembre_aréte qui, a I’aide de la précédente, découvre
si I’aréte passée en premier argument fait partie de la liste d’arétes passée en deuxiéme argument.
différence et différence_symétrique effectuent les fonctions classiques sur les en- les mathématiciens
sembles sur des listes d’arétes. C’est le cceur de la deuxieme phase de I’algorithme de Tsai: on notent \ et A
ajoute les nouvelles arétes si elles sont absentes, on les supprime si elles sont présentes, ce qui
n’est gu’une formulation de la différence symétrique.
Il n'y aplus qu’a écrire phase?2 qui a partir de la liste des sommets du polygone convexe et
de la liste de ses arétes construit et renvoie la liste des triangles de sa triangulation de Delaunay.
Elle utilise une procédure récursive itére qui épuise petit a petit son premier argument (la
liste courante des arétes a traiter) en ajoutant au fur et a mesure a son deuxiéme argument les
triangles construits.



11.5. IMPLEMENTATION EN CAML

Programme 11.7 Algorithme de Tsai : 2e étape

38 let test_de_Delaunay p q r tous_les_sommets =

39
40
4
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

81

let

let

let

let

let

let

let centre,rayon = cercle_circonscrit p q r

in

let est_ok m = (mem m [p;q;r]) or (d2 centre m >. carré(rayon))
in

for_all est_ok tous_les_sommets ;;

nouveau_triangle p q r anciens_triangles =
let autre_triangle (a,b,c) =
not (liste_vide (subtract [p;q;r] [a;b;cl))
in
(est_triangle p q r) &
(for_all autre_triangle anciens_triangles) ;;

méme_aréte (a,b) (a’,b’) =
((a=a’) & (b=>b’)) or ((a=0b’) & (b =2a’));;

rec membre_aréte a = function
[1 -> false
| t :: q -> (méme_aréte t a) or (membre_arédte a q) ;;

rec différence 11 12 = match 11 with
a0 ->1
| a :: q -> if membre_aré&te a 12 then différence q 12
else a :: (différence q 12) ;;

différence_symétrique 11 12 =
let 1 = différence 11 12

and m = différence 12 11

inl @ m;;

phase2 les_sommets les_arétes =
let rec itére arétes triangles = match arétes with
[1 -> triangles

| (a,b) :: q
-> 1let candidat x = (nouveau_triangle a b x triangles)
& (test_de_Delaunay a b x les_sommets)
in
let ¢ = premier_d’accord candidat les_sommets
in

itére (différence_symétrique q [(b,c);(c,a)])
((a,b,c) :: triangles)
in
itére les_arétes [];;
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11.5.3 Troisiéme étape

On commence, dans le programme 11.8 qui implémente la troisiéme et derniére phase de
I’algorithme de Tsai, encore une fois par quelques fonctions auxiliaires.

chapeaute m (p,q,r) ditsiletriangle pqr chapeaute le point m, au sens ot nous I’avons
défini plus haut.

supprime_doublons renvoie la liste d’arétes passée en argument privée de ceux de ses
éléments qui y figureraient en plus d’un exemplaire. Pour ce faire elle commence par former
la liste de ces éléments particuliers grace a la fonction récursive doublons.

liste_arétes_de_triangles prend une liste de triangles et renvoie la liste compléte de
toutes leurs arétes.

phase3 prend en arguments les listes des points déja traités (au départ: les sommets de
I’enveloppe convexe), des autres points du nuage, des triangles de la triangulation en cours
(au départ: la triangulation du polygone obtenue grace a phase2). Elle renvoie la liste des

triangles de la triangulation de Delaunay du nuage.

Programme 11.8 Algorithme de Tsai : 3e étape

82 let chapeaute m (p,q,r) =

83 let centre,rayon = cercle_circonscrit p q r

84 in

85 (d2 m centre) <. carré(rayon) ;;

86

87 let supprime_doublons 1 =

88 let rec doublons = function

89 -1

90 | a :: q -> if membre_aréte a q then a :: (doublons q)

91 else doublons q

92 in

93 différence 1 (doublons 1) ;;

94

95 let rec liste_aré@tes_de_triangles = function

96 0->10

97 | (a,b,c) :: q => (a,b) :: (b,c) :: (c,a) ::

98 (liste_arétes_de_triangles q) ;;
99

100 let rec phase3 pts_traités pts_restants triangles =

101 let triangles_aprés m =

102 let chapeautants,inertes = discrimine (chapeaute m) triangles
103 in

104 let arétes = supprime_doublons

105 (liste_arétes_de_triangles chapeautants)
106 in

107 (map (function (a,b) -> (a,b,m)) arétes) @ inertes

108 in

109 match pts_restants with

110 [1 -> triangles

m | m :: q -> phase3 (m :: pts_traités) q (triangles_aprés m) ;;
12

113 let tsai les_points =

114 let pts_polygone,arétes_polygone,pts_internes = phasel les_points
115 in

116 let triangles_polygone = phase2 pts_polygone aré&tes_polygone
117 in

118 phase3 pts_polygone pts_internes triangles_polygone ;;

Pour ce faire, elle a été écrite de fagon récursive, I'arrét se produisant quand il n'y a plus
de points a traiter (ligne 110). Dans le cas général, on considére le premier point m a traiter, on
construit la nouvelle liste des triangles et on itere (ligne 111). Bien sirr c’est triangles_aprés
qui se charge de construire la nouvelle triangulation. Elle est définie en lignes 101-107. On
discrimine tout d’abord ceux des anciens triangles qui chapeautent ou non m (ligne 102). On



relis ce que nous
avons diten 11.4.6
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supprime toutes les arétes au moins en double de la liste de toutes les arétes de ces triangles de
la zone d’influence de m (lignes 104-105). Il n’y a plus gu’a ajouter aux triangles hors zone
d’influence (leur liste est appelée inertes) les triangles obtenus a I'aide de m et des arétes

restantes, ce qui est fait en ligne 107.

La procédure finale tsai se contente d’enchainer les trois phases de I’algorithme.

11.5.4 Détermination du diagramme de Voronoi

On en arrive a la création du diagramme de Voronoi a partir de la triangulation de Delaunay.

Programme 11.9 Construction du diagramme de Voronot

119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160

type voronoi = Segment of point * point | Demi_droite of point * direction
and direction == float * float;;

let direction (ax,ay) (bx,by) c =
if semns_direct (ax,ay) (bx,by) c then (by-.ay , ax-.bx)
else (ay-.by , bx-.ax);;

let rec présent (a,b) = function
[1 -> raise Not_found
| ((p,q),_,c) :: 1 -> if méme_aréte (a,b) (p,q) then c
else présent (a,b) 1;;

let rec supprime (a,b) = function
a0->1
| ((p,q),r,s) :: 1 -> if méme_aréte (p,q) (a,b) then supprime (a,b) 1
else ((p,q),r,s) :: (supprime (a,b) 1) ;;

let voronoi_et_delaunay les_points =
let rec combine = function

0->0
| ((a,b),c,centre) :: q
-> try let centre’ = présent (a,b) q
in
Segment (centre,centre’) :: (combine (supprime (a,b) q))
with
Not_found ->
Demi_droite(centre, (direction a b ¢)) :: (combine q)
and développe = function
0->10
| (a,b,c) :: q -> let centre,_ = cercle_circonscrit a b c
in
((a,b),c,centre) :: ((b,c),a,centre)

((c,a),b,centre) :: (développe q)
in
let delaunay = tsai les_points
in
let les_arétes = développe delaunay
in
let diagramme = combine les_arétes
in
delaunay , diagramme;;

Les éléments du diagramme de Voronoi sont de deux types, les segments, caractérisés par

les deux points extrémités, et les demi-droites, caractérisées par leur unique point extrémité,
et un vecteur donnant la direction de la demi-droite ; c’est ce que traduisent les types Caml
définis en lignes 119-120.

Pour les demi-droites, nous aurons besoin de savoir déterminer la direction de la médiatrice

de [ab] qui “sort du triangle” (abc). Toutdépend en faitde I’orientation du repeére (a, ab, ad),
c’est ce que réalise la procédure direction.
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Avant de commenter présent et supprime, intéressons-nous a la fonction objet de tous enfin, tous. .. ?
nos désirs: voronoi_et_delaunay qui prend en argument la liste des points du nuage et
renvoie un couple formé de la liste des triangles de la triangulation de Delaunay et de la liste
des objets constitutifs du diagramme de Voronoi (segments et demi-droites).
Apreés avoir appelé tsai en ligne 154, on applique a la liste des triangles obtenus la fonction
développe (définie en lignes 147-152) qui se charge de créer une liste d’éléments de la forme
((a,b),c,centre) pour chaque aréte [ab] de chaque triangle. Bienslir centre représente le
centre du cercle circonscrit associé au triangle, qu’on ne calcule ainsi qu’une fois pour chaque.
Mais pourquoi conserver aussi le troisiéme point c du triangle? tout simplement pour pouvoir bonne question,
orienter (comme il a été dit plus haut) la demi-droite correspondante dans le cas ol [ab] est merci de me l'avoir
un coté du polygone frontiére de I’enveloppe convexe du nuage. posée!
Quie fait-on ensuite? on applique mot a mot ce qui a été expliqué en 11.4.6, en considérant
tour a tour les arétes ainsi listées.
Si une aréte figure deux fois, c’est a dire si elle est présente dans la liste des arétes non
encore considérées, elle figure en association avec un nouveau centre : il suffit de construire le
segment qui relie ces deux centres, et d’appliquer récursivement combine a la liste des arétes
débarrassée de ces deux arétes maintenant traitées. C’est ce qu’on fait en lignes 140-143. On
voit maintenant ce que faitprésent (a,b) liste: siabfiguredanslaliste desarétes fournie
on renvoie le centre de cercle circonscrit associé, et sinon on déclenche I'exception Not_found.
Quant a supprime, elle enléve d’une liste d’aréte tout triplet ((c,d),e,centre’) tel que
(c,d) et (a, b) soient la méme aréte.
Sinon, on construit la demi-droite voulue avant de réaliser I’appel récursif (lignes 145-146).

11.5.5 Affichage dans une fenétre graphique

Nous donnons le petit programme 11.10 qui permet, en usant de la bibliothéque graphique
de Caml, d’afficher diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay d’un nuage de points
aléatoire.

Nous commengons par redéfinir les fonctions de tracé de base pour qu’elles s’appliquent
aux points a coordonnées flottantes. En outre, en les combinant, on écrit petit a petit les
fonctions de tracé de cercles circonscrits, ou d’un polygone, etc. Notons que nous avons choisi
de dessiner les triangulations en trait gras et les diagrammes en trait fin. De plus chaque point
du nuage est représenté par un petit disque de rayon 3 pixels.

On écrit 1iste_aléatoire qui renvoie une liste aléatoires de points en vérifiant gu’ils
tiennent dans la fenétre graphique de Caml et qu’elle n’a pas deux points égaux.

La procédure affiche réalise alors I'affichage de figures pour un nombre fixé de nuages
aléatoires de taille également fixée. Il N’y a plus qu’a se faire plaisir, en regardant I’écran. . .

Ontrouveradans lafigure 11.11 une copie de I’écran de mon Macintosh lors d’une exécution
de ce programme.
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Programme 11.10 Affichage graphique des diagrammes de Voronoi de nuages de points

aléatoires

1 include "Tsai.ml";;

2 #open "graphics" ;;

3

4 random__init 0;;

5 open_graph "";; (* 480 * 280 *)

6

7 let moveTo (ax,ay) = moveto (int_of_float ax) (int_of_float ay) ;;
8 let lineTo (ax,ay) = lineto (int_of_float ax) (int_of_float ay) ;;
9 let trace_triangle a b ¢ = moveTo a; lineTo b; lineTo c; lineTo a;;
10 let trace_cercle (ax,ay) r =

11 draw_circle (int_of_float ax) (int_of_float ay) (int_of_float r) ;;
12 let trace_cercle_circonscrit a b ¢ =

13 let o,r = cercle_circonscrit a b ¢ in trace_cercle o r;;

14 let trace_point (ax,ay) = fill_circle (int_of_float ax) (int_of_float ay) 3;;
15 let trace_liste_de_points 1 = do_list trace_point 1;;

16 let traceTriangle (a,b,c) = trace_liste_de_points [ a; b; c ];

17 trace_triangle a b c;;

18 let infini (ax,ay) (dx,dy) = (ax +. 20.*.dx,ay +. 20.*.dy) ;;

19 let trace_objet_du_diagramme = function

20 Segment (a,b) -> moveTo a; lineTo b

21 | Demi_droite(a,d) -> moveTo a; lineTo (infini a d) ;;

22

23 exception Gagné of point list;;

24

25 let rec liste_aléatoire = function

26 0> 0

27 | taille -> let 1 = liste_aléatoire (taille - 1)

28 in

29 try while true do

30 let a = (120.+.(random__float 240.),20.+.(random__float 240.))
31 in

32 if not (mem a 1) then raise (Gagné(a :: 1))

33 done ;

34 1

35 with Gagné res -> res;;

36

37 let attend () = wait_next_event [ Button_down; Key_pressed ]; () ;;
38

39 let affiche nb_points nb_images =

40 for i = 1 to nb_images do

41 clear_graph () ;

42 let 1 = liste_aléatoire nb_points

43 in

44 let t,v = voronoi_et_delaunay 1

45 in

46 set_line_width 2; map traceTriangle t;

47 set_line_width 1; map trace_objet_du_diagramme v ;

48 if i < nb_images then attend ()

49

done ; ;
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A.1 Types de base

A.1.1 Unit

Le type unit ne contient qu’un élément, noté (). On I'utilise pour les fonctions “sans argu-
ments” (en fait, elles en ont un, c’est () ). Exemple: quit : unit -> unit qui S’'invoque
par quit () ;; On l'utilise aussi pour les fonctions qui ne renvoient “rien” (en fait, elles
renvoient quelque chose: () ). Exemple: les fonctions d’impression.

A.1.2 Booléens

Le type bool contient deux valeurs: true (vrai) et false (faux). Les opérateurs sur les depuis la version 0.7
booléens sont: & et or qui seront détaillées en A.3.2 (ce sont, bien sdr, le ET et le OU), de Caml, nous
not (la négation). Tous ces opérateurs sont de faible priorité : on s’astreindra a parenthéser disposons d’une

complétement les expressions booléennes. nouvelle
orthographe : && et

Il
A.1.3 Nombres entiers

Le type int correspond aux entiers (signés). Les opérateurs correspondants sont: +, -, *, /,
mod. La division est une division entiere ; exemple: 7/3 s’évalue en 2; 7 mod 3 donne 1, le
reste de la division précédente.

succ et pred sont respectivement les fonctions successeur et prédécesseur.

On dispose des comparaisons standards: < <= = > >= <> et de la valeur absolue abs
ainsi que de min et max qui attendent deux arguments.

A.1.4 Nombres a virgule ou “flottants”

Le type float correspond aux nombres “a virgule™, on les reconnait (paradoxalement) a la
présence du point: 1.2e6 correspond a 1,210°. Attention, 1 est un int alors que 1. est un
float.

On dispose des opérateurs courants: +. -. *. /. etdescomparaisons: <. <=. =. >. >=.
<>,

Les fonctions transcendantes s’orthographient: sin cos tan asin acos atan sqrt log
exp. Lelogarithme (1og) est népérien et sqrt désigne laracine carrée (square root). L'élévation
a la puissance s’obtient par power : float -> float -> float; la valeur absolue par
abs_float.

Enfin, les conversions entiers/flottants sont

int_of_float : float -> int et float_of_int : int -> float

qui font ce qu’elles peuvent.

A.1.5 Caractéres

Le type char correspond aux caractéres. On les écrit ‘a‘ ‘b‘ ou encore ;¢ par exemple.
Les caractéres spéciaux courants sont: ‘\\‘ et ‘\“ ‘et ‘\r‘ et ‘\t‘ pour, respectivement, le
backslash, le backquote (ou accent grave), le retour-chariot et la tabulation.

Les seuls opérateurs de comparaison disponibles sont = et <>

Pour les conversions on dispose de

int_of_char : char -> int et char_of_int : int -> char

qui s’appuient sur le codage ascii des caractéres.
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A.1.6 Chaines de caractéeres

Letype string correspond aux chaines de caractéeres. Lachaine abc"def estnotée "abc\"def" ;
les caractéres spéciaux vus précédemment sont autorisés.

Les opérateurs correspondants sont ~ pour la concaténation et = et <> pour les compa-
raisons.

La bibliothéque standard fournit entre autres les fonctions suivantes.

e string length : string -> int renvoie la longueur d’une chaine;

e nth_char : string -> int -> char renvoie le n-iéme caractére d’une chaine (la
numérotation commence a zéro);

e set_nth_char : string -> int -> char -> unit modifie le n-ieme caractére
d’une chaine;

e sub_string : string -> int -> int -> string renvoie une nouvelle chaine:
par exemple, sub_string "abcdef" 2 3donne "cde" qui commenceau 2 € caractére
et est de longueur 3;

e make_string : int -> char -> string crée une chaine dont on précise la taille
et le caractére de remplissage.

c'est bien plus Depuis la version 0.7, on dispose d’une nouvelle syntaxe : si s est une chaine, si i est un
pratique indice dans la chaine, s. [i] désigne le caractére correspondant de la chaine, et s. [i] <- ¢
permet de le modifier.

Les fonctions de comparaison sont toutes du type string -> string -> bool; elles
s’appuient sur I'ordre lexicographique et se notent respectivement: eq_string (égalité),
neq_string(inégalité), ge_string (relation supérieur ouégal), le_string (relation inférieur
ou égal), gt _string (relation supérieur strict), 1t_string (relation inférieur strict).

A.1.7 Couples et multiplets

Les couples correspondent au produit cartésien de deux types. Exemple: (1,"asd") est du
typeint * string. Biensdr, ondispose de méme des multipletscomme (false, 3, "asd")
du type bool * int * string.

La bibliothéque standard fournit entre autres les fonctions suivantes.

e fst : ’a * ’b —> ’arenvoie le premier élément d’un couple;
e snd : ’a * ’b -> ’brenvoie le second;

e split : (a * ’b) list -> ’a list * ’b list prend une liste de couples et
renvoie le couple des listes formées des premiers et des seconds éléments ;

e combine : ’a list * ’b list -> (’a * ’b) 1list effectue I'opération inverse;

e map_combine : (’a * ’b -> ’c) -> ’a list * ’b list -> ’c list fait ce
que I’on pense:

#map_combine (function (x,y) -> x*y) ([1; 2; 31, [4; 5; 6]) ;;
- : int list = [4; 10; 18]

e do_list_combine : (’a * ’b -> ’c) -> ’a list * ’b list -> unitfaitde
méme, mais ne renvoie rien: n’a d’intérét que si la fonction passée en premier argument
réalise des effets de bord.
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A.1.8 Listes

Une liste se note [x1; x2; x3; ...; xN] ou les objets xi sont tous d’un méme type ’a,
le type de la liste est alors *a 1list. La liste vide se note []; I'opérateur de construction
des liste est :: gu’on lit quatre points, ainsi 1 :: 2 :: 3 :: [Joul :: 2 :: [3] ou

1 :: [2; 3]valent [1; 2; 3],dutypeint list. Onditque I'opérateur : : estassociatif
a droite. Les deux fonctions d’accés fondamentales sont hd (pour head) qui renvoie la téte
de la liste, et t1 (pour tail) qui renvoie la queue de la liste. Ces deux fonctions déclenchent
Failure "hd" ou Failure "t1" sion tente de les appliquer a la liste vide. La plupart du
temps, on leur préférera le filtrage.

L'opérateur de concaténation des listes se note @; son exécution ne se fait pas en temps
constant mais linéaire en la taille de la premiére liste.

La bibliothéque standard fournit entre autres les fonctions suivantes.

e list_length : ’a list -> int renvoie la longueur de la liste;

e rev : ’a list -> ’a list fabrique une copie renversée de la liste passée en argu-
ment, ainsi rev [1; 2; 3] vautrev [3; 2; 1];

e map : (’a -> ’b) -> ’a list -> ’b list construit la liste des résultats de Iap-
plication de la fonction donnée en premier argument a chacun des éléments de la liste
passée en second argument ;

e do_list : (’a -> ’b) -> ’a list -> unit fait comme map mais sans renvoyer
aucun résultat: n'est intéressante que pour les effets de bord ;

e for_all : (’a -> bool) -> ’a list —> boolditsile prédicat (fonctionavaleur
booléenne) passé en premier argument est satisfait par tous les éléments de la liste passée
en second argument ;

e exists : (a —> bool) —> ’a list —> bool ditsi le prédicat (fonction a valeur
booléenne) passé en premier argument est satisfait par au moins un élément de la liste
passée en second argument ;

e mem : ’a -> ’a list -> boolditsil’élémentpasséen premierargumentestélément
de la liste passée en second argument ;

e except : ’a -> ’a list -> ’a listrenvoielaliste passée en deuxieme argument
privée du premier de ses éléments égal a I’objet passé en premier argument ;

e substract : ’a list -> ’a list -> ’a list renvoie la liste des éléments de la
premiére liste qui ne figurent pas dans la seconde ;

e union : ’a list -> ’a list -> ’a list renvoie la deuxiéme liste augmentée
des éléments de la premiére qui n’y figurent pas déja;

e intersect : ’a list -> ’a list -> ’a list renvoie une copie de la premiere
liste privée des éléments qui ne figurent pas dans la seconde ;

e index : ’a -> ’a list -> int renvoie la position de la premiére occurrence du
premier argument dans la liste passée en second argument, la numérotation commencant
ao;

e assoc : ’a —> (’a * ’b) list —-> ’b gere les listes associatives: par exemple
assoc 2 [(1,%%); (2,DY) ; (2, ; (3,¢d°)] vaut ‘b‘. Déclenche I'ex-
ception Not_found en cas d’échec.
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A.2 Types construits
A.2.1 Types produit

Comme les multiplets, les types produit sont des produits cartésiens, mais ils permettent en
outre de nommer les projections, qu’on appelle des champs.
Par exemple

type individu = { Nom : string ; Prénom : string ; Sécu : int }

définit un type produit qui comporte trois champs. L'acces aux différents champs (c’est-a-dire
les différentes projections) répond a la syntaxe suivante : simoi estun objet de type individu,
on accede a ses projections par moi.Nom, moi.Prénom, moi.Sécu. Un objet de ce type est
par exemple { Nom = "Lanturlu" ; Prénom = "Anselme" ; Sécu = 123042 }. On
notera que le filtrage ne nécessite pas I'explicitation de tous les champs, alors gu’elle est
indispensable lors de la définition d’un objet.

A.2.2 Typessomme

Mathématiquement parlant, il s’agit ici de sommes disjointes.

Parexemple type booléen = Vrai | Fauxestune définition parfaitement satisfaisante
des booléens, Vrai et Faux sont des constructeurs du type. Attention: la définition suivante
n'est pas licite type nombre = int | float; il faut passer par I’'usage des constructeurs, en
écrivant par exemple type nombre = Entier of int | Flottant of float. Un objet
de ce type se note Entier (123) ou Flottant (3.14159). Le filtrage permet de discriminer
les valeurs.

A.2.3 Types paramétrés

Toute définition de type construit peut &tre paramétrée par des variables de types.

Par exemple type ’a numéroté = int * ’a, ou, pour définir un type analogue aux
couples, type (’a,’b) paire = {Premier : ’a ; Second : ’b}. Ouencore, pour les
types somme, par exemple

type (’a,’b) simple_ou_double = Simple of ’a | Double of ’a * ’b

qui permet de décrire quelque chose comme I’'union disjointe de A et A x B.

A.2.4 Types (mutuellement) récursifs
Donnons quelques exemples :
type ’a liste = Nil | Cons of ’a * ’a liste

permettrait de définir un type paramétré semblable au type prédéfini Caml ’a 1ist.

type ’a arbre = Nil | Neud of ’a neud_interne
and ’a neud_interne = { Clé : ’a ; Fils_droit : ’a arbre ; Fils_gauche : ’a arbre }

fournit une description d’un arbre binaire.

A.2.5 Abréviations de type

Caml nous permet de définir des synonymes pour des types simples.

Par exemple type point3d == float * float * float permet d’invoquer par la
suite cette abréviation pour définir un nouveau type, ou pour une coercion de type. Plus
simplement, cela offre une interprétation lisible d’un type complexe.
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A.3 Structures de contrdole

A.3.1 Séquencement

Une séquence d’expressions est constituée d’une suite d’expressions séparées par des points-
virgules. Sa valeur est celle de la derniére expression évaluée. Cela n’a d’intérét que si les
premiéres expressions réalisent des effets de bord. Le plus souvent, on encadre une séquence
par le couple begin-end, ou, a la rigueur, par une paire de parentheses.

A.3.2 Opérateurs & et or

Les opérateurs booléens & et or ne peuvent pas étre définis en tant que fonctions. En
effet, ils n’évaluent leurs arguments qu’au fur et a mesure de leur besoin. Par exemple,
true or (raise (Failure "planté !")) ne déclenche pas d’erreur mais vaut true; de
méme false & ((3/0) > 0) ne déclenche pas d’erreur mais vaut false.
Notons qu’'a partir de la version 0.7 de Caml, nous disposons d’une alternative pour un emprunt au
I’'orthographe de ces opérateurs, a savoir && et | |. langage C

A.3.3 Conditionnelles

Une expression conditionnelle est de la forme
if expression_test then ezxpression_.l else expression_2

oU ezpression_test est de type bool et 0U ezpression_1 et expression_2 doivent étre
d’un méme type, qui sera celui de I’expression conditionnelle toute entiére.
Dans le seul cas ou le type de expression_1 estunit la clause else peut &tre omise.

A.3.4 Filtrage
L’expression match

Sa syntaxe est:

match ezpression with
motifl -> exprl
| motif2 -> expr2

| motifN —> exprN

Caml tente de filtrer ezpression avec motif1 ; en cas de succes, I’expression match
compléte vaut ezpressionl. En cas d’échec, les motifs suivants sont essayés dans I’ordre.
Si aucun motif ne filtre ezpression, I'exception Match_failure est déclenchée. Il faut que
toutes les expressions ezpr< soient du méme type, qui est celui de I’expression match toute

entiere. _ _ )
Par exemple, le filtrage typique sur les listes est :

match liste with
- ...

| téte :: queue -> ...
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Motifs de filtrage

Les motifs sont définis par :
motif =

| identificateur

| constante

| [

| [ motif ;... ; motif ]

| motif :: motif

| motif, ..., motif

| { étiquette = motif ; ... ; étiquette = motif }

| constructeur-constant

| constructeur-non-constant motif
| ( motif )

| motif | motif

| motif as identificateur

| ( motif : expression-de-type )

o _filtre tout et n’importe quoi ;

e un identificateur filtre tout mais en effectuant la liaison ;

e une constante ne filtre qu’elle-méme;

e [Ifiltre la liste vide ;

o une liste de motifs filtre, motif par motif, les éléments d’une liste;

e motifl :: motif2 filtre une liste dont la téte est filtrée par mot4f1 et la queue par
motif2;

e un multiplet de motifs filtre, motif par motif, les é&léments d’un multiplet ;

o { étiquette = motif ; ...; étiquette = motif }filtrechamp parchampune
expression de type produit;

e un constructeur constant ne filtre que lui-méme;
e constructeur-non-constant motsf filtre une expression de type somme;
e on peut parenthéser les motifs;

e motif1 | mottf2 filtre ce que filtrent motsf1 ou mot<f2, qui nont pas le droit de
procéder a des liaisons;

e motif as tidentificateur filtrecequefiltre motsf etintroduitlaliaison de ’expression
filtrée avec identificateur ;

e ( motif : ezpression-de-type ) filtre une expression filtrée par mot<f quiale
type expression-de-type.

guards en anglais Depuis la version 0.7, Caml reconnait ce qu’on peut appeler des surveillants de motifs qui
peuvent s’ajouter aprés chaque motif. Avec une grammaire BNF, on écrirait

motif_avec_surveillants =
motif
| motif when cond
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Dans la nouvelle syntaxe, le motif invoqué n’est réputé filtrer I’expression testée que si la
condition écrite s’évalue en true, avec les liaisons éventuellement introduites par le filtrage,
bien sdr. A défaut, on passe, comme d’habitude, au motif suivant.

Expressions fonctionnelles

Une fonction se définit naturellement par filtrage :

function motifl -> exprl
| motif2 —> expr2

| motifN -> exprN

Si ?a est le type le plus général des expressions filtrées par les mot < fi etsi b est le type
commun aux ezprt, le type de cet objet (fonctionnel) se note ’a -> ’b.
Remarques:

e l'air de rien function x -> x fait déja intervenir un filtrage ;

e I’expression

match ezpression with
motifl -> exprl
| motif2 —> expr2

| motifN -> exprN

est en fait équivalente a

( function motifl -> exprl
| motif2 -> expr2

| motifN -> exprN ) ( expression )

° function mot<f1 -> ... -> function motifN -> exzpression

peut s’abréger en
fun motif1 ... motifN -> expression

e —> est associatif a droite, c’est-a-dire que le type ’a -> ’b -> ’c doit s’entendre
comme étant le type ’a -> ( ’b -> ’c )

e Caml comprend I'expression x y z comme étant (x y) zetnonpasx (y z).
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Expressions let locales

L’expression

let motifl = expressionl
and ...

and motifN = expressionN
in expression

opere des liaisons (par filtrage) qui ne seront que locales a I’évaluation de ezpression. On
notera que toutes les expressioni sont évaluées avant la premiére liaison. Elle pourrait s’écrire

( fun motifl ... motifN -> expression ) expressionl ... expressionl

En écrivant 1et rec au lieu de let, on autorise des définitions mutuellement récursives.

Expressions let globales : définitions

L'expression

let motifl = expressionl
and ...
and motifN = expressionN

opere des liaisons (par filtrage) qui seront globales: on ajoute de nouvelles définitions a
I"interpréte. On notera que toutes les expressioni sont évaluées avant la premiere liaison.
Ainsi:

#let x = 0 and y

]
e

x : int =0
y : int =1
#let x =y and y = X ;;
x : int =1
y : int = 0

En écrivant 1et rec au lieu de let, on autorise des définitions mutuellement récursives.

Sucre syntaxique
let £ motifl ... motifN = expression
est compris par Caml comme

let £ = fun mot<f1 ... motifN -> expression.

A.3.5 Boucles

On dispose de deux types de boucles. La boucle while obéit a la syntaxe suivante
while ezpression_test do expression done
La boucle for obéit a la syntaxe suivante
for identificateur = exprl to expr2 do expression done

ou ezprl et expr2 sont du type int. L'identificateur est implicitement local. Caml connait
aussi la version downto.
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A.3.6 Exceptions

Il y a deux fagons de définir des exceptions: exception identificateur et exception
identificateur of expression-de-type. Lesdéfinitions d’exception ajoutent de nou-
veaux constructeurs au type somme prédéfini exn des valeurs “exceptionnelles”.

On déclenche une exception en invoquant la fonction raise : exn -> ’a. On rattrape
une exception par la structure de contrdle try, dont la syntaxe est:

try ezpression with motifl -> expressionl

l...
I motifN -> expressionN

L'évaluation de ezpression peut déclencher une exception, celle-ci est éventuellement in-
terceptée par le filtrage du try (sans quoi elle se propage), I’évaluation de ezpression se
poursuit alors par I’évaluation du ezpri adéquat.

Il peut étre intéressant d’utiliser des exceptions non constantes pour récupérer I’état du

calcul au moment du déclenchement de I’exception.
Par exemple:

#exception Trouvé of int ;;
Exception Trouvé defined.
#let trouve_indice prédicat =

let rec trouve n = function

[1 -> raise ( Failure "absent" )
| a :: q -> if prédicat(a) then raise (Trouvé n)
else trouve (n+l) q

in trouve 0 ;;
trouve_indice : (’a -> bool) -> ’a list -> ’b = <fun>
#trouve_indice (function x -> (x mod 2) =0) [ 3 ;5 ;8 ;71 ;;
Uncaught exception: Trouvé 2

L'exception Failure of string est prédéfinie. failwith chaZne est équivalent a
raise ( Failure chaine ).

A.4 Effets de bord : types mutables
A.4.1 Types mutables

Caml permet de définir des valeurs mutables de type produit en introduisant le mot-clef
mutable devant un (ou plusieurs) champ d’un type produit; on dispose alors de I’opération
d’affectation, qui permet de modifier physiquement les valeurs correspondantes. Exemple :

#let toto = {Secu = 111 ; Age = 14} ;;
toto : personne = {Secu=111; Age=14}
#toto.Age ;;

- : int = 14

#toto.Age <- 15 ;;

- : unit =

#toto ;;

- : personne = {Secu=111; Age=15}

A.4.2 Autre type mutable : les références

Si ’aestun type, le type >a ref est le type des références de ce type. On dispose des deux
opérateurs ! de déréférencement, et : = d’affectation. Voici une petite session Caml pour en
montrer I’'usage :

#let a = ref 1 ;;
a : int ref = ref 1

#a := ((la) + 1) ;;
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- : unit = QO

#a ;;
- : int ref = ref 2

#la ;;
- :int = 2

Voici comment pourraient &tre définies les références:

#type ’a réference = { mutable Réference : ’a } ;;
Type réference defined.

#let référence x = { Réference = x } ;;
référence : ’a -> ’a réference = <fun>

#let déréf {Réference = x} = x ;;
déréf : ’a réference -> ’a = <fun>

#let regoit r x = r.Réference <- x ;;
regoit : ’a réference -> ’a -> unit = <fun>

##infix "regoit" ;;

#let a = référence 1 ;;
a : int réference = {Réference=1}

#a recoit ((déréf a) + 1) ;;
- : unit =

#a ;3
- : int réference = {Réference=2}

#déréf a ;;
- : int = 2
A.4.3 Autre type mutable : les vecteurs

Unvecteursenote [| x1; x2; x3; ...; xN |] oulesobjetsxi sont tous d’'un méme type
’a, le type du vecteur est alors ’a vect. Siv : ’a vect est un vecteur, on accéde a son
i-eme élément par v. (i), la numérotation commencant a 0; la structure est mutable: on
modifie en place le i-éme élément en écrivant v. (i) <- ezpression.

La bibliotheéque standard fournit entre autres les fonctions suivantes.

e vect_length : ’a vect -> int renvoie la taille du vecteur;

e make_vect : int -> ’a -> ’a vect fabrique un nouveau vecteur dont la taille est
fixée par le premier argument, le second initialisant chacun de ses éléments;;

e list_of_vect : ’a vect -> ’a list construit la liste des éléments du vecteur ;

e vect_of_list : ’a list -> ’a vect réalise I'opération inverse.
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A.5 Effets de bord : entrées / sorties

A.5.1 Entrées/sorties clavier/écran
La bibliothéque standard fournit entre autres les fonctions suivantes d’affichage a I'écran :
e print_char : char -> unit affiche un caractére a I’écran;
e print_string : string -> unit affiche une chaine de caractéres a I’écran;
e print_int : int -> unit affiche la représentation décimale d’un entier a I’écran;;

e print_float : float —-> unit affiche la représentation décimale d’un flottant a
I’écran;

e print_newline : unit -> unit affiche un saut de ligne a I’écran.
Signalons au passage I’existence de quatre fonctions de conversion :
string_of_int : int -> string et string_of_float : float -> string,
et leurs inverses
int_of_string : string -> intetfloat_of_string : string -> float.
La bibliothéque standard fournit entre autres les fonctions suivantes d’entrée au clavier :

e read_line : unit -> string attend I’entrée au clavier d’une chaine de caractéres
limitée par un saut de ligne, renvoie cette chaine sans le saut de ligne;

e read_int : unit -> int estlacomposée de int_of_string Sur read_line;

e read_float : unit —-> floatestlacomposéedefloat_of_stringsurread_line;

A.5.2 Fichiers texte

Les fichiers texte utilisent le format ascii standard et sont traitables par tous les éditeurs de
texte.
La bibliothégue standard fournit entre autres les fonctions d’entrée suivantes :

e open_in : string -> in_channel prend le nom du fichier a ouvrir et fournit un
objet de type in_channel via lequel se feront toutes les opérations d’entrée sur ce
fichier;

e input_char : in_channel -> char lit un caractére sur le fichier;

e input_line : in_channel -> string lit sur le fichier une chaine de caractéres
limitée par un saut de ligne, renvoie cette chaine sans le saut de ligne;

e close_in : in_channel -> unit ferme le fichier en lecture.

Toute lecture qui tente d’aller au dela de la fin du fichier déclenche I’'exception End_of _file.
La bibliotheque standard fournit entre autres les fonctions de sortie suivantes:

e open_out : string -> out_channel prend le nom du fichier a ouvrir et fournit
un objet de type in_channel via lequel se feront toutes les opérations de sortie sur ce
fichier;

e output_char : out_channel -> char —-> unit écrit un caractere sur le fichier;

e output_string : out_channel -> string -> unit écritunechainedecaracteres
sur le fichier;

e close_out : out_channel -> unit ferme le fichier en écriture.
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A.5.3 Fichiers binaires

Les fichiers binaires utilisent un format particulier a Caml pour représenter les valeurs du
langage, et ne sont lisibles que par des programmes Caml.
La bibliothéque standard fournit entre autres les fonctions d’entrée suivantes :

e open_in_bin : string -> in_channel prend le nom du fichier binaire a ouvrir et
fournit un objet de type in_channel via lequel se feront toutes les opérations d’entrée
sur ce fichier;

e input_value : in_channel -> ’alit une valeur Caml sur le fichier;
e close_in : in_channel -> unit ferme le fichier en lecture.

L’exception End_of _file est déclenchée dans les mémes conditions que précédemment.
La bibliothéque standard fournit entre autres les fonctions de sortie suivantes:

e open_out_bin : string -> out_channel prend le nom du fichier binaire a ouvrir
et fournit un objet de type in_channel via lequel se feront toutes les opérations de
sortie sur ce fichier;

e output_value : out_channel -> ’a -> unit écritune valeur Camlsur lefichier;

e close_out : out_channel —> unit ferme le fichier en écriture.

A.6 Effets de bord: la bibliothéque graphique

La bibliotheque graphique n’est accessible qu’apres I'incantation #open "Graphics" ;; On
ouvre la fenétre graphique par I'incantation open_graph "highest" qui renvoie ().
On dispose alors entre autres des fonctions et types suivants :

e le type color est prédéfini comme un synonyme de int. La fonction rgb attend trois
entiers en arguments et renvoie la couleur décrite par ce codage RVB. black white
red green blue yellow cyan magenta sont prédéfinies;

e set_color : color -> unit fixe la couleur courante des tracés;
e clear_graph : unit -> unit efface la fenétre graphique;

e size_x : unit -> int etsize_y : unit -> int renvoient la taille de la fenétre
graphique;

e plot : int -> int -> unit affiche un point;
e moveto : int -> int -> unit déplace le point courant sans dessiner ;

e lineto : int -> int -> unit trace un segment entre le point courant et le point
spécifié qui devient le nouveau point courant;;

e current_point : unit -> int * int renvoie la position du point courant;

e draw_circle : int -> int -> int -> unit attend les coordonnées du centre et
le rayon du cercle a tracer ;

e fill_rect x y largeur hauteur peint un rectangle;
e fill _circle x y rayon peint un disque;

e yait_next_event [ Button_down ; Key_pressed ] attend sans rien faire que
I’utilisateur déclenche un événement clavier ou souris, peu importe la valeur renvoyée ;

e close_graph : unit -> unit supprime la fenétre graphique.
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B.1 Fonctionnelles en guise de structures de controle

Nous allons ici montrer comment les structures de controles habituelles des autres langages
(branchement, boucles, ou méme séquences) peuvent étre mimées en Caml a I’aide de fonc-
tionnelles. Les méthodes obtenues s’avérent souvent plus agréables d’utilisation, et avec un
peu d’habitude elles viennent plus naturellement a I’esprit.

B.1.1 Unexemple

Supposons qu’on veuille écrire en Caml une fonction qui produise les mémes effets que les
pseudo-instructions Pascal suivantes: ou les instructions en
pseudo-Pascal?
begin z := 1 ;
while x <=y do

begin
Z 1=z % X ;
x :=x +1
end

end

Clairement ce programme renvoie dans z le produit de tous les entiers de I'intervalle [x..y].
Bien entendu, on pourrait reproduire trés exactement ces instructions en Caml en utilisant
des références. beurk !

Programme B.1 Une version fort laide avec références

let z = ref 1 and x’ = ref x and y’ = ref y
in
while !x’ <= ly’ do
z = lz x Ix’ ;
x? = 1x? + 1
done ;
'z

Cela fonctionne, certes, mais c’est tout sauf de la programmation fonctionnelle, et je dirai
méme plus, tout sauf du Caml !
Une premiére réflexion qu’il faut mener concerne la boucle en cause : il faudra de toutes
facons, en style impératif, construire un invariant de boucle pour prouver I'algorithme. Ce style impératif = a la
faisant, on s’apercoit que I'état de I’algorithme tout au long des itérations est caractérisé par Pascal
le triplet (x,y, z). oui, ici c'est évident !
Considérons les instructions du programme une a une et écrivons, en Caml, la modification

correspondante du triplet en question. i
La premiére ligne, z := 1 correspond a la procédure Caml

let f1 (x,y,2z) = (x,y,1) ;;
De méme le corps de la boucle est constitué de deux instructions que I’on peut écrire ainsi :
let £2 (x,y,z) = (x,y,2*x) ;;

let £3 (x,y,z) = (x+1,y,2) ;;
let corps = compose f3 f2 ;;

ou la fonction compose est classiquement définie par

let compose f g x = £ (g x) ;;

On aura noté que f1, £2, £3 et corps sont d_u type int*int*int -> int*int*int.
Remarguons encore qu’on aurait pu ecrire directement

let corps (x,y,z) = (x+1,y,z*x) ;;



une fonctionnelle est
une fonction qui
opére sur des
fonctions

B.1. FONCTIONNELLES EN GUISE DE STRUCTURES DE CONTROLE

Intéressons-nous maintenant au test, qu’il est facile d’écrire :
let test (x,y,2) = x <=y ;;

Reste a écrire un équivalent du while:
let rec boucle (x,y,z) =

if test (x,y,z) then boucle (corps (x,y,z))
else (x,y,2) ;;

Finalement let prog = compose boucle f1 définit tout simplement le programme
complet, ou, en développant et simplifiant :

Programme B.2 Une version fonctionnelle

let prog (x,y,z) =
let rec boucle (x,y,z) =
if x <= y then boucle (x+1,y,z*x)
else (x,y,2)
in
boucle (x,y,1) ;;

En relisant le code obtenu, on s’apercoit aisément qu’il n’est pas utile de faire figurer y
dans la définition de boucle, ce qui permettrait de simplifier encore un peu notre programme.
En outre, il est plus naturel de demander au programme de ne rendre que la valeur finale de z,
et de n’attendre en argument que les valeurs de x et y. Enfin, on pourrait aussi tout réécrire
sous forme curryfiée. On trouve alors la version définitive :

Programme B.3 La version finale

let prog x y =
let rec boucle x z =
if x <= y then boucle (x+1) (z*x)
else z
in boucle x 1 ;;

Cette derniére version parait assez naturelle, je trouve, et avec de I’habitude c’est celle que
I’on écrit directement.

B.1.2 Retour au probleme général : la séquence

Comme nous venons de le voir, nous allons simuler les structures habituelles a I’aide de fonctions
Caml gui modifieront une variable état qui contient I’ensemble des informations a maintenir
tout le long du programme. Dans notre exemple, état était le triplet (x,y, z).

La séquence est facile a écrire: si £1 et £2 traduisent I'effet sur la variable état des
instructions C1 et C2, alors c’est bien entendu compose £2 f1 qui traduit laséquence C1;C2.

On notera pour simplifier C1 ~» £1, C2 ~» £2, puis C1;C2 ~» compose f2 f1, voire tout
simplement ; ~ compose.

On dira ainsi que la structure de contrdle que constitue la séquence est implémentée par
la fonctionnelle compose.

B.1.3 Boucle while

Considérons maintenant le probléme de la structure de contrdle while. Il s’agit d’écrire la
fonctionnelle bouclewhile correspondante. Elle attendra en arguments des fonctions, bien
sQr, a savoir test et corps.
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Finalement, si la variable état est du type Caml «, notre fonctionnelle bouclewhile a

pour type
(¢ — bool) — (x — ) = & — «,

puisque & — bool est le type de test, et & — o le type de chaque instruction, donc de

corps mais aussi du résultat de bouclewhile test corps.
L'exemple étudié plus haut nous guide vers la définition de bouclewhile:

let bouclewhile test corps =
let rec boucle état = if (test état) then boucle (corps état)
else état
in boucle ;;

ou, plus simplement encore :

let rec bouclewhile test corps état =
if (test état) then bouclewhile test corps (corps état)
else état ;;

B.1.4 Boucle de comptage

Dans le méme ordre d’idée, écrivons maintenant la fonctionnelle qui correspond a une boucle
de comptage, qu’on pourrait écrire de fagon impérative par

répéter n fois
begin

<corps de la boucle>
end

Ainsi notre fonctionnelle aura cette fois, avec les conventions précédentes, un type égal a

int = (x = &) > ¢ — .
Elle n’est pas difficile a écrire :

let rec répéter n corps état =
if n < 1 then état
else répéter (n-1) corps (corps état) ;;

B.2 Gestion de suites infinies

Dans cette section, nous allons étudier le moyen de représenter en Caml des structures infinies,
au moyen de ce gu’on appelle d’habitude I’évaluation paresseuse. en anglais, lazy
evaluation

B.2.1 L’idée de I’évaluation paresseuse

On ne peut évidemment pas — en quelque langage qu’on travaille — conserver physiquement du hard
une information de taille infinie. On va donc plut6t conserver I'information nécessaire au

calcul d’un nombre infini de termes. ) o
Plus précisément, voulant implémenter des listes infinies dénombrables, ce que nous ap-
pellerons des suites, nous utiliserons le type suivant:

type ’a suite_infinie = Nil | Cellule of (unit -> ’a * ’a suite_infinie) ;;

Nil représente bien sdr la suite vide. Sinon, une suite est de la forme Cellule (f) ou £ est
une fonction sans argument dont I’évaluation fournit le couple (téte,queue) qui représente
la liste. Ainsi, ce ne sont pas les valeurs qui sont conservées, mais plutot les méthodes
nécessaires a leur calcul. Si I'on veut accéder a la dixiéme valeur de la suite, il faudra passer

par 10 évaluations successives. ) _
On écrit sans difficulté les fonctions d’accés aux suites :
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let cons x 1 =
let £ O = (x,1)
in Cellule f ;;

let téte = function
Nil -> raise Suite_Vide
| Cellule f -> match f() with x,_ -> x ;;

let queue = function
Nil -> raise Suite_Vide
| Cellule f -> match £() with _,q -> q ;;

let est_vide = function
Nil -> true
| _ -> false ;;

ou on a bien sar défini I’exception Suite_Vide.
On écrit également une fonction force, qui prend en arguments un entier n et une suite et
qui rend un couple formé de la liste (une vraie liste Caml) des n premiers éléments de la suite

et du reste de la suite, ce qui forme une suite infinie.
C’est une fonction récursive simple qui s’écrit:

let rec force n 1 = match n,1 with
0,1 —> [1,1
| n,Nil -> raise Suite_Vide
| n,Cellule £ ->
match £() with x,q -> let liste,reste = force (n-1) q
in (x :: liste),reste ;;

A partir de 13, on peut, pour la facilité d’utilisation, définir :

let premiers n 1 = match force n 1 with liste,_ -> liste ;;
let reste n 1 = match force n 1 with _,r -> r ;;

B.2.2 Quelques suites simples

On écrit facilement la suite des entiers supérieurs ou égaux an:

let rec a_partir_de n = let £ () = n,(a_partir_de (n+1)) in Cellule f ;;

Alors on a tout simplement: let N = a_partir_de O ;; qui représente bien tout N!
On pourrait aussi définir une suite constante égale a 1 par :

let suite_de_1 = let rec f() = 1,(Cellule f) in Cellule f ;;

Si en revanche on souhaite implémenter pour les suites un genre de fonction filter comme
on I’a fait ci-dessus pour les listes, il faudra étre plus prudent, et ne pas exécuter la récursion

les Américains compléte (elle serait infinie), mais la retarder grace a I'utilisation d’une fonction locale.
utilisent le verbe Voici le code obtenu :
delay

let rec filtre prédicat = function
Nil -> Nil
| Cellule f -> match f() with x,q —>
if (prédicat x) then
let g (O = x,(filtre prédicat q)
in Cellule g
else filtre prédicat q ;;

Par exemple, écrivant let non_multiple a b = (b mod a) <> 0 ;;, on obtiendra
les entiers naturels impairs par I'instruction

let entiers_impairs = filtre (non_multiple 2) N ;;
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B.2.3 Lasuite des nombres premiers

On pourrait s’amuser a deéfinir les opérations courantes sur les suites: addition, produit de
Cauchy, dérivation, etc. Nous allons plutdt, car cela semble plus amusant, définir la suite

des nombres premiers, grace au célébre crible d’Eratosthéne. En fait nous avons fait le plus
difficile. Il ne reste plus qu’a écrire la fonction crible elle-méme.

let élimine x 1 = filtre (non_multiple x) 1 ;;
let rec crible = function
Nil -> raise Suite_Vide
| Cellule f -> match f£() with x,q ->
let g() = x,(crible (&limine x q))
in Cellule g ;;

Pour terminer il suffitd’écrire let nombres_premiers = crible (a_partir_de 2) ;;

Programme B.4 Utilisation des suites infinies

1> Caml Light version 0.6

2

3 #include "Suites_infinies.ml";;

4 ...

5 - : unit = ()

6 #premiers 10 entiers_naturels;;

7 - : int list = [0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9]

8 #premiers 20 nombres_premiers ;;

9 - : int list = [2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41;
10 43; 47; 53; 59; 61; 67; 71]
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Programme B.5 Implémentation des suites infinies

type ’a suite_infinie = Nil | Cellule of (unit -> ’a * ’a suite_infinie) ;;

exception Suite_Vide;;

let £ O = (x,1)

1
2
3
4
5 let cons x 1 =
6
7 in Cellule f ;;
8
9

let téte = function

10 Nil -> raise Suite_Vide

11 | Cellule f -> match f() with x,_ -> x;;

12

13 let queue = function

14 Nil -> raise Suite_Vide

15 | Cellule f -> match f() with _,q -> q;;

16

17 let est_vide = function

18 Nil -> true

19 | _ -> false;;

20

21 let rec force n 1 = match n,1 with

22 0,1 -> 01,1

23 | n,Nil -> raise Suite_Vide

24 | n,Cellule £ ->

25 match £() with x,q -> let liste,reste = force (n-1) q
26 in (x :: liste),reste;;
27

28 let premiers n 1 = match force n 1 with liste,_ -> liste;;
29 let reste n 1 = match force n 1 with _,r -> r;;

31 let rec a_partir_de n = let f () = n,(a_partir_de (n+1)) in Cellule f;;

33 let entiers_naturels = a_partir_de 0;;

34

35 let suite_de_1 = let rec f() = 1,(Cellule f) in Cellule f;;
36

37 let rec filtre prédicat = function

38 Nil -> Nil

39 | Cellule f -> match f() with x,q —>

40 if (prédicat x) then

41 let g (O = x,(filtre prédicat q)
42 in Cellule g

43 else filtre prédicat q;;

44

45 let non_multiple a b = (b mod a) <> 0;;

46

47 let entiers_impairs = filtre (non_multiple 2) entiers_naturels;;
48

49 let élimine x 1 = filtre (mon_multiple x) 1;;
50

51 let rec crible = function

52 Nil -> raise Suite_Vide

53 | Cellule f -> match f() with x,q —->

54 let g() = x,(crible (élimine x q))
55 in Cellule g;;

56

57 let nombres_premiers = crible (a_partir_de 2) ;;







Annexe C

Glossaire franco-anglais

133



134 GLOSSAIRE FRANCO-ANGLAIS

a
abandonner
algorithme
anneau
aréte
booléen
chemin
compilateur
court

créer

de

en tant que
ensemble
enveloppe convexe
espace vectoriel
et

extraire

fait

file d’attente
filtrage

fin

forét

graphe
impair
insérer
jusque

lien

liste
logarithme
matrice
motif
nombre premier
non

ou
paresseux
perforer
pointeur
preuve
préfixe
racine carrée
Si

soit

sortir
structure
tant que

tri

trouver
union
vecteur
vide

to

abort
algorithm
ring

edge
boolean
path
compiler
short
create

of

as

set

convex hull
vector space
and
extract
done
queue
pattern matching
end

forest
graph

odd

insert

until

link

list
logarithm
matrix
pattern
prime number
not

or

lazy

punch
pointer
proof
prefix
square root
if

let

exit
structure
while

sort

find

union
vector

empty

a reculons vers
afficher
alors

arbre

avec

chaine

clé

corps (algebre)
couvrant
dans

début
enregistrement
entier
erreur
essayer
exponentiel
faire

faux

file de priorité
filtrer
fonction
fusion
groupe
imprimer
interpréte
langage
listage
lister
longueur
modifiable
nceud
nombre réel
pair

ou

partition
pile
polynéme
programme
racine
retarder
sinon
sommet
stopper
supprimer
tas

trier

type

valeur

vers

vrai

downto
display
then

tree

with
string

key

field (algebra)
spanning
in

begin
record
integer
error

try
exponential
do

false
priority queue
match
function
union
group
print
interpreter
language
listing

list

length
mutable
node
floating point number
even
where
partition
stack
polynomial
program
root

delay

else

vertex
stop

delete
heap

sort

type

value

to

true
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abort
and
begin
compiler
create
delete
do
downto
else

end
even
exponential
false
find
forest
graph
heap

in
integer
key

lazy

let

list
listing
match
mutable
not

of
partition
pattern
pointer
prefix
print
program
punch
record
root
short
sort
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stop
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to

tree

try
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until
vector
vertex
while
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et
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fin
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motif
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préfixe
imprimer
programme
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stopper
structure
Vers

arbre
essayer
fusion
jusque
vecteur
sommet
tant que

algorithm
as

boolean
convex hull
delay
display
done

edge
empty
error

exit

extract
field (algebra)

floating point number

function
group

if

insert
interpreter
language
length

link

list
logarithm
matrix

node

odd

or

path

pattern matching
polynomial
prime number
priority queue
proof

queue

ring

set

sort
spanning
stack
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then

to

true

type

union

value
vector space
where

with

algorithme
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retarder
afficher

fait

aréte
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erreur

sortir

extraire

corps (algebre)
nombre réel
fonction
groupe

si

insérer
interpréte
langage
longueur
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lister
logarithme
matrice

neeud
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ou
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anneau
ensemble
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couvrant
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a
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