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Chemins

e lignes brisées du plan affine
e trois types de segments
e montée a(1,1)
e descente b (1,-1)
e palier c (1,0)
e départ en (0,0) — arrivée en (n,0)




Chemins étiquetés




Premiére correspondance

e ligne brisée a trois types de segments,
retournantay =0

e mot sur un alphabet dénombrable X

e tout préfixe u d'un tel mot w satisfait des
relations qui assurent la bonne géométrie
du chemin correspondant

X = {ag,a,...} U{by,bs,...} U{co,cy,-.

Vu € Pref(w), |ula 2 [ulp;  |wla = |wlp
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Vocabulaire

e longueur d'un chemin (ou du mot qui
le représente) n = |u]

e hauteur d'un chemin/d’'un mot h = maxy

e Pdénotera I'ensemble des chemins
étiquetés (ou des mots)

e |le sous-ensemble des chemins de
hauteur au plus égale a h sera noté p!"!




Les premiers P

P 1]_((3() T CL()Clbl)
P 2]_((30 T CL()(Cl —|— alczbz)*bl)

plus généralement, on a la correspondance :

plhl __, plh+i]
cn — (cn + ancy 1bry)

Remarque : cette description est non-ambigle
(unicité de la factorisation)




Séries formelles sur un
alphabet

C{X} notera les séries formelles sur I'alphabet X

s = g Syu-U

ueX*

s+t= Z (Su + ty)-u

ueX*

o — > (Z svtw) Ry

uceEX* ‘u=vw

val(s) = min{|ul, s, # 0} val(0) = 400




Notion de convergence d'une suite de C{X}
s = lim s, <= val(s — s,) = +©

n—-+oo

Pseudo-inverse

si val(u) >0, (1 —u)™* Zu
k>0

Série formelle caractéristique d'un langage

car(L) = Z U

Propriétés combinatoires fondamentales

car(L + M)=car(L) + car(M), ssLN M =
car(L.M )=car(L). car(M), si unicité de la factorisation
car(L*)=(1 — car(L)) ™!, si unicité de la factorisation et si disjonction des L*




Pour chaque hauteur h, C'Pl est la série formelle
caractéristique du langage P"

Autrement dit:

X[h]:{CO, Cloeeeoy Ch} U {a(), oo e ah_l} U {bl, oo ey bh}
PH=p n (x ")

CM=car(Plh)
Mais tout chemin de P\ PIr=1 c'est-3-dire de
hauteur exactement égale a h, est de longueur au
moins égale a 2h, et donc :

val(C!M — ch=1) = 2p.

lim CM = car(P)
h—-+oo




Récapitulons...

Passage d’'une hauteur a la suivante
plhl __, plh+i]
cn — (cn + ancy1bpy1)

Limite et série formelle caractéristique

lim CM = lim car(PM) = car(P)
h— o0 h— 400

Nouvelle notation (pour des séries formelles)

s |t
—| = s.u" L.t
u
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Premieres séries formelles

PO = ¢ P = (¢ + apctby)*

—

P 2] — (C() —|— CL()(Cl —|— achbg)*b

p—
v
*

Regle de transformation
chl __, clh+1]

ap, | bp11

Cp, —> Cp +
1 — cpt1




Théoreme fondamental

' 1
car(P) = a0 1 br
1 — —
0 1 a1|b2
—a- a2|b3
1—(32—
]_—Cg—

Source incontournable voire définitive disponible sur Internet :

Philippe Flajolet, Combinatorial aspects of continued fractions

http://algo.inria.fr/flajolet/Publications/Flajolet80b.pdf
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Premieres
applications
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J(X, z)= 3
001
1 —coz — 5
albzz
1l —cz— 5
a2b3z
1 —coz —

:Z R, z"

n>0

Les polynéme R, (en les lettres de X') sont appelés
polyndmes de Jacobi-Rogers

Rn — car(’P M X'n,) (égalité modulo la commutativité des lettres)

La somme des coefficients de R,, est le nombre de Motzkin M,
on en reparlera. ..
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De la méme facon, en oubliant les ¢,
Avec .X, = {CL(), Aiy .. .} U {bl, bg, oo .}

1

S(X', z)=
( ’ Z) a0b122

1 —

a1b2z2

azbgzz

:Z R ="

n>0

. R , R o
Les polyndmes R sont les polyndmes de Stieltjes-Rogers
R;L p— C&I’(P M X;L) (égalité modulo la commutativité des lettres)

La somme des coefficients de R! est le nombre de Catalan C,
on en reparlera. ..
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Nombres de Motzkin

lls dénombrent les chemins de longueur fixée.
On peut les obtenir par I"application d’'un morphisme :

we (S = Cle

Qa;, bj, ¢c; — Z2

1 1—2—+/1—22z— 322

M Zn = ==
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Nombres de Catalan

lls dénombrent les chemins sans palier (de longueur paire).

On peut les obtenir par I'application d’'un morphisme :
| C{x} — Clz]]
p:| ajb; — oz
Cj — 0
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Mais ce n‘est pas tout !

e chague nouveau morphisme permet
un nouveau dénombrement

e mais la série génératrice peut étre
plus difficile a déduire de la fraction
continue

e Ramanujan en a examiné de
nombreuses

e deux exemples...
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Un morphisme...

C{x} — C[=]]
p:| a;jb — 2z
Cj — Uz
Un résultat...
1

Z Mn,kz”uk = 5

z
n20 1 — uz — 5
z

1 —uz — —

_1—uz—\/(1—uz)2—4z2

222

Une interprétation !

On dénombre ici les chemins de longueur n
possédant k paliers
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Un morphisme...

W <C{X’} —  C[[z]]

aj,b; — zq’
Vu € X', p(u) = 2"g*™, on au) =Yy
- Un résultat incomplet...

A, . 2"gF =
Z n,k% {q 22q"
n>0 1 —

= Ramanujan, au secours !

Une interprétation !

On dénombre ici les chemins de longueur n
d’« aire » égale a k




Généralisons
encore !
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Diagrammes de chemin

(Rosen, Strehl, Dumont, Francon, Viennot)

On introduit une “fonction de possibilité” pos : X — N

Un diagramme de chemin est un couple constitué d'un chemin u
et d'une suite s d’entiers, de méme longueur n, vérifiant :

Vi, 0<s; < pos(uj)
On représente graphiqguement un tel diagramme par le tracé
habituel du chemin et un ensemble de points:

o |
Pj[”Sj ] 1<j < |ul =]

On le dénotera par le mot des ugs") sur |'alphabet

= {a®,0 < 5,0 < kJU{BL,1 < 5,0 < kK}U{c{,0 < 4,0 < k}
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Un exemple

' ( X — N
poSs :

aj,bj,c; — J+1

.d — (a’g)O)a agl)a C;O)a bgz)a a'g())a b:(33) ’ bgl) ’ Cg())? bg()))
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Soit D I'ensemble des diagrammes de chemin pour une
certaine fonction pos. On dispose d'un théoreme analogue
a celui que nous avons déja exposé :

car(D) = @® 1 .- (a)) 6O+ + 6P

1—(cf” +- 4 ) - |
1 — (C(O) . (’Y ))

avec pos(cg) = 147; pos(ag) = 14a; pos(by) = 14+8;pos(cy) = 144" ...
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En pratique, nous nous intéresserons essentiellement a des questions de dénombrement et

utiliserons plutot cette version allégée et plus fréquentable.
Notons D,, le nombre de diagrammes de chemins de longueur n et considérons sa série

génératrice

D(z) = Z D, z"

1
D(z) — 2
1 — . o1z
o 1 Olﬂ1,32Z2
— z —
n a2832
1 — 22z —

olt on a posé pos(a;) = ay; pos(b;) = Bj; pos(cj) = ~;




Application 1 :
partitions




On définit une bijection entre I'ensemble des
partitions de {1,...,n} et les D,, diagrammes
de longueur m associés a la fonction de possibilité
définie par

a,j — 1
pos b; —

De plus, la preuve est constructive : on va décrire
la correspondance sur un exemple.
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Soit n = 13 et m = (Py, Py, P5, P3, Py, Ps) la partition
définie par Pop = {1,7,11}, P, = {2,4,6,9},

Py = {3}1 P3; = {53 10}1 P, = {8}, Py = {127 13}-
On a rangé les classes par ordre croissant de leur élément
minimal, et on les a indexées a partir de 0.

On peut représenter la partition 7 ainsi :

P e . °
2 ° ° ° )

Py )

Py ° °

Py b

Nous construisons maintenant le diagramme (u, s), ou plutdt
que u, le chemin non étiqueté v qui lui correspond (sur
I'alphabet {a, b, c}). Pour cela nous considérons tour a tour
j € {1,...,13} et nous calculons v; et s;.
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@

P @ @ @ L ]

Py )

Py ® ®

Py )

Ps *——o

Casdej =1

1l s’agit d'un point ouvrant : c'est-a-dire du mini-
mum d’une classe de la partition, classe non réduite
a un singleton.

On pose alors simplement vj = aets; =0.

.v:a’ooo
8:00..




PRy
Py
Py
Py
Py
Py

Casde g =2

1l s’agit d'un point ouvrant : c'est-a-dire du mini-
mum d’une classe de la partition, classe non réduite
a un singleton.

On pose alors simplement vj = aets; =0.

v =aa---
s=00---
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13

P e @ @

Py @ @ @ L

P ©

P [ @

Py b

Ps oo

Casdej =3

1l s’agit d'un point courant : ou bien le seul élément
d'une classe-singleton, ou bien ni un minimum ni un
maximum de classe.

Dans ce cas v; = ¢, et s; est le nombre de
classes déja ouvertes mais pas encore refermées
portant un numéro strictement inférieur a celui
de la classe qui contient j.

v = aac- - -

s =002-...
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Py
Py
Py
P3
Py
Py

Casde j =4:
Casde j =5
Casde j =6 :
Casde j =T
Casdej = 8

point courant
v = aacc:- - -

s =0021---

point ouvrant
v = aacca - -+
s = 00210 - -

point courant
v = aaccac:- - -

s = 002101 ---

point courant
v = aaccacc- - -

s = 0021010- - -

point courant

v = aaccacce:- - ¢
s = 00210103 - - -

fl ) 7 8 9 1}0 11 1}2 1}3
® .
R C Zn— O .
® .
@ o ——©
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Py
Py
Py
Ps
Py
Py

13

1

Casdej =9

1l s’agit d'un point fermant : c'est-a-dire du maxi-

mum d’une classe de la partition, classe non réduite
a un singleton.

Dans ce cas v; = b, et s; est le nombre de

classes déja ouvertes mais pas encore refermées
portant un numéro strictement inférieur a celui
de la classe qui contient 3.

v = aaccacceb - - -

s = 002101031 - - -
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P e @ @
Py @ @ @ @

Py ®
Ps @ L J

Py b
Py o—#o©

On vérifiera finalement que notre algorithme donne le résultat
suivant :

v = aaccacccbbbab

s = 0021010311000

et donc aussi que

u = aoalCzCza20303C3b3b2b1aob1

Inversement quelle est la partition associée a
u = aoclalbzclalczczbzbl et s = 0000101000 ?

I s'agit de {1, 2}95 {2§3,4(B1.8{50} 1 {65F, 006, 7{8}
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‘Nous avions trouvé :

1

car(D) =
©0) _ ao | bi”

1—¢ ©) |, 1)
by + b
1 — (Cgo) | Cgl)) | ( )

(C(O) @ 1 @y _

puisqu’ici pos(cj) = 1 + j; pos(a;) = 1; pos(b;) = j.
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a® dar d’ | ingl
aj correspon a | ouverture une classe non—smg eton

b;e) correspond a la fermeture d'une classe non-singleton
(J)
Cj
(£)
J

\

correspond a |'ouverture d'une classe singleton

c;’ avec £ < 7 a un point d'une classe non-singleton

‘Considérons donc le morphisme défini par :
pla;) = vz, pu(b;) = jz et p(c;) = (u + (3 — 1)t)=.

La variable z compte les entiers parcourus ; la variable v les
classes non-singletons ; la variable u les singletons ; la variable ¢
les éléments courants des classes non-singletons.
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‘On en déduit que si Bk,¢,m compte les partitions comportant k
singletons, £ autres classes et m éléments courants des classes

non-singletons, alors

B(u,v,t,z) = Z Bk,g,mukvetmzm+k+2e
k,f,m
. 1
= 2
| — ur — l.vz —
1 — (u+1.8)z — 5
1— (u+ 2.t)z — 3.z
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Avec u = v = t = 1, on obtient la série génératrice des
nombres de Bell B,, (nombre de partitions de n éléments):

Zann - : z?2

1— 2z —

222

1 — 2z —
1—3z— —

Souhaite-t-on le nombre de ces partitions sans singleton ? |l
suffit de prendre v =t =1etu =0 :

Z BT(zz)Zn — 1z2

1 —

222

1—2z—
32
L, 32"
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Les nombres de Stirling de premiere espéce S(n, k) comptent
les partitions en k parties : posons u = v ett = 1, et on
obtient :

n 1
ZS(n,k)ukz = 5

uz

1l —uz— 5

1—(14u)z — duz
1—(24u)z —

Veut-on |3 encore interdire les singletons ? il suffit de poser
u=0ett=1:

1
E S® (n,k)v*z" = 5
1 _ vz
2vz2

1_2Z_3vz

Suz?
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On obtient le nombre I,, d'involutions en posant u = v = 1 et

t=0:
ZInznz 1 2

Et de méme le nombre J,, d’'involutions sans point fixe en
posantu =0, v=1ett =0:

Zan" = 1z2

1 —
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Application 2 :
permutations
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On associe a chaque permutation |'arbre binaire tournoi
dont elle est la représentation infixe, comme dans |'exemple

suivant.
Sie =(1,7,10,4,8,6,9,2,5,3), on lui associe

42



On souhaite décrire un algorithme qui associe a un
diagramme de chemin (u, s) un tel arbre-tournoi, qui
représente une permutation.

Plus précisément, a une permutation de {1,...,n,n + 1}
nous associerons un diagramme de chemin (u, s) de
longueur n.

En outre, nous utiliserons un alphabet un peu modifié, en
distinguant deux types de paliers : ¢ et c’.

La fonction de possibilité que nous utiliserons ici est la
suivante :
pos(a;) = j + 1, que la lettre « soit a, b, ¢ ou ¢’
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Nous insérons tour a tour |'entier 7 dans un arbre-tournoi

vide au départ.

Le caractére lu dans u (ou dans v) indique le nombre de
fils du nouveau nceud introduit :

Si V; =
SI Vj =
SI U
SI U

a,

b
&
&

'
/

on insere un nceud avec deux fils libres;

on insere une feuille (sans fils);

on insere un noceud avec seulement un fils gauche;
on insere un nceud avec seulement un fils droit.

On vérifie facilement qu'a chaque étape, ily a 1 4 h;
endroits ou insérer j, et c’est justement s; € [0, h;] qui
indiquera lequel choisir.

(h; est la hauteur courante du chemin u.)
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Exemple: n=|u|=|v|]=|s| =9
u = c{)aoclalbzalcgbzbl

/

v=1]c
s=1]0

a
0

clc
110

alcdlb]lb
10111




Vocabulaire sur les permutations

Soit 0 = (0'1,...,0n+1) une permutation de Sy, +1.
On pose, par convention, 0o = op+2 = 0.

On dit que o est
un pic
un creux
une double-montée
une double-descente
une montée
une descente

0 7 10 8

+ o+ - -
pic

Si
Si
Si
Si
Si
Si

Oj—1 < 0 > 0j+1
Oj—1 > 05 < 0j41
Oj—1 < 05 < 0j41
oj—1>0;>07+1

c'est un pic ou une double-montée
c’'est un creux ou une double-descente

4 1 3 5 9 2 0
—~ + o+ 4+ - -

creux pic

'(On commence toujours par -, on finit toujours par — ; un pic marque la fin d'une suite de 4, un creux d'une
suite de — ; donc il y a toujours un pic de plus que de creux.)
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Exemple : 0 = (1,7,10,4,8,6,9,2,5,3),
v = c'acabac’bb

picc b
creux: a

double-montée:
double-descente:
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Notons alors Py ¢, le nombre de diagrammes de longueur n = 2k + £ 4+ m
qui correspondent a des permutations (dans S,,41) comportant k creux (et
donc k + 1 pics), £ doubles-montées et m doubles-descentes.

P(u,v,w,z) = E Pk,g,mukvewmz2k+e+m

1.2.uz>

1—-1 —
(v + w)z 2.3.uz?

1—2(v+4+w)z —
1—3(v+w)z—

3.4.uz?
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Bien siir, il y a (n + 1)! permutations dans S, +1, et il suffit de
poser u = v = w = 1 pour trouver :

1
g (n +1)!12" = 5
1.2z
L] z
A4z

1 —6z—
Posant u = w et v = 1, on obtient le nombre A, 11 k41 de
permutations de S, 41 ayant k + 1 pics et k doubles-montées,
c'est-a-dire 2k 4+ 1 montées :

k_n __ 1
E Anti2ktru 27 = - L1+ 1.2uz>
— 1. u)z —
2.3uz?

1—-2.(14u)z —
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Posant v = w = 0 et u = 1, on obtient le nombre E2, 41 de
permutations de S2,41 sans doubles-montées ni
doubles-descentes (alternance de pics et de creux) :

2n __ 1
> Bania?™ = ) 1.222

2.322
3.422

1 —

1

Mais comment obtenir un développement en fraction
continue des séries génératrices des Eso,, ou des A, 2x 7
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L’'astuce consiste a identifier .S,, avec les permutations de
Sn+1 qui laissent fixe I'entier n 4 1.

Dans la correspondance avec les diagrammes de chemins
que nous avons établie, il suffit pour garantir le point fixe

d'imposer pos(bj) = j # j + L et pos(c;) =3 #j+ 1.

1l s’agit en effet d'interdire (sauf peut-&tre a la toute derniére
étape de construction de I'arbre tournoi) la création dans la
position la plus a droite (d'une feuille ou) d'un nceud sans fils
gauche.
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‘On obtient ainsi :

k
E Appu 2" =

1 —uz —

Oou encore :

Z Eznzzn =

1
12uz?
22422
1— (14 2u)z — 32,2
1—(1+3u)z —
1
120522
1 -
2°uz
1-— 2_2
1 — 3z
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Merci de votre attention...

53




