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P VWX YTV YTZ[T \V ]^__`W `a`b VTX^Z_VW \Y ca^T d [e aV ]^__` (i, j) VWX a fVTWVbgaV Ci,j\V c [ZTXW \`hTZ c^_ Ci,j = {(x, y) | i ≤ x ≤ i + 1, j ≤ y ≤ j + 1} i ST c[aj[b ZT[ VWX \ZX k l5?227I 7 WZ d

c [Y_ X[YXV c^Z_V \V ]^__`W C VX C ′
\V P

d [T c VYX _VaZV_ C m C ′ c^_ YTV WYZXV \V ]^__`W C = C0

d
C1

d
C2

d i i iC` = C ′ XVaaV nYV d c [Y_ X[YX k o0 ≤ k < `p d aV ]^__` Ck+1 W[ZX aV q[ZWZT r[_\ d sY\ d tWX [Y uYVWX\Y ]^__` Ck i ST c[aj[b ZT[ VWX vl5?227I 7 WZ d c [Y_ X[YXV c^Z_V \V ]^__`W C VX C ′
\V P

d [T c VYX _VaZV_ C

m C ′ c^_ YTV WYZXV \V ]^__`W C = C0

d
C1

d
C2

d i i iC` = C ′ XVaaV nYV d c [Y_ X[YX k o0 ≤ k < `p d aV ]^__`
Ck+1 W[ZX aV q[ZWZT r[_\ d sY\ d tWX d uYVWX d r[_\wuYVWX d sY\wuYVWX d r[_\wtWX [Y sY\wtWX \Y ]^__` Ck i xV
][bca`b VTX^Z_V \ fYT c [aj[b ZT[

P VWX a fYTZ[T \VW ]^__`W `a`b VTX^Z_VW Ci,j

T[T ][TXVTYW \^TW P iST c[aj[b ZT[ VWX B<=> A7= 724 5?227I 7d [Y VT][_V B32B 48?9 d W fZa VWX yw][TTVzV VX WZ W[T ][bca`b VTX^Z_V\^TW aV ca^T VWX {w][TTVzV i | ^TW aV c_[ga}b V d T[YW TV ][TWZ\`_V_[TW nYV \VW c [aj[b ZT[W \V WY_~^]V hTZVT[T TYaaV i uT Z\VTXZhV aVW c [aj[b ZT[W m X_^TWa^XZ[T c_}W � c^_ VzVbcaV Za T fVz ZWXV nY fYT WVYa c [aj[b ZT[
WZbcaVb VTX ][TTVzV \V WY_~^]V � VX nYV \VYz c[aj[b ZT[W WZbcaVb VTX ][TTVzVW \V WY_~^]V � iST c[aj[b ZT[

P WZbcaVb VTX ][TTVzV c VYX �X_V ][\` c^_ YT = ?4 ;7 5?24?98d [gXVTY m c^_XZ_ \V X[YX
c [ZTX \V \`c^_X m ][[_\[TT`VW VTXZ}_VW WY_ a^ ~_[TXZ}_V \V P

d VT c^_][Y_^TX a^ ~_[TXZ}_V \V P
\^TW aV WVTW\Z_V]X oWVTW ][TX_^Z_V \Y b [YqVb VTX \VW ^Z�YZaaVW \ fYTV b [TX_Vp � c [Y_ ]�^nYV b [_]V^Y \V ][TX[Y_ \V

a[T�YVY_ � c^_][Y_Y d [T `]_Z_^ g c[Y_ �^Y]�V d d c[Y_ \_[ZXV d h c[Y_ �^YX VX b c[Y_ g^W i uT [gXZVTX \[T]
YT b[X WY_ a f^ac�^g VX {g, d, h, b} i �V ][\^�V T fVWX c^W YTZnYV � Za \`c VT\ \Y ]�[Zz \Y c[ZTX \V \`c^_X iST b[X \V ][TX[Y_ VWX 532?2<G97 WZ W[T c [ZTX \V \`c^_X VWX aV c [ZTX \V a^ ~_[TXZ}_V \V P bZTZbYb \^TW
a f[_\_V aVz Z][�_^c�ZnYV <`ex ox f[_\_V aVzZ][�_^c�ZnYV VWX \`hTZ c^_ (x, y) <`ex (x′, y′) WZ VX WVYaVb VTX WZ
x < x′

[Y x = x′ VX y < y′p isZ [T c [WV an = aa . . . a c[Y_ aV b [X ~[_b ` \V n aVXX_VW a on ≥ 0p d \VYz ][TX[Y_W c [WWZg aVW c [Y_ aV c [ajw[b ZT[ \V a^ h�Y_V �(a)
d m c^_XZ_ \VW \VYz c[ZTXW b ^_nY`W WY_ a^ ~_[TXZ}_V d W[TX d4hdhg3bghg3bg2hg3bdbd5hdb

VX dbd5hdbd4hdhg3bghg3bg2hg3b i xV \VYz Z}b V VWX ]^T[TZnYV i
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������� � |[TTV_ aV b [X \V ][TX[Y_ ]^T[TZnYV \Y c[aj[b ZT[ \V a^ h�Y_V �(b) i
������� � � [TX_V_ nYV WZ u VWX aV b [X \ fYT ][TX[Y_ \ fYT c [aj[b ZT[ WZbcaVb VTX ][TTVzV d Za ][TXZVTX
^YX^TX \V g nYV \V d

d VX ^YX^TX \V h nYV \V b i �VXXV ][T\ZXZ[T VWXwVaaV WY� W^TXV � �[Y_nY[Z �
xVW b [XW \V ][TX[Y_ W[TX _Vc_`WVTX`W c^_ a^ ]a^WWV �?24?98 nYZ \`hTZX aVW nY^X_V ][TWX^TXVW D

d
H
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d
B _Vc_`WVTX^TX aVW \Z_V]XZ[TW d
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h
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g
d
b VX YT X^gaV^Y v

\ fVTXZV_W ][TXVT^TX aV b [X \V ][TX[Y_ i
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������� < t]_Z_V a^ ~[T]XZ[T #9�#=>(m) nYZ XVWXV WZ aV b [X \V ][TX[Y_ m ][TXZVTX ^YX^TX \V g nYV \V
d VX ^YX^TX \V h nYV \V b i ?YVaaV VWX W^ ][bcaVzZX` VT XVbcW c^_ _^cc [_X m a^ a[T�YVY_ \V m �
������� @ t]_Z_V a^ ~[T]XZ[T 9A��(m, m′) nYZ XVWXV WZ aVW b [XW m VX m′ W[TX \VW b [XW \V ][TX[Y_W \ fYT
b �b V c[aj[b ZT[ i ?YVaaV VWX W^ ][bcaVz ZX` VT XVbcW c^_ _^cc [_X ^Yz a[T�YVY_W \V m VX \V m′ �

uT W fZTX`_VWWV m c_`WVTX ^Yz c[aj[b ZT[W WZbcaVb VTX ][TTVzVW \V �^YXVY_ � [Y � d ] fVWXwmw\Z_V ^Yz
c[aj[b ZT[W WZbcaVb VTX ][TTVzVW ][TXVTYW \^TW a^ g^T\V WVb ZwZThTZV \V �^YXVY_ \VYz \`hTZV c^_ A =
{(x, y) | 0 ≤ y ≤ 2, x ≥ 0} oq[Z_ VzVbcaV \V a^ h�Y_V �(a)p i s[ZX L a fVTWVbgaV \VW b [XW \V ][TX[Y_W
]^T[TZnYVW \V XVaW c [aj[b ZT[W i
������� B |VWWZTV_ X[YW aVW c [aj[b ZT[W WZbcaVb VTX ][TTVzVW \V WY_~^]V ^Y caYW C \[TX aV b [X \V
][TX[Y_ ]^T[TZnYV VWX \^TW L i
������� D |[TTV_ YTV �_^bb ^Z_V ^a�`g_ZnYV o5?247I 4lJ 877p c [Y_ VT�VT\_V_ L i
������� E |[TTV_ YTV qV_WZ[T T[T ^bgZ�YV \V ]VXXV �_^bb ^Z_V d W^TW VT \`b [TX_V_ ~[_b VaaVb VTX W^T[Tw^bgZ�YZX` i
������� F tT \`\YZ_V YTV ~[T]XZ[T (GH% (G 9%I(n) nYZ Zbc_Zb V X[YW aVW b [XW \V ][TX[Y_W ]^T[TZnYVW\VW c [aj[b ZT[W \V �^YXVY_ � [Y � \V a[T�YVY_ ZT~`_ZVY_V [Y `�^aV m n ^qV] YTV ][bcaVzZX` O(kn2) VT
VWc^]V b `b[Z_V [e

k VWX aV T[bg_V \V W[aYXZ[TW i �VXXV ~[T]XZ[T Zbc_Zb VwXwVaaV caYWZVY_W ~[ZW aV b �b V b[X\V ][TX[Y_ �
������� J |[TTV_ \VW ZT\Z]^XZ[TW c [Y_ `]_Z_V a^ ~[T]XZ[T (GH% (G9%I(n) ^qV] YTV ][bcaVzZX` O(kn)
VT VWc^]V b `b[Z_V [e

k VWX aV T[bg_V \V W[aYXZ[TW i
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x f[g N V]XZ~ \V ]VXXV c^_XZV VWX \V ][TWX_YZ_V \VW c [aj[b ZT[W WZbcaVb VTX ][TTVzVW \[TX aV ][bca`b VTX^Z_V
VWX yw][TTVzV i �[Y_ ]Va^ d [T YXZaZWV YT ^a�[_ZX�b V c_[g^gZaZWXV \[TX a fZ\`V �`T`_^aV VWX a^ WYZq^TXV i uT
c^_X \ fYT c [ZTX nYVa][TnYV \Y ca^T � [T ~^ZX YT ]�Vb ZT ^a`^X[Z_V \[TX ]�^nYV c^W VWX ]�[ZWZ c^_b Z aVW
nY^X_V \Z_V]XZ[TW c [WWZg aVW c_ZWVW \^TW a fVTWVbgaV {d, h, g, b}

\V b ^TZ}_V ^a`^X[Z_V YTZ~[_b V oVT Vz]aY^TX
a^ \Z_V]XZ[T [cc[W`V m a^ \V_TZ}_V \Z_V]XZ[T ]�[ZWZVp i | }W nYV aV ]�Vb ZT

u ^ZTWZ ][TWX_YZX ]_`V YT ]j]aV d
WZ ]V ]j]aV WV XV_b ZTV WY_ aV c [ZTX \V \`c^_X ZT ZXZ^a \V u

d Za \`hTZX YT c [aj[b ZT[ WZbcaVb VTX ][TTVzV ou
][__VWc [T\ ^Y c^_][Y_W \V a^ ~_[TXZ}_V \Y c[aj[b ZT[ d \^TW aV WVTW \Z_V]X [Y ZTqV_WVp VX [T ^ hTZ � WZT[T d
u WV \`][bc[WV VT YT ]�Vb ZT

v
T[T qZ\V WYZqZ c^_ YT ]j]aV d VX [T `aZb ZTV aV ]j]aV ^q^TX \V ][TXZTYV_ a^

b ^_]�V ^a`^X[Z_V m c^_XZ_ \V v i sZ ]VX ^a�[_ZX�b V XV_b ZTV d [T qVZaaV m _VX[Y_TV_ aV ][TX[Y_ \^TW aV WVTW\Z_V]X i | ^TW ]VXXV ][TWX_Y]XZ[T d m X[YX b [b VTX d aV ]�Vb ZT
u ][TWX_YZX TV c VYX c [WW`\V_ nY f^Y caYW YT

]j]aV i
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�[bbV a^ a[T�YVY_ b ^zZb ^aV \VW ][TX[Y_W \V c [aj[b ZT[W VWX ZT][TTYV \^TW ]VXXV c^_XZV d [T _Vc_`WVTXV
m c_`WVTX ]VW ][TX[Y_W c^_ \VW [g N VXW \V a^ ]a^WWV �?24?98L d ] fVWXwmw\Z_V c^_ \VW aZWXVW \V \`ca^]Vb VTXW d

d
h
d
g
d
b i o| ^TW ]VXXV _Vc_`WVTX^XZ[T d a fZb ^�V b Z_[Z_ \ fYT ][TX[Y_ VWX ^YWWZ _Vc_`WVTX^gaV c^_ YT [g N VX \V a^
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I(�#9 �� 3
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����� I (�#9 &("# 6�� 3 I(�#9 �$ (6�"# 3

I(�#9 7("# � , I(�#9 �8 & 6�� * � 3 �$ (6�"# * � 3 ;

�#�# (� I(�#9 G (%!(% 7I(�#9 �8 &
I (�#9 % * "$�� 3
:� (�9 7� �* "$��8 &

% * "9: I(�#9 7� �6�� , % 8 3
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;
%9#$%" % 3
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������� �� s[ZX P YT c[aj[b ZT[ WZbcaVb VTX ][TTVzV i uT ][TWZ\}_V a^ q^aVY_ [gXVTYV VT ~^ZW^TX aV
X[Y_ \V P

\^TW aV WVTW \Z_V]X VX VT ][bcX^TX +1 c[Y_ ]�^nYV qZ_^�V \ fYT nY^_X \V X[Y_ qV_W a^ �^Y]�V VX
−1 c[Y_ ]�^nYV qZ_^�V \ fYT nY^_X \V X[Y_ qV_W a^ \_[ZXV i � [TX_V_ d c^_ _`]Y__VT]V WY_ a^ WY_~^]V \V P

d nYV
a^ q^aVY_ X[X^aV a[_WnY f[T ~^ZX aV X[Y_ \V P YTV ~[ZW VWX Vz^]XVb VTX `�^aV m 4 i
������� �� s[ZX u YT ]�Vb ZT nYZ \`hTZX YT c [aj[b ZT[ WZbcaVb VTX ][TTVzV i �]_Z_V YTV ~[T]XZ[T9�#�"�%�%9) (%9�#(u) nYZ q`_ZhV WZ u VWX YT c^_][Y_W \V a^ ~_[TXZ}_V \^TW aV WVTW \Z_V]X i ?YVaaV VWX a^
][bcaVz ZX` VT XVbcW \V ]VXXV ~[T]XZ[T �

tT 	^q^ d a^ ]a^WWV 
�"�!G c[WW}\V a^ b `X�[\V "9�# �"#(n) c[Y_ X[YX [g N VX \V W^ ]a^WWV nYZ _VX[Y_TV
YT T[bg_V VTXZV_ ^a`^X[Z_V VTX_V 0 oZT]aYWp VX n oVz]aYWp i � ZTWZ c [Y_ �`T`_V_ YT T[bg_V \^TW {0, 1, 2, 3}

d
[T `]_ZX �

�"�!G %�"� * "9: 
�"�!G 78 3  VT X�XV \V a^ ~[T]XZ[T���("# � * %�"� �"9�# �"# 7� 8 3  c[Y_ ^q[Z_ YT T[YqV^Y T[bg_V ^a`^X[Z_V���

������� �� �]_Z_V YTV ~[T]XZ[T A9"9%9%�" !"#!$%() nYZ �`T}_V YT ][TX[Y_ ^a`^X[Z_V \ fYT c [aj[b ZT[
WZbcaVb VTX ][TTVzV d WVa[T a f^a�[_ZX�b V ZT\ZnY` ^Y \`gYX \V ]VXXV c^_XZV i

o� Vb ^_nYV � Za VWX c [WWZg aV nYV aV c_[�_^bbV TV XV_b ZTV c^W WZ aV ]�Vb ZT TV _VqZVTX c^W m W[T c [ZTX\V \`c^_X i �Vc VT\^TX d [T c VYX \`b [TX_V_ nYV a^ c_[g^gZaZX` \ fYT XVa `q`TVb VTX VWX TYaaV ip
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s[ZX N YT VTXZV_ hz` oN > 0p i uT W[Y�^ZXV \`]Z\V_ WZ a^ _`�Z[T \Y ca^T A = {(x, y) | 0 ≤ x, y ≤ N}
][TXZVTX YT WVYa c [aj[b ZT[ WZbcaVb VTX ][TTVzV d ][bb V WY_ a^ h�Y_V � i

uT _Vc_`WVTXV aV ca^T c^_ YTV b ^X_Z]V \V g [[a`VTW noir XVaaV nYV noir [i, j] = true WZ VX WVYaVb VTX WZ a^
_`�Z[T {(x, y) | i ≤ x ≤ i + 1, j ≤ y ≤ j + 1} VWX ][TXVTYV \^TW YT c[aj[b ZT[ i uT WYcc[WV d c^_ ^ZaaVY_W d
nYV a^ ]a^WWV � 3<87 WYZq^TXV c V_b VX \V b ^TZcYaV_ \VW c^Z_VW \ fVTXZV_W i

����� 
9A(!" &
�!!�9�" 4 5 4 5 "!(% 3

9A(!" 7("# " 8 &

"!(% * "9: �!!�9�" 4"5 4"5 3
; ;

����� ��(%9 &("# � , � 3
��(%9 7("# �+ , ("# �+8 &
� * �+ 3 � * �+ 3
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������� �< �]_Z_V YTV ~[T]XZ[T #%!$69%�"�!("#(r) nYZ _VTq[ZV a^ c^Z_V \V ][[_\[TT`VW \ fYT c [ZTX\ fYT c [aj[b ZT[ ][TXVTY \^TW a^ _`�Z[T r i �VXXV ~[T]XZ[T _VX[Y_TV "$�� WZ ]V c [ZTX T fVzZWXV c^W i ?YVaaV VWX
a^ ][bcaVzZX` VT XVbcW \V ]VXXV ~[T]XZ[T �
������� �@ � ]_Z_V YTV ~[T]XZ[T �!"# (9"#�"�!��!G ("!(r) nYZ _VX[Y_TV a^ q^aVY_ q_^ZV WZ a^ _`�Z[T r

][TXZVTX YT WVYa c [aj[b ZT[ yw][TTVzV \V WY_~^]V b ^zZb ^aV d VX nYV ]V c [aj[b ZT[ W[ZX WZbcaVb VTX ][TTVzV i
?YVaaV VWX a^ ][bcaVz ZX` VT XVbcW \V ]VXXV ~[T]XZ[T � otzcaZnYV� q[X_V ^a�[_ZX�b V VT XV_b VW WZbcaVW \V
WX_Y]XY_VW \V \[TT`VWp

STV _`�Z[T c VYX A = {(x, y) | 0 ≤ x, y ≤ N} c VYX m c_`WVTX ][TXVTZ_ caYWZVY_W c [aj[b ZT[W d ]V_X^ZTW
W[TX WZbcaVb VTX ][TTVzVW d \ f^YX_VW W[TX ^qV] X_[YW i
������� �B �]_Z_V YTV ~[T]XZ[T �!GH#9%�!��!G ("!�(r) nYZ ][bcXV aV T[bg_V \V c [aj[b ZT[W WZb w
caVb VTX ][TTVzVW c^_b Z aVW c [aj[b ZT[W yw][TTVzVW \V WY_~^]VW b ^zZb ^aVW ][TXVTYW \^TW a^ _`�Z[T r i
otzcaZnYV� m T[YqV^Y q[X_V ^a�[_ZX�b V � [T c [Y__^ c_[]`\V_ \V a fVzX`_ZVY_ qV_W a fZTX`_ZVY_p
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(x, y) W[TX aVW ][[_\[TT`VW \ fYT c [ZTX \Y ][TX[Y_ d [T _VqZVTX ^Y b �b V c[ZTX ^c_}W YT

X[Y_ ][bcaVX i |[T] a^ W[bb V X[X^aV \VW \`ca^]Vb VTXW VT X VX Y VWX TYaaV i
�VXXV ][T\ZXZ[T T fVWX c^W WY� W^TXV i �[TX_VzVbcaVW � dg

d
hdbg

d
dhhdbggb i

������� < s[aYXZ[T VT O(n)
[e

n VWX a^ a[T�YVY_ \V m i�#�# (� �!!�9�" #9�#=> 7 !"#!$% G 8 &("# �� * + , �� * + 3'!% 7("# ( * + 3 ( � G �6 ��9"A#� 3 ��(8
�: (# �� 7G �6 4(5 8 &
���9 ) � ���� 3 �%9�� 3
���9 - � ���� 3 �%9�� 3
���9 / � ���� 3 �%9�� 3
���9 1 � ���� 3 �%9�� 3
;

%9#$%" �� ** + �� �� ** + 3
;

������� @ s[aYXZ[T VT O(n2)
[e

n VWX a^ a[T�YVY_ \V m VX \V m1 i�#�# (� �!!�9�" 9A�� 7 !"#!$% G ,  !"#!$% G .8 &("# " * G �6 ��9"A#� , " . * G . �6 ��9"A#� 3
�!!�9�" %9� * '���9 3(' 7" ** " .8'!% 7("# ( * + 3 �%9� �� ( � " 3 ��(8 &

%9� * #%$9 3'!% 7("# � * + 3 %9� �� � � " 3 ��� 8 &
%9� * G . �6 4�5 ** G �6 47(��8 	 "5 3

; ;
%9#$%" %9� 3

;
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������� D uT \`][bc[WV aVW c [aj[b ZT[W WVa[T a^ a^_�VY_ aVW b [XW \V L i �V nYZ \[TTV
L → d L1 gb | d L2 gbb | d L3 gb

L1 → h | d L1 g | d L2 gb

L2 → hh | d L1 gh | hd L3 g | d L2 g

L3 → h | d L3 g | bd L2 g

������� E |^TW a^ \`][bc[WZXZ[T c_`]`\VTXV d [T c VYX ^q[Z_ \VYz ~[ZW aVW c [aj[b ZT[W \V �^YXVY_ �i 
a
~^YX \[T] TV aVW ~^Z_V ^cc^_^ZX_V nYV \^TW YTV WVYaV \`][bc[WZXZ[T �

L → d L1 gb | d L2 gbb | d L′

3 gb

L1 → h | d L1 g | d L2 gb

L2 → hh | d L1 gh | hd L3 g | d L2 g

L3 → h | d L3 g | bd L2 g

L′

3 → d L′

3 g | bd L2 g

�



������� F uT WYZX a^ \`hTZXZ[T \V a^ �_^bb ^Z_V c_`]`\VTXV � Za T fj ^ nY fYTV WVYaV []]Y__VT]V \V ]�^nYV
][TX[Y_ d WZT[T a^ �_^bb ^Z_V WV_^ZX ^bgZ�YV i �V c_[�_^bbV c_VT\ YTV c a^]V VT O(kn2) cYZWnYV ]�^nYV
][T]^X`T^XZ[T ]_`V YT T[YqVa VWc^]V b `b[Z_V i tT ~^ZX WVYa O(n2)

T fVWX T`]VWW^Z_V m X[YX b [b VTX i�#�# (� 6!(� (GH% (G9%I 7("# " 8 &(' 7" �* � 8 (I . 7�� � , " �2 , �A� �8 3(' 7" �* �8 (I0 7�� � , " �� , �A�� �8 3(' 7" �* �8 (I2� (� 7�� � , " �2 , �A� �8 3
;
�#�# (� 6!(� (I . 7�#% ("A � , ("# " , �#% ("A # 8 &(' 7" �* .8 (�!� 7�� �� ��# 8 3(' 7" �* 28 (I . 7�� �� � , " �0 , �A ��# 8 3(' 7" �* �8 (I0 7�� �� � , " �2 , �A� ��# 8 3
;
�#�# (� 6!(� (I2 7�#% ("A � , ("# " , �#% ("A # 8 &(' 7" �* .8 (�!� 7�� �� ��# 8 3(' 7" �* 28 (I2 7�� �� � , " �0 , �A ��# 8 3(' 7" �* �8 (I0 7�� ��� � , " �2 , �A ��# 8 3
;
�#�# (� 6!(� (I0 7�#% ("A � , ("# " , �#% ("A # 8 &(' 7" �* 08 (�!� 7�� ��� ��# 8 3(' 7" �* � 8 (I0 7�� �� � , " �0 , �A ��# 8 3(' 7" �* � 8 (I . 7�� �� � , " �2 , �A� ��# 8 3(' 7" �* � 8 (I2 7�� ��� � , " �2 , �A ��# 8 3
;
�#�# (� 6!(� (I2� (� 7�#% ("A � , ("# " , �#% ("A # 8 &(' 7" �* �8 (I2� (� 7�� �� � , " �0 , �A ��# 8 3(' 7" �* �8 (I0 7�� ��� � , " �2 , �A ��# 8 3
;
�#�# (� 6!(� (�!� 7�#% ("A �8 & �� �#9G �!$# �H% ("#�" 7�8 3 ;

������� J �[Y_ _`\YZ_V a^ ca^]V b `b[Z_V d Za WY� X \V c^WWV_ YT ][TX[Y_ \V X^ZaaV n nY f[T _VbcaZX�_^\YVaaVb VTX c [Y_ aV c_`hzV s VX aV WY� zV t
\^TW aVW ~[T]XZ[TW c_`]`\VTXW i � ZTWZ aV c_[�_^bbV WYZq^TX[]]Yc V_^ZX YTV X^ZaaV 0(kn) oVT ~^ZX O(n) b`b[Z_V T`]VWW^Z_V m X[YX b [b VTXp ��#�# (� 6!(� (GH% (G9%I 7("# " 8 &

 !"#!$% G * "9:  !"#!$% 7" 8 3(' 7" �* � 8 &G �6 4+5 * ) 3 G �6 4" �05 * / 3 G �6 4" �.5 * 1 3 (I . 7G , . , " �08 3;(' 7" �* �8 &G �6 4+5 * ) 3 G �6 4" �25 * / 3 G �6 4" �05 * G �6 4" �.5 * 1 3 (I0 7G , . , " �28 3;(' 7" �* �8 &G �6 4+5 * ) 3 G �6 4" �05 * / 3 G �6 4" �.5 * 1 3 (I2� (� 7G , . , " �08 3;
;
�#�# (� 6!(� (GHI . 7 !"#!$% G , ("# ( , ("# �8 &(' 7� � ( �* .8 &G �6 4(5 * - 3 (GH�!� 7G , (� . , �8 3;(' 7� � ( �* 2 8 &G �6 4(5 * ) 3 G �6 4��.5 * / 3 (GHI . 7G , (� . , ��.8 3;(' 7� � ( �* �8 &G �6 4(5 * ) 3 G �6 4��05 * / 3 G �6 4��.5 * 1 3 (GHI0 7G , (� . , � �08 3;
;
���

�



������� �� �_^Z WZ P ^ YTV WY_~^]V �i s[ZX Pn+1

\V WY_~^]V n + 1 on > 1p nYZ ^ `X` [gXVTY m c^_XZ_\ fYT Pn VT _^N [YX^TX YT ]^__` `a`b VTX^Z_V i uT _^ZW[TTV WY_ aV T[bg_V \V ][X`W ][bbYTW VTX_V Pn VX Pn+1VX m ]�^nYV ~[ZW [T ZT\ZnYV aV ]�^T�Vb VTX \^TW aV ][TX[Y_ VX [T q`_ZhV a fZTq^_Z^T]V \V a^ W[bb V �
�^W ^qV] � ][X` ][bbYT �

hhh
\VqZVTX hdhgh i � a[_W [T ^ gZVT 0 = −1 + 1 + 1 − 1

dhh
\VqZVTX ddhgh i � a[_W [T ^ gZVT 1 = 0 + 1 + 1 − 1

hhg
\VqZVTX hdhgg i � a[_W [T ^ g ZVT 1 = −1 + 1 + 1 + 0

dhg
\VqZVTX ddhgg i � a[_W [T ^ gZVT 2 = 0 + 1 + 1 + 0

�^W ^qV] � ][X`W ][bbYTW �
hghg

\VqZVTX hhgg i � a[_W [T ^ gZVT 1 = 0 + 1 + 0
hghh

\VqZVTX hhgh i � a[_W [T ^ gZVT 0 = 0 + 1 + −1
gghg

\VqZVTX ghgg i � a[_W [T ^ gZVT 0 = 0 + 1 + −1
gghh

\VqZVTX ghgh i � a[_W [T ^ gZVT −1 = −1 + 1 + −1

�^W ^qV] C ][X`W ][bbYTW �
hghdh

\VqZVTX hhh i � a[_W [T ^ gZVT 1 + −1 + −1 + 1 = 0
gghdh

\VqZVTX ghh i � a[_W [T ^ g ZVT 0 + −1 + −1 + 1 = −1
gghdd

\VqZVTX ghd i � a[_W [T ^ gZVT 0 + −1 + −1 + 0 = −1 + −1
hghdd

\VqZVTX hhd i � a[_W [T ^ gZVT 1 + −1 + −1 + 0 = 0 + −1

������� �� x^ ~[T]XZ[T c_`]`\VTXV c_VT\ YT XVbcW O(n)
[e

n VWX a^ a[T�YVY_ \V u i�#�# (� �!!�9�" 9�#�"�%�%9) (%9�# 7 !"#!$%� $ 8 &("# � * + 3'!% 7I (�#9 � * $ ��� 3 � �* "$�� 3 � * � ��$ (6�"# 8(' 7� ��$ (6�"# �* "$��8 &("# �9�#� * � ��$ (6�"# �6�� � � �6�� 3(' 7�9�#� ** �28 �9�#� * . 3
9��9 (' 7�9�#� ** 28 �9�#� * �. 3
� * � � �9�#� 3

;
%9#$%" 2 �* � �� � �* � 3

;
������� ��

�#�# (�  !"#!$%� A9"9%9%�" !"#!$% 78 &

�"�!G %�"� * "9: 
�"�!G 78 3
I (�#9 � * "$�� , � 3
�! &("# � 3 �! & � * %�"� �"9�# �"# 7� 8 3 ;

:� (�9 7� �* "$�� �� ��#� ���� 7� � � �6��8 ** 08 3
� * "9: I(�#9 7� , �8 3
� * � 3 � * 9�(G ("9% � ��9 7�8 3

; :� (�9 7� �* "$��8 3
%9#$%" G9##%9�"�%�%9) (%9�# 7"9:  !"#!$%� 7� 88 3

;
�#�# (� I (�#9 9�(G ("9% � ��9 7I (�#9 �8 &("# 4 5 �� * &. , + , �. , +; , �� * &+ , . , + , �.; 3("# � * + , � * + 3 I(�#9 � * � 3
�! &
� * � � �� 4� �6��5 3 � * � � �� 4� �6��5 3

�



� * � ��$ (6�"# 3
; :� (�9 7� �* "$�� �� 7� �* + �� � �* + 88 3(' 7� ** + �� � ** + 8 � * � 3
%9#$%" � 3

;
�#�# (�  !"#!$%� G9##%9�"�%�%9) (%9�# 7 !"#!$%� $ 8 &(' 7� 9�#�"�%�%9) (%9�# 7$ 88

$ ��� * I (�#9 �G (%!(% 7$ ��� 8 3
%9#$%" $ 3

;
������� �< x^ ~[T]XZ[T WYZq^TXV c_VT\ YT XVbcW O(N2) i��(%9 #%!$69%�"�!("# 7
9A(!" % 8 &("# " * % �"!(% 4+5 ��9"A#� 3'!% 7("# ( * + 3 ( � " 3 �� (8'!% 7("# � * + 3 � � " 3 ���8(' 7% �"!(% 4(5 4�5 8 %9#$%" "9: ��(%9 7( , �8 3

%9#$%" "$�� 3
;

������� �@ uT ][TWZ\}_V aV �_^c�V \[TX noir VWX a^ b ^X_Z]V \ f^\N ^]VT]V i uT ~^ZX ;J B WY_ a fVzX`_ZVY_
X[YN [Y_W T[T qZ\V o[T _^N [YXV qZ_XYVaaVb VTX YTV g^T\V \ fYTZX` YT ^YX[Y_ \V a^ _`�Z[T p � cYZW [T q^ ]�V_]�V_
YT c[ZTX \^TW aV c [aj[b ZT[ � [T ~^ZX ;J B WY_ aV c [aj[b ZT[ i sZ VThT d [T ^ qZWZX` X[YW aVW c [ZTXW \V a^ _`�Z[T d
a^ _`�Z[T ][TXZVTX gZVT YT WVYa c [aj[b ZT[ WZbcaVb VTX ][TTVzV i �Y X[X^a ]VXXV ~[T]XZ[T VWX VT O(N2) i�#�# (� �!!�9�" �!"# (9"#�"�!��!G ("! 7
9A (!" % 8 &

��(%9 H * #%!$69%�"�!("# 7% 8 3(' 7H ** "$��8 %9#$%" '���9 3
9��9 &("# " * % �"!(% ��9"A#� 3
�!!�9�" 4 5 4 5 6$ * "9: �!!�9�" 4"�05 4"�05 3("# "�!(%� * �'� 7% , H �� , H �� , + , 6$ 8 3("# "1��" �� * �'�. 7% , �. , �. , + , 6$ 8 3
%9#$%" "�!(% � � "1��" �� ** " � " � �� 7" � .8 3

;
;
�#�# (� ("# �'� 7
9A(!" % , ("# ( , ("# � , ("# " � , �!!�9�" 4 5 4 5 6$ 8 &("# " * 6$ ��9"A#� � 0 3(' 7% �"!(% 4(5 4�5 �� � 6$ 4(� .5 4�� .5 8 &

6$ 4(� .5 4�� .5 * #%$9 3 ��" � 3(' 7( � +8 " � * �'� 7% , (�. , � , " � , 6$ 8 3(' 7� � +8 " � * �'� 7% , ( , ��. , " � , 6$ 8 3(' 7( � " �.8 " � * �'� 7% , (� . , � , " � , 6$ 8 3(' 7� � " �.8 " � * �'� 7% , ( , �� . , " � , 6$ 8 3
;
%9#$%" " � 3

;
�#�# (� ("# �'�. 7
9A(!" % , ("# ( , ("# � , ("# " � , �!!�9�" 4 5 4 5 6$��# 8 &("# " * 6$��# ��9"A#� � 0 3(' 7�. �* ( �� ( �* " �� �. �* � �� � �* " 8

{



(' 77( ** �. �� � ** �. �� ( ** " �� � ** " ��
�% �"!(% 4(5 4�5 8 �� � 6$��# 4(� .5 4�� .5 8 &

6$��# 4(� .5 4�� .5 * #%$9 3 ��" � 3'!% 7("# � * �. 3 � �* . 3 ���8'!% 7("# � * �. 3 � �* . 3 ��� 8
" � * �'�. 7% , (�� , ��� , " � , 6$��# 8 3

;
%9#$%" " � 3

;
������� �B uT ][TWZ\}_V m T[YqV^Y aV �_^c�V \[TX noir VWX a^ b ^X_Z]V \ f^\N ^]VT]V i uT Vzca[_V aVW
W[bb VXW \Y �_^c�V c^_ [_\_V aVzZ][�_^c�ZnYV m c^_XZ_ \Y c [ZTX (−1,−1)

\^TW a^ g^T\V VzX`_ZVY_V ga^T]�V isZ aV c_Vb ZV_ c [ZTX T[T b ^_nY` VWX ga^T] d [T b ^_nYV W^ ][bc[W^TXV {w][TTVzV oT[T qZ\Vp � WZ ] fVWX YT
c [ZTX T[Z_ d [T b ^_nYV W^ ][bc[W^TXV yw][TTVzV d VX WZ ]VaaVw]Z TV X[Y]�V c^W \V W[bbVX ga^T] T[T b ^_nY` d
] fVWX YT T[YqV^Y c[aj[b ZT[ WZbcaVb VTX ][TTVzV � VX [T _V][bbVT]V WY_ aV c_Vb ZV_ T[T b ^_nY` i�#�# (� ("# �!GH#9%�!��!G ("!� 7
9A (!" % 8 &("# " * % �"!(% ��9"A#� 3

�!!�9�" 4 5 4 5 6$ * "9: �!!�9�" 4"�05 4"�05 3("# "�!�� * + 3'!% 7("# ( * �. 3 ( �* " 3 ��(8'!% 7("# � * �. 3 � �* " 3 ���8(' 7�6$ 4(� .5 4�� .5 8 &(' 7( ** �. �� � ** �. �� ( ** " �� � ** " �� �% �"!(% 4(5 4�5 8
�'�1��" � 7% , ( , � , 6$ 8 3

9��9(' 79�#� 7% , ( , � , 6$ 88
��"�!�� 3

;
%9#$%" "�!�� 3

;
�#�# (� �!!�9�" 9�#� 7
9A(!" % , ("# ( , ("# � , �!!�9�" 4 5 4 5 6$ 8 &("# " * 6$ ��9"A#� � 0 3
�!!�9�" %9� * 6$ 4(� .5 4�� .5 �� % �"!(% 4(5 4�5 3(' 7% �"!(% 4(5 4�5 �� � 6$ 4(� .5 4�� .5 8 &

6$ 4(� .5 4�� .5 * #%$9 3(' 7( � +8 %9� * 9�#� 7% , (�. , � , 6$ 8 �� %9� 3(' 7� � +8 %9� * 9�#� 7% , ( , ��. , 6$ 8 �� %9� 3(' 7( � " �.8 %9� * 9�#� 7% , (� . , � , 6$ 8 �� %9� 3(' 7� � " �.8 %9� * 9�#� 7% , ( , �� . , 6$ 8 �� %9� 3
;
%9#$%" %9� 3

;
�#�# (� 6!(� �'�1��" � 7
9A(!" % , ("# ( , ("# � , �!!�9�" 4 5 4 5 6$ 8 &("# " * 6$ ��9"A#� � 0 3(' 7�. �* ( �� ( �* " �� �. �* � �� � �* " 8(' 77( ** �. �� � ** �. �� ( ** " �� � ** " �� �% �"!(% 4(5 4�5 8

�� � 6$ 4(� .5 4�� .5 8 &
6$ 4(� .5 4�� .5 * #%$9 3'!% 7("# � * �. 3 � �* . 3 ���8

�



'!% 7("# � * �. 3 � �* . 3 ��� 8
�'�1��" � 7% , (�� , ��� , 6$ 8 3

; ;

��


