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INTRODUCTION

Nous etudions dans ce travail le probleme de la resolution de

systemes d'equations entre termes, dans des langages types d'ordre

un et plus.

Resoudre une equation E = E', ou E et E' sont des termes, c'est

trouver une substitution cr de termes pour les variables libres de

E et E', qui rende identiques les termes substitues crE et crE'. Une

teIle solution cr s'appelle un unificateur de E et E'.

Nous nous interesserons egalement a l'ensemble des substitutions

cr qui identifient un terme E a un terme E', c'est-a-dire teIles

que crE = E'. On dira alors que cr est un filtre de E vers E'.

Pour resoudre de teIles equations, nous aurons besoin d'etudier

la s truc ture de I' ensemb le T des t.ermes, muni du preordre de

filtrage defini par :

E ~ E' <=> 3 cr crE = E'.

Le preordre ~ s'etend par extensionalite a l'ensemble des

substitutions. De maniere equivalente

cr ~ P <=> 3 n p = ncr

Autrement dit, si cr et p sont des solutions a une equation aux termes

et cr ~ p, alors p decoule de cr par composition avec n : la solution p

est moins generale que la solution cr.

Nous allons nous attacher ici a l'etude des ensembles complets

de solutions d'equations dans T, definis comme des ensembles de

substitutions

I) qui sont solution de l'equation (coherence)

et 2) dont toutes les solutions decoulent (completude).
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Dans le cas ou l'on peut imposer ä l'ensemble des solutions

d'etre une base, c'est-ä-dire si les solutions considerees sont

minimales, nous parlerons d'ensemble complet de solutions minimales.

Si de plus ces solutions sont independantes, en ce sens

qu'elles n'ont pas de majorant commun, nous dirons qu'on a un

ensemble complet de solutions independantes. Enfin, s'il est

possible de reduire un ensemble complet de solutions ä un element

unique, nOU8 dirons qu'on a une solution principale.

Nous allons etudier trois types d'equations

- l'unification u = {o I oE = oE'}.

- la demi-unification ou filtrage : v = {o I oE = E'}.

la pre-unification: P = {o I oE-oE'}, ou - ast une relation

syntaxique entre termes.

Donnons maintenant brievement le cadre dans lequel s'inscrit

notre etude, motivee initialement par des problemes issus de la

theorie de la demonstration.

L' unifica tion, ou id·mtification de formules par subs ti tution,

a ete etudiee pour la premiere fois, pour la logique de premier ordre,

dans les Recherches sur la theorie de la demonstration, these de J.

Herbrand datant de 1930. Dans ce travail, Herbrand a dünne trois

caracterisations equivalentes de la notion de proposition valide,

qu'il a appelees les proprietes A, B et C. Les proprietes voisines

B et C donnerent naissance ä ce qui a ete appele par la suite le

theoreme d'Herbrand, tandis que la propriete A tombait provisoirement

dans l'oubli. Pour reconnaitre si une proposition a la propriete A,

Herbrand definit un algorithme de resolution d'egalites, qui est la

premiere version publiee de l'algorithme d'unification de premier

ordre [HJ), page 1~4'.
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Ce n'est qu'apres les annees 50 que l'apparition des ordinateurs

suscita tout un courant de recherches visant a la generation automatique

de preuves rnathematiques formelles. Bien sur, les travaux de Church

et de Gödel limitent au depart l'ambition d'une teIle entreprise:

on ne peut esperer definir de procedure generale decidant en un temps

fini de la validite d'une proposition de premier ordre. On appelle

donc systeme de preuve complet tout algorithme construisant une

demonstration formelle de tout theoreme. Les propositions non

valides peuvent donner lieu soit a l'arret du systeme (une

refutation est obtenue dans ce cas), soit ades calculs infinis.

Les premiers programmes realises visaient a l'implementation

du theoreme d'Herbrand, par generation de tron~ons initiaux de

l'univers d'Herbrand d'une proposition. Une teIle recherche exhaustive

etait vouee a l'echec, et cette approche fut abandonnee.

Au debut des annees 60, J. Guard con~ut et real isa un systeme

de demonstration semi-autornatique, implementant des regles d'infe

rences derivees de celles de Gentzen. Divers langages etaient abordes

calcul des propositions, des predicats, et meme une theorie des types

d'ordre w [GJIJ. La principale regle d'inference, pour le ler ordre,

faisait appel a la notion de "general matching formula", qui n'est

autre que le sup (plus petit majorant) des deux formules dans

l'ordre ~. Un algorithme d'unification de premier ordre (dit"matching

algorithm") etait decrit correctement, et des suggestions etaient

faites pour l'extension d'un tel algorithme aux ordres superieurs.

Ce travail fut largement ignore, en depit des succes enregistres

(le programme, avec l'aide d'un mathematicien, prouva une conjecture

de theorie des treillis).

A la meme epoque. une equipe d'Argonne National Laboratory

construisait des programmes de demonstration automatique inspires

de la propriete A de Herbrand. Leur travail culmina avec la decouverte

de la regle de resolution, exposee dans le papier maintenant classique
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de J.A. Robinson [RJAIJ. Cette regle d'inference, a elle seule,

definit un systeme de preuve complet pour la logique de premier

ordre. L'application de la regle met en oeuvre une procedure

d'unification, presentee pour la premiere fois sous ce nom. Cette

approche suscita rapidement un grand nombre de travaux : definition

d'heuristiques tendant a limiter le nombre de formules engendrees

par la resolution, extension au calcul des predicats avec egalite

[RWIJ. La plupart des programmes de demonstration automatique en

usage a ce jour sont bases sur la regle de resolution.

L'utilisation de langages logiques d'ordre superieur fut peu

suivie, en particulier a cause de la difficulte d'etendre l'unifi

cation a de tels langages. Gould [GWIJ, suivant les suggestions de

Guard, etudia le probleme de la recherche d'instances communes a
des formules de theorie des types d'ordre w. Cette approche ne peut

mener a une regle d'inference complete, plusieurs unificateurs

distincts pouvant correspondre a la meme instance. De plus les

algorithmes presentes sont incomplets, voire incorrect [HG2].

Le probleme fut repris ensuite par T. Pietrzykowski qui

definit un algorithme de recherche d'unificateurs complet

pour le second-ordre. Ceci lui permit d'etendre la regle de

resolution au calcul des predicats du second ordre [PTI1. Cette

methode fut ensuite etendue aux ordres superieurs dans [JP1].

Malheureusement la regle d'inference utilisee fait appel a l'enu

meration d'un ensemble complet d'unificateurs, ce qui est non

effectif, un tel ensemble etant generalement infini, et redondant,

la minimalite ne pouvant etre garantie, comme nous le verrons.

Dans notre these de Ph.D. [HGIJ , nous avons montre comment

il etait possible d'etendre la regle de resolution aux ordres supe

rieurs, sans pour cela generer explicitement un ensemble complet

d'unificateurs. On demande simplement de pouvoir verifier l'existence
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ou l'absencede solutions. Bien que ce probleme soit indecidable.

comme nous le verrons. il est possible d'enumerer. sans redondance.

un ensemble complet de minorants d'unificateurs. que nous appellerons

pre-unificateurs. Nous decrirons de tels algorithmes au Chapitre 3.

et prouverons leur correction.

Ce travaila donc ete originellement motive par des problemes

de theorie de la demonstration. Mais les methodes utilisees sont

essentiellement de nature algebrique. Nous pensons que les resultats

presentes dans ce travail sont des resultats de base d'une theorie

des manipulations formelles d'expressions. Nous presenterons dans

la conclusion un certain nombre d'applications, en particulier a
la theorie de la programmation.
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Resume

Le Chapitre I introduit 1e langage d'ordre w. cadre general de

notre travai1. C'est un A-ca1cu1 type. avec a et ß-reductions. Nous

donnons 1es principa1es proprietes de 1a relation de conversion. en

particulier l' exis tence d' une forme canoniqn€ des tennes. Ce chapi tre

ne contient pas de resultat original et peut etre ornis par le

1ecteur fami1ier avec le A-calcul.

Le Chapitre 2 definit 1es ensembles complets d'unificateurs dans

ce langage. et donne 1es principaux resultats concernant 1eur struc

ture. En particu1ier nous prouvons qu'il n'est pas possible de leur

imposer 1a condition de minimalite. et que l'unifiabilite est indeci

dable des l'ordre 3.

Le Chapitre 3 presente divers algorithmes permettant d'engendrer

un ensemble complet de pre-unificateurs. En particulier. un a1gorithme

enumerant un ensemble complet de solutions independantes permet de

tester sans redondances l'unifiabilite d'un ensemble de tennes. Dans

le cas particu1ier de la recherche de demi-unificateurs. cet algorithme

permet d'engendrer un ensemble comp1et de solutions minimales.

Le Chapitre 4 donne 1es modifications ä apporter ä ces resultats

en presence de 1a regle n. ou extensionalite restreinte du \-calcul.

Le Chapitre 5 reprend l'ensemb1e du probleme. mais dans le cas

des 1angages de premier ordre de cette fois. 11 est montre que

l'ensemble des termes muni de l'ordre de fi1trage. possede une

structure de treillis complet sous condition. L'existence d'un

unificateur principal est montree par une nouvelle methode. basee

sur l'etude des congruences rationnelles entre termes. Cette methode

fournit un algorithme d'unification plus efficace que les algorithmes

traditionnels. De plus nous montrons conunent on peut etendre l'existence

d'une solution principale ä une equation entre termes, les solutions

etant prises maintenant dans 1 'ensemble des termes finis ou infinis.
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Cette solution si elle existe. est rationnelle. c'est-ä-dire recon

naissable par un automate fini. Ce chapitre peut etre lu de maniere

independante.

Le Chapitre 6 traite du cas des langages de second ordre. Deux

ordres de filtrage sont etudies, et il est montre que pour ces deux

ordres la structure des termes de seond ordre est beaucoup plus

complexe qu'au premier ordre. meme en se limitant au cas monadique.

Dans ce dernier cas, l' unifiabilite est reliee ä un probleme ouvert

de la theorie des monoldes. Enfin nous donnons un algorithme permettant

d'engendrer un ensemble complet fini de demi-unificateurs de deux

termes quelconques de second ordre.

Dans la conclusion nous presentons un certain nombre d'applications

de nos resultats, principalement en demonstration automatique et en

theorie de la programmation. Chaque application est illustree par

un exemple.





CHAPITRE I Le A-calcul type

I-I

Ce chapitre pr~sente succintement les principales proprietes du A-calcul

type, ~uni de la ß-reduction.

1.1. Types

Notre lanqage est derive de la theorie des types de Church [CA1]. Chaque

expressien du langage possede un type unique, qui definit sa position dans une

hie~archie fonctionnelle. Pour cela, on se donne un ensemble fini Ta de types

~ZementQires~ et l'ensemble T des types est le plus petit ensemble contenant Ta

et ferme par :

a,ß € T =} (a -+ ß) € T.

(T est donc un langage algebrique sur l'alphabet Ta U {( , ), -+}).

Le type compose (a -+ ß) est le type des applications d'un ensemble d'ele-

ments de type a dans un ensemble d'elements de type ß. Nous designerons les types

par les lettres de l'alphabet grec a,ß,y,ö.

Abreviation : Nous utiliserons la notation (n
l

x 0.2 x ••• x an -+ ß) avec n~l,

comm~ abreviation pour le type

(a -+ ß) ... ».
n
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1.2. Termes

Les termes, ou expressions bien formees, co~rennent les atomes, les

applications et les abstractiona. Les termes sont öesignes par e,e',e
1

, ••• ,E,E', •• , •

et quelquefois par M,M', ••• ,N,N', •••• Chaque terme e est affecte ö'un type uni-

que T (e) •

1 .2.1. Atomes

On se donne un ensemble denombrable Va de variables de typ~ a pour tout a dans T,

et un ensemble fini ou denombrable C de constantes de types quelconques. Les ensem-

bles V et C sont disjoints deux a deux. L'ensemble des atomes est :a

A :: V U C avec V = 11 •a

Les variables sont denotees par des minuseules x,y,z, ••• ,f,g,h, ••• et les cons-

tantes par des majuscules A,B,C, ••• ,F,G,H, •••• Un atome quelconque est denote par

@,@', ••••

1.2.2. Applications

Si e 1 est un terme de type (a + ß) et e
2

est un terme de type a, alors (e 1e2)

est un terme de type ß.

Le ter~e (e
1

e 2) denote la valeur de la fonction denotee par e
1

pour l'argument

denote par e 2 •

1.2.3. Ahstractions

Si' e est un terme de type ß et x E V , alors Axe
a '

est un terme de type (a ~ ß).

Le terme Axe se~t a denoter la fonction qui, a l'argument x, fait correspon-

dre la valeur denotee par e.

1.2.4. Termes, ordre

L'ensemble T des termes est donc defini comrne le plus petit ensemble contenant A

et ferme par les operations d'application et d'abstraction. On designe par T l'en
a

semble des termes de type a.
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Exernple: Si x € Va et y € l(a~)+e) alors (Ay(yAXX)y) € Te·

Definissons la fonction 0 : T ~ N par

alors O(a) = 1

- si a = (e ~ y) alors O(a) max{o(e) + 1, O(Y)}.

On appelle ordre d'un te~e e l'entier O(T(e». Ceci correspond a la notion

usuelle d'ordre : a l'ordre 1 les termes representent des individus, ä l'ordre 2

des fonctions, a l'ordre 3 des fonctionnelles, etc•••

On appelle Zangage d'ordre n un langage cu l'onn'autorise que des variables

d'ordre au plus n. Notre langage complet est une theorie des types d'ordretil, e'est

a dire ou l'on peut definir des fonctionnelles de tout ordre fini.

1.3. Contextes, liberte

Un oontexte est un terme dans lequel on a supprime une occurrenee de sous-

terme. Les contextes vont nous servir a nommer les occurrences de sous-termes.

aOn denotera par E < > , E' a< >, ••• un contexte ou le sous-terme manquant est

de type Cta. On utilisele symbole< > pour marquer la place de ce sous-terme. On

denote par Xe i'ensemble des contextes de type ß.

Plus preeisement, on a la definition recursive

(i)
a

€ X< >
a

(Li) e E T et f<Y> € X =? (e E<Y=') € Xe(a~ß) a

(Hi) E<Y> E X et e € T =} (E<Y>e) E Xe(cx~ß ) cx

(i v) x E V et E<Y> E X
ß =? AX E<Y> X

cx E (cx+e)

Exernple En reprena~t l'exemple ci-dessus,

E<CX> = (AY(YAX<CX»y) E Xe.

(On utilise _ pour denoter l'identite syntaxigue des termes et des contextes).
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a .
Remarquons que dans E< >, adenote le type du sous-terme manquant, et non

le type du contexte.

S1' E aXt T< > € ß e e € a'
a

pla~ant <a> par e dans t< >.

alors E<e> denote le terme de type ß obtenu en rem

La definition recursive de la construction E<e>

suivant (i) ä (iv) de la definition de E<a> est evidente et laissee au lecteur.

Par exemple, pour (i) on a <e> = e.

De merne si E'<Y> € ~,alors E<E'<Y» denote le contexte de type ß obtenu en

rempla~ant <a> par t'<Y> dans t<a>.

Exemple :

Avec E<a> defini comme ci-dessus et z €V , alors E<z> _ (Ay(Y AXZ) y).
a

Definitions :

E<Y> lie x si et seulement si t<Y> - E
1

<AxE2<Y». (Cette definition

s'applique meme si ,(x) F Y).

Soit E = t<x>. L'occurrence de x distinguee par le contexte E<Y>, avec Y = T(X),

est dite liee dans E si E<Y> lie x, libre dans E sinon. On appelle variable libre

de E toute variable qui possede au moins une occurrence libre dans E.

L'ensemble V[E] des variables libres de E peut etre defini recursivement par

(i) V[x] = {x} pour x € V • V[A] = 0 pour A € C.

Soit e € Ta

(ii) V[(e 1e2)] = V[e 1] u Vre2 l

(iii) V[Axe] = V[eJ - {x}.

x
X € V et E € T. On denote par S [El le terme obtenu en rempla~ant

a e

chaque occurrence libre de x par e dans E. C'est bien sur un terme de type ,(E).

Plus precisement, on a la definition recursive :

x
(i) S [xl - e

e

(li) S~f'@J - @ @€ A-{x}
e



x x x
(ili) Se[(e 1e2)] - (Se[e1] Se[e2])

x Axe 1(iv) Se[Xxe1] -

x x
si Y " x.(v) Se[Aye1J - Ay Se[e 1]

)-5

ExempIe

Lernme 1.1

Si E - (Ay (yAXX) y) et e = AUV, avec T(U) = (a~) et T(V)

SY[E] = (Ay(yAXX) AUV) •
e

x
x i V[ e] ===*' S ,[ e J - ee

ß, alors

D~mon8tr'ation :

Par recurrence structurelle sur e

(i) si e - x alors X € V[ e]

(il) sl e _ @ I: x alors

- e

(iv) si e _ Axe
1

alors
xS ,re] _ e
e

(v) si e - Aye
1

, y I: x, alors

Aye par hypothese de recurrence.
1

- e. [l
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Lemme 1.2
i

Demonstration ~

Facile par recurrence structurelle sur e. n
Remarque :

De la meme maniere, on peut definir l'operation S sur les contextes :

E ~Y> = SX[E~Y>] est defini recursivement suivant la structure de E<Y>. On
e

peut alors prouver facilement que, pour tout terme E de type Y, on a :

si E< Y> He x

xE'<S [E]> sinon.
e

Remarquons que la definition de SX[ e'] permet des "captures de variables libres".
e

Par exemple,

Pour remedier a cette situation, nous definissons une relation L(x,y,E) :

"x est libre pour y dans E" comme suit. Si x,y e: V et E e: T, alors L(x,y,E) si et
Cl.

seulement si pour tout contexte E< > de E tel que E = E<Aye>, toutes les occurrences

de x dans cette occurrence de e sont liees dans E.

Plus precisement, si y = x, alors pour tout e on a L(x,x,e)

(i) L(x,y,@) V@e: A

(ii ) L (x,y, (e
l
e

2
» -# L (x,y ,e

l
) et L(x,y,e

2
)

(iii) L(x,y,Axe)

(iv) L (x, y, Aye) -# x i V[ e]

(v) L (x,y, Aze) -# L{x,y,e) \jz I- {x,y}.

sinon

Si L(x,y,E) ,alors les occurrences libres de x dans E peuvent etre remplacees par y,

sans que ces occurrences de y soient "capturees" par un symbole A. Autrement dit,

SX[el Lest une operation valide lorsque (x,y,e).
y
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Deux termes sont di ts egaux s' ils ne different que par renommage de leur.s

variables liees, sans capture de variable libre. Intuitivement, les variables

liees sont muettes, elles ne servent qu'ä marquer des positions. Notre egalite

est l'identite des representations "par pointeurs", Oll par exemple AX(XAY(XY»

]-7

est represente par

Une notation similaire est suggeree par Bourbaki, avec l'assemblage

de Andrews [AP1].

Voir egalement la notatio~ de ae Bruijn [DB1] et les n-wffs

Mous allons maintenant definir formellement cette egalite.

Definition a-eonversion.

Soit E _ E<Axe>, avec x € V . Si Y € V -V[e] est tel que L(x,y,e), alors
y y

Lemme 1.3 La relation ~ est symetrique.
a

D~monstration

Soit E = f<Axe>, avee x € V , et y € V -V[eJ, tel que L(x,y,e).
y y

x x
Soit E'= E<Ay Sy[eJ>. Si y = x alors Sy[e] _ e par le lemme 1.2 et done

dans ce eas E' = E, d'Oll E' + E trivialernent.
a

Sinon (y F x), on prouve par reeurrenee strueturelle sur e que .'

~ vr ] L( ,.~x[e]y ~ e et x,y,e) et e =
y
~ x I. Vre'] et L(y,x,e') et e
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La preuve se fait en eonsiderant les differents eas, et suit direetement les

definitions de V, L et S nous ne donnons pas les details iei. Ceei prouve

done que toutes les eonditions sont remplies pour que

E' -+ E • [l
Cl

L'egalite = est maintenant definie eomme la fermeture reflexive et transi-

tive de -+. C'est done une relation d'equivalenee qui preserve les types. Cette
Cl

relation est bien sßr trivialement deeidable en temps lineaire.

Par exemple

mais

et

Lemme 1.4 E

Ax ( (AAyX) AyZ) = Ay ( (AAZy) AUZ)

Ax(Ay) I- Ay(Ay)

f I- Ax(fx).

E' ~ V[E] = V[E'].

Demonstration On prouve, par reeurrenee strueturelle sur e, que

Y f vr e 1 ~ vr e] -

Done E -+ E' implique
a

x
{x} = vrs re]]

y

VrE] = V[E'],

- {y},

ear vre] = vre'] ~ VrE<e>] = V[F.<e'>].

La proposition suit immediatement. r

11 est ~aeile de prouver que l'egalite respeete les regles de substitutivite

Par eentre, neus n'avons pas

toujours a eause des eaptures. Pour

remedier acela, neus supposons dorenavant que l'eeriture de S;[e] suppese qu'en

a pris e dans sa classe tel que Vy E V[E] L(x,y,e). Nous emploierons done libre-

ment les equations strueturelles :

x
S [Aue']

e
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Dans ce qui suit, nous utiliserons M,N,P,Q pour denoter des termes,

afin de ne pas avoir trop d'indices compliques.

Lemme 1.5 de commutation des S

~M,N,P € T ~x,y € V, x ~ y tels que y i V[M],

Demonstration : La preuve est aisee, par recurrence

utilisant les equations ci-dessus. 0

1.5. ß-reduction :

structurelle sur P, en

x
Soit e = E«AXMN» J e'= E<SN[M]> est dit deriver de e par ß-reduction,

et on note :

Le sous-terme (AXM N) s'appelle redex de e, le sous-terme de er correspondant

x
SN[M] s'appelle le redion. On dit qu'un terme e est en forme ß-normale s'il n'est

pas de la forme E< (AxM N) >.

La regle de ß-reduction est la regle de calcul de notre langage. Elle exprime

la regle de substitution de,l'argument N pour l'argument formel x dans le calcul de

la valeur en N de la fonction definie par f(x) = M. La ß-reduction conserve bien

*sßr les types. Elle n'est ni symetrique, ni reflexive. On denote par ß sa fermeture

reflexive et transitive.

Lemme 1.6

~e,e I € T e ß e' ::::::} V[ e 'J c V[ e] •



si x € V[M]
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D~monstration

Soit e = E«AxM N».

V[(AxMN)] = (V[M] - {x}) u V[N]

= rVrM] - {x}) u V[N]

V[M] sinon

On a donc bien VrS~[M]] c Vr(A~ N)], et le resultat suit immediatement. 0

Lemme 1.7

D~monstration

Soit e = E«AUM N» ,

On peut supposer que les variables liees dans e et e' sont distinctes des

variables de V[E] u {x}. Alors, par application des regles structurelles, en

notant E'< >

et

On a S;[e] ß f'<S~[S;rM]]>, qui est precisement egal ä S;[e'] par le lemme 1.5. 0

Dans la suite nous utiliserons, sans l'enoncer, la propriete suivante, faeile

ä montrer par recurrence sur 1a longueur de 1a reduetion :

*e -+ e'
ß

==? F<e> ~ E <e'>.
ß
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Lemme 1.8

e ee'

D4mOrtstratiOrt : par recurrence structurelle sur E

1) E • x SX[E] = e e e' - ~x [ ]- _ , E •
e e

E @;x
x

@ = S:,[E]11) E S [E]
e

111) E
x x XS [E] = (S [e

1
] S [e

2
])e . e e

* x xe(.\,[e
1

JSe [e
2

]) par hypothese dEi recurrence

i(S:,[e1]S:,[e2]) de meme

SX ,[E]
e

iv)

v)

E

E

x
S [E] =

e

!.6. Normalisation forte

Nous nous proposons maintenant de montrer que la ß-reduction est progressivement

bornee, c1est ä dire que pour tout terme e
1

, il existe une borne superieure ä la lon-

~ueur des chaines

La preuve de ce theoreme (qui. s'appelle generalel'"ent propriete de normalisation

forte dans la terminologie de logique combinatoire), necessite plusieurs lemmes preli-

minaires. La methode utilisee est due ä Tait [~11].



Definitions

Pour tout e E T, on definit A(e) eomme la longueur de la plus longue

ß-ehaine issue de e. Soit N = {ei A(e)<~}. On appelle N l'ensernble des termes

fortement normalisables.

L'ensernhle des termes derivables est P u V ,avee V defini par
YET Y Y

alors V
Y

i)

ii)

Remarques

si Y (a-+S) alors v
Y

T n~!.
Y

{e E T IVe' E r. (ee') E Vß}'
Y a

1) Si e F<e'>, alors A(e) ;::: A(e') ; done e E M ::::} e' E N.

2) Si e ß e' I alors A(e) > A(e') ; done e E N ::::} e' E N.

Oe meme e E V ::::} e' E V I par une reeurrenee faeile sur Y.
y y

Nous allons maintenant montrer que T N, en prouvant V c N puis T c V.

Lemme 1.9 n~O.

Soit @ E A, avec __ {(T(€I)X ••• XT(en)-+Y) si n>O
T (@)

Y si n=O. OU y E T quelconqu€.

On defini t
e = !( ... «@e 1 )e2 ) ••• en)Si n>O

@ si n=O.

Alors e E V •
Y

Lemrne 1.10 V c N.
Y

Demons tra#on B

On prouve les lemmes 1.9 et 1.10 par reeurrenee simultanee sur y.

i) Y E Ta. On a Py c N par definition. Pour le lemme 1.9, on remarque que

n

A(e) = i~l A(ei ), ce qui entraine e E N, et dane e E V
y

par definition de V
y

'



Soit rnaintenant

ii)
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Y = (a~S). oesignons par A l'enonee du lemme 1.9 et par B eelui du lemme 1.10.
Y Y

Par hypothese de reeurrenee, on suppose Aa,AS,Ba,B
S

•

e
1

,e
2

, ••• ,e
n

, e eomme dans A
y

• Soit e n+1 € Va' e' = ( ••• (@e 1)e 2) ••• e
n
+1).

Par Ba' on a e
n
+

1
€ N. ,(e') = S, et done e' € Ve' par A

S
• Comrne eela est vrai

pour tout e 1 € V , on a e € V , par definition de V , ce qui p~ouVe A •
n+ a y y y

Soit rnaintenant e € V queleonque, et ,(@)=a. On a@ € V, par A (eas n=O).
y a a

Par definition de Vy ' on doit avoir (e@) € Vß' et ddne (e@) € N, par BS•

Par la remarque 1 ei-dessus, eeei entralne e € M, e'est a dire B. [I
Y

Lemme 1.11

Choisissons, pour taut i~n, e. quelconqu€ dans V
~ Yi

(on sai taue f!
. Yi

Soit e' =

~ 0, ear V c V par le
Yi Yi

( ••• «\xMN) e
1

) ••• e
n
). (si

lelTUl'e 1.9).

Nous allons lTJontrer que e' € N. Pour eela, eonsiderons toutes les S-redueti,ans

a partir de e ' • 11 y a deux sortes : eelles qui reduisent le redex (\xMN) (plus

preeisl!rnent son deseendant dans la reduetion consideree), et eelles qui ne le redu1,
n.,..-.

sent pas. Pour ces dernieres , leur 10lHJueur est l11ajoree par A (M) + A(N) + 2, A(e; ) .
i=l -'-

<:xr 1 f! .<:x r 1 l' •Mais par hypothese . NM. € •y' et done NM. E I'; par le lemme 1.10, ce qui entral.ne

M € N par le lemme 1.7. On a egalernent N ( ~I et e. E ~J par le lemme 1.10, et done
~

toutes ces reductions se terrni.nent.

Les reduct:i ons qui redu:i sent (\x~! N) se decolTlposent en

* M.(i) M RM' toujours finies, car on vient de voir M €

* ~,'.(ii) N ~ N' toujours finies, puisque N E
ß



(Ei)

(iv)

*e
i

ß e'i toujours finies de meme

x
une r~duetion a partir de e" = (",(SN,CM'Je;)~'~e~).

Mais par le lemme 1.7 S:,[MJ i S:,CM'l, done par le lemme 1.8

<;x[ 1 * x f('x *'NM ß ~N.rM'J, et(···~N[MJel)···)en) ß e".
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Mais par l'hypothese s~r~n E Vö ' on a ( ••• (S~CMJe1)" .e
n

) E V
ö

c N, done
o

e n E N, et ces r~duetions lä se terminent aussi. Done e' E: N, et aussi e' E Vö '
o

puisque T(e') E T
O

' Ceei entraine (AxMN) E Vo' ear les e
i

sont queleonques. [I

Lernme 1.12 Pour tout n~O soit u. E V , e. E: V
1 Yi 1 Yi

1$i$n, tels que

u. '- (lI[e.l u {u.})Vj<i. Alors Ve E T
1 J J

DemonstraUon

PQur tout e E T, notons ~(e) =- SUnc •••Sul[el ••• J.
e n el

La preuve se fait par r~eurrenee strueturelle sur e.

i) e = u. i alors ~(e) ~ e. E V par hypothese.
1 . 1

ii) e = @I= u. 1$j$n i alors ~(e) =' @ E r par le lernme 1.9.
J.

1ii) e = (MN) i alors ~(e) = (~(M)~(N» avee par hypothese de r~eurrence ~(M) E V,

~(N) E V, ce qui entraine ~(e) E r par d~finition de V.

iv) e = AxM,avec T(X) = a et T(M) = ßi on peut supposer x tel que

x i ({u.} u V[e.l) Vi$n. Alors, pour tout N Er, on a
1 1 0:

~~r~(M)l = ~CS~~[ ••• r~~~rMl .•• 1J E P
ß

par hypothese de r~eurrence, et

done (Ax~(M)N) E V~ par le lemme 1.11. Corrrne <p(e)

par d~finition deO (a-+ß)' [l

Ax~(M), on a ~(e) E V



Theoreme 1 de normalisation

Demonstration

T = N.

(i)

(H)

T c V par le lemme 1.12, aveC n=O.

par le lemme 1.10

N c T c N , d'ou le theoreme •.n

Remarque : ee theoreme niest pas vrai du A-ealeul non type

en prenant e = (AU(UU)AU(UU), on aurait e ß e.

1.7. Coherence :

par exemple,

Nous allons maintenant prouver une propriete de eoherenee de la relation e'
qui va nous permettre d'effeetuer les ß-reduetions dans un ordre arbitraire. Dans

la terminologie de logique eombinatoire, eette propriete est eonnue eomme la pro-

priete de Chureh-Rosser :

Cette propriete est vraie du A-ealcul eomplet, e'est a dire sans les

restrietions de type, au eontraire du theoreme de .normalisation. Mais lorsque la pro-

priete de normalisation est vraie. la propriete de coherence est plus facile ä montret

par son intermediaire, et e'est ce que nous avons choisi de faire iei.

Lemme 1.13 (propriete du losange).



et

avec

Demonstration

si e
2

= e
3

, c'est trivial r sinon i1 y a deux cas, suivant 1es positions

respectives des deux redex reduites dans e
1

•

(i) Les redex sont des sous-termes n'ayant pap de partie commune, c'est a dire

e 1 = El«E2«Au2M2N2»f3«Au3M3N3)~»

fl«E2S~;[M2]>E3«AU3M3N3»»

El«E2<Au2M2N2»E3<S~~[M3J»>·

11 suffit de prendre

(ii) 1e redex reduit pour donner e
3

est interne a ce1ui ~eduit pour donner e
2

•

11 Y a de nouveau deux cas

1-1.6

avec

et

Considerons e
4

On a e 3 ß e 4
sans difficu1te •

Aussi
, u

e = E2 «AU3M3N3 » ß E2<SN3[~3J> = e' d'ou
3

S~2[eJ ß S~2[e'J par 1e 1ernme 1.7 et danc e 2 ße4 •
2 2

b} e
1

E
1
«AU

2
M

2
E

2
< (AU

3
M

3
N

3
»»

avec e
2

= fl<s~2[r12]> ou E 2 = E1«AU3M3N3 »
2



u
et e 3

f
1

<(AU2M
2
E

3
)> ou E3 = E2~Sl'!~[M3 J~ 0

Soit e 4 fl<S~2[M2]> 1 e 3
-+ e 4 sans diffieulteo

3 ß

* lo80nComme E2
-+ E

3
, on a e 2 -+ e 4 par le lemme

ß ß

Theoreme 2 de eoherenee
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Demonstrat1:on·

Par reeurrenee sur A(e1) (qui est fini par le theoreme 1)0 Soit

m
Si n=O, prendre si lIl=O on peut prendreet e

1 ß e 3 0 on peut e 4 = e 3 , e4 = e 2 0

Sinon soit :

-+ e' n-l et eil ~e
1 --- e 2

e
1

-+ e
3

0
ß 1 ß ß 1 ß

Par le lemme 1 0 13, e' : ~ et e~ : ~o
1 ß 1 ß

*Par hypothese de reeurrenee, eomme A(ei) < A (e
1
), on sait que3E

2
e

2
! ß E

2

* *e 3 ~ E3 et ~ ß E3 0 Mais aussi A(e) < A (e), et done

Corollaire

Soit ß l'equivalence engendree par SO Alors e ß e' ssi 3e"

e : eil
ß

Demonstra#on :

et *e' -+ eil,
ß

Soit e = = e'.
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La preuve se fait par reeurren,ee sur n. Si n=O, alors prendre eil = e .. e'.

Sinon, on a

3~1 * - * -e
l

-+ e
l

et e
3

-+ e 1 par le theoreme 2ß ß

.3e2
* - e' * -

hypothe~e dee
3 ß e2 et ß eZ par reeurrenee

3e' * e' * e' par le theoremeet done e
l

-+ et ez -+ Zß ß

applique a e
3

,e
l

et ez' 0

Ce corollaire montre que la ß-reduction estsuffisante pour exprirner

l'inter-convertibilite.

1.8. Forme eanonique

Theoreme 3 de la forme eanonique

Tout terme possede' une forme normale unique, que l' on obtient au hout cl 'l1n

temps fini par une sequence arbitraire de ß-reduetions.

Demons tY'a # on

Par le theoreme I, toutes les reductions a partir d'un terme e se terminent

en un temps fini sur une forme normale

reduetüons :

eonsiderons deux telles sequences de

Par le theoreme Z, il existe e
3

tel que

n m
e 1

-+ e
3

e 2
-+ e 3 •ß ß

e 1
et e

2 etant des formes normales, on doit avoir n=m=O, et qone e
3

= e 1 = e 2 ·O

Pour insister sur le earaetere o'unieite oe cette forme normale, nous

l' appelerons forme canonique de e, oenotee par N[ eJ.



Corollaire

e = e' ssi
ß

N[eJ =N[e'] , et cela fournit une methode de decision
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pour l'interconvertibilite.

AbreViations :

A partir de maintenant, nous a110ns uti1iser 1a notation fonctionne11e

c1assique, en uti1isant 1es abreviations suivantes

I(... (01 0 2Io3)···on)- °1 (°2,°3 , ••• ,°.)

AX t AX2 ••• AX
n
eAxl x2••• xn'e si 1es xi sont distincts.

Tout terme e en forme normale peut ainsi etre abrevie en une expression

de 1a forme

ou

-. @ € A

AXlx2···xn·@(el,e2,···,epl

@est appe1e tete de e.

• n:;:>:O si n=()

si p=()

A· n'apparaft pas.

( ln'apparait pas.

.{x1 ' ••• ,xn} est un ensemble de n variables distinctes •

•Vi € [l,p] e i est une expression de 1a meme forme; on dit que e i

est un Qr>gument de e •

.'Vi dl,nJ , Vj € [l,p] xi n1apparatt pas 1ie dans e
j

•



1-20

La preuve en est faeile, et n'utilise que les proprietes de l'egalite.

Remarquons que notre notation n'est pas ambigue pour les termes en forme normale.

Par exemple, AUOU(V) est une abreviation pour AU (uv) et non (AUUV), qui a pour

forme eanonique v.

Definitions

Soit e

On definit

H[e]

B[e] {xl'" • ,x
n
}; eet ensemble est appele lieuT' de e.

est defini reeursivement par :

H[e]

11' (e)

= n ce nombre ~ 0 est appele ari te de e.
p

1T(e) = p + 2:
i=)

1T(e.)
1.

C'est le nombre d'applieations utilisees dans la eonstruetion de e

on appelle 1T(e) la pT'ofondeuT' de e.

Si @ €. C u F[e], on dit que e est T''tgide.

Sinon (i.e. @€. Vre]) e est dit fLexibLe.

On denote par T
r

l'ensemble des termes rigides, et par T
f

l'ensemble

des terMes flexibles.

A partir du ehapitre 2, nous ne eonsiderons plus que des termes en forme

normale. Done T designera l'ensemble des termes en forme normale, = denotera

l'identite des formes ß-normales, module a-eonversion, V[e] denotera l'ensemble

des variables libres de la forme eanonique de e. Nous ferons les preuves direete~

ment par recurrence sur la structure des termes mis sous forme abregee.



CHAPITRF. 2 Substitutions solutions d'equations

2-1

Ce chapitre a pour ohjet l'etude des equations e
l

= e Z dans T.

Resoudre une teIle equation, c'est trouver ~ne substitution pour les

variables libres de e
l

et eZ oui rende ces termes identiques, apres con-

version.

Nous allons tout d'ahord definir et etudier les suhstitutions.

2.1. Substitutions

On appelle composante de substitution une paire <x,e>, OU x € v ,
y

et e € Test en forme normale.
y

0n appelle suhstitution un ensemhle fini de composantes de substi-

tution se rapportant ä des variables distinctes

0= {<x, ,e.> I l:5i:5n}
1 1.

Vi ,j:5n ~ l'X .=x, --r
1 J

j.

Nous denotons les suhstitutions par o,p,n,t,s,et designons par S

l'ense~ble des suhstitutions.

Nous ignorons dans les suhstitutions les paires <x,x>.
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Nous definissons done l'ega1ite dans ~ par:

0=0' {9 (0-0') U (0'-0) c {<x,x>lx e V}

Seit 0 E ~. On definit, pour taut x dans V, ox E T par
y y

si <x,e> E 0

sinon.

On appelle domaine de 1a suhstitution 0 l'ensemb1e fini

0(0) = tx E V I ox f: x} et ensernb 1e des variables introduites par (J

l'ensernh1e fini

Autrement dit, une substitution est une app1ieation de V dans T, pre-

servant les types, et egale a l'identite presque partout. Cette app1ieation est

etendue a T eomme Buit.

L 'applicat1:on de la substitution a

definie par :

{<x. ,e.> I \:::;i:::;n} ä un terme e est
1 ~

On verifie faei1ement que eette definition est eoherente avee 1a notation

preeedente ox. De plus, les eonf1its de variables etant reso1us automatiquement

lors de la mise sous forme normale, oe ne depend pas de l'ordre dans lequel on

prend les paires <xi,e i > dans G, comme le montre le lemme suivant.

LeTTlT!!e 2.\ de permutation des eomposantes.

Soit X un enseTTlble de n variables distinetes de V
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et n termes e. € T ( )
1 T X.

1

\~i~n. Alors. pour tout e € T :

(AX\ ••• xn.e)(el' •••• en) = (AX .•••x .• e)(e .•••••e. ).
1\ 1 n 1\ 1 n

Demcn.stration

11 su~fit de prouver le letnI'le pour une transposition de deux variables.

On veut montrer :

(Ax\x2 .e)(e\.ez) = (AxZx\.e)(eZ.e\). Alors, en supposant qu'il n'y a pas

de conflits, et en particulier que Xz lV[e\J

x\
(Ax\xZ·e)(e\,eZ) ß (Se\[AxZeJeZ)

x\ X z x\
= (AX2 S [e]eZ) ~ S [S [e]]

e 1 l:S e2 e \

par le lemrne de commutation \.5

Ce lemrne nou!'> conduit a une autre caracterisation de l'operation oe,

comme suhstitution parallele.

I \si~n}.
x.

S{ l}[eJ
e.

1

Soit 0 ={<x.,e.>
1 1

definition recursive de

x.
On definit une operation S{ I}.e.

1

suivant la structure de e € T :

par la

(0

(ii)

(HO

x.
S{/}[y] = y

1

x.
Sf l}[(ee')]

e.
1

lsksn

y '- {x·I\~isn}
1

x. x.
N[(S{ l}[eJ S{ l}re'J)J

e. e.
1 1



(iv)
x.

s{ J.}[AyeJ
e.J.
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Pour (iv), si on choisit y tel que y Fxi et y i V[eiJ Vi~n, a10rs

(par 1e 1emme 1.2) on peut ecrire :

X.J.
S{ HAye] = Aye.J.

equations structurel1es.les

X. x.
S{ J.}[eJ ce qui montre que S{ J.} verifie toutes

e. e.J. J.

Lemme 2.2

'v:fe E: T

Soit 0 = {<x.,e.>J. 1

x.
oe = S{ J.}e.

e.J.

I I~i::;n}.

Demonstration

Soit E = (AXI •••xn.e)(el, ••• ,en). Soit YI""'Yn deR variables distincte~

de meme types respectivement que xl""xn ' et n'apparaissant pas dans E. On a

oe NrF]
Yn YI

= NrS [···s re']···]J (par ~-conversion).e
n

e
l

11 est I"Rintenant facile de verifier que ce dernier terme est egal Ei
X.J.S{ Je, par recurrence Bur e.
e.

1

Faisons par exemple le cas atomioue :

= e.
1

(i)

(ii)

(iii)

e = y. est impossible car par hypoth~se y. n'a pas d'occurrence dans E.J. ].

Yn YIe = x. ; alors e' = y. et S [···S [y.] ••• ]J. J. en e l J.

par app1ications successives de 1a definition de S et du lemme 1.1.

e = z i {x.rY.} ; a10rs oe = z par d€finition de S. r
]. J.



Ce lemme nous ~ontre que les suhstitutions se comportent comme des

morphismes, modulo la mise sous forme normale.

Dans la suite, nous emploierons librement cette propriete.

A partir de maintenant, nous utiliserons de preference la r.otation

fonctionnelle pour les termes. La relation = denotera l'egalite des formes

canoniques. Dans cette notation, le lemme 2.2 nous donne:

Lemme 2.3

2-5

Soit o € S.

Si 'l;j. I ~i~n
1

Demonstration
X.

1Par n+p applications de la definition de S{ Je. ~e.
1

Defini ti on :

Etendons a S la definition de n donnee en 1.8.

Soit 0 = {<xi,e i > I I~i~n} ; on definit:

n
w(o) = n + i~1 n(e i )·

Soit V un ense~ble fini de variahles, 0 E S. On appelle restrietion

de (1 a V la suhstitution :

(1 I V = {<x., (1X. > I X. E V}.
111

Nous finissons ce paragraphe par quelques proprietes elementaires

des substitutions.



Lemme 2.4

Ve,o,"

Demons tra#on

Vf e] c V =;. oe = (dV)e.
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par recurrencc sur e. 0

Lemrne 2.5

Ve,o

Demonstration

. 'V (0 ) n V[ e] = 0 =:} oe = e.

Irnmediat par le lennne precedent, puisque en prenant V = V[eJ

on a 0IV = 0. 0

Remarque :

La reciproque de ce lemrne n'est pas vraie en general. Par exemple,

considerer e = f(A) et 0 = {<f,AU.f(u»}

ou 0 {<f,AU.f(A»}.

Lerome 2.6

L'en-tete d'un terme ri.gide est invariant par substitution. L'arite

d'un terme flexihle ne diminue pas par suhstItution.

Le Vo E S

\

Ve E T

Ve E T;
Hfoe] f,Te]

Hf 0 e] ~ Hf e] •

pemonstration

Par application directe du lemme 2.3. 0



Lenune 2.7

Vo,o' Nx E: V oX = o'x) # (Ve 'E: T oe = o'e).

{= est trivial

~> est ohtenue sirnplernent par recurrence structure11e sur e,

en uti1isant 1e 1enune 2.3. 0

Definiti.on : La compos1:tion des suhstitutions 0 et p, notee po, est

definie cornrne 1a suhstitution :

po = {<x,p(ox» I x E: V}.

Rernarquons que, pour toutes substitutions 0 et p:

O(po) c V(o) u V(p)

et 1(po) c 1(0) LJ I(p).

La cornpo::d tion des substi tutions est eX.;1.cternent 1a cornposition au sens

des applicatjons de T dans T, cornrne le rnontre le lemrne sui.vant.

Lernme 2.8 Va, p E: .s

<t) Ve E: T (pa)e p(ae)

b) Vn E: S (pa)n = p(an)

Demonstration

On prouve a) par recurrence sur e :

i) e = x (po)x = p(ax) par definition

ii) e = (e\e 2) (pa)e «pa)e
l

(po)e 2)

= (p(oe
l
) p(oe 2») par hypothese de recurrence
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.. p (O'e \ O'e 2)

p (O'(e\e2» = p(O'e).

iii) e = he' on suppose x :choisi en dehors de V(p)uV(O')u l(p)u 1(0).

(po)e Ax(pO')e' car x '- V(po)ul(pO') par la remarque ci-dessus.

Axp(oe')

= p (AxO'e')

= p(O'Axe l
)

= p (oe) •

par hypothese de recurrence

car x t. V(p)u l (p)

car x t. V(O')u 1(0')

b) soit x € V quelconque.

[p(O'n)Jx = p[(O'n)xJ par a)

= p[O'(nx)] de meme

(PO') (nx) de meme

r(pO')nJx de ~eme. 0

Ce lemme nous pennet de nous dispenser des parenthese~. et d'ecrire

pO'e et patl.

2.2. Filtrage

Detini tion

On definit un preordre ~ dans T par:

E ~ E' ~ 30' € S O'E = E'.

On dit oue E schematise(t) EI. ou oue E est un schema pour F'. De

maniere equivalente, on dira que E generalise E~ ou que EI est une instance de E.

(f) en anglais : E subsurnes E' ou E match es E ' ; le HItrage est appele subsumption

Ou pattern-matching, suivant les domaines d'application.
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b " l' d ' l~ f'Z (t)Les su stltutlons 0 so utlons e oE = E sont appe ees ~ tres de E

vers E'.On denote par F(E,E') l'ensemhle de ces substitutions. On ~ppelle pro-

bleme du f1-~ltrage la recherche de tels filtres.

Pernarquons ql1e ~'il existe un filtre de E vers E', il n'est pas unique

en general, m~me si on le restreint ä prendre son domaine dans V[E]. Ceci est

vrai m~me si on se limite a des termes de second ordre.

Par exemple, prenons

avec { T (A) = a

T (f) = (a.....a).

Alor~

et

= {<f,Au.A>}

{<f,AU.U>} sont des filtres de E vers E'.

Par contre, nous montrerQns au chapitre 5 que la solution d'un pro-

bleme de filtrage de premier ordre est unique, si elle existe.

Au chapitre 6, nous verrons qu'a l'ordre 2 i1 est possible de decrire toutes

les soll1tions par un nombre fini de filtres, qui sont "solutions principales".

Afin de definir plus precisement cette notion, il nous faut eXpriI11er

en quoi une solution peut decouler d'une autre. Pour cela. nous etendons le

preordre ~ ä S comme suite

Definition

3n p = no.

Nous dirons que (1 sehematise p, on que 0 "est plus generale" que p, ou

encore que pest une instanee de 0.

Par exemple, si o· {<x,y>} et p {<x,A>,<y,A>}, avec

T(X) T(y) = T(P) = <x, alors 0 ~ p car p = no avec n = {<y,A>}.

Si 0 et p sont des filtres de E vers E' tela ql1e 0 S p, on peut dire

que la solution p decoule de la solution a.

(t) Cette nation n'a M:en cl voir avee Za nation topoZogique de fUtre.
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On appelle filtre principaZ (FP) de F vers F' un filtre 0 d'on deeoulent

tous les autres :

( i) 0 € r (F.., F ' )

(ii) Vp E. F{E,E I) a $ p

Autrernent dit, un filtre prineipal est un element minimum de F(E,E ' ).

Lernrne 2.9

11 existe des terMes de seeond ordre E et F', avee F(E,E ' ) ,. 0, qui

n l adMettent pas de filtre principaL

Demons trat?'on

11 suffi t de prendre E et E' eOTnme dans l'exemple ei-dessus

\
E f(A)

\ dA)
= a

avee
EI A , (f) (a+a).

Considerons

et

{<f,/'u,A>}

{<f,Au,u>}
avec ,(u) a.

On a °1, 02 € F(F,E ' ). Mais 0 1 ~ 02' car pour toute suhstitution p

AU,A ,. AU,U

Pe mame 02 ~ °1, ~ontrons plus g~neralement que 01 et 02 n'admettent

pas de ~jnorant commun dans F(E,E ' ),

Soit a € F(E,F') queleenque.

Si Rr0fJ = 0 alers oE ~ (of A) ne peut done atre €gal ~ EI = A, On

doit done avoir, ä eause du type de f, Rrofl = I, 1,e, of = Au,@(el,.",en).

(i) Si @ ~ u, alors n o ä cause des types, ~ais alers, peur teut p € S,

paf = /,u,u ,. A\l,A 0lf.



(ii) Si @t u, alors of(A) = @( ••• ,S~[e.],••• ) ne peut etre egal a oA
" ~

A

2-1 I

que si @= A et n=o.

Mais alors, pour tout PES, pof = AU. A ~ AU.U

la preuve que 1(0 ~ 0
1

et 0 ~ O2), n

02f. Ceci conclut

Nous allons donc devoir definir des ensembles cornplets de filtres, com-

me ensembles de solutions d'ou decoulent toutcs les autres. Avant de preciser

ces definitions, nous allons tout d'abord etudier les enseT!'bles de solutions

d'equations entre termes plus generales.

2.3. Unification

On appelle unificateur de deux termes E et E' de merne type toute

substitution 0 teIle que oE .0F'.

Nous nous interessons a l'ensemble des unificateurs de F et E'

1I (F , F ') = {o E S I oE = oE n
E et E' sont dits uniflabZes si et seulernent si U(E,E') ~ 0.

Les unificate~rs sont les salutions de l'equation E = E', dans la

structure T.

Lemme 2.10

Pour taus E,F' E T, pour tout unificateur 0 de E et E'

1) '\Iv c V

2) \;jp E S

(vrE] u vr E ' ] ) c V=?o~" E 1I (F ,E ' )

o ~ p =9 pELl (E ,F ') •

Ces deux proprietes de ferrneture de U(E,E') sont ais~es ~ montrer

I) decoule du lemme 2.4 , 2) de la definition de 0 ~ p. 0
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Defini tion :

On appelle unificateur principal (UP) de F et E' tout element

minimum de lI{F.,E'), c'est a dire toute suhstitution cr teIle que :

(O

(ii)

cr € lI{F,E')

'l/p € 1I (E ,E ' ) cr ~ p.

De meme que pour le fi.ltrage, il n'existe pas toujours d'unifi

cateur principal :

Lernrne 2.11

11 existe des termes de second ordre unifiahles, qui n'admettent

pas d'unificateur principal.

Demonstration

11 suffit de reprendre les termes consideres au lenmle 2.9. E' etant

un terme ferme: VrE'J = 0, tout unificateur de E et' E' est un filtre de E

vers E', et reciproquement.

te resultat s'ensuit. r

Nous verrons au chapitre S q:ue, dans les langages de premier ordre,

taute paire de termes uni.fiables possede un unificateur principal. Cette

propriete est une propriete fondamentale de la logique de premier ordre, dont

la premiere trace remonte a la these de Herbrand 0 Fobinson [RJAI J a donne un

algorithme d'unification qui, pour une paire quelconque de termes de premier

ordre, determine s'ils sont unifiables, et en cas de succes retourne un uni

ficateur principal ("most general unifier"). Nous montrerons au crapi tre 5

comment retrouver cette propriete a partir de considerations purement algebri

ques.
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Remarque :

Relations entre le probleme de l'unification et le probleme de la

recherche d'instances communes dans T.

Tout unificateur 0 de E et E' determine une instance commune

oE = oE' de E et de E'. Reciproquement, si E. et E' sont separes, i.e. si

V[E] n V[E'] = 0, alors le majorant commun oIE = oZE ' determine l'unifi

cateur 0 = (oltV[E] u 0Z~V[E']).

Si les termes E et E' ne sont pas separes, on peut rechercher leurs

instances eommunes en unifiant E et Eil, ou Eil est obtenu a partir de E'par

une bijeetion renommant les variables eommunes en de nouvelles variables du

meme type : Eil = ~E I. Tout unifieateur de E et Eil est bien instanee de E et E'.

Reeiproquement, soit l'instanee eommune oIE = OZE ' • Cornrne E' = ~-IE", la

substitution (0 I ~VrEl u (OZ~-l) ~V[E"]) est un unifieateur de E et Eil. Cln peut

done. trouver les· instanees eOlT'I!lunes par unifieation. Inversement, peut-on

unifier E et E' si l'on sait determiner les instanees eommunes de deux termes

que leonques ?

V[E] n V[E ' ]. Considerons les termes

ou FI, ••• ,F sont des eonstantes de types eonvenables. Toute
n

instanee eommune de EI et EZ est de la forne :

o x. = 0Zx. = X.•
I ~ ~ ~

On peut done former 0 = (ol~V[E] U 0ZIV[E ' ]), et par eonstruction

o E U(E,E ' ).
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Dans tous les caSt a un probleme d'unifiabilite correspond bien

un probleme de recherche d'instances communes, et reciproquement. Mais a'

plusieurs unificateurs distincts peut correspondre le meme majorant, puis-

que le resultat d'un filtrage n'est pas necessairernent unique (et donc °
1

et 02

ci-dessus ne sont pas uniquement determines). ·C'est ainsi qu'a un unifica-

teur principal correspond un plus petit commun majorant des deux termes, mais

la reciproque nIest pas vraie.

Par exemple, avec F et E' choisis comme dans la preuve du lemme 2.9 ,

E et E' admettent A comme plus petit majorant, mais pourtant n'ont pas d'unifica-

teur principal. La recherche d'unificateurs est donc en general un probleme

plus difficile que la recherche d'instances comrnunes.

C,ould [GWI] , qui est le premier a avoir etudie le probleme de l'uni-

fication en langages d'ordre superieur, a malheureusement manque de faire cette

distinction importante.

Nous al Ions maintenant d€.finir la notion d' ensemble complet d 'unifica-

teurs, cornme ensemble de solutions d'ou decoulent toutes les autres. Mais

auparavant nous avons besoin, pour des raisons essentiellement techniques, de

raffiner l'ordre ~ entre substitutions. e'est l'objet du prochain paragraphe.

2.4. Le preordre ~
V

Le preordre ~ dans S nIest pas assez fin pour nos besoins, car, con-

trairernent au cas des termes de prender ordre, nous allons avoir besoin

d'introduire de "nouvelles" variables (Le. hors de V[F] u V[E'l)afin de

decrire les unificateurs de F et E'. Par exemple, considerons

\

F

E'

f(A)

f(B)

avec T (f) (cx-+cx) , T (A) T(B) cx.
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Toute 8ubstitution d'une fonetion eonstante a f. par exemple

P {<f,Au.C>}, est un unifieateur de E et EI.

Inversernent, elest la seule rnaniere d'unifier E et EI. On airne-

rait done pouvoir dire que

o = {<f.Au.x>} est un Up de E et EI.

Pourtant, elest faux, ear par exernple avee n = {<x,C>}, on a

no = p u n j p. Aueun autre n ne peut d'ailleurs eonvenir, ear si x € V(n)

alors x € P(no), et si x l V(n) alors nof = of I pf. 0n a done alp.

Par eontre, en prenant n {<x,C>}, il est vrai que pe = noe pour

tout terme e tel que x l V[e], et clest tout ee oui nous i~porte. clest eette

eonsideration qui ~otive les definitions suivantes.

Definitions

Soit V un ense~ble fini de variahles. On definit une equivalence V

dans Spar :

o IV = p ~V.

On d~finit ~aintenant une relation ~ dans Spar

o :0; P
V #- 3n € S p V no.

On dit que 0 schematise p Bur V.

Nous utiliserons v eornme un enseIl'ble de variables protegees, dans

lequel on s'interdit de puiser les "nouvelles" variables. Par exerrple, .avee

o et p definis cotnr."e dans l'exemple ei-dessus, on a 0 ~ p pour tout V ne

eontenant pas x.

ReIl'arquons que rour teut e € T, pour tout V c V tel que V[e] c V,

on a

o V p =? oe pe.



Par contre, la reciproque n'est pas vraie. Par exe~ple, considerons
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e = f(x) et v = {f,x}. Avec a {<f,Au.u>} et p- ~ f<f,AU.X>}, on a

ae = pe = x, ~ais pourtant on a af F pf.

Mais nous avcms conserve la propriete qu' avai t ~ d I etre compatib le

avec l'unification, sous la forme suivante :

Lemme 2. 12

VE,E' € T, VV::> V[E] u V[F'], Va € (((E,E'), Vp € S

a ~ p =? p € U(F,E').

Demonstratlon

Directe~ent a partir du lemme 2.4. 0

Lewme 2.13

Va,p,V

Demons trat1~on

na Vnp

a V p implique Vx € " ax px.

nal''V {<x,he> I ax = e et x € V} nPIV. [l

Pe~arquong, par contre qu'il est faux que

a V p ::;. an V pn

Par exe~ple, considerer V = {xl, a = 0, p = {<z,A>}.n = {<x.z>}.

La propriete correcte doi t s' enoncer comme sui t.



Lemme 2.14 '1V,n tels que I(n) c V :
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'10 ,p o '"' p
V

:::::::} on" PTl •
V

Demons tY'at1~on

(i) tix € P(n) OT\X (0 jV)nx par le lemme 2.4

(p !'v)nx par o Vp

pnx par le lemme 2.~

(ii) tix € V-P(n) onX ox par le lemme 2..5

px par o Vp

= pnx par le lemme 2.5. II

Lemme 2.15

La relation S est transitive.
V

Den/ons tY'Q i 1:01".

Soit O :$ O
2

~ 0
I V V 3

et

On a

Remarqu~ :

La relation:5 n'est pas antisymetdaue, 111eme sur le quotient par
V V·

Par exe~ple, avee

o = {<x,y>} p = {<x,y>} V = {x},

0n a mais o (r p. ~ ne definit done qu'une

structure de preordre sur S.
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Definitions:

On d€note ~ 1 '€quivalence associ€e au pr€ordre ~

0-
v

0- ' ~ ..... '
0- V v et 0-' ~ 0-.

On dit que 0- et 0-' sont congrus modulo v.

~ fl' ~e~fl' l't une relatl'on vI.sur Sparr. P. n, on l!. n

(J I 0- 1 {:}
V

1l p 0- ~ p et 0-' ~ P
V V

{:} 1l n,n' no- = n' cr'
V

On dit que 0- et 0-' sont independants sur V.

2.5. Ensembles complets d'unificateurs

D€fini tion :

Soit E,E' deux termes de :neme type,L = VrF:l lJ vrE'l, V un ensemble fini

de variables tel que L c V. On appelle ensemrle cOli1[Jlet ci 'um'j'icatew's

(FrU) de F eL F' sur " taut ensemble de sU"'stitlltions r. tel aue: :

( 1) r. c (/(E,E') coherence

(2) Vp E U(F,E') 30- E r. 0-
::;

P completude
V

(3) Vo-,o-' E r. 0- ~ 0' non-congruence
o-fo' L

Pemarquons qlle pour taus E,E' et V, il existe toujours un Feu :

il suffi t de choisir un representant dans chaque classe modulo - de U(E,E').
L

Si E et F. ' ne sont pas unifiab les, alors 0 est le seul ECU, par 1) •

Par contre, Sl U(E,E') f 0, alars o nIest pas un EClI, par 2) •

La condition '3) est une canditian technique non essentielle. On pour-

rait exiger de r. les conditions supplementaires

(4) Ver € r.

(5) 'Va € r

V(o-) c L

1(0-) n V 0.
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Les ECU sont la generalisation a notre langage des HP du langage

qe logique de premier ordre.

On peut qualifier un FClI d 'ensemble de solutions principales a

l'equation E = E', d'ou deeoulent toutes les autres par eomposition.

En effet, la eondition de eompletude et le lemme 2.12 entrainent que pour

tout ECU E on a :

U(E,E') = {p I 30 € E o ::; p}.
V

Autrement dit, tout ECU est un systeme de generateur de l'ideal U(E,E').

Remarques sur l'ensemble V.

Pour tous V et V, tels que L c V c v', on a

o ::; 0'
V,

Tout ECU E de E et F' sur v' est done aussi un FeU de E et f,' sur V.

Reeiproquement, soit E un Feu de E et E' sur L. On peut lui faire

eorrespondre un Eeu E' de E e t E' sur V eornme stli t.

Soit V = V-L, s une bijeetion de Vdans V-V, preservant les types.

Soit

L' = {(so) 1'1.10 € n. (\n verifie

i) eoherenee

[ (so) ILJE

ii) eompletude

soE

Soit p € (((E,E'), o € L telque 3n p = no.
L

Nous laissons au leeteur le soin de montrer que

iii) non eongruenee

nso' =}
-I d'ousO 0 = s nso',

L L

0 ~ 0' =} (so) ~L t (so' ) ~L.
L L

L' est done bien un FCU de E et E' 8ur V.



Remarquons que si L verifie les

eonditions (4) et (5) ei-dessus, alors 1.' = r.. Les eonditions (4) et (5)

sont done suffisantes pour qu'un ECll sur L soit aussi FCll sur V.

Nous utiliserons en general v = L. ~ais pour eertaines applieations

de nos algorithmes. nous voulons pouvoir speeifier des variables supple

mentaires protegees, par exemple des variahles libres dans un eontexte

eontenant E ou E'. Si l'on veut par exemple definir une regle de resolution

[RJAI] entre deux elauses C et C', eoupees suivant les litteraux E et E',

alors il faudra prendre V vr C] u v[ C ' J •

Gould [G\vl] avait defini la notion d'ensernble eomplet d'instanees.

Cette notion n'est malheureusement pas suffisante pour definir une regle

de resolution. Par exemple, avec

et

C

C'

P(f(A»V O(f(B»

lP (A)

p c na.3n E S

on veut pouvoir engendrer les deux resolvantes O(B) et Q(A), hien que f(A)

et A aient une instanee eommune unique A.

Plotkin rPGI] utilise, pour des langages de premier ordre munis d'une

relation d'equivalenee sur lestermes definie par une theorie eauationnelle,

une notion d'ensemble d'unifieateurs les plus generaux. Cette no~ion

est tres voisine de eelle d'ensernhle eomplet d'unifieateurs minimaux, que

nous introduirons en 2.7.

Jensen et Pietrzykowski [JPI] ont defini, pour un \-ealcul type avec

n-conversion, la nation d'ensemhle gen&ral d'unificateurs. Dn tel ensemhle E

verifie deux proprietes

1) coherence

2) Vp E: ({(F,E') 30 E: r
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Mais 1a eondition 2) n'est pas une eondition de eomp1ctude suf

fisante, eomrne 1e montre 1e eontre exemple suivant

IE = f (x) \ T (x) = T (A) = cx
avee

E ' A T ( f) = (cx-+cx )

Soit 01 = {<f,AU-A>,<x,B>} et 02 {<f,AU-U>,<x,A>} avee T(U) = T(B) cx.,
A10rs {01,02} est un enserob1e general d'unifieateurs de E et E'. Pourtant

03 = {<f,AU·A>} est un unifieateur qu'on ne peut engendrer par eomposition

avee 01 ou 02'

Definition

On appelle unificateur V-principaZ de F et E' tout unifieateur c tel

que {o}est un ECU de E et E' sur V. C'est done un element minitTlum de U(E,E'),

re1ativem~nt i s.
V

Exemp1e :

Soit I:. = x

y

et V {x,y,zl avec T(X) = T(y) T(Z) a.

A10rs {<x,y>}, {<y,x>}. {<x,u>,<y,u>} et {<x,y>,<z,x>} sont des.

unificateurs V-prineipaux. Par eontre {<x,z>,<y,z>} n'est pas V-prineipa1

non plus que {<x,y>,<z,y>}.

Remarquons que 1e 1emme 2.11 .est toujours vrai, en rempla<;ant princi

pal par V-principa1. Les Eru devront done en general contenir plus d'un

elemen't. La premiere question qu 'on peut alors se poser concerne leur finitude:

si deux termes E et E' sont Itnifiab1es, possedent-ils toujours un FCU fini ?

Nous repondront negativement a cette question dans 1e proehain paragraphe.



2.6. Finitude des ensem~les d'unificateurs

Theoreme 4 : 11 existe des terMes de second ordre E et E', unifiables,

et tels que, pour tout V telque L = V[E] u V[F'] c V, tout ECU de F

et E' sur V est infini.

Demonstration
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= f(F(A»Soi\ I E

E' = F(f(A»
avec

T(A) = a

T(f) = T(F) = (a~a)

11 suffit de prendre V = L {f}.

Considerons L = {{<f,F>}} u {{<f,Au.Fn(u»}ln~O}

oil
net F (u) F(Fn-l(u».

Montrons tout d'abord quer est un ECU de E et E' sur V.

La condition de coherence est facile, on verifie que oF = oE' pour

taut 0 de L. Pour la condition de completude, soit p € U(E,E'), e = pr,

p ,.: p-{ <f ,e>}.

Cas HreJ = O. Alors pE = e(F(A», pE' = F(e(A» ne peuvent etre

egaux que si e = F dans ce cas on a bien p = p {<f,F>}

Cas 2 Rre] > O. A cause du type de f, l'arite de e ne peut depasser 1

e = Au.e', avec T(U) = ,(e') = a.

Soit p le plus grand entier tel que e' = FP(e"), avec ,(eil) a.

Alors pE FP (S~(A)[ell])

et pE' FP+ 1(Su [eil]). Par cas sur eil, i 1 es t facile de montrer'A

que pE pE' impose eil = et alors a bien p - pu, on = p{<f,Au.F (u»}.

Enfin, pour tous 0 et a ' distincts dans E, il n'existe pas de n tel

oue 0 ' ~ na puisque 1(0) = 0. Done

o ia' (I)

"
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Ceei permet done de eonelure que L est'un ECU de F. et E' sur V.

Soit maintenant L' un FCD fini de E et E' sur V. L ~tant infini

3a,a' € L , a ,. a' tels que 3p € L' p ~ a
V

et p ~ a'V •

Mais, L ~tant un ECU

Par transitivite de ~:
V

a" ~ cr (2)
V

et a" S a' (3):
V

3a" € r. a" ~ p.
V

Si a" ; a (2) eontredj t (1), sinon (3) contredi t (1). Ceci montre

done qu'il ne peut exister d'F.CU fini de E et E'. 0

Remarquons que le th~oreme 4 reste vrai, meme si on se limite ades

symboles de fonetion monadiques. Ce cas correspond a la resolution d'~qua-

tions dans un I'lono'ide libre, eomme nous le verrons au chapitre 6 (remarquer

*qu'on peut d~crire E ci-dessus par {<f,F >}).

2.7. Redondance des ensembles d'unificateurs

Bien que l'on doive parfois eonsiderer des ECU infinis, on peut

se del'lander si on peut au moins il'lposer aux ECU une condition de non-

redondance plus forte que la condition (3) de non-eongruence. Nous aimerions

remplacer dans la definition d'ECU la eondition (3) par la eondition de mini-

malite

Defini ti on :

Va,a' F.. L
ala'

a t a'
L

Soit E,E' deux termes de ~erne type, V un ensel'lhle fini de variables

te 1 que L I: V[EJ u V[E' ] c V.
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On appelle ensemble complet d'unificateurs minimaux (fr.l~) de

E et E' BUr' v taut ensemhle de suhstitutions E tel que :

( I) E c (((E,E') coherence

(2) \;jp E U(E,F') 3er E r er S p eompletude
V

(3) \jer ,er E E 0 '$ 0' minimali te.
o;a' L.,

Un frUM peut €tre qualifi6 d'ensemhle de solutions prineipales

independantes de I' equation F = F'. En considerant ses elements connne des

generateurs minimaux, on peut dire qu'un ECUM est une base d~ U(E,E').
. .

Lemme 2.16.

S'il existe un FCl!H de E et E' sur V il est unique, a un isomor-

phisme pres. Plus exactement, entre deux tels ECUM EI et E2 il existe un~

hijeetion

ep : ,: 1 .~ r 2

Demons tra t1' on :

teHe qUE Va E r
1

(1' •• Ho).

"

Considerons deux ECI~ EI et l.2' Pour tout p dans EI' on

ehoisit ep(p) dans E2 eomme un 0 tel que 0 Vp.

Pour taut p dans [.2' on definit lfI(p) dans [.1' comtne un a tel

que 0 ~ p. Par transitivite on a

1fI(4)(er)) ~ er

lfI(cp(a» = 0.

qui impose par (3)

Done cp(er) ~ er ~ 4>(0)
V V

ee qU] entraine 0 - ep(er). 0
V
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Remarques :

I) Si L c V c V', alors tout FClTM sur V, e'St aussi un ECUM sur V. C'est

pour conserver cette propriete que nous imposons ~ dans (3) plutot que ~.
L V

Comme pour les FeU, si on impose de plus:

(4) Vo E L

(5) '/0 E L:

D(o) c L

1(0) n V = 0,

alors on peut remplacer dans (2) S par ~.

V L
La definition d'ECUM est alors tres proehe de celle d'ensemhle d'unifica-

teurs les plus generaux de rlotkin rPGI]. Mais dans sa definition, la condi-

tion (5~ est remplacee par une condition plus ~aible :

(6) V, n V = 0

avec V, = V[oE] u V[oE'J. Cette condition n'est pas suffisante paur

ass·Jrer la compH~tude, lorsque 1 'inclusion V' c (I, u 7(0» est stricte.

Par exemple,

Soit E fex)

E' A T(X) T(y) = T(A) = a
avec

L = {x,i} T(f) (a-+a).

V {x,f,y}

Considerons {<f,Au'A>,<x,y>}

et 02 -{<fJA~'U>,<x,A>}

{ol'oZ} est un ECUM d-e E et F' sur I, qui satisfait (4) et (6).

Pourtant ce n'est pas un r:ClfM de E et F' sur V r.omme on peut le

constater en considerant l'unificateur

p = {<f,AU·A>,<x,B>,<y,C>}.
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2) Soit U = {er € U(E,E')IV(er) c t et 1(0) n V = 9l}, M l'ensemhle des

filfiments de U mini~aux par rapport ~ l'ordre induit par S. Si V est bien
L

fonde. alors 1-1 est l'ECUM de E et E'. Plus gfinfiralet'"ent, disons que 1I est

inductif si toute ehaine dfieroissante dans V, relativement ~ s, admet un
L

minorant.

Si U est induetif, alors M est l'ECUM de E et E', en vertu du lemme

de Zorn.

Par eontre, si U n'est pas induetif, alors E et E' peuvent ne pas

admettre d'ECUM. Nous allans voir que eette situation peut en fait se pro-

duire iei.

Thfioreme 5 Certaines paires de termes d'ordre 3 unifiables ne possedent

pas d'F:CU11.

DemonstrQtion

Soit

E

F'

L

f(x,A)

f(x,B)

{x,f}

avee

T(A)

T(X)

T (f)

T(B) = Ct

(Ct-+-a )

( (Ct-+Ct) x Ct-+a)

11 suffit de pierid~e V = L.

Considerons

p {<f,AUV.h(u»}

et

0 0 {<f,AU.U>,<X.AV.Z>}

on = {<f.AUV·gn(u.u(h7(u.v)) •••••u(h~(u,v))».<X.AV.Z>} (11)0) ,

avec T (v) t(Z) = a; T(U) = (a-+a),

T(h) «a-+a)-+a) • T(h~) = «a-+a)xa-+a).
1

et soi t

T(gi)= «a-+a)xax!~.xa-+a)

1

L = {o.li~O} u {p}.
1
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La proposition suit d'un eertain nombre de lernrnes, cornrne le

theoreme 4.

La premiere etape eonsiste a montrer que E est un ECU de E et

E' sur V.

Tout d'abord, on verifie que pour tout 0 € E , oE = oE', d'Oll la

eondition de eoherenee. La preuve se poursui.t en trois partiesA, B et C.

A) Completude de E

Soit maintenant 0 un unifieateur queleonque de E et E', e
f

= of

et ex = ox. On montre par eas sur e f qulil existe dans E une su~stitution

plus generale que 0. D'apres le type de f, H[ef ] ~ 2, d'ou trois eas.

done se produire.

1, i.e. avee H[e] o.

Soit e' u
= NrS [e]J. On aex

j"E e' (A)

oE' = e' (B)

oE oE' implique (par eas sur e') que

e' = Av.e" avee v t V[e"J.

On doit done resoudre

(rappeions que H[e] = 0)

u
S [e] = Av.e".

e
x

Par eas sur e

(i) y = u ; alors a eause des types n = 0,

e' ex = Av.e" • et 0 = {<z,e">}oO.

(ii) y # u ; alors

ue' = y(· .. ,S re.],".) # Av.e" et ce cas est done il'1possible.
e ~x



la strueture de e.

Auv.e. La preuve se poursuit sur
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(i) v t V[e] ; alors 0 V{<h,Au.e>,<x,ex>}p.

(ii) Si e poss~de une oeeurrence libre de v non eontenue

dans un argument de u, alors on prouve que, pour tout

te~e ex ' v € V[e'] , avee e' =
uN[S [e]].
ex

Soit e

Si @

AvT "'W • @(e ••• e )1 n - l' , P •

v (avee p=O) alors e'est trivial. Sinon, @~ u

par hypothese, et on a done :

SU [e] =
e

x
un des e. doit

J.

u
AW1"'w '@("',S [e.],"'). Comme au mOlnsn e 1

x
satisfaire a l'hypoth~se de reeurrence, on

obtient aise~ent le resultat.

On a alors :

o(f(x,A)) = S~re'] ~ S;re'] = o(f(x,B)). ce qui est

eontraire a l'hypothese. Ce eas ne peut done pas se produire.

(iii) Sinon on peut eerire e sous la forme

ou toutes les oeeurrenees de u et v apparaissent entre

les guille~ets. Comme v € vreJ. ee la impose 3ksn v € V[ekJ.

Dans cette notation, nous supposons que les occurrences isolees

de u n' apparaissent pas dans la partie gauche d 'une application

(auquel cas on aurait explieite le terme u(e.) correspond~nt).
1

Maintenant, pas cas sur e
x

a) e = Av.e', ou v i Vre'J.
x

Alors o = ncrV n
avee

n = {<gn'AuwI···wn·E«u,u, ••• 'u'wI.w2.···.wn» >,<z.e'>}u {<h~.Auv.ei>ll$i$n}.



b) Dans tous les autres cas, il est facile de montrer que
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u
V € V[NCSe Cu(ek)JJJ,

x
conelut comme en (ii)

et done aussi

que ee eas ne

uque v E V[N[S ,[e]]]._. e
x

peutpas se produire.

On en

Ceci termine la preuve de 1a eomp1etude de L. 11 nous reste

a montrer la non-eongruenee. En fait nous allons etudieren detail 1a

structure de L vis avis de la relation ~.

B) ~ n'est pas un ordre bien fondesur L

Vi > 0

Vi ~ 0

(I)

(2)

°i+1 ~ °i

En effet, soit

n· {<go I,Auv tv2···v. t·g.(u,vI,···,v.»}U{<h~+I,h~>II$j$i}.
1 1+ 1+ 1 . 1 J J

On a bien 0. " n. 0. I'1, '1. 1+

0. t P.
1 V

En effet, supposons ou'il existe n tel que p ~ "ai' On devrait

avoir x = n(AV.Z) = Av'.h(z), ee qui est impossible.

(3) p t °
1v

Supposons qu'il existe n tel que ° 1 ~ np. On devrait aVOlr

1
0lf = n(Auvfh(u)) = Auv·gl.(u(hj(u,v)), ee qui est i~possib1e,

car n(Auv'h(u)) = Au'v'.e, ou v' '- V[eJ.

Vi > 0(4) 0 . .1. 00':\. V

De 1a meme maniere, SI 00 VnOi' on devrait avoir

° f = AU'u = n(Auv'g.(··.))o 1
Au'v'·e, ce qui est impossible.
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(§) °0 ~ °1, De meme, si °1 Vno
O' on devrait avoir

0lf = n(Xuou) = AUoU, ce qui est impossible.

Vi > 0(6) °0 ~ 0i et

Consequence immediate de

p -J, 0 ••
V 1

(1),(3),(5) et de la transitivite de $,
V

(7) p -J, °0 ,
V

Preuve cornme pour (4).

(8) Vi > 0

Cette preuve est assez longue, la difficulte etant essentiellement

notationnelle. Nous allans rnontrer que °1 -J, °2 ; la preuve generale est
V

similaire.

Supposons que 0z V no ]. Par le lemme 2.13 on doit avoir, pour toute

substitution ~ : ~ °2 V~ n 0]. ChoisissDns

2 Z
~ = {<gz,G>,<hl,AuvoC(v»,<hZ,AuvoD(v»}

avec ,(G) = ,(g2)' ,(C) = ,(D) = (OI-+a)

et ~oit ~' = ~n. On doit avoir, en particulier pour f :

I
~'(Xuvogl(u,u(hl(u,v»» Xuv·C;(u,u(C(v»,u(n(v»).

Soit e ~'g],e' = ~'(h:(U,v». On peut supposer que n1 u n1 v n'appa

raissent lihres dans ~'gl et ~'h:. On doit none avoir C(u,u(C(v»,u(D(v»)

co~e forme normale de e(u,u(e'») avec u et v non libres dans e. Une etude

~aintenant, par cas sur e 2 , on reduit a deux possibilites

i)
. w] Wz _

e2 = wl (c(e2». Dans ce cas, on doit aV01r v = Su [Su(e,)[eZJJ,

avec v , V[e 2] ce qui est clairement impossible.
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ii) e2 = w2, On doit alors avoir e' '" C(v). et par Ie meme raisonnement

applique a e 3 .e' = D(v). ee qui est impossible, Ceci compiete 1a

preuve de °1 i °2 ,
V

Nous venons de prouver que E a 1a strueture suivante

ou 0 > 0' denote 0' S 0 et 0 i 0', En particu1ier. l'ordre induit par
V V

S n'est pas bien fonde sur E,
V

En eoro11aire de (4).(6).(7) et (8) on obtient 1a eondition de

non-congruence dans E. ce qui aeheve de prouver que E est un fCU de

E et E' sur V,

C) Soit TJ1aintenant E' un ECUM de E et E' sur V,

E' etant un FCU. 3\.1 € r. ' : \.I s o I . Hais. E etant un ECU.
V \

30 € E 0 s \l ,
V

Par transitivite 0 sO l ' et donc 0 # P. 0 #
V

Done 3k~1 : 0 = 0k' Haintenant soit \.I' € E'

(\.I' existe car E' est un fCH).

0 0 par (3) et (5).

tel que \.I' < °V k+l

0k+1 ~ 0k par (I) et done \.I' ~ \.I par transitivite. E' etant un FCUM,

ce1a implique \.I = \.I' et maintenant par transitivite on obtient

0k ~ 0k+l' Ceci n'est pas possible. par (8). ce oui contredit l'exis

tence de E',

Ceci acheve 1a preuve du theoreme 5. r

Remarques :

I) Cas du second ordre.

Nous conjecturons oue l/(E,E ' ) muni de S est inductif au 2nd ordre,
T.

ce qui entrainerait l'exjstence de l'Er,UM de deux termes unifiables.
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2) L'examen de la preuve preeedente nous montre que l'ensemble des termes

e = 0 f forme une suite infinie deeroissante, done que la strueture
n n

<T,~> nIest pas bien fondee, meme si on se restreint a l'ordre 3.

NOlls verrons au ehapitre 5 qu'on a un ordre bien fonde au ler ordre

et au ehapi tre 6 qu' il y a par eontre des ehaines infinies deerois-

santes de termes de seeond ordre.

2.8. Indeeidabilite de l'unifieation

Nous montrons finalement que l'existenee d'unifieateur pour

deux termes de notre langage est un probleme indeeidable, des l'ordre 3.

Theoreme 6. 11 est indeeidable si deux termes queleonques d'ordre 3 sont

unifiables.

Demonstration

Soit l'alphabet de deux variables 6 ="{u,v}, avee ,Cu) = ,(v) = (a-+a).

Atout mot ~ € 6* on assoeie le terme t € T(a~) eomme suit :

A = AZ' Z

~ = AZ'U(?(z»)

~ = AZ'V(~(z)

avee "C(z) *= a, A est le mot vide de 6 •

Atout probleme de Post sur 6 on associe le

probleme de l'existence d'un unificateur pour le couple



ou «a4Q) x (a~) x ••• x (a4Q) * a)
, J

n

T (g) .. « a4Q l * a)

T(W) = (a x a * a)

Nous a110ns rnontrer que ces deux problemes se reduisent
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l'un a l'autre.

2. $. 1.

Supposons qu'i1 existe une solution

au probleme de Post. Considerons

a = {<f,Av
1
w

2
···w

n
·w i (w i (".(wi (z))' .. ))>,

1 2 P

<g,AU·U(U(···(u(z))···))>}.
lf-I

Si1'on denote S = x. X. ···X.
1. 1 1. 2 1. p

on verifie que

aE = aE' = AUVW.W(S(z),up(z)), et a est donc un unificateur

de E et F'.

2.8.2.

Reciproquement, soit a un unificateur que1conque de E et E'. Soit

e f af, eg = ag. On suppose, sans perte de generalite, que ni e f rii eg

ne aontiennent u ou v.
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On a

avee

= u(e (u)).
g

Ignorons e2 pour l'instant (qui est la seulement pour e1iminer

la solution triviale p=O du probleme de Post) et eonsiderons 1a struc-

ture de e
l

, par cas suivant la strueture de e f •

Soit e f = AwI···wk·@(···), sous forme normale.

Comme T(e
f

) = T(f). on doit avoir k~n, et

T(@) ('Y t ,'Y 2 .···,'Ym,(a-+a), •••• (a-+<ll) -+ a) avec m~O, 'Yt,···,'Ym € T.
n-k

Deux eas sont possibles

2.8.1.1. O~k<n

A eause de son type, @ ne peut etre de la forme

done une forme normale

et par symetrie on doit done avoi.r

W ••
J

e
l

admet

X.
J

Y.
J

et done X.
J

Y.• puisque 1 'operation ~ est une bijeetion. Dans ce cas
J

le probleme de Post admet comme solution n'importe quelle sequence d'en-·

tiers compris entre k+1 et n.
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2.8.2.2. k=n

Soit p le plus grand entier ~O tel que

e = ~v • ..w ·Wo (",1. ( ... (wo (e')) ... )), avee
f ] n I) 1

2
I

p
Maintenant e) admet eomme forme normale:

]

0 •

:S I] , ••• , lp :Sn.

11 est elair que eil ne eommenee pas par un u ou un v, par

definition de p. Le premier symbole eil est done le premier symbole

de e) qui ne soit niun u ni un v. Par symetrie e'est aussi le pre-

mier symbole de eil' • En supprimant les parentheses de la partie initiale

de e], on ohtient done

Y. Y 0 ••• y 0 •

1] 1 2 1
P

Tl nous reste a verifier aue p>O, et pour eela nous eonsiderons e 2 .

~i p=O, alors par le meme raisonnement la forme normale de ef(u, •••• u) ne

peut eommeneer par un u, ee qui est eontradietoire avee le fait qu'elle

est aussi la forme normale de u(eg(u)). Nous avons done p>O, et i).i 2 , .. ·,i p

est solution du protleme de Post eorrespondant au eouple E,E'.

2.8.1 et 2.8.2 prouvent l'interreduetihilite du probleme de Post

et d'un sous probleme de l'unifieation a l'ordre trois, ee qui prouve bien

l'indeeidabilite de ee dernier probleme. 0

Corollaire : 11 est indeeidable 51 deux termes queleonques d'ordre 3

ont une instanee eornmune.

DeTrons tr'atl~on

Deeoule de la remarque a la tin du parap.raphe 2.3 : il suffit

de eonsiderer l'exemple ei-dessus, on l'on ajoute a w un troisieme argu-

ment egal a f pour E et E'. 0
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Remarque : Pour le seeond ordre, le probleme est eneore ouvert.

Nous y reviendrons au ehapitre 6.

Le theoreme 6 a ete utilise par P. Andrews [AP2] pour rnontrer

l'indeeidabilite de la provabilite de eertaines elassesde formules

en theorie des types.

2.9. Ensembles eomplets de filtres , dl:mi-unifieation

Nous revenons maintenant au probleme'du filtrage.

Rappelons que nous eherehons les solutions ° de oE = EI.

Tout dIabord, remarquons que nous avons besoin de variables

auxiliaires pour deerire des filtres, de m~me que pour l'unifieation.

Par exemple, soit

I
E

EI =

f(Au'A)

A

avee

\

' (u)

, (f)

,(A) = 01

«OI~) -+ 01).

On veut pouvoir exprimer que l'ensenble eonstitue des deux

substitutions :

et 02 = {<f,AW'A>} eonstitue un ensemhle eomplet de filtres

de E vers EI. Nous allons done utiliser iei aussi la relation ~, ou V
V

doit eontenir toutes les variables libres de E et de EI.
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Definition:

Soit E,E' deux termes de meme type, L = VrE] u VrE'], V un

ensemble fini de variables tel que L c V.

On appelle ensembte aomptet de fittres de Evers E' surV {ECF)

tout ensemble de substitutions E tel que

(1) E c F(E,E') coherence

(2) 'v'P € F(F ,E ' ) 30 € E o s; p completude
V

(3) 'v'o,o' € r. o t °'
non-congruence

0;'0' L

Nous n'allons pas etudier les ECF davantage, car cette notion

souleve un probleme difficile, lorsque V[E'] ; 0.

Considerons par exemple les termes de premier ordre

I E =
1E' =

y

A(x)
v = L {x,y}

La substitution ° = {<y,A(x»} est un filtre de E vers E'.

Pourtant ce nIest pas un filtre principal, car par exemple

0' = {<y,A(x»,<x,B>} est un filtre tel que 0 t 0'. Les filtres
V

principaux de E vers E' sont les substitutions {<y,A(x»,<x,z>} avec

z l V, ce qui semble peu nature!. De plus ces filtres principaux n 'ont

pas la propriete, que possedait 0, de laisser F' invariant.

Ce probleme peut etre resolu simplernent au ler ordre, en impo-

sant aux filtres ° de E vers E' de posseder la propriete supplementaire

V(o) c V[E]. Malheureusernent cela ne suffit pas au second ordre. Consi-

derons par exemple :

O2 = {<f,AU-A(u»}

0 3 = {<f,AU-A(x»,<x,y>}

avec
\

,(x)

dO

= et

,(A) (et"*a)
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{01,02,03} est un ECF de E vers E' sur {f,x}, et 04 = {<f,AU·A(x»}·

est un filtre strictement moins general que 03.

Dorenavant nous allons nous limiter aux filtres tels que

°
1

,0
2

et 0 4 , qui laissent E' invariant. Nous les appelerons demi

unificateurs, pour souligner le fait qu'ils sont aussi unificateurs.

Dans les applications pratiques du filtrage ceci n'est pas

vraiwent une restriction, car en general F et F' n'ont pas de variables

en commun.

Definitions: Soit E et E' deux termes de meme type, L = VrE] u V[E'].

On appelle demi-unificateur de E vers E' toute substitution 0

teIle que V(o) c V[E]-V[E'] et oE = E'.

On denote V(f,E') l'ensemble de ces suhstitutions.

Remarquons qu'avec S = {a!V(o) c lI[El-lI[F'l}, on a

V(E,E') = HE,E') (1 S = U(F,E') n S.

Soit V un ensemhle fini de variables contenant L.

sur V

On appelle ensembZ-e compZ-et de demi-un1~ficateU1?S de E vers E'

(ECD) tout ensemble de substitutions E tel que :

(I ) I. c V(E,F')
coherence

(2) \:!p E V(E,E') 30 E L o ::; p
cornpletudey

(3) \10,0' E r ° t 0'
0"1=0' L non-congruence.

Un ensemble complet de demi-unificateurs minimaux (ECDM) est

un ECD qui possede en plus 1a condition de minimalite :

"10,0' E I.
a"l=C' '

a t a'.
L
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Par exemple, dans l'exemple ci-dessus, {ol,02,04} est un

ECDM de E vers E' sur {f,x}.

A l'ordre I, x est demi-unifiable vers e ssi x l t~eJ,et

dans ce cas {<x,e>} est demi-unificateur prineipal. D'une maniere

generale, nous ve~cons au ehapitre 5 que deux termes E et Fo' admet-

tent au plus un demi-unifieateur, qui est done prineipal.

Nous verrons au chapitre 3 que deux termes E et E' admettent

toujours un ECD~, que l'on peut enumerer reeursivement o L'algorithme

ö1enumeration peut ne pas terminer, meme lorsque V(E,E') = 0.

Nous verrons au ehapitre 6 que eet ECDM est fini a l'ordre 2.

L'algorithme d'enumeration peut alors etre utilise eomrne algorithme

de dec.ision.

A partir de l'ordre 3 toutefois, nous ohtenons un analogue du

theoreme 4 :

Theoreme 7 : 11 existe des termes d'ordre 3 E et F', avec P(F,F') # 0,

et tels que, pour tout V tel que L = V[E] u V[E'] c V, les ECD de F

vers E' sur V sont infinis.

Demonstration :

Considerons

f(Xu'u)
ave(,::

{ T (u)

T (f)

T(A) = Cl

«Cl-+a)-+a).

11 suffit de prendre V L = {f}.

Soit L = {o In~O},n
n

T (",,) (a-+a) •avee ° {<f,AW'''7 (A»}, oun
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11 est aise de verifier que E c V(F,F'). En fait, on peut

montrer, en utilisant les memes teehniques que dans la preuve du theo-

reme 4, que E est un ECDM de E vers E' sur V. Comme'pour le theoreme 4, E

etant infini, il ne peut exister d'FCD fini de R vers E' sur V. 0

La deeidabilite du probleme de la demi-unifieation en A-ealeul

type d'ordre 3 ou plus est eneore un prohleme ouvert :

Conjeeture 11 existe un algorithme qui, pour tous E,E', deeide si E~E'.

2.10 Unifieation multiple

Definition

On appelle unificateur' 81:muZtane de

{<E.,E~>II~i~n} ,avee T(E.) = T(E~) I~i~n, toute
1 1 ! 1

substitution (1 teIle que oE.
1

oE~
1

I~i~n, l.e. OE: n U(F:. ,F ~ ) •
1 1

Soit F une eonstante arbitraire, de type (T(EI)x."xT(En)~)'

avee y E: T queleonque. 11 est immediat que () est un lmifieateur simul-

tane des E.,E~ ssi 0 est un unifieateur de E et E', avee
1 1

N~us pouvons done traiter l'unifieation simultanee avee le

formalisme preeedent.

D€f~nition

On appelle unlf1:cateur' mult1.'rle d tun ensemhle fini

E = {FI,···,En} de termes de meme type taute suhstitution 0 teIle que

= ••• aE .
Tl
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Les unificateurs ~ultiples de E sont exactement les unifi

cateurs simultanes de (par exempie) :

{<E t ,E 2>,···,<E t ,E
n

>}·

Nous pouvons donc egalement traiter de l'unification multiple,

et de meme de l'unification multiple simultanee d'ensembles finis

Et, .. ·,Ep •

11 n'y a donc pas de perte de generalite ä se limiter ä l'etude

de l'unification de deux termes, puisqu'il est facile de ramener les

systemes d'equations entre termes a une seule equation.

Le prochain chapitre est consacre a la recherche d'unificateurs,

par enumeration d 'ECUs. Nous montrerons en particulier qu' il est toujours

possible de generer \me solution, si elle existe, sans faire de recherches

redondantes, meme dans les cas oil le thporeme 5 s'applique.





CHAPITRE 3 Semi-algorithmes d'unification a l'ordre w. ;.' i
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Dans ce chapitre, nous allons developper une methode permettant de

f.~nerer des ensembles complets d'unificateurs. Plus exactement, nous genere-

rons des ensembles complets de minorants d'unificateurs. Cette rechercheest

dirigee de l'exterieur vers l'int€rieur, et nous montrerons que les

"preunificateurs" obtenus sont non redondants. Cette methode fourni t en parti-

culier un semi-algorithme de decision pour le prohl~me de l'unification en

A-calcul type, qui est pratiquement impl~mentRhle.

3.1. Definitions et notations

3.1.1. Unificandes

On appelle unificande tout ensemble fjni N de paires de termes de

meme type

N T (e~ )
1.

2
T (e. )

1.



On definit

2 n

V[N] = U U vr e~ 1j=) i=) 1

n

11' I (N) L )
n + 1T(e.)i=) 1

avec 1T(e) defini comme en 1.8.
n

1T 2 (N) L 2
= n + 1T(e.)i=) 1

Soit 0 une substitution quelconque. On note

) 2
On dit que 0 unifie N ssi Vi~n oe. = oe .• On denote l'ensemble de

1 1

teIles suhstitutions par U(N). On a bien sur U(N) = n< U(e~ ,e:) •.
l_n 1 1

L'unificande N = {<e!,e:>1 )~i~n} est dit reduit si :
1 1

n>O

3-2

Visn

3i~n

On definit

)
e. E T

f1

2
e. E T

1 r

l'ensernble des noeuds Neomme l'enseMhle des unificandes

np.~its, auquel on adjoint deux elements partieuliers :

®
et ®

noeud "succes"

noeud "echec".

Nous presenterons en 3.2 un algorithme de siIl1plification, SIMPl., qm

r~duit un unificande en un element de N, en preservant l'unifiabilite.
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~.1.2. Congruence de simplification

Pour chaque type elementaire Cl € T
O

' choisissons une variable
~

h
Cl

€ Va' Pour chaque type Cl € T. on definit un terme Ea € Ta par:

- sinon. soit Cl ~ (a1.aZ.···.Cln + ß) avec ß € Ta ; alors

F ~ AW ···w·h ou 1es w. sont des variables distinctes
Cl 1 n ß' ~

et differentes de PS' teIles que T(W.) = Cl ••
~ ].

On definit ~aintenant

z;; ~ U {<x E > Ix € V
Cl

}.
a€T • Cl

1; est une suhstitution generalisee (parce que de domaine infini). qui

represente une elimination universelle (tous les arguments des termes flexibles

sont elimines).

Pour tout tert'1e e, on definit Z;;e cornme etant (z;;~V[eJ)e.Or definit de

~eme Z;; N pour un unificande N, et pour toute suhstitution a :

Z;;a {<x.r;ax>lx € V} est ega1e~ent une substitution de domaine infini..

On definit la congruence de simplification -. entre termes de meme type,

par

- est une congruence sur T, qui preserve les types et 1a propriete d'etre

f1exih1e ou rigide. Pa~i 1es congruences de ce type, c'est la congruence 1a

Lemrne 3. 1 Ve 1 ,e Z E T f
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lJ~monstration :

Soit e l et eZ deux termes flexibles de meme type. Notons

1 1 1e
l

= Xu· •• u • f (e , e , ••• , e )
1 \Tl 1 1 Z r

Z Z 2e2 = Xv ···v ·g(e e ,··.,e ).1 mZ I' Z s

Puisque T(e l ) = T(eZ)' il doit exister al,aZ,···,an € T et ß € T
O

tels.que

T (u,)
1

T(V,) =
1

T (f)

CL
1

a 1<'<i -l-mZ
1 1

= (T(el),···,T(e ),a I,···,a -+ ß)r m
l
+ n

z Z
T(g) .. (T(el),···,T(e ),a I,···,a -+ ß).

S \Tl 2+ n

Soit w
i

l$i$n des variahles distinctes et differentes de h
ß

, avec

T(W,) = a,. Alors
1 1

Corollai re :

= Xw ···w • h1 n ß' o

Tout unificande N ne contenant que des paires de termes flexihles est

unifiable par l;; lV[NJ. On dit qu 'un tel noeud est "pre-unifie". Nous allons main'"

tenant definir ce terme precisereent.

3.1.3. Preunification

Soit F. et E' deux termes de T1'eme type,L = V[E]" u VfiE'J. On appelle

pre-unificateur de E et E' toute substitution (J telle que

oF - oE'.

Autre\Tlent dit, un preunificateur 0 est une substitution qUl peut etre

etendue en un unificateur par cOTl'position avec l;; : tOlL € U(E,E').



On denote par P(F,E') l'ensemble des preunificateursde F et E'.

J.l est immediat que U(E,E') c P(F,E'), et que U(E,F') = 0 #P(E,E') = 0.

Soit " un ensemQle fini de variables, avec L c V o

()n appelle ensemble camplet de pY'e-unificateuY's (ECP) de E et E' 8UY"V

tout ensemble de suhstitutions r tel que :

(1) r c P(E,E')

(2) ~p E P(E,E') 3cr E r cr ~ p
V

(eoherenee)

(eompletude) •

De merne que pour les ECU, il existe toujours un ECP de E et E' sur V,

puisque P(E,E') est solution. si U(E,E') • 0 alors 0 est le seul ECP, sinon 0

n'est pas un ECP.

Nous allons presenter dans ce ehapitre un algorithme qui, pour tous E,

E' et V, enumere un FCP r de E et E' sur V. Comme nous venons de le remarquer,

eet algorithme peut etre utilise pour decider si E et E' sont unifiables : si

l'algorithme genere un eH!ment (rl'/!) aIors F et E' sont unifiables, sinon (r"'0)

E et E' sont ineompatibles. Naturellement, d'apres le theoreme 6, il ne peut

s'agir que d'un alg6tithrne de semi-decision, e'est a dire qu'il peut boueler

sans jamais ne rien generer.

On pOllrrait hien sur enumerer U(F,F.') direetement (par exemple en generanl!

exhaustivement toutes les sUQstitutions, et en les testant sur F et F'). 11 est

donc bien evident qu'un tel algorithme existe. L'interet d'enumerer un FCP vient

du fait que 1e theoreme 5 ne s' applioue pas aux FCP, et ou' au contraire des Feu

on peut iMposer aux FCP une condition supp1ementaire de non-redondance tres forte.

Ceci assure i1 notre algorithJT1e une grande directivite sans faire de ca1culs

~edondants, ce qui 1e rend utilisah1e en pratique.
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On appelle ensemble aomplet de pre-unifiaateurs independants (ECPl)

de E et E' Bur V tout ECP r de E et F' sur V qui verifie la condition sup-

plementaire

(3) VO l • °2 E: r

°1"°2.

0) °
2

(independance), ou L

L

V[E] u V[E'J.

Nous montrerons que de tels ECPl existent, et qu'on: peut realiser un

algorithme qui enumere un FCPl, ce qui nous permet de tester l'unifiabilite de

deux termes avec un minimum d'exploration.

Pour les ECH, meme dans le cas ou il existe un F.C~ r , on ne peut pas

en general imposer a r la condition d'independance,meme au second ordre.

Par exemple,pour F 'i" f(x), E' = f(A) et V = L = {f,x}, avec

t(x) = T(A) = y, T(f) = (y+y) , on peut montrer que {o) ,02} est un FClJ}f de E et E'

sur V, avec 0)

tel que °1 ~ p et

{<x,A>} et °2 = {<f,Ay'Z>}, T(y) = T(Z) = y, mais p=o) u °2 est

°2 ~ p. lei {0} est bien sGr un ECPI.
V

Remarquons que pour un FCPl, la condition (2) peut s'ecrire :

'VO E: P(E,E') 3!0 E: I. ° ~ p, ou 3!0 denote "il existe un ° unique".En effet,
V

si on avait 0) ~ p et °2 ~ P avec 0) ,. °2, cela contredirait (3).

Lernme 3.2

stil existe un ECPI de E et E' Rur V il est unique, ~ un iso~orphisme

pres. Plus exactement, entre deux tels ECPI LI et 1. 2 il existe une bijection

° - ~ (0) •
V

La demonstration de ce lemme est identique ~ celle du Iemrne 2.)6.



Nous allons maintenant decrire des algorithmes qui vont

permettre d'enumerer un ECP. Le paragraphe 3.2 presente l'algorithme

SIMPL, qui simplifie les unificandes. Le paragraphe 3.3 presente l'algo-

rithme CHOIX, qui enumere des composantes de substitutiön, segments ini-

tiaux d'un ECP. L'algorithme de generation utilise alternativement ces

deux algorithmes dans la construction d'un arbre, dont les noeuds termi-

naux definissent un ECP. Ces arbres sont definis en 3.4, et la construc-

tion prouvee correcte. En 3.5 on ITIontre qu' on peuten fait engendrer un

ECPI. En 3.6 on montre connnent on peut encore restreindre le nombre de

solutions, S1 on s'interesse simplement a l'unifiabilite. Enfin le para-

graphe 3.7 presente quelques heuristiques pour des cas particuliers, avec

application a la demi-unification.

3-7
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3.2. I. Description algori thmique de SUTL (N) •

Etape I : Stil n'existe pas dans N de paire dans T . x T alors aller A
- r r

l'etape 2, sinon soit <e
l
,e2> une teIle paire

N = {<e
l
,e2>}LJN', avec

I I

\

e = AU u ···U .@ (e ••• e )
I 12 n I I' 'p

I I
2 Z

e = AV v ···V .@ (e ,···,e )
2 I 2 n2 2 I P2

Sinon, soit p = PI = P2 , n = n l ~ nZ•

Soit ""'1e.
~

I
AU "'U ·e.

I n ~

~2 Z
e. = AV ···V .e.
~ I n ~

~I ~2

repeter 1 'etape I, avec N = N' lJ {<e. ,e.>II~i~p}.
~ ~

Etape 2 : Remplacer dans N toute paire <e
l
,e2> de T

r
x T

f
par la paire <eZ,e

l
>,

puis faire l'etape 3.

Etape 3 : Si N c T
f

x T
f

alors resultat

Rernarques

" (C'\fS"\ " , - 1~ s~non resu tat N. 0

ssi - ou bien n
l :f n2

- ou hien @I E C @2 :f @I

- ou Gien @I u. @Z I: v.
~ ~

2. Dans la definition de
~I

si
I

e i , e.
~

I
e i AUI···unwI",wko@( ••• ). L'utilisation de la forme ahreviee definie en 1.8

nous permet de rie pas avoir de confusion de variables liees.



3.2.2. Exemples de calculs de SIMPL (N)

1° N = {<A(luoB(x,u),Ch~lviB(y,v),f(C))>}

Les valeurs successives de N sont :

3-9

etape N{<luoB(x,u),lv'B(y,v»,<C,f(C»}

"

"

" 2

N

N

N

{<luox,lv·y>,<lu·u,lv·v>,<C,f(C»}

{<luox,lvoy>,<C,f(C»}

{<lu'x,lv'y>,<f(C),C>} resultat retourne a l'etape 3.

2° N = {<A(lu'B(x,~)),A(lvoB(y,v))>}

Apres 3 pas de calcul comme en 1°, on obtient

N = {<luox,lvoy>},

eta l'ctape 3 on retourne comrne resultat "@".

etape

"

"

N

N

{<luvoA (u ,lw'v) ,1vwoA (v,lu.v» }.

{<ltJv'u,lvw'v>,<luvw'v,lvwuov>}

{<luVYY'v,lVYru'v> }

on retourne comrne resultat "CD".

3.2.3. Preuve de correc t ion de SIMPL

Lemme 3.3 Soit N un unificande quelconque. SH1PL(N) s'arrete au bout d'un

nOl'1bre fini de pas, et retourne un resultat N' tel que

U(N') = LI (N) •

( 1)

(2)

(3)

si N'

si N'

sinon

"<!>It

"G)"

alors 11(r;<) 0

alors U(N) f; 0
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Demonstration

Soit NO = N initialement, N
k

= N apres k iterationS de l'etape l~

On prouve par recurrence sur k que l1(Nk) = 11 (}:O) • Pour k=O c'est trivia

lement verifie. Supposons la propriete vraie pour k.

Si Nk n T
r

x T
r
~0,soit <e l ,e2> la paire selectiorinee a l'etape I.

Si H[eIJ ; H[e2J, alors on.sait par le lemme 2.6 que U(Nk) = 0, et donc

U(NO) = 0, ce qui prouve (I). Sinort, considerons une substitution 0 quelconque.

Soit, avec les notations de 3.2.1. v = {u.1 Isisn} u {v.llsisn}.
1 1

Sans perte de generalite, on peut supposer les u. et v. choisis
1 1

tels que V n 1(0) = 0.

Dans ces conditions

I 1
AU ···u .@ (oe ••• oe )I nl -I' , P

2 2
AV ···v ·0 (oe ••• oe )

I n -2 I' 'p

Sl et seulement si ui ~ poe
l

= oe
2

..,

puisque @I E: C

de IT'eme.

u {u.1 Isisn}
1

1 2
AUI"'u ·roe.J = AV ···v ·roe.J

n 1 I n 1

~1 ~2

c'est a dire, en allant maintenant vers l'exterieur, ssi oe. oe .•
1 1

Nk+
1

etant identique a Nk sur les autres paires, on a bien

l'iteration de l'etape 1 doit s'arreter. S'il n'y a pas eu echec, on passe

donc a l'etape 2 avec N tel que U(N) = (((NO)' Puisque l'unification est syme-

trique cette propriete est encore vraie apres l'etape 2. Si alors N c T
f

x T
f

,

on a l1(N) ; 0 par le corollaire au lemme 3.1, ce qui prouve (2). Sinon le

resultat est N, avec U(N) = U(NO)' ce qui prouve (3). [l



3-11

3.3. Algorithrne de ehoix

Nous allons maintenant donner un algorithme CHOIX qui aeeepte trois

arguments e l ,e2 ,V.

e l et e 2 sont des termes de meme type, e l € T
f

et e2 € T
r

• V est un

ensemble fini de variables. CHOIX retourne eomme resultat un ensemble fini E

de eomposantes de.suhstitution de 1a forme <x,e> , ou x est 1& variable de

tete de e l •

Notre intention est que E puisse etre eompl~te par eomposition en un

ECPI de e l et e2 sur V.

Pour faeiliter les preuves ulterieures, nous presentons CHOIX en jus-

tifiant a ehaque pas les deeisions prises par de nombreux eommentaires.

3.3.1. Deseription a1gorithmique de CHOIX (el,e2~

Soit

I I IAU ···u ·f(e e ••• e )
I n l 1'2' 'PI

222
e

2
= AV ···v ·@(e e , ••• e )

I n l' 2 ' P2 2

avee ,(f) = (CI xCI x ... XCI XCI x ... xCI +ß),
I 2 PI PI+I ql

e 2 etant rigide, on sait par 1e lemme 2.6 que 'Va Hroe 2] = H[e 2J.

enseTTlble

Done pour tout preunifieateur 0 de e l et e 2 on doit avoir of tel que

Av1···v .@. C'est sur eette simple idee que CHOIX va construire un
n 2

E de composantes de substitutions relatives a f : <f,AZj ••• Z
r
·@'(···».

L'atome @' va etre :

- soit @, et la maniere 1& plus generale oe construire une teIle composante

est donnee par la re~le rl'imitation ci-dessous.

- soit zk I~k~r, cas oe la regle de projection ci-dessous.



3-12

Dans les deux eas, r aura toutes les valeurs eompatibles avee un

bon typage.

Taut d'abord nous remarquons que l'en tete d'un terme flexible ne

peut que s'allonger par substitution, par le lewITIe 2.6. DCllle si n l>'ll2' CHOIX

s'arrete avee le resultat L = 0 ; sinon, soit n=n2-nl~O. On intrcduit PI

variables

1.mpose \07.
1.

a .•1. Pour eviter les eonflits, on

CHOIX retourne eotnlTle resultat l'union des solutions donnees par les

regles d'imitation et de projeetion ci-dessous.

3.3.1.1. Imitation

Nous eherehons des preunifieateurs de e l et e Z qui "imitent" e
2

par e
l

, en substituant pour f UD terme de tete @. Si @= vi avee I~i~nl'

ce ~'est pas possible, puisque le u i eorrespondant est protege, etant lie

par l'en tete de e l • On ne peut done l'introduire 0u'indireetement par la

regle de projeetion ei-apres. Nous nous limitons done iei aux eas @ E C Oll

@= v. avec nl<i~n2'
1.

11 Y a deux sous-cas, suivant la valeur de n.

3.3. I • I • I • n>O

Dans ce cas l'en tete du tel.'"lne R substituer est determine de maniere

unique par les types. Plus preeiserr.ent, on prend eOl11IT1e solution unique la

eOITIposante

<f,AWI"'W v +I"'v '@(E I ,F,2,···,F »
PI n l °2 pZ

avee F.
1.
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ou les h. sont des variahles distinctes du bon type n'appartenant pas a v.
1.

peut y avoir de conflit de

3.3.1.1.2. n=O

2= (a xa x••• xa xa x••• xa -+ T(e
l
». 11 ne

I 2 PI PI+I PI+n

h. avec w. ou vk ' puisque leurs types different.
1. J .

solutions.

On doit donc avoir @€ C. Nous allons suhstituer a f un terme d'en-tete

AWI"'Wk '@' avec OSk~PI' Tout kentre 0 et PI ne convient pas, car il y ades

conditions de typage a respecter. Tout d'ahord, dans ce terme @doit etre ap-

pliClue a P2-(PI-k) arguments. Ce nomhre doit etre ?-O, ce qui nous donne la

premiere condition

Enfin les arguments intouches de e
l

doivent etre de types egaux aux arguments

corre~pondants de e 2 :

2
(2) a. = T(e .) Vj(k<j~PI)'

J PZ-PI+J

Sous ces deux eonditions, les camposantes donnees ei-dessnus Bünt bien typees.

Done, pour tout 1, qui satisfait a (I) et (Z), on prend eomme solution la

eorrposante

<f,AFI',·wk",@(EI,EZ,···,F _ k»
P2 PI + .

avee Ei = h i (wI""'wk ) l~i$P2-PI+k, ou les h i sont des variables

distinetes du hon type non dans V.

Remarquons que (I) et (2) sont satisfaites par k = PI' ee qui garantit

au moins IIne sol ud on. A cause de (I), on a au plus min (r I' PZ) +

11 n'est pas possihle, dans le A-S-caleul, de se limiter au seul

eas k = PI' Par exemple, eonsiderons

e l = f(R(A» e 2 = A(B(f», avec

T(f) = T(A) = (a~), T(R) = «a+a) -+ a). Les termes e
l

et e 2
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admettent un unifieateur unique (J = {<f ,A>}. CHOIX ne peut done se li.mi ter

a la eomposante p = <f,AU,A(h(u))>, qui ne Minore aueun preunifieateur de

e
l

et e2 sur {f}. Par eontre, nous verrons au ehapitre 4 que ee eas suffit

lorsque l'on se donne la regle de eonversion supplementaire :

3.3.1.2.

(n-eonversion)

Projeetion

E<Auoe(u» = E<e> si u '- V[ eJ •

Nous eherehons maintenant a "projeter" f sur l'un de ses arguments.

Le terme substitue a f peut avoir un en-tete :

soit

soit

soit o AW •• °W v o··V ·v °
I ~I nt+1 nl+k n 1+1

Toutefois, dans le eas (S), la eomposante (J ainsi eonstruite serait

teIle que

Mais alors 0 ne peut Mener a un preunifieateur de e 1 et e 2 que si k=n

et f1 = v 0' et nous avons deja eonsidere ee eas avee la regle d'imitation
n

l
+1

3.3. I . I • I. Nous nous limi terons done aux eas @ et <E).

Comme pour l'i.mitation, nous avons des eonditions de type.

(I) I <O<k<_1_ ._PI.

Le type de Wo doit etre tel qu'on pUl.sse le eompleter par des argu
1

rnents en un terme du bon type. Plus preeisement, il doit exister m~O et



(2)

e'est a dire

Q. = (y xy x••• xy xa X"'XQ ~ ß)
1 ) 2 m k+l ql

que les types de f et a. doivent avoir
1

en eommun le faeteur

3-)5

droit a x",xQ ~ ß). Remarquons que, donnes i et k, m est determine
k+) q)

de fa~on unique. Par exemple, si k = q) et i est tel que a i = ß, alors on

a la solution m=O.

Pour tous i et k satisfaisant () et (2), nous prenons eomme resultat

la eomposante

avee

ou les h. sont des variables distinctes non dans V. On a bien sur
J

t(h.) = (a x ••• xa
k
~ y.).

J 1 J

Ce sous-eas nous donne un maximum de

3.3.).2.2. en-tete

Ce eas est similaire au precedent. la notation seule change. Nous

avons de meme les deux eonditions :

(I) )$i:C;p
)

(2) a. = (y xy x ••• xy xa X"'xa ~ ß)
1 12m p)+k+) q)

prenons eomme resultat toutes les eomposantes :

et nous

avee

variables

<f • AW ••• W v ••• v • w. (E •E •••• , F ) >
) p) n)+l n)+k 1 ) 2 m

E. = h.(w) .....w .v ) .... ,v k) ou les h. sont des
J J p) n 1+ n)+ 1

distinetes de boc type non dans V.

lei nous avons au plus nXPl solutions.

fin de CHOlX. []
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3.3.2. Exemp1e de ca1cu1 de CHOIX

Soit e l = f(x,B), e2 = A(ß), V a {f,x}

avec ~(f) = «yxy~y)xy~y),~(x) = (yxY~Y), ~(B) = Y, ~(A) = (Y~Y).

Avec les notations de CHOIX, on a

.3.3.2.1. Imitation

nous donne deux sous-cas

(i) k=1 alors (2) : Q2 = ~(ß) = Y est verifiee, et on prend °1 = <f,~wI·A>.

Remarquons que °1 unifie e
l

et e2, x etant e1imine.

(ii) k=2 a10rs (2) .est trivialement verifiee, et on prend

02 = <f,Aw lw2-A(h(w l ,w2»>

avec ~(h) = «yxy~y)xy~y).

3.3.2.2. Projection

Puisque neO on ne considere que le cas 3.2.1.2.1. On a deux sous-cas :

(i) k=l; 1a condition (I) ob1ige i=1 ; 1a condition (2) est a10rs satisfaite

avec mal, YI = Y, ce qui donne 1a solution:

° =3

avec ~(h') = «yxy~y)~y).

(ii) k=2; 1a condition (I) nous donne deux solutions

-i=1 avec m=2 , YI = Y2 = Y

04 = <f,Aw I w2'wI(hl(wI,w2),h2(wl,w2»>

avec ~(hl) = ~(h2) = ~(f).

~i=2 avec m=O
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Sur eet exemple, on voit done que CH01X (e l ,e2 ,V) retournera

l'ensemble des 5 eomposantes 01000°5' qui sont independantes sur V.

De plus on peut verifier que tout unifieateur de e\ et e
2

peut

~tre ohtenu par eomposition ~ partir d'un oi' Isis4. Nous al Ions mainte

nant montrer que e'est toujours le eas.

3.3.3. Preuve de eorreetion de CH01X

Lemme 3.4 defaetorisation unique

Soit e, € T
f

, e 2 € T
r

avee T(e l ) = T(e 2), V un ensemble de variables

fini. CH01X (e l ,e2 ,V) retourne eomme resultat un ensemble fini E de eompo

santes de substitutions independantes sur V tel que :

Demonstration :

3!o € E 3n(p Vno et ~(n) < ~(p».

Nous utilisons les notations de 3.3.\.

si U(e"e 2) = 0 alors E' = 0 satisfait le theor~me. Supposons dore U(el,e2)~0t

ce qui impose en partieulier n=n2-nl~O.

Soit p un preunifieateur queleonque de e l et e 2 , avee

pf = AZloo"l~ko@'(E;,ooo,Ei),

et soit p = pt(V-{f}).

ler eas et @= @'

ou (E) @' = zi' PI<isPI+n=k, @ = v
n\+i-p\

ou (S) @' = z, , I<'< iSkSPI+n
1

_l_P I'

Par 1 'analyse de 3.3. I , nous a\lOns eonsidere tous les eas de tels en-t~te

compatibles avec un bon typage : @ et @ par la regle d' imi tation, 0 par

la regle de projection. 11 existe done dans le resultat E une eomposante de

substitution:



o = <f ).'\07 ...W .@"(E , ••• ,E 'b
. 'I k ) .1.
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avec T(W.) = T(Z.)
1 1

'fi I~i~k

!@ dans le cas 0
@" =

w. si @' = z. dans les cas ® et @
1 1

E. = hj(wl·,··,wk) ~j )~jsl., h. , V.
J J

De plus, 0 est unique, car tous les en-tete construits par CHOIX

sont distincts. Mäintenant, considerons

nest une substitution, car les h. sont distincts,hors de V, et V(p) c V.
J

On verifie bien que

'lT (n)Enfin

(ncr)~V = p u {<f,nof>} • P.

• ,(p) + jt, ,p,z, ••• ,,!<.Ej> + R. '(Prv)-I <'(p).

Zeme cas Dans tous les autres cas, c'est a dire

@ @' E C @-F @'

pf

@' =

flexible

i~k et

k>PI + n

ou k=p)+n,

ou k<p)+n

il est facile de montrer que H[pe)l -F H[eZl , ce qui est incompatible

avec p E P(e),eZ). Ce cas ne peut donc se produire, ce qui finit la preuve

que les regles d'imitation et de projection sont suffisantes pour produire

un ense~hle complet de minorants des preunificateurs de e) et e Z• n



3-19

3.4. Arbres de pre-unifieation

Soit E et E' deux termes de meme type, V un ensemble fini de

variah1es contenant L =- V[E] U V[E']. Nous a110ns montrer comrnent enumerer

un FCP de E et E' sur V, en construisant un ar~re de preunification (AP).

Un arhre de preunification es t un arbre oriente, dont 1es noeuds

sont etiquetes par des elements de N et 1es ares sont etiquetes par des

composantes de substitutions.

Dans tout ~e qui suit, nous designerons 1es noeuds d'arbres de

preunification par l'e1ement de N qui 1eur est associe, pour simp1ifier

1a notation.

3.4.1. Construction d'un AP de E et E' sur V.

Nous al10ns montrer comment construire progressivement un AP

A de E et E' sur V, en definissant, pour tout noeud 1'1 construit, un en-

se~hle fini de variahles V
1'1

• On definit egalernent, pour tout noeud 1'1 non

terminal, une variable v
N

de V[N].

Le noeud initial de A est

NO SIMPL({<F,E'>}). On prend VN = V.
o

Soit N 1e noeud courant dans A. Si 1'1 = ® ou 1'1 = CD, Nest dit

ter~ina1 et n'a pas de successeur. Sinon, on choisit dans 1'1 une paire

<el,eZ> € Tf x Tr (i1 en existe au moins une par definition de N). On cons-

truit L CHOIX(el,eZ,"N)' Si L = 0, tl est remp1ace par <!), le noeud ter-

mina1 echec, et n'a pas de successeur.

Sinon, pour taut 0 dans L, on construit l'arc

N :J. N' , avec

N' = SUPL(oN).



On definit vN eomme etant la variable de tete de e)(i.e. o=<vN""»,

et VN, = VN u VrovNJ.

Autrement dit, pour tout noeud N de A, VN eontient V et toutes les

variables h
i

introduites par CHOIX sur la branehe reliant NO a Po On a done

egalement V[N] c VN•

Remarquons qu'il peut y avoir plusieurs manieres de ehoisir la

paire <e),e2> dans N, et done plusieurs arbres possibles. Nous verrons que

ee ehoix n' importe pas, Et: QU' i1 peut done etre effectue par une heuristique

queleonqueo

Donnons un exemple d'un pas de eonstruction, avee N = {<e),e2>} et

VN = V ~omme dans l'exemple 3.3.2. Alors oN = f, et les 5 solutions

0
1
,".,05 de CHOIX (e

l
,e2,v) donnent les 5 sueeesseurs de N :

{<h(x,B),B>}

{<x(h'(x),B),A(B»}

{<x(h) (x,B) ,h2 (x,B)) ,A(B»}

®
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Ex~mp1e 1 :

<Y'rZ
)'

{<z.B>}

I
<z. B>

~
'~

E = f(f(x»), E' = A(A(B», V = {f,x}, avec

T(X) = T(B) = y, T(f) = T(A) = (y~y).

11 existe un AP unique, qui est fini

«f(f(x»,A(A(B»>}

~\ ~
<f,A> <f,~u·A(h(u»> <f.~u.u>

~ \ ----- ..
(~x,B~'} «h(A(h(x»),A(B»} «x.A(A(B»>}

<X!B' <h,Au'Mh' ci,\ \h.AU'U' <x,LYl'
~ ./ <h,A" ~ J
(S) {<h'(A(A(h'(x»».B>} & {<x.B>} «y.A(B»}

/ \ 11'
<h'.~u·B> <h'.~u·u> <x,B>

/ \1 ~
es> @ es>
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3.4.2.1. Exemp1e 2 :

E = A(y,x(B», E' = A(x(lu·y), B(y», v = {x,y},

avee '(y) = .(u) = y, .(B) = (y+y) •• (x) = «y+y)+y), .(A) = (yxy+y).

lei on a un arbre unique infini, avee un noeud sueees unique

au niveau 1. Dans ehaque noeud. on a sou1igne 1a paire <e I .e2> seleetionnee.

{<y.x(~u·y».<x(B).B(y»}

/'"<x.lw·B(h(w»> '<x.lwow(h(w»>

,/ ~
{<y.B(h(lu·y»>,<h(B).y>} ~

I
<y.B(z»

t
{·z.h(lu·B(z»>,<h(B).B(z»}

I"~
<h.lwoB(h'(w»> <h.lwow(h'(w»>

i ~
{<z.!(h'(luoB(z»».<h'(B).z>} {<z B(z» <h,('B) z>}

t • • •
I :
I I

V \Y

Remarquons que le noeud sueees provient direetement de

snWL ({ <y .y>. <B (h(B» ,B(y)::-}) •



3.4.2.3. Exemple 3 :

ou e = Au'v'w'oA(u'(v'),w'),

{x,w,f},
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avec T(U) = T(f) = «y+y)xyxy+y), T(X) = «(y+y)xyxy+y)+y).

T(U') = (y+r). T(V) = T(W) = T(V') = r.T(A) = (yxy+y).

De nouveau un arhre unique fini :

Soit 0 la composition des composantes de substitution le long du

chemin qui mene au noeud succes.

Avec ~ defini en 3.1.2., en choisissant h
y

l'unificateur :

z, on ohtient

~o~v = {<X,AuoU(Avoz,A(z,z),z».<f,AU'V'W'oz>,<w,z>}.

Inversement, tout unificateur de E et E' peut itre obtenu par

Nous allans voir dans le paragraphe suivant qu'il en est toujours

ainsi.

Remarquons sur cet exemple que la convergence est tres rapide.
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3.4.3. Preuve de correctionde la methode

Definitions: Soit A un A P de E et E' sur V, de noeud initial NO'

Pour tout noeud N de At on definit aN comme la cornposition des composantes

de suhstitution sur le chemin de NO a N. C'est a dire :

Finalement, on definit:

r(A) =' {aN~vl N = "@" dans Al.

On exprime la correctionde la methode de construction par

Theoreme 8 Soit A un pp quelconque de E et E' sur V.

r(A) est un FCP de E et E' sur V.

De'nonstration :

Elle se decornpose en ~ne preuve de coh~rence et une preuve de

completude, correspondant aux deux conditions dans la definition d'unFCP.

La coherence suit du lernme 3.5 ci-dessous, et la completude du lemme 3.6

ci-des sous. [1

Lernme 3.5. (de coherence)

Soit A un AP de F et F ' sur V, N un noeud succes quelconque de A.

Alors
aN E: P(r: ,E ') •

Demonstration :

Notons la branche de NO' sammet de A, a N, par

a
••• ~ N

P
= N "®"



~. € Spar
1

O~i~p.

Pour tout i~O, on a V[N.J c V •
1 N.

1.

On definit des unifieandes N. i~O par
1

No = {<E,E'>}

N. = o. N. 1 0< i~p.
1. 1 1.-

On a bien sur N. = SUTL(N.) ~i
1. 1

Soit VN defini eomme en 3.4.1.

On definit par reeurrence (deseendante)

t p r; ~Vfi avee r; defini en 3.1.2.
p

Cl = C o. O<i~p.
1- 1 . 1.
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Prouvons par recurrence que ~. € U(~.) ~i
1 1

La hase (i=p) est donnee par le lernme 3.1.

O~i:5p.

Supposons que~. € (I(N.); i>O.,C'est a dire que, pour tout
1 1

de N. \ :
1-

E;.o.e l = E;.o.e 2 et done~. 1 € U(N .. \) == {(N. 1)
1. 1. 1 1. 1- 1- 1.-

par le lemrne 3.3.

On en deduit done, pour i=O :

E;O = ~poN € {(E,E'), d'ou le resultat, 0

Lemrne 3.6. (de completude)

Soit P E P(E,E'), A un p.P oe E et E' sur V. 11 existe dans A

un noeud terminal sueees N tel que oN ~ p.

DemonstmHon :

Nous al Ions seleetionner Jans A un chemin

0
1

O
2

a.
N

O
- N~ ••• J N.

1 1.
i;::O,



3-Z6

et une sequenee de substitutions ~O'~I'···'~i teIles que, en denotant

-par N. les unifieandes avant simplifieation, eomme dans le lemme pre
1

e€dent, on ait

Yi~O

Vi>O

E;. € P(N.)
1 1

(I)

(2)

(3)

Nous prouvons ces proprietes par reeurrenee sur i. Pour i=O,

elles sont aisement verifiees en prenant E;O = p.

Supposons-les vraies pour i. Si Ni = "@", nous arretons, et on

a bien par (3) : oN. ~ p. Sinon, on ne peut pas avoir N. = "®", ear
1 V 1

Ni = SI~L(Ni)' et par le lemme 3.3 on aurait U(N i ) = 0, done P(Ni ) 0,

ce qui eontredit E;. E P(N.). N. est done un unificande r€duit, et
111

U(N i ) = lI(N i ) par le leITltlle 3.3 cE; i rvN. E lI(N i ) entraine E;j E P(t\j)'
1.

Soit <el,e Z> la paire selectionnee dans Ni lors de la construction de A.

On sait par le lemme 3.4 que, puisque en particulier E;j E P(e
l
,e

Z
)'

il existe dans L = CHOIX(e l ,e2 ,VN.) un ° unique tel que 3n :
1

E;.
1

<7r(E;.}.
1

(Rernarquons que eela implique L!0, et done N. nepeut etre un noeud echec
1

de seconde espece).

Choisissons pour N. I le noeud successeur de N. correspondant a 0,
1+ 1

et pour E;i+1 : n. (2) est immediatement v€rifi€. Pour tout couple <el,e Z>

dans N.
1

puisque VrNil c VN.' donc
1

t. I E P(N. 1) ce qui v~rifie (I). Par definition
1+ 1+
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de V , il est facile de montrer que
N.
~

I(°N. ) c VN.•
~ ~

Corrnne O'i+1 = 0', on a ~ . V ti+IO'i+1 et, en appliquant le
~ N.

lemme 2.14 ohtient
~

on

Par hypothese P V~iO'N.' et on a donc ~i+10'N. I VP, pu~sque V c VN.,
~ ~+ 1

ce qui verifie (3).

A cause de la condition (2) le processus doit s'arreter apres p

etapes. On a donc N = "@", et par (3)
p

Avant de poursuivre, illustrons la preuve ci-dessus par un exemple.

Exemple 4 :

E = ~w.f(~v.v(w))

V {f}

P {<f,~u'u(~w'w»}, avec

T(W) y

T(v) (y-+y)

T(U) , - ( (y-+y)-+y)

T(f) «(y-+y)-+y)-+y)0

On verifie que P E ((F,F') c P(F,E'). La hranche correspondante cons-

truite dans 1 'A P de E et F' sur V est :

{<~w'f(~v'v(W)),~W'W>}

0'1 =i<f'AU'U(h(U))>

avec T(h)

{<~w'h(Av'v(w),w),~w'w>}

0'2 =th ,AUW'\-]>

N = S
2

«(y-+y)-+y)xy-+y)
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Avee les notations de la preuve ei-dessus, on a

E;. = po

{<h,AUWOW>}

E;. = 0
2

a
N

2
V p). 0

{<f,Auou(h(u»>}

{<h,AUWOW>} U P

Ceei aeheve la preuve du theoreme 8.

si F et E'alors aN~v ~ p aussi).Cornrne nous l'avons remarque en 3.1.1

ne sont pas unifiahles, alors 0 est l'unique [cr de F et E' sur V si

E et E' sont unifiahles, 0 n'est pas un FCP. Ceci nDUS permet done de re-

eonna!tre l'unifiahilite de F et E' par la construction d'un AP. On peut

alors interpreter le theoreme 8 eornme suit :

Corollaire :

Soit E et E' deux terTles de meme type, V UD ensemble fini de

variahles contenant V[r] u VrE'], A un AP r:uelconque de E et E' sur V.

E et E' sont unifiables si et seulement si A possede un noeud succes ä

un niveau fini.

De plus, taut noeud succes permet de construire un unificateur

de E et E'. Cette methode est effective, 1e degre de branchement etant

fini ä chaque noeud.

Si l'on desire simplement rechereher l'unifiahi1itf, il suffit de

choisir V
N

= V[NJ-{v
N

} : 1a demonstration du 1emme 3.6 est toujours valid~,

sur les seules proprietes (I) et (2). r.eci permet d'autoriser des branches

eomme suit :
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<f AUV'U> <x A(y» <y B>®
{<f(x,y),A(B»} , ' '{<x,A(B»}' .;..ry,B>}~ S

{<f (A u. y) ,A (B) >} <f ,AX' x (h (x)) ~ {<y ,A (B) > } <y ,A (h) ~{<h, B>} <h, B~ ®

{<x,A(B»}<x,A(X)~{<x,B>}<XtB~~

11 n'y a en fait aucun int€r~t i perdre sur la g€n€ralit€ des

pr€unificateurs construits, carcel~ ne raccourcit en rien la re~herche

d'une solution. ne fait, vN est essentiellement un artifice technique pour

faciliter les preuves. Dans la pratique, il n'est pas n€cessaire de le

calculer, et il suffit que CH01X g€n~re toujours des nouvelles variables.

La construction d'un AP peut ~tre utilis~e €galement pour g€n€rer

un ECP. Remarquons que cela ne nous donne pas en general un ECU. En effet,

nous ne connaissans pas toujours un ECU pour un noeud succ~s avant simpli-

fication. En fait, la recherche d'unificateurs dans le cas flexible-flexihle

est tr~s generale et non dirigee, ce qui produit heaucoup de redondance da~s

les calculs. Nous prenons done avantage de ce phenom0ne, en repoussant ä la

fin ces cas diffici1es.

Nous allans voir dans le paragraphe suivant COTTllnent nOlls pOllvons

am€liorer encore l'a1gorithme de constrllction d'un M ,de maniere a ce

que l'ensemhle des solutions forme un ECPI.

3.5. Arbres de preunification ind€pendants

Taut d'ahord, mc.,trons sur un exemplp. que nClUS generons des noeuds

inutiles dans un AP.
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N =
4

/
<h I ,AU. u>

,
N =5

.~

N
2

= {<h(B),C(R»}

/ \' .

<h,C> <h'>U'C(h'~ .

./ ' , <h,Au·u>

® l ~
{<hl(B),R>} N7=

\
<;h I ,AU. B>

N =
3

N,?<f(BJ'~»J

<f,A> <f,Au·A(h(u))>

/
®N =

I

Du point de vue de la g~n€ration dlun ECP N
3

est redondant,

Du point de vue de llexistence dlun unificateur pour E et F I
,

NI est egalement redondant, car oN f'v = {<f,Au·A(u»} est une suhstitution
7

plus generale que oN ~v = {<f,A>} dans Ze contexte f(B). Pour exprimer cela
I

precisement, naus avons hesoin de nouvelles definitions.
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3.5.1. Definitions

Soit e = AU ···u '@(e ••• e ) un terme quelconque en forme
1 n I' 'p

canonique.

On definit recursivement :

- LJsrn(e) - {e} u . 1 STt-f(e.).
1'" 1

Les elements de STM(e) sont appeles sous-te~es maximaux de e.

Par exempie, avec e = f(A,B),STM(e) = {f(A,R) ,A,B} ; f et f(A) sont des

sous-termes non maximaux. Autrement exprime, les sous-termes maximaux de e

sont les sous-termes de e

I) Gui ne sont pas de la forme AU'e'

et 2) qui n'apparaissent pas en partie gauche d'une application.

Les sous-termes maximaux sont les sous-expressions de nos repre-

sentations abregees, sans leurs en-tetes.

Soit e E T, fE VreJ. On appelle c.egre de f dans el'entier:

3.5.2. Construction d'un arbre de preunification independant (APr).

3.5.2.1. Modification de CHnIX

On rajoute a CHOIX un 4eme argument ö~O.

CHOIX (e l ,e2 ,V,ö) construit les memes tenmes que l'algorithme

donne en 3.3.1, sauf qu~il se restreint ~ generer des composantes

<f,e> avec H[eJ~ö

3.5.2.2. Construction d'un API.

Elle procede comme au 3.4.1. Pour chaque noeud N construit, avec

VN et vn definis comme en 3.4.1 , on construit
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-Si vN € V (c'est a dire vN € L = V[E] u V[E'J) alors 6
N

=O.
-I .

-Sinon, soit N le noeud ancetre de N dans l'arbre le plus

-Iproche tel que vN ,V[N J :

On doit alors avoir vN .€ V[e]. (C'est a dire qu'on a introduit

vN comme nouvelle variable, par CHOIX appele en N- I
). On definit dans

ce cas

Ö
N

= Ö (e) = RreJ.vN
Le reste de la construction procede comme en 3.4.1.

Par exempIe dans l'exemple 5 le noeud N
3

n'aurait pas ete

produit, car öN = I.
2

3.5.3. Preuve de correction

Definition :

Deux noeuds sont dits independants dans un arbre si l'un n'est

pas un ancetre de l'autre.

Lemme 3.7. d'independance

Soit A un API de E et E' sur V. Pour tout couple de noeuds

independants NI et N2 de A, on a

a I C1
NI L N2

avec L VrE] u V[F'J.

Demonstration :

* IN
* _.JI I

I N..... * IN
2

Soit NI et N2 deux noeuds independants de A, N leur ancetre

commun le plus proche



Pour tout noeud N dans la branche NO
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(resp.P 2(N)) comme la cornposition des cornposantes qui etiquettent la

branche de N a NI(resp. de N a

<p (N) # P I (N)

autrernent dit

On defini t la propriete <p par

P
2

(N)

Nous allons pyouver qu'il existe N entre NO et N tel que

(I) , HN)

(2) v
N

E L

Pour cela, soit N entre NO et N tel que vN 'L (i.e. vN ' V).

En detinissant N- I comme au 3.5.2.2on prouve que <p(N) ==} HN~I).

Definissons

-I (J ~ *N ~ ~ N ~ N avec

Avi' ••• w • ~ (. •• v (w • •• \007 ) ••• )I n ~! , NI' , n '

On suppose l<p(N-I), e'est a dire :

-I
Par definition, PI(N ) = PI(N)~(J

-I
etP 2 (N ) PI(N)~O. On ohtient done

supposant que las w. sont choisis de rnaniere a ne pas creer de eonflits,
1

on a en partieulier nIPI(N)~e' = n2P2(N)~e' avee e' = vN (wI,···,wn).

Mais vN E V[N] implique que vN ' V(~) et done que ~e' = e', d'ou

nIP;N)e' = ~2P2(N)e', c'est ~ dire :

[nIPI(N)vNl(wI"",wn) = rn2P2'N)vNl(wI, .. ·,\In).
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Soit maintenant a t la eomposante initiale du ehemin de N a Nt'

Par definition, on a oN = n. Par 3.5.2.t., on a done H[atvN]~n, et

-
pllisque eette propriete se eonserve par eornposition : HrntPt(N)vN~~n.

Puisque les wi n'apparaissent pas dans n\Pt(N)vN, on a alors

AW1···w~·rrntpt(N)vN](Wt.···.wn)] = ntpt(N)vN

par simple a-eonversion. Par symetrie. on obtient done

ntP\(N)vN = n2P2(N)vN

e'est a dire l~(N). Par eontraposition, on a bien ~(N) ==> ~(N~t).

Ce resultat nous fournit 1e pas de reeurrenee. La base de 1a

reeurrenee est ~(N), qui deeou1e du fait que 1es eornposantes ehoisies

par CHOIX sont independantes. Par reeurrenee. on ohtient done qu'i1

existe N entre NO et N tel que ~(N) et vN € L. On a done. pour eet N

= = et simi1airernent

Ce 1emme nous donne 1a eondition d'independanee des solutions

ohtenues aux noeuds terminaux d'un AP1. La eondition de eoherenee est

bien sur toujours valahle, puisqu'on a seu1ement supprirne eertaines solu-

tions. 11 reste a rnontrer que 1a eondition de eompletude est toujours vraie.

Lernrne3.8. de eompletude des AP1

Soit p ~ P(E,F.'). Dans tout AP1 A de F. et E' sur V i1 existe un noeud

terminal sueees N tel que a < P
N V •



Demonstration

c'est 1a meme que pour 1e 1emrne 3.6, a 1aguelle on ajoute

l'hypothese de recurrence
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Vx € V n P(.;.)N. ~
~

H[.;.x] ~ ~ , avec ~ defini par
~ x x

- si x € Valors 6 = H[px]
x

- sinon, x a ete introduit en N., j<i, par 1a composante <vN.,e>
] ]

a10rs ~x
H[e] •

Pour 1a base, avec ';0 =p et VN = V, c'est evident. Pour 1e pas
o

de recurrence, puisque 1a propriete est supposee vraie pour i on a, en

particu1ier pour x = vN :

Hf';ivNJ ~ 6x ~ ON'

Le 1emrne 3.4 peut a10rs s'app1iquer, et par construction

Vx € (VN.n O(';i)) - {vN.}
~ ~

C IX
~+

t,. x,
1

'Y x € V -V
N. I N.
~+ ~

H[ E;. Ix] ~ H[.;. v
N

] ~ 4
x

'
~+ 1.

1

Pour cette derni~reinega1ite, SL on a x=h. (avec 1es notations
J

de 1a preuve du 1emme 3.4), a10rs

= k etHf.; i vt-L 1
~

Ceci pemet de

Hf.;. Ix J = 1<. + Rr E ~ ] 0

~+ J

conc1ure 1e pas de recurrence, le reste de 1a

preuve etant identique a ce11e du 1ernme 3.6. n
Nous pouvons maintenant enoncer notre theoreme d'adequation de

1a construction :

Theoreme 9 : Soit A un APT quelconque de F et E' sur V. E(A) est un FCPI

de F et E' sur V.
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Nous pouvons done reeapituler les proprietes de E(A) par

VOE E(A) oE - oE I

Vp pE - pE I ==} 3!o o ~ p

o I
V

'r/°1,02 E E (A) °2° 1:0"
1 L avee L

I 2
vr EJ u V[ E'] •

Considerons par exemple E,E ' et V eornme donnes dans l'exemple 5

ei-dessus. On a ßN = H[AuoA(h(u))] = 1 et la eomposante <h,C> n'est done
2

pas generee. Soit A' l'arbre A sans le noeud ~3

A' est un APl. lei E(A') eontient deux elements

{<f,AuoA(C(u))>}

{<f,AuoA(C(R))>}.

Dans ee eas, on obtient immediatement des unifieateurs, et

r(A ' ) est done un ECUM.

Le theoreme 9 nous fournit un theoreme d'existenee d'un FCPT

en le eomhinant avee le lernme 3.2., on obtient

Corollaire :

Pour toute paire E ,E I de termes de weme type, et pour tout ~nS'embl'e

V fini de variables, avee VrE] u V[E I J c V i1 existe un ECPl de F. et E',

sur V, qui est unique modulo v·
En fait, E (A) posserle une propriete d'unieite qui est plus forte que

l'equivalenee :: ; soit A et A' deux APT de E et E' sur V. Alors il existe
V

une substitution p qui est une bijeetion dans V-V (C'est a dire une pennu-

tation de variables non dans V) teIle que E(A') = p E(A). Autrement dit,

E(A) et E(A ' ) ne different que par le nom des variables h. introduites par
1

CHOIX. Nous ne prouverons pas iei eette propriete.



Cette propriete d'unicite de E(A) peut etre interpretee comme
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une propriete Church-Rosser de la construction des AP : choisir une'

paire <e
l
,e2> plutot qu'une autre n'affecte pas l'ensemble des solutions~

Ce choix n'affecte meme pas 1a hauteur dans l'arbre des differents noeuds

succes. Par contre il peut affecter l'apparition des noeuds echec, et

donc la terminaison dans le cas ou U(E,E') = 0.

Considerons l'exemple suivant :

Soi t dans un pp le noeud :

N {<f(A),F(f(A»>,<AUV.g(V),AUV.U>}

avec T (A) T (u) = a

T (v) ß

T (f) (a-+ß)

T (F) (ß+ß)

T(g) (ß-+a).

Si l'on decide de choisir en N la deuxieme paire, CHOIX retourne

immediatement 0 (aucune regle nIest applicable) et la branche ahoutissant

a N s'arrete sur cet echec. Si l'on choisit la premiere paire, on peut

aboutir a la construct~on d'une branche infinie :

N1<',Au·F(h(u))>

{<h(A) ,F(h(A»>;<AUV·g(V) ,AUV·U>}

t <h,AU.F(h'(u»>

o ••

Pour eviter ce genre de phenomene, il est souhaitable de repre-

senter les unificandes comme des piles, et de donner a CHOIX la paire

<flexihle, rigide> la plus ancienne dans la pile.
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Lorsque l'on est interesse uniquement a l'existenee d'unifiea-

teurs, nos API ne sont pas tout a fait minimaux. Par exemple, dans l'arbre

A' pour l'exemple 5, le noeud NI est redondant. Nous allons montrer main-

tenp~t comment supprimer eette derniere redondanee.

3.6. Arbres d'unifiabilite

3.6.1. Construetion

Les arhres d'unifiabilite ~0nt des API simplifies. CHOIX est

eomme defini en 3.5.2.1.

Soit N le noeud courant de la eonstruetion, OU l'on ehoisit la

paire <e
l
,e2>, soit vN la variable de tete de e

l
.

d ~f·· .." > 0On e lnlt u N - par:

O~ = min {ovN(e)lvN € V[el et «e,e'> € N v <e',e> € N)}.

(On a done en partieulier o~ inferieur ou egal au nombre d'arguments de e\).

La definition de 0' n'est qu'apparemment compliquee ; intuitivement,
N

e'est 0 (N), avec ~ eonsidere eomme un terme. o~ peut se ealculer par
vN

simple inspeetion de N, alors que oN eomme defini en 3.5. neeessite de

-I
remonter dans l'arbre jusqu'a N •

On peut maintenant eonstruire les sueeesseurs de N, suivant l'en-

Le reste de la construction est le meme gu'en 3.4.\.

Un arbre eonstruit de eette fac;on est appele al"bre d'unifiabilite

de E et E' (abrege ~U). Remarquons qu'il n'apparait plus d'ensemble V

dans la construetion.

F.n reprenant eomme exemple notre exemple 5 de 3.5., les noeuds

NI et N3 n'auraient pas ete produits, ear O~O I.
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3.6.2. Correction

Le theoreme 8 n'est pas vrai des AU. Mais tout ce que nous

desirons ici, c'est un equivalent de son corollaire.

Pour la coherence, c'est immediat puisqu'un AU est un AP

dans lequel on a supprime certaines hranches Oe lecteur verifiera que

le leffiIlle 3.5. est toujours valahle si on rel'lplace "N par V[N]). En fait,

nous pouvons prouver davantage : les AU sont des API simplifies. Pour celä,

il nous suffit de montrer que, pour tout noeud N et pour tout choix de vN'

on a o~ ~ oN'

Lemme 3.9. o~ ~ oN'

Demonstration :

Soit E et E' des termes de meme type, V un ensemble fini de variables

contenant V[E] u V[E'], A un API de E et F' sur V. Soit N un noeud quel-

conque de A, vN la variahle choisie en N.

Si vN € V, alors le resultat est evident car oN

N- I l'ancetre de N dans A ou v
N

a ete introduite

O. Sinon, soit

-I 0'1
N - N - •••]

avec °1
<x AU··· U .@(... v (u • •• u ) ••• ) >
'] n 'N]" n'

-I
Soit NI = 0IN • Dans NI' tous les sous-termes max~maux de tete v N

ont au mOlns n arguments, et comme SH"PL laisse intacts les termes de te te

vN (puisqu'ils sont flexihles) cette propriete est vraie de N]. On prouve

par recurrence qu'elle est vraie de N. avec i~p.
~
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Supposons la propriete vraie de N., avee i~p. Comme
1

vN. f vN• on a 0i+l[vN(el,···,em)] = vN(oi+lel"",oi+lem) ; 0i+1
1

ne peut pas introduire vN' par definition de N-
1

• Le nombre d'arguments

de v
N

ne peut done qu'augmenter, et la propriete est done vraie de N. I'1+

Elle est done vraie de N, par reeurrenee. Comme il existe au moins une

oeeurrenee de vN dans N (la tete du premier terme de la paire seleetionnee),

eela prouve bien que o~ ~ n = 0N'O

La preuve que nous venons de donner n'est pas eompletement far-

malisee. Pour faire'une preuve rigoureuse, il nous faudrait demontrer

plusieurs l.emmes "teehniques" sur 0 (e) qui sont intuitivement triviaux.
x

Le resultat n'etant pas essentiel pour la suite, nous avons prefere

donner une preuve plus informelleo

Pour la eornpletude, nous prouvons un lemrne plus faible que 3.6.

Donnons d'ahord quelques definitions.

Definitions :

Pour taut type a € T, on definit l'arite composee de a par

alors 0

#(a)

s1non

n

a = (a xa x.·.xa -+ ß) avee ß € T alors n + .L. #(a.).
1 2 n 0 1=1 1

Paur tout terme e € T. on defini t la comp lex?: te X(e) de e par
~ q

X(Au 1u2"'u .@(el.···.e)) = .L..1x(e.) + .L: I#(a.) + q. oun p 1= 1 1=p+ 1

,,(@) = (a xa x··· xa -+ ß).I 2 q .

La eomplexite x(e) d'un tetme est une mesure qui eroit avec la

taille w(e). mais qui est plus fine ear elle tient campte des types

apparaissant dans e.
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Exemple6 :Soit e" f(x), avec T(X)" (YX(y-+-y)-+-y)

et T(f)" «yx(y-+-y)-+-y)x(y-+-y)-+-y). On a n(e) = I,

mais

Definition

X (e) x(x) + # «y-+-y» + 2 '= 3 + 1 + 2 = 6. 0

On etend X ä S de la meme maniere que n :

Soit a = {<x.,e.>!lsisn }.n=lV(O')I. On definit
1 1 n

X(O') = n + I x(e.).
i .. l 1

La precaution n = 10(0')1 est importante ici. car on n'a pas

toujours X(x) = 0. pour x E V. En fait :

LemIT1e 3.10

"fix E V
CI.

Vemons tr'ati on :

Soit x E V avec ,aa'

x(x)=#(a).

(a xa X"'xa -+- ß). Alors. par definition1 2 . n

n

X(x) = i~I#(ai) + n = #(a). 0

Definition:

Soit e = AU ,,·u '@(e •••• e) avec
1 n' l' p •

T(e) = (a X"'xa x"'xa -+- ß), m~n.
1 n m

Pour tout k tel que nSkSm, on definit le terme e pro longe cl

e t k

ou les

AU ···u u ···u ·~(e ••• e u ••• u )
1 n n+ 1 k· 1' • p' n+ 1' • k '

u ···u sont des variables de types respectivement a "'an+ 1 k n+ 1 k

n'apparaissant pas dans e.

Par construction. on a H[etk] k. De plus
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Lemme 3.11.

Vx,e,E tels que T(X) = T(e), 'Vn tel quex '- V(n), ';k

H[ e]:SkSö (F.) ===*' oE = 0 'E,
x

avec 0 = n u {<x,e>} et 0' = n u {<x,etk>}.

Demonstration :

Par recurrence structurelle sur E.

Soit e = AUI··~un·@(el,···,ep).

On suppose E = AV ,,·v .@'(E,' •• ,E )1 m 1 q ,

avec oE . ., 0'F..
1. 1.

I:si:sq.

(i) @' ~ x. Alors OE AV ···v 'n@'(oE ••• oE )1 m· I' 'q

AV ,,·v -n@' (o'E ••• o'E )1 rn-I' , q

= O'E.

(ii) @' = x.

On a q~6 (F.) par definition de ö
x

~ k par hypothese.

~ n par hypothese.

En utilisant le lemme 2.3., et en supposant qu'il n'y a pas

de conflits,

on a

et

oE

o'E

AV • ··v ·@(pe ••• pe oF ••• oE )1 m 1' 'p' n+ 1' , q

Av ••• v • ((1 (p , e ••• ,p , e p' u • •• p' u 0' 'E • •• 0 I E )
1 m l' p' p+ 1' , k' -k+ 1' , q

avec

et

p

p'

{<u. ,oE. >, 1:si:Sn}
1. 1.

{<u. ,0'E.>II:Si:Sk},
J 1.

(a) l:Si:Sp Puisque 'l. n'apparait pas dans e. n<j:sk par construction
J J.

de etk, on a

p'e ... pile.
1. 1.

pe.
1.

de recurrence.

avec

car

P 11 = p' "'{ tl • •• 11 }
I I' 'n

OFf = O'E
f

Isf:Sn par hypothese



(b) p<i:5k p'u. o'E. .. oE. par hypothese de recurrence.
1 1 1

(c) k<i:5q o'E. = oE. par hypothese de recurrence.
1 1

ce qui. conclut oE = o'E dans Ie cas (ii) • 0
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Lernme 3.12

Demonstration :

~e et k tels que e+k ait un sens x{etk) X (e) •

Immediat par la definition de etk, en utilisant le Iemme 3.10.0

Nous sommes maintenant en mesure de prouver notre lemme de

completude.

Lemme 3.13 oe co~pletude des AU.

Soi t E et F.' deux termes de me~e type unifiables. Tout AU

de F. et F' possede un noeud succes ä distance finie.

Demonstration :

Soit P E U(E,F.'), A un AU de F et E'. La demonstration procede

com~e pour le lemme 3.6 ,mais avec des hypotheses de recurrence moins

fortes. C'est a dire qu'on cherche dans A un chemin
0 1 0 i

NO- N1---+ ••• -+ -- Ni •••

et des suhstitutions ~O'~I'~'" teIles que, avec Ni denotant Ni

avant simplification, on ait :

\ 't/i>O ~. E U(N. ) ( 1)
1 1

"Ii >0 X(C)<X(C I) (2)
1 1-

Pour i=O, prenons ~O = P.

Supposons maintenant (I ) et (2) vrais pour 1.

Si t'. = "(§) " , on arrete et le le\T!Il1e est prouve.
1
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Sinon N. ne peut pas etre un noeud echec de premiere espece,
1

par le lennne 3.3 , puisque 1';. E U(N.). Posons N. = SIMPL(N.).
1 1 1 1

LI (N.) = LI (N.) imp lique 1';. E U(N.) • Detinissons:
1 1 1 1

- x - vN.
1

- e = ~.x = AU ···u .@(E' ••• E')
"1 ,I n I' , p ,

- ~. = 1';. ~ (V(~. ):..{x}) •
1 1 1

- k :: 6'N.
1

- p.
1

{si kSn alors 1';. '
- ' 1

sinon 1';. u {<x,etk>}
1

Pour tout <e l ,e2> dans Ni' prouvons Pi e l = E;iel' Si ksn, c'est

immediat. Sinon RreJ = n<k$(\(e l ) par definition de o~. = k. On peut donc
1

appliquer le lemme 3.11 pour prouver Piel = l';ieJ' De meme Pie2 = E;ie2'

Ceci. entraine donc que P1' E LI(N.). Mais maintenant R[P.xJ~k implique,
1 1

comme pour le leI!'tl1e 3.3 , que CHOIX va retourner une cornposante solution 0

teIle que HroxJ = H[p.xJ. Ceci entraine en particulier que N. n'est pas
1 1

un noeud echec de seconde espece, et on peut prendre o. 1 = ~, et N. J
1+ 1+

comme le successeur correspondant de N. dans A. Examinons les deux cas
1

(i) ox = AU ···u .@(E "',F)
1 n I' p

ave cF. = h. (u 1' ••• , u ), h. , V[ N . J •
1 1 n 1 1

Soit n =~. u {<h.,Au1",u .F~>}
1 1 n 1

cl 'ou nEU (N. 1)'
1+

On a p. = 1';. 'no,
1 1 V[N. J

, l'

P
et x(n) = x(E;.) + I x(Ei)

1 i=1
+ p > x(E; . ) •

1

(ii) k = n+m m>0 crx = Au ···u .@(E ••• E ) pour respecter le1 k' I' , p+m

type de x, avec Ei = hi(ul,···,uk), h i ' VrNiJ.
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u {<h .,AUtOOOukoU .>It:<:;j~m}.
p+J n+J

De meme qu'au eas (i), nous avons iei

= na , d' ou n € LI (N. t)'
V[N.] 1+

1

et X(~i) par le lemme 3.12.

Dans les deux eas on peut done ehoisir ~. t
1+

les deux hypotheses de reeurrenee pour i+1.

n, ce qui prouve

A eause de (2) la eonstruetion doit done s'arreter sur un noeud

sueees, ce qui termine la preuve. 0

Pour illustrer la preuve ei-dessus, donnons tout de suite un

exemple.

Exemple 7

Soit
E f(Avwow(A),B)

E' B(A)

T(A) = T(V) Y

avec T (B) T (w) (y+y)

T (f) «yx-(y-+y)-+y) x (y-+y)-+y)



Considerons une portion d'un API de F. et E' sur {f}

NO c {<f(Avw.W(A),B),R(A»}
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, <f,AU'u(h(u))>

®

Nous ignorons deliberement les autres hranches de l'arhre. Fn

fait, nous somrnes interesses en 1 'unificateur

~O = {<f,AU'U(C»} de E et E', avec T(C) = y. ~O est obtenu

directernent par composition avec oN ' mais N4 ne serait pas genere S1

4
on se restreint aux AU. Avec 1es notations de 1a preuve ei-dessus,

on a : 4



lei de meme, NS n'est pas genere, ear

eonstruire PI = {<h l ,AuwoC>,<h 2,Auw\'ow(v»},

6k = 3i On doit done
1

X (p 1) = 3.
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Maintenant P2 = ~2' et ~3 = {<h 1,Auw'C>}' X(~3) = I.

Comme N3 = (]), \8 eonstruetion s'arrete. Le preunifieateur (qui est iei

un unifieateur; E et E' trouve est done :

aN ~{f} ~ {<f,Auwou(h1(u,w),Avow(v))>}. 0
3

Cet exemple nous montre qu'un AU peut avoir son premier noeud

sueees plus profond qu'un API. Par eontre, les AU permettent en general

une eonvergenee plus rapide, ear le degre de ~ranehement des noeuds est

plus petit, ee qui est tres important ear c'est de lui dont depend le

eOeffieient exponentiel. L' exemple ei-dessus est bien sur, "pathologique".

et non representatif de ee qui se passe en pratique.

Nous pouvons maintenant enoneer notre theoreme de correction des AU.

eonsequenee immediate du le~me 3.13.

Theoreme 10 :

Soit E et E' des termes de meme type, A un AU Quelconque de

E et E'. E et E' sont unifiables si et seulement si A possede un noeud

sueces a distanee finie.

Remarques :

1) On potirrait penser que la eonstruction d'un API comme definie en 3.5. est

trop eompliquee. et en s'inspirant des resultats de ce paragrapre definir

une al1tre eonstruetion. ou au noeud N on appelerait r.POIX(el.e2.\TN.6~).

avee :
6"

N
si vN E Valors 0

sinon c~.
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Mais cette construction est incomplete, en ee sens que l'en-

semble des solutions obtenues ne forme pas un ECP. L'exemple 6 ei-dessus

nous fournit un contre-exemple : le noeud NS serait rejete, ear en

N • 15" = 15' = 3 > H[Auwow] = 2. Le preunifieateur p = {<f,AUwou(A,w»}
1 • NI NI

nIest minore par aucune des solutions eonservees.
I

2) etk se deduit de e par une serie de nrexpansions. Lorsque nous autori-

sons la n-eonversion eomme regle de eonversion supplementaire, on a done

etk = e. 11 semhle done que, dans ce langage, natre eonstruction va se

simplifier paree que beaucoup de solutions vont se factoriser en une

solution unique. C'est ce que nous verrons au chapitre 4.
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3.7. Cas particuliers

Nous allons nous interesser a quelques cas particuliers du probleme

de l'unification, et montrer que l'on peut conclure plus preciseJT\ent dans

ces cas. En particulier, nous montrerons en 3.7.2 cornrnent la demi-unification

peut se ramener ä un cas particulier de l'unification.

3.7.1. Cas d'un terme ferme

Nous allons supposer ici que E' est ferme, c'est ä dire que V[E'] = 0.

Remarquons tout d'abord que·le probleme du filtraee de E vers F' est

identique ici ä l'unification de E et E'.; tout filtre est un unificateur, et

reciproquement :

F(E ,E ') = LI (F ,E ') •

De plus, tout pre-unificateur est un unificateur,comme le JT\ontre

le lernme sui vant.

LeT1'me 3. 14

Si V[E' ] alors Ve e ~ E' ~ e = E'.

Demonstration :

Par recurrence sur F'. 0

Corollaire

Si V[E'J elors U(F,F') F(F ,E') •

Dernons tration

Soit a E P(E,F'). Faire e = aF dans le lemJT\e 3.14. Q

Dans ce cas, le thp.oreme 9 nous perrnet de conclure.

Definissons un ense111ble complet d 'unificateurs independants (FCllI)
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eomme un ECUM r. verifiant la condition d'independance

'10,0' € E
O:FO '

o I 0'
I. avec I. = (I[E] u V[E'l.

On definit de ~eme des ECDI.

On peut maintenant enoncer :

Lemme 3.15 Soit E et E' deux termes de meme type, avee I/[E'] = 0.

Soit /J" un "PI queleonque de E et E' sur V, avee V[E] c V. Alors

E(A) est un ECUI de E et E' sur V, et done aussi un ECDI de E vers E'

sur V. (Rappeions que par definition Va € r.(A) V(o) c (I[E] u (IrE']).

Nous allons voir dans le prochain paragraphe que l'on peut toujours

utiliser un ensemble complet de pre-unificateurs pour definir un ensemhle

complet de de~i-unifieateurs meme lorsque (lrE'l :F 0. Mais la eondition d'in-

dependance sera remp1aeee, dans le cas general, par la condition plus faible

de ~inimalite.

3.7.2. Demi-unification

Rappelonsqu'un demi-unificateur 0 de E vers E' est un filtre laissant

invariantes 1es variables de E' :

oE = E' avec V(o) c VrFl-VrE'l.

11 est facile de ramener 1e probl~me de 1a demi-unification au cas

particulier d'unification avec un terme ferme, en "ge l an t" les variables de F'.

Plus precisell'ent, soit (IrE'] = {x1,···,xkJ.

Introduisons n nouvelles constantes XI'··· ,~, de types T(X i )

et considerons la suhstitution :

E;, = {<x.,x·>II~i$k}.
1 1

T(X.),
1



Une teIle substitution peut naturellement s'inverser.

C'est a dire, pour tout terme e construit sur
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0, i1 existe

un e' unique construit sur C, et tel que ~e' = e. En effet, on peut definir

-1
un tel e' comme etant ~ [eJ, avec :

-1 -1 -1
~ [AuI···un·@(el' ••• ,ep)] = AUI···un·@'(~ [ell,···,f; Cep])'

@ si @E V U C
avec @' =

x. si @ = X.
1 1

-1
Les crochets servent a insister sur le fait que f; n'est pas une

substitution. 11 est facile de montrer, par recurrence sur e, que

-1
f;f; re]

f;-I [f;eJ

= e

= e

pour tout e tel que VrE] n V[E'J

pour taut e construit Bur C.

Nous allons maintenant montrer comment il est possible de construire

un ECD~ de E vers E' a part ir d'un FCP1 de f;F et f;F'.

Lemme 3.16

Soit E et E' deux termes de meme type, et soit V

L V[E] u VrE'].

VrF] - VrF'],

Soit E un ECP1 de f;E et f;E' sur V, tel que pour tout er dans I. on ait

1(0) n VrF'] = 0.

Pour tout 0 dans r., on definit 0' -1 I{<x,f; rox]> x E V}.

Alors E' = {o' 10 E r.} est un F.CDM de E vers F' sur 1..

Demonstration :

Nous montrons successivewent que E' ales proprietes de coherence,

co~pletude, et miniwalite.



(i) eoherenee.

Soit 0 E L. Par le eorollaire au lemme 3.14, on a

o~E o~E' = ~E'.
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=

D'autre part, o~E =

d'oii E' -I
~ ro~E]. (I)

(0 f'v) ~E car vr ~E] = V

(of'v u OE ear V(On V o et 1(0 0.

Pour tout X dans V[E] :

-si x E Valors ~o'x = ox par definition de 0'

- si x E V[EJ n V[E'] alors ~o'x =~x

done dans tous les eas (o~V u ~)E = ~0'F. d'ou

ear 0(0') c V

-I
o'r =~ [o~FJ. En eorn-

binant avee (I) on ohtient bien E' = o'E, d'oii 0' E V(E,F').

(ii) eornpletude.

Soit p E V(F.,F') i.e. pE = E' avee pep) c v.

Nous supposons de plus qUf~ 'Vx E Pcp) px est eonstruit sut:' C, naturel-

lement. On a :

~pE = ~p~E ear V(p) c V et 1(~) 0.

Done ~p~E = ~E', i.e. ~p E P(~E,~F.').

r. etant un ECP de ~E et ~E' sur V, il existe 0 dans r tel que

:In n° ~p, e'est a dire : Vx E v nox = ~px. (2)
V

On definit 0' = {<x,~-I[ox]>lx E v}, et v' 1(0') u (L-V(a'».

Consideroris 1a substitution ~ definie par

n = {<x,~-I[~n~xJ>lx E v'}.

Pour tout x dans v', on a done ~nx = ~n~x (ear pour tout e,

V[~e] n V[E'J = 0).

Done, pour tout ter~e e tel que VreJ c v', on a aussi
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En partieulier, en prenant e = o'x, avee x queleonque dans L,

on obtient 'Vx € L

Par definition o'x est eonstruit sur C, et de meme no'~

-I
(par definition de ~ ). On peut done eerire :

'fx € L no'x = ~-I[~n~o'x]. 11 y a maintenant deux eas

- X € V
-I

o'x = ~ fox] par definition de 0'

d'ou ~o'x
-I -I

= ~ [~n~~ [ox]]

-I 1(0) V[E' ] 0~ [~nox] ear n =

-I en utilisant (z)= ~ nE.;px]

-I est idempotent= ~ [~px] ear ~

- X € V[E']

= px

ox' = x

ear px est eonstruit sur C par hypothese.

d'ou no'x

= px ear V(p) c V.

Done dans tous les eas, on trouve

no'x = px, et done

p so', avee 0' € r.'.
L

(iii) minimalite.

Soit 01'oZ dans L, 0 1 ~ 0Z.

Supposons qu'il existe p tel que O2 = PO;.
L

c'est a dire :

-I -1
- ~x € V ~ [ozxl p~ [0 IX] (3)

e t - 'fix € V[ E ' ] x = px (4) •
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On rnontre faeilernent par reeurrenee sur e. que pour tout e

tel que V[e] n V[F'] = 0. on a :

f,;pe-l[eJ = f,;pe.

si @E C U V pas de

f,;p(Au ···U .x.(•••• f,;-I Ce .] ... »
1 n 1 J •

= f,;(AU ···U .x.C··· p~-I[e.] ... »
1 n 1 • J •

-I= AU "·U ·X.(··· f,;pf,; [e.] ... )
1 n l' J •

En effet. avee e = AU ···u .@(e ••• e )
1 n . 1• • p

problerne. Si @= X.• alors
1

-I
~pf,; [e}

= AU ···U ·X.(··· f,;pe .••• )
1 n 1 • J'

f,;pe.

en utilisant (4)

par hypothese de reeurrence

En particulier. en

on obtient : Vx E V

dans (3), on a: 'fix E "

c'est a dire

prenant e = 0lx, pour x queleonque dans V,

-I
f,;p~ [olx] = f,;polx et. en reportant

-I
f,;~ [oZxl = f,;po1x.

0zx = f,;polx.

Done °1 ~ 0z' ce qui est contraire a Ia condition d'independance de 1..

(Rernarquer que V = V[f,;E] u V[f,;E'J). n

EKernple :

Soit

I:'
f(A)

g(A)

On a 1C1 V = {f}, I.

On peut rnontrer que E

avec

{f,g}.

I
T (A) = Cl

T(f) = T(g)

{<g,c,>}.

(Cl-+Cl )

avec {<f,Au.. G(u»}° 1

°z {<f.Au·C(A»}

°1 = {<f, G>}.



D'ou E' = {oi,02,oj} est un ECDM de E vers E' sur L, avee

\ aj
{<f,Au-g(u»}

0' = {<f,Au-g(A»}2

0' = {<f,g>}. 0
3

Remarque :

Cet exemple nous montre que la eondition d'independanee de E, si

elle implique 1a eondition de minimalite de T', n'en i~plique pas pour

autant une condition d'independanee.

En effet, on a par exel"lp1e noi = nCi2, avee

11 ne faut done p8.S pouvoir esperer eonstruire un ECD1, lorsque

v [EI] f 0, et eeci meme en se restreignant au second ordre.

Theoreme 11 : Soit E et E' deux termes de meme type, et soit

L = V[EJ u VrE'J. 11 existe un ECDM E de E vers E' sur L, qui est

unique a un isomorphisme pres o

Demonstration

Soit A un AP1 de tE et tE' sur L. n'apres 1e thioreme 11, E(A) est

un ECP1 de E et E' sur L, et done aussi sur V = V[EJ-V[E'J. De plus, par

eonstruetion, pour tout 0 dans E(A), on a

1(0) n L = 0.

Par le lemme 3.16, E(A)' est done un EcnM de E vers F' sur L.

L'unicite d'un tel fcnH se demontre comme le lemrne 2.16. n
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Remarques :

1) En pratique, il nIest pas besoin de faire intervenir ~ explicite~ent.

11 suffit de "geIer" les occurrences libres des variables dans V[E'],

de maniere ä ce que SH1FL et CHOIX les traitent comme des cOlla tantes.

11 est clair que l'ensemhle r(A) ainsi obtenu sera directement r(A)'.

2) Nous conjecturons que 1 'unifiabilite de F. et E' est decidable, lorsque

V[E'] = 0. Ce resultat entrainerait naturellement la decidabilite de

la demi-imification.

3.7.3. Cas d'un terme variable

Nous allons maintenant examiner le cas oppose au 3.7.1, on E' = x.

Remarquons tout d' abord que le probleme du filtrage de x vers E est

trivial, car F(x,E) = {olox = E}.

De meme V(x,F)
{

(/. si x €

{{<x,E>}}

V[E]

sinon.

Pour 1 'unification, remarquons aue ce probleme se ramene a la recherche

d run point fixe du terme Ax.F. Plus preciseT11ent :

Appelons point f1:xe du terme Ax.E, avec T(F) = T(X), tout terme F

de type T(X) tel que

-
Si E est un point fixe de AX'E, alors {<x,F>} est un unificateur

de E et de x. Feciproque~ent, soit 0 un unificateur de E et de x, et soit

cr = d(V-{x}) .Alors ox est un point fixe de cr(Ax·E). En effet,



soit V(cr)-{x} = {y),···,yn}. Par definition, on a

crE Nr(Ay)···ynx.E)(cry), ••• ,cryn,crx)] =

N[(Ö(AX E)crx)J = crx par hypothese.

Alors 0 ~ {<x,Au·u(y,z»,<f,Ax·z>}, avec ~(y) = T(Z) = a

est un unificateur de E et de x.

Done AU·U(y,z) est un point fixe de AXU·U(X(AVW·V),Z).

Nous ne connaissnns pas rie methode generale pour trouver les points

fixes d'un terme quelconque. Dans le cas particulier ou x '- VrEJ, alors la

solution triviale <x,E> est solution principale :
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Lemrne 3.17

Si x ~ V[EJ, alors 0

E et de x.

DemonstT'atüm

{<x,E>} est un unificateur principal de

Soit p € U(E,x). Prouvons que p = pa.

Soit p p~(I/_{X}). On apo = {<x,pE>} u p p,

puisque pF = px p8r hypothese. 0



Ce lemme est une generalisati.on d'une propriete bien connue

dans les langages de premier ordre.

Ce resultat pourrait etre incorpore dans l' algorithme SU1PL,

qui pourrait simplifier directement ununificande comprenant une paire

<x,E>, avec x l V[E]. Cela eviterait la generation d'une branche d'arbt:'e

de pre-unification, de longueur 'IT{E), ohtenue par une chaine d'imitations.

Remarquons toutefois qu'ici, contrairement aux langages de premier

ordre, la reciproque du lemme 3.17 n'est pas vraie. Par exemple, E = f{x)

est unifiable avec x, par {<f,Au·x>} ou {<f,~u'u>}o

Definition:

Appelons chem1:n rig1:de vers x dans E une sequence de termes
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E n~1 teIle que

i)

ii)

iii)

e. 1 est un argument de e .•
~+ ~

la tete de e. est une constante, ou une variable liee
~

dans le lieur d'un e., avec j~i.
J

la tete de e 1 est une occurrence de x libre dans E.
n+

stil n'existe pas de chemin rigide vers x dans F., alors E et x sont

facilement unifiahles,. par exemple par r;~{V-{x}) u {<x,r;E>}.

La reciproque nIest pas vrale, comme le montre l'exemple suivant

E = AU·U{X{AV·V)) avec

\

T (v)

T (u)

T(x)

y

(y+y)

«y-+-y) -+-y) ,

pu~sque a = {<x,Au·u{y»} unifie E et x, avec T{y) = y.

Voir de meme l'exernple 3.



11 nous est possible de conclure dans deux cas patticu1iers, dont.

nous laisserons la preuve au 1ecteur :

i) Si H[eJ = 0 et s'il existe un chernin rigide vers x dans E,

a10rs E et x ne sont pas unifiahles.

ii) S'i1 existe un chefllin rigide vers x dans F finissant Bur

un terme sans arguments, i.e. e \ = AU\OOOU ·x, a10rs F. et xn+ p

ne sont pas unifiables.

En particu1ier, on obtient le resultat bien connu qu'au premier

ordre U(E,x) = 0 si x € V[E].

Ces cas particuliers risquant d'~tre assez frequents en pratique,

i1 est important de les incorporer dans l'algorithme SIMPL, qui saura sim-

plifier un unificande contenant une teIle paire en un noeud echec.
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CHAPITRE 4 Extension au A-n-ca1cu1

4-~

Nous a110ns considerer dans ce chapitre le probleme de l'unification

dans 1e A-n-ca1cu1. Nous montrerons que tous nos resultats s'etendent sans

difficu1te, et m~me que 1es a1gorithmes se sirnp1ifient considirablement.

4.1. Forme extensionne11e

4.1.1. n-riductjon

Soit e = fCAx(e1x», avec x , V[eIJ

par n-reduction, et on note

e + e'.
n

e' Ece
l
> ast dit deriver de e

La regle de n-reduction est une regle du A-calcul, qu~ exprime que les

termes Ax(e1x) et e
l

denotent la ~~rne fonction

donneront par ß-conversion 1e terme(e1e2).

appliques atout terme e2 , ils
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La n-reduction expri111e done une forme faible du prineipe d'extension-

na1ite. Plus precisement, pour taus e,e' € T et pour taut x , V[e] uV[e'J,

(ex) :: (e 'x) =} e :: e', pour toute equiva1enee :: plus grossi~re que +.n

La n-reduetion est eompatib1e avee 1a ß-reduetion les theor~mes

. * *et 2 restent vra1S quand on re111plaee e par ß~'

De plus, la n-reduction ne sert pas a faire de nouve11es ß-reduetions.

En partieulier, on a :

Lenune 4.1 du retard de 1a regle n

Ve,e' *e ~ß e' ~,n 3e" eie"*e'.

remes

Nous ne prouverons pas iei ee 1enune, non plus que l'analogue des theo-

et 2, qui sont demontres dans Curry et Feys [CFIJ.

Denotons par n et ßn 1es equivalences engendrees respeetive111ent par

net 1 u n. Nous pouvons maintenant enoneer

Lemme 4.2

Ve,e'

Demons tra t1: on

e == e' {:} Nf e1 = N[ e ' J
ßn n

Soit

est evident.

e Sn e'. Com~e ei N[elet e' i N[e'J, on a done N[eJ Sn N[e'J.

Par l'analogue du eorollaire du theoreme 2 pour 1a ß-nreduetion, i1 existe e"

tel que :

N[ eJ~ elf et- ...n *N[ e 'J sn e".

Par le 1eITJ11le du retard de la r~gle n Ci-dessus, et N[eJ et N[e'J etant

irreduetibles par 1a regle S, on a bien

*~/[ e J + e" e t- - n *N[ e' J + e".
n o
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Ce lernrne justifie l'ernploi de la n-convertibilite, non par une regle

de calcul supplementaire, mais par une mise sous forme normale, que nous ap'"

pelerons forme extensionnelle.

4.1.2 Definition

ou

l' (e)

k~O

= (a xa X"'xa xa X"'xa ~ ß)I 2 n n+1 n+k

Soit yl'···.yk k variables distinctes n'apparaissant pas dans e,

avec 1'(y.)
1

a .
n+l

IsiSk.

On definit recursivement la forme extensionneUe n[eJ de e par:

Remarquons que le terme n[eJ esten forme ß-normale, que 1'(n[e]) = 1'(e);

et que n[eJ i e. Enfin, ll'ontrons que la forme extensionnelle de formes ß-normales

n-convertibles est unique.

Lemrne 4.3

Pour tous e et e' en forme ß-normale,

e~e' ==?n n[e] = n[e'J.

par recurrence sur la structure ~e e

Soit

i) e
p

e = AX "'X '@(e ••• e ). 11 Y a deux cas
I n I' 'p

x et e' = Ax "'X ·(ij(e ... e ) Alors n[eln I n - I ' 'p- I • nre'] trivialement.

ii) sinon on doit avoir e' = AXI···xn·@(el,···,ek_l,e~ek+I,···,ep)'

et ek nek· Alors n[ekl = n[ekJ par hypothese de recurrence, d'ou le

resultat. 0



4-4

Corollaire

'i1e,e' e == e' ~ n(N[e]]ßn
n[ N[ e']]

La preuve decoule directement des lemmes 4.2 et 4.3.

La forme extensionnelle de e ne s'obtient pas par n-reduction, mais

au contraire par la n-expansion maximale cornpatible avec le type de e. Noua

allons voir que cette forme extensionnel1e possede une importante propriete de

fermeture respectivement aux regles de formation des termes et a la substitution

que oe possede pas la forme n-reduite. Pour cela, nous allons revenir aux termes

du A-calcul type, sous forme non reduite.

Definitions

Pour tout terme e, de type ,(e) = (alxa2x ... xa -+ ß), on definit T(e) = n.
. n

On definit T comrne l'ensemble des termes e tels que, pour tout contexte
n

E< >, pour tout atome @, e E<@> entratne f< > E'«···«<>e >e )···e »I 2 n'

avec n T(@). Autrement dit, tous les atomes apparaissent appliques autant de

fois que leur type le leur permet.

Lemme 4.4 Pour tOllS e,e',x de types convenables

a) e,e'E T =} (ee' ) E T
n n

b) e E T =} Axe E T
n n

c) E<e> E T e' E T =} E<e '> E T
n' n n

d) E«ee'» E T =} e' E T
n n'

e) E<Axe> E T =} e E T
n n

f) e,e' E T =? SX[e'J E T
n e n

D~monstra#on :

Ces relations de fermeture sont aisees ä montrer

la preuve au lecteur. 0

nous en laissons
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Lermne 4.5

T est fer~e par ß-conversion.n

Soit e = E«AXMN» ß e'

lermne 4.4 ci-dessus:

x
= E<SN[M]>. avec e € Tn• En utilisant le

M € T par e)n
N € T par d)n

S~[MJ € T par f)n

d'oto e' € T par c) • 0n

Definition

On definit l'ensemhle T des termes de T en forme ß-normale.
x n

Lemme 4.6

Test 1 'ensemhle des fort!,es extensionnelles.x

Demonstration :

Par definition. toute forme extensi0nnelle est dans T . Pour la reci
K

proque. il est aise de montrer par recurrence sur e. que Ve € T n[e] = e. 0x

Lemme 4.7

a)

h)

DemonstY'C/#on :

Ve.e' € T
x

!-xe € Tx

Nr(ee')] € T .
x

a) decoule du le~e 4.4 h).



b) decoule du lemme 4.4 a) et du lemme 4.5~ 0
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Ces relat50ns de fermeture sont importantes. C'est leur validite qui

a motive notre usage des formes extensionnelles plutot que des formes n-reduites,

qui sont traditionnellement prises comme formes normales dans le A-n-ca1cul.

En effet, 1e lemme 4.7 ~e s'applique pas aces formes n reduites, comme on peut

1e constater en prenant

nous permet d'utiliser tous nos resultats precedents :

pour a)

pour b)

Le 1emme 4.7

e = A(x)

e = Aux'A(u(x)) e' = AX·X.

en considerant au depart des termes sous forme extensionnelle, tous 1es termes

generes seront sous forme extensionnelle egalement, sans avoir a emp10yer 1a

regle n •

.Un inconvenient des formes extensionne11es est que ces formes peuvent

etre de taille sensiblernent superieure au~ forme n-reduites. Fn fait, 1a fonne

extensionne11e de e nIest autre que l'iteree de e+~ comme, cefini au chapitre 3.

11 est facile de constater que 1a taille de n[e] n'est autre que 1a comp1exite

de e, cornme deHnie en 3.6

Lernme 4.8

\:je € T 'I1'(n[e]) X (e) •

Demons tT'atüm :

Irnl1'ediat par recurrence sur e, en utilisant 1a definition c1e x(e)

en 3.6 et 1e lemme 3.10. 0



Exemple

En reprenant l'exemple 6 de 3.6

e = f(x) avec
l' (f) = «yx (y-*y)-+y)x (y-+y)-+y) ,

on a

n[e] = Au o f(AV\%X(V,At o \ol(t»,Ay o U(y»

= 1'(y) = y
avec I

1'(v) = 1'(t)

1'(u) = 1'(w) = (y-+y).

1T(e) 1, 1T(n[e]) x(e) = 6.

Sur cet exemple, le terme e a perdu en lisihilite, en passant·en forme

extensionnelle. Mais sa si~plicite d'origine n'etait qu'apparente, et nous n'avons

fait qu'ameaer a la surface la complexite de e, implicite dans les types com-

pliques de f et de x.

Pour certaines applications, on peut ne pas desirer l'extensionnalite des

termes, et donc la n-reduction. Par exernple, la theorie des types de Church [CAI]

est un systeme logique d'ordre w ayant comme langage le A-calcul type et alltori-

sant comme regles d'inference les Ci et ß conversions, mais pas la n-conversion.

C'est pour cette raison que nous avons formule tous nos resultats dans T

muni de la seule ß-conversion, aux chapitres 2 et 3.

Nous ~ontrerons dans les paragraphes suivants comment ces resultats

s'appliquent egale~ent a T • n'une rnaniere generale, tous les resultats s'eten
x

dent facile~ent, et sont souvent plus simples sur les formes extensionnelles.
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4.2. Substitutions extensionnelles

Nous a11on~ maintenant eonsiderer 1es substitutions dans 1e A-n-ealeu1.

Comme nous l'avons vu en 4.1 , i1 suffit de s'interesser aux formes

extensionne11es. On definit done une eomposante de substitution extensionne11e

eomme une eomposante de substitution <x,e> telle que e € T • Une substitutionx

extensionnelle est un enseMble fini de composantes de substitutions extension-

nelles se rapportant a des variables distinetes. On denote par S 1 'ensemblex

des substitutions extensionne11es.

L'ega1ite dans S est definie par:x

o = 0' ~ (0-0') U (0'-0) c {<x,n[x]>lx € V}

Maintenant, en effet, V(o) = {x!ox#nrxl}.

Les substitutions extensionnelles sont des morphismes de,Tx' en

eonservant 1a meMe definition d'app1ication que ci~dessus. En effet:

Lemme 4.9

DemonstY'at1~on :

Ve € T
x Oe € T

x

nireeteI'1ent a partir du 1emrne 4.7, et de 1a definition de oe.D

4.3. Unif~eation extensionne11e

Le 1eeteur verifiera que 1es lemtr.es 2.4 et 2.5 restent valables.

L'arite d'un teI1'1e extensionnel ne dependant que de son type, le 1emme 2.6

peut etre rendu plus fin

H[ae] H[e].

Les lemrnes 2.7 et 2.8 restent inehanges.
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Les notions de filtres et d'unificateurs sont' les memes ici, en

se restreignant aux substitutions extensionnelles.

11 est facile de verifier oue tous les lemmes et theoremes restent

vrais. Leurs pnmves sont identiques, ou quelquefois plus simples, car il y a

moins de cas a examiner. Par exemple, pour la preuve du theoreme 4, on se

limite au cas H[e] = 1, et on supprime dans t la solution non extensionnelle

<f ,F>. De meme, 'dans la preuve du theoreme 5 la solution 00 disparait, et les

te~es E et E' deviennent :

I
E

E'

f(AV'X(v),A)

f(Av·x(v),B).

Dans la preuve du theoreme 6, remplacer dans E

f(u,u,"',u) par f(AZ'U(Z),"',AZ'U(Z))

~t dans E' u(g(u)) par U(g(AZ·U(Z)).

Tousnos resultats s'etendent done sans diffieulte au A-n-ealeul.

4.4. Arhres de pre-n-unifitation

Nous allons maintenant nous interesser a la construction d'arbres de

pre-unifieation pour le ß-n-ealcul.

Nous supposons dorenavant que les termes sont en forme extensionnelle,

comme definie en 4. 1•

Fappelons que si e est en forme extensionnelle, alQrs en partieulier ob a

H[e] = tee).

4.4.1. ronstruetion d'arhres de pre-n-unification -(APn).

La prineipale modifieation consiste en une simplification eonRiderable

de l'algorithme CH01X.
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Tout d'abord (en utilisant les notations du 3.3.1) on a toujours

n 1 = n2 , d'oil n = O. Ce la permet de supprirner les cas 3.3.1.1.\ et 3.3.\.2.2.

Enfin, dans les cas 3.3.1.1.2 et 3.3.1.2.\ , on se restreint i consid~rer

la solution k = p \. Dans chaque eas, on remplaee E. par n [E.], de sorte que
J J

CHOIX retourne des substitutions extensionnelles.

Ceci diminue sensiblement le nombre de solutions retournees par C~X

(au plus \ imitation et p\ projections).

11 s'ensuit une diminution du degre de branchement des arbres d'unifieation

correspondants, d'ou un gain exponentiel sur l'espaee de recherche.

Le reste de la construetion est identique i celle donnee en 3.4.\.

Par exemple, pour l'exemple 5 donne en 3.5 , on oe construirait pas

les branches menant a N\ et N3•

4.4.2.Correetion de la construction.

Le lemme 3.4 reste valide. Pour le verifier il suffit oe eonstater,

avee les notations de 1a preuve, que pour tout p 1a fome extensionnelle de pf

a un en-tete de longueur PI' La preuve du lemme 3.6 de completude est inehangee.

Le lemme 3.5 de eoherenee est hien sur toujours valide (on ne fait que supprimer

eertaines solutions). Pemarquons tout de Meme que nous pouvons maintenant avoir

des solutions supplementaires du fait du passage en forme extensionnelle. Par

exemple, en prenant

Aet e z
avec ,(u) = Y, ,(f) = ,(A) = (y+y) , l'algorithme CHOIX donne en 3.3 ne retour-

nait aucune solution, alors que maintenant, e Z etant lTlis sous sa fOrlTle extension-

nelle AU'A(u), on a la solution <f,AU'A(h(u»>, eompletee ulterieurement par

<h,AU·U>. L'al~orithme CH0IX simplifie nIest done ni coherent ni comp]et lorsque

,~ rao,~ ~~ n-rnnvpr~inn nIest pas autorisee.
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Lorsque la regle de n-eonversion est valide, on a done l'equivalent

du theoreme 8. }'ais nous avons de plus la propriete d.'independanee, sans modi-

fieation supple~entaire. En effet, graee a la forme extensionnelle, toute

variable a maintenant un degre Maximum dans taut terne. La eondition du 3.5.2.1

est done toujours remplie, et le theoreme 9 est done valide. On peut done

l'enoneer

Theoreme 12

Soit ~ un APn queleoncue de E et F' sur v. E(A) est un ECPI de E

et E' sur V, dans le A-n-caleul.

Enfin remarquons que nous avons supprime ici toute redondanee, y

eompris eelle qui nous avait fait considerer en 3.6 les arbres d'unifiahHite,

ear

<5' = Ö = T(v~,) •N N .,

Ru point de vue pratiaue de l'impl€mentation d'un algorithme d'uni-

·fieation en \-calcul type, il y a done tout interet a se restreindte a generer

des Arn, lorsque la regle de n-conversion est adrnise. Ceci est une hypothese

raisonnahle, la n-eonversion etant une forMe faible du principe de l'extension-

nalite de l'egalite.

4.5. L'~lgorithme de Jensen-pjetrzy~owski

Jensen et Pietrzykowski ont defini dans [.TP 1-] un algori thme qui enumere

un enseTI'hle cOMplet d'unificatellrs pour des termes du A-n-calcul. Cet algori-

thme peut itre decrit d'une ~ani~re similaire a notre construction d'ftP(l. L'equi-

valent de l'algorithme CHOIX engendre des eomposantes de substitution suivant
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cinq regles

- elimination

2 - iteration

3 - projection

4 - imitation

5 - identification.

De ces regles, seules I, 3 et 4 sont dirigees. Les regles 2 et 5

engendrent des termes arbitraires. La regle d'iteration est particulierement

prolifique : elle utilise des variables en nomhre et en type arbitraires. A

cause de cette regle, leR arbres d'unification de Jensen et Pietrzykowski

ne sont pas finiment engendres. Cette approche ne semble donc pas pratique

ment implementahle.

La raison principale de cette difficulte reside naturellement dans la

difficult~ de l'unification de deux termes flexibles, et de IR redondance

ohligee qui est iwpliqu~e par le th~oreme 5.

Le but ini HaI des deux methodes ~tai t cormnun : une mecanisation de la

theorie des types par une exteuRion de la methode de resolution. CDmme nous

l'avons montre [HG3], on peut baser une m€thode de preuve compl~te sur la

generation d'fCP, ce qui semhle pratiquewent plus raisnnnahie. De plus, si l'on

veut generer un rru, on peut toujours passer par l'intermedi~ire d'un AP, en

utilisant l'algorithwe de Jensen-Pietrzylrowski pour continuer le traitement

des unificandes aux noeuds succes. Cette Methode de retard eviterait de gener~r

beaucoup de hranches inutiles.
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nous ne le

Nous allons reprendre dans ce chapitre la plupart des definitions, car

les objets sont heaucoup plus simples.

11 n'y a plus de l-abstractions, done plus de variables liees. nl

de conversions.

5.1. Termes de premier ordre

f'n se donne un ensemhle denomhrahle de variables

V = {v l ,v2 ,···},

et un ensemble fini ou denomhrable de syt"boles de fonctions oonstantes

C = {F 1 ' F2' ••• } ,

On utilisera x,y,z,u,v,w pour denoter des variables, F,G,H,A,B,C, pour

denoter des eonstantes.

Chaque eonstante Fest affectee d'une arite a(F)~O.

(On pourrait plus generalement affeeter ehaque atome d'un type

ferons pas iei pour sirnplifier la notation).
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Nous supposons que notre langage nfest pas enti~rement monadique,

c'est ~ dire qu'il existe au moins une constante d'~rite superieure a I.

L'ense~ble des termes Test le plus petit ensemc1e contenant V et

ferme par 1es operations :

e I ' ••• ,e a(F)- Fe l '" e a(F) F € C.

i.e. V c T et e l ,'" ,ea(F) € T =? Fe I"· ea (F) € T.

Autrement dit Test 1e magma 1ihre M(C,V) de base V engendre par 1es

operateurs de C. T peut ega1elllent etre considere comme le langage engendre

a partir de l'axiome F;, par la grammaire :

F;, -+ v.
1

F;, -+ F F;, F;, F;, E,

cl (F)

'\Iv. E V
1

VF E C

(Ce langage est algebrique si e est fini).

Les elements de T seront denotes e,el,···,e', ••••

On r~serve le signe a pour l'ega1ite dans T.

Nous ferons uS8ge constant de 1a propriete fondamentale de decomposition

unique sur 1e magma 1ihre

Fe ••• e = Ge'··· e ' **'I a(F) 1 a(G)
F G et Vi~a (F) e.

1
e! ,

1

Nous fernns lihrement usage de 1a notation parenthesee plus usuelle

que cette "forme polonaise", et a I 'occasion nous uti.li.serons des representa-

tions par arbres orientes. Par exemp1e, Fe l e 2e] pourra etre represente par

F

e/I~
I e

2
3

Nous pourrions considerer r comme une a1gehre heterogene, en ra;outant

des types. Tous 1es resultats qui suivent restent valables. Nous ne traitons id

que 1e cas homogene,pour que les notations saient plus lisibles.
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L'ensemble des variables d'un terme e, note V(e), est defini

recursivement par

V(x) = {x} '\Ix E V
a (F)

=U
i=1

V(e.)
1

'\fF E C.

L'ouverture d'un terme est son nowbre de variables

\I(e) = IV(e) I.
Si \I(e) = 0, on dit que le terme e est ferme.

La taille See) d'un terme e est definie recursivement par

S (x) = ° tix E V

tiF E C
a (F)

S(Fel···ea(F» = 1 + :L S(e.)
i=1 1

(Remarquer que See) n'est pas l'analogue, pour les termes de premier ordre,

de ~(e) comme defini au chapitre I).

Finalement on definit, pour x E V et e E T, le nombre d'occurrences

de x dans e, note #(x,e), par

#(x,x)

#(x,y) ° si y ;. x

a(F)
= :L #(x,e.)

i=1 1.

On a hieT' sur x E V(e) -# #(x,e»O.

5.2. Suhstitutions, filtrage

lTne substitut1~on est une application de V dans T, identite presque

partout (c'est i dire sauf sur un sous-ensewhle fini de V).

Nous utiliserons les lettres ~recQues O',p,n pour denoter les suhstitutions.

Comme auparavant : NO') = {xl C1x~x},1 (0') = U V(O'x).
XEV(O')



Les substitutions sont etendues en des endOITJÖrphismes de T, par

les regles :
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aF ( ••• te. , ••• ) ~ F ( ••• ,oe. , ••• )
1 1

(On utilise Oe comme abreviatien de o(e)).

't::IF E: C.

La composition de 0 avec p estnotee po. (Le. poe = p(o(e))).

Les automorphismes de T sent notes ~,~', ••• ; on les appelle des

permutations.

J,e limitation a" des substitutions de domaine fini n lest pas

une restrietion, car atout moment on ne s'interesse vraiment qu'a un nom-

bre fini de variables, comme le suggere le lemme suivant, qui est l'equiva-

lent du lemme 2.u.

Lemme 5. I

Pour tout ense~ble V de variables, pour tout terme e et pour toute

substitution cr:

Demonstrat1:on :

V(e) c V ~ Oe (cr/'V)e

Immediate par recurrence sur la structure de e. 0

Par contre ici nous avons une version plus forte du lemme 2.5, parce

que sa reciproque est vraie aussi

Lemme 5.2

Demonstra#on :

Ve ,0 V(o) n V(e) = 0 Oe = e.

~ par le lemme precedent, en prenant V = V(e).

~ par une recurrence structurelle sur e. 0



Definition

On dit que e 8chematise e', et on note e::;e', s'il exi.ste une,

substitution 0 telle que e' = oe.

e::;e' signifie que e "contient moins d'information" que e', ce qui

explique la direction de notre inegaiite. L'autre direction pourrait egale-

ment etre motivee par la remarque que e est "plus general" que e', ou de

maniere equivalente que e' est un cas particulier de e.

Le probleme du filtrage consiste, etant donnes e et e', a trouver

la substitution 0 teIle que e' = oe. Si 0 existe, e~V(e) est unique, comme

le montre le lemrre suivant. On dit que o~(e). est le filtre de e vers e'.

Lemme 5.3
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\fe,e' ,0,0'

Demonstration :

e' = Oe et e' e'e ::::} o~V(e) = o'!"V(e).

Par recurrence structurelle sur e

i) e = x alors Ox = e' = o'x.

ii) e = Fe ···e1 n
alors e' = Foe ···oe

1 n
Fa' e ••• 0' e

1 n'

Par hypothese de recurrence, avec V. V(e.), on a o~V. o'~ .•
1 1 1 1

n
Camme V(e) = U V., on a bien le resul tat.D

i= 1 1

Contrairement aux langages d'ordre superieur, un algorithme tres

simple de descente recursive permet de resoudre le prohleme du filtrage

sans retours en arriere.

Algorithme de filtrage

Soit e,e' dans T, V = V{e). Initialement ox =1 pour tout x dans V,

ou 1 est un syMhole special non dans T("indefini").



Filtre

- si

- sinon

(ete') :

e = Fe ···e alors
I n

- si e' = Fe'···e' alors
I n

[Filtre (elte;) ;

Filtre (e te')]
n n

- sinon exit echec

(e € V) alors

5-6

- SI Oe = ~ alors Oe + e'

- sinon si Oe I e' alors exit echec fin de Pi! tre. 0

11 est clair que si l'algorithme Filtre s'arrete en echec alors e

ne schernatise pas e'. Sinon, la substitution 0 finale est teIle que e' = Oe.

Le ternps d'execution de l'algorithme est proportionnel a 8(e').

La relation S est un preordre. On dit que e et e' sont des variantes J

et on note e ~ e', si eSe' et e~se.

Les variantes sont identiques,au renommage de leurs variables pres,

comme le montre le lemme suivant :

Lemme 5.4

e = e' ~ 3~ e = ~e'

(ou ~ est une permutation).

Demons tratü>n :

{= evident, car taute permutation admet un inverse, par definition.

==} ~upposons qu'il existe 0 et 0' teIles que

e' = Oe et e=cr'e'.
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Alors e' = oo'e' et e. aloe.

Par le lernme 5.2: Vx € V(e')aa'x a X

Vx € V(e} o'ax = x.

o(resp. 0') est done une i~jeetion de V(e) dans V(e') (r~spo de V(e') dans

V(e», et par eonsequent

\I(e) = \I(e').

Soit tune bijeetion queleonque de V(e')-V(e) dans V(e)-V(e').

Les substitutions t et t' definies par

Ox si x € V(e)

tx = iPx si x € V{e' )-V(e)

x sinon

t'x '"

o'x si x € V(e')

-1
iP si x € V(e)-V(e')

x, sinon

sont des permutations inverses, et par le lemrne 5.2 on a bien

e' = ~e et e = t'e'. 0

Ce lemme nous fournit une earaeterisation pour les variantes, qui

est equivalente ici, pour les variables !ibres, a 1 'egalite par a-eonversion

des variables liees dans le A-ealeul type. Mais remarquons que ce lernme n'est

plus vrai des le seeond ordre, puisqu'on a par exe~ple

x :: f(A) :: g(x).

On peut etendre la relation ~ aux substitutions par extensionalite,

en dEHinissant : o~o' {:} \;je € T oe~o'e.

(on dit que 0 est une substitution plus generale que 0').

De meme o :: 0' '# ·Ve € T Oe :: o'e.
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Le lemrne suivant nous montre que cette definition est equivalente

a celle que nous avons utilisee jusqu'ä present :

Lemme 5.5 o $ 0' {:} 3p 0' = po.

DemonstraHon :

Soit o. et 0' deux substitutions quelconques, soit

V = 0(0) U 0(0') U 1(0), et

soit E un terme quelconque tel que V c V(E). Posons

( 1) 0$0'

(2) oE~o'E

(3) 3P\1x E V pox o'x

(4) 3p' 0' = p'o

On prouve sueeessivement

(4)

(1 )

(2 )

(3)

( 1)

(2)

(3)

(4)

trivial

par definition de 0 $ 0'

en prenant p tel que pop. = O'E, en utilisant le lemme 3.3.

soit P tel oue Vx E V pox = o'x.

Prenons p' = p ~V.

On a "Ix E V p'ox o'x car 1(0) c V.

"'Ix i V OlX = x ear 0(0') c V

Ox = x car 0(0) c: V

et p'x = x par defini tion de p'

done p'ox o'x = x

ce qui donne bien 0' = P'o.

L'equivalence de (1) et de (4) termine 1a preuve. Le seu1 point delieat

eoncerne 1 'exis.tence de F.. Elle deeoule directement de notre hypothese eoncer

nant 1'existenee d'un s~bole de fonction non monadique. En fait, le lemme
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est faux dans les langages monadiques, co~e il est facile de constater. 0

Remarque : Si r.ous supposons les substitutions non restreintes a un domaine

fini, le lemme 5.5 reste vrai. La demonstration est plus compliquee, cAr au

Heu du terme E on doit considerer une sequence croissante de termes E.,
~

et construire p par un passage a la limite.

Lemme 5.6

Demonstr.ation :

o _ 0' <# 3t 0' ~o , ou ~ est une permutation.

Similaire a celle du lemme 5.4, en prenant maintenant

v = V(o) u V(o') u l(o)ul(a,). 0

Remarque : Par contre, ce le~e n'est plus vrai pour les substitutions

infinies, car une injection de V dans V n'est pas toujours une bijection

lorsque V e~t infini. Par exernple, en definissant cr par

Ov.
~

et en prenant pour 0' l'identite 0' = 0, alors on a cr - 0' , mais on ne

peut ohtenir 0' de 0 par une permutation.

Nous allons rnaintenant etudier plus en detail la structure de l'ensem-

ble quotient T= T/=. On denote par [e] la classe d'equivalence de e, c'est a

dire l'ensemhle de ses variantes. ~ definit un ordre partiel sur T,que nous

noterons egalement ~. vis avis de cet ordre,T possede 1 'element minimum

! = [x] = V.

Avant de poursuivre, faisons un bref rappel algebrique.

Nous utiliserons les abreviations "inf" (resp. "sup") pour

borne inferieure (resp. borne superieure).



5.3. Inf demi-treillis bien fondes

Definition

On dit que la strutture <T,~,A> est un inf demi-treillis bien fond~

(en abrege rTF) ssi

I) ~ est une relation d'ordre sur T

Z)Vt1,tz € T il existe dans Tun plus grand minorant de t
l

et t z,

appele inf de t l et t z' et denote par t
l

AtZ.
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c.a.d.

t
l

A t z ~ t z
A

'1t € T(t ~ t 1 et t ~ t
Z

) =} t ~ t
l

A t z
3) $ est un ordre bien fonde. Clest a dire, en denotant

t < t l <# t ~ t l et t :F t l ,

il n'existe pas de chaine infinie decroissante

> ••• > t > •••
n

Nous allons maintenant eooncer quelques proprietes des rTF.

00 designpra abusive~ent un rTF <T,~,A> par T.

Lemme 5.7

Soit T un rTF. Tout sous-ensemble A non vide de T admet un inf nA.

Demons trat1:on :

Soit A non video Soit A le plus petit sous-ensemble de

et ferme par A. Nous montrons que A poss~de un minimu~ ;, c.a.d.

3; € A 'Vb € A a$b.

comme sui t.

En effet, A est non vide et poss~de un el~ment a
l

• si A ne possedait

pas de minimum, alors on construirait une chaine infinie decroissante :

a
l

> a
Z

>

Soit a. le dernier element construit. Par hypoth~se a. nIest pas
~ 1

minimum, done 3b. € A
1

a. f, b .•
1 1
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Soit a i +1 = a i A b i ; a i +1 € A, par eonstruetion de A.

a. alors on aurait a. S b.~
~ ~ '~.

eontraire a l'hypothese. Done a i + 1 < ai'

L'existenee d'une ehaine infinie deeroissante etant exelue par

- -la definition d'ITF, A possede bien un minimum a. Puisque A c A, on a bien

Va € A -a S a. Soit maintenant b un minorant queleonque de A. 11 est elair

que b minore aussi A, et done b S ä.L'element il a done bien les proprietes d'un

igf"et on definit nA = ~. 0

En partieulier, on denote

Lenune 5.8.

J. nT.

Soit T un ITF. Tout sous-ensemble A de T majore admet

un sup uA.

Demonstration

Soit A un sous-ensemble de T majore. Soit A l'ensemble

des majorants de A. Par hypothese A n'est pas video Par le lemme 5.7, A admet

-donc un inf : a = nA. A etant ferme par A, a est en fait un minimum, i.e.

-a € A. 11 est clair que a est le sup de A, et on definit donc uA = a. 0

Les lemmes 5.7 et 5.8 nous indiquent dans quelle me sure la condition

d' ordre bien fonde impliQue des proprietes de completude d 'un ITF. En, p,articulhr

ils expriment que si Test un ITF, alors on peut le completer par un element T
A A

en un treillis complet. En effet, soit T = T u {T}. On etend S a T en ajoutant
~

\Ix € T x::; T. Alors il est c1air que Test I 'inf du sOUl!!'"
6 ~

ensemble vide de T, que tout sous-ensemhle de Test majore par T,

~

qu'enfin tout sous-ensemhle A U {T} de T eontenant T admet pour inf nA et pour
..0.

sup T. Ceci montre hien que Test un treillis complet. La reeiproque bien sur
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n'est pas vraie, c'est a dire qu'il existe des treillis complets qui ne

sont pas des ITF.

Remarquons enfin que nous n'utilisons aucune propriete de cardina-

lite de T.

5.4. Test un ITF.

Le but de ce paragraphe est de montrer que notre ensemble T des

classes d'equivalences de te~es de ler ordre possede une structure d'inf

demi-treillis bien fonde, vis avis de l'ordre ~ defini en 5.2. L'element

minimum de T, est hien sur V.

La preuve se decompose en deux parties

- I) ~ est un ordre bien fonde sur T.

- 2) existence de l'inf.

Tout d'ahord, remarquons que 8 et V sont bien definis dans T, car

e - e' ::::::;- (8(e) = 8(e') et v(e) = v(e')).

Nous ferons les preuves dans T p lutot que dans T, toutefoi.s. l'ne des

difficultes ici est que, dans T, ~ n'est pas compati.ble avec la structure

des termes, i.e.

e. ~ e ~
~ 1

F(···.e.,.·.).s F(···,e!', .•. ).
~ ~

De plus, les substitutions ne sont pas des fonctions monotones, i.e.

e ~ e' =I=} (je ~ (je'.

Nous allons tout d'abord definir une operation p de T dans T,

appelee projection.

Definition

On dit que les permutations ~i separent les termes ei' avec l~i~n, ssi

V(t;.e.) n V(~.e.) = 0.
~ ~ 1 1
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Soit e € T. On dHinit 1a projection p(e) de e dans T par 1a dHi-

nition recursive

(i) \Ix € V

(H ) "lF € ('

p(x) = t'

P (F ( ••• ,e . , ••• )) = [F ( ••• ,t; . p . , ••• )] ,
~ ~ ~

oD p. € p(e.),et 1es t;. separent 1es p .•
~ ~ ~ ~

Il est c1air que dans (H), 1e resultClt ne depend <,pas de l' element

p. pris dans 1a c1asse p(e.). Notons ega1ement que pest compatib1e avec =,
~ ~

Le. e = e' :::::} p(e) = p(e').

Par exemp1e, en prenant e = F(x,G(y,x)), on a

p(e) = [F(x,G(y,z))J.

Intuitivement, p distingue toutes 1es occurrences de variables.

Le nom de projection est suggere par 1es deux proprietes :

\

p(e) ~ reJ

'Ve' € p (e ) p (e ') = p (e) •

Nous a110ns ~ajntenant rrontrer que pour cro!tre dans T, i1 faut soit

augmenter 8, soit di~inuer v. Par exemp1e :

F(x,y) ~ F(x,C,(x,y)) s F(x,G(x,x)).

Lemme 5.9

.8(oe) = 8(e) +)" #(x,e) 8(crx)
x~

Demonstration :

Par recurrence sur e :

(i) e = x trivial

(H) e = Fe "'e
I n n

L8(cre) = 8(Fcre
l
"'cren) = I + i=1 8(cre i )

n n

I' I '"1+. 18(e.) + • I LV #(x,e.)8(crx) par hyp.de recurrence
~= ~ ~= x€ ~

8(e) + I
v<: 11 *(x,e)8(crx) par definition. 0
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Femarque: ~V #(x,e) 8(ax) = ~V #(x,e)8(ax), ou V est l'ensemble fini

O(a) n V(e), ear en dehors de V au moins un des faeteurs du produit est nul.

Corollaire :

Lemrne 5.10

Ve,a 8(ae) = 8(e) ~ Vx € V ax € V.

Demons trat'/.: orz

Ve,a 8(e) = 8 (ae) =9 v (e) ~ v(ae).

par le eorollaire ei-dessus, si 8 (e) = 8(oe), alors

Vx € V(e) ax € V. On a done.

V(oe) = U V(ox) = {axlx € V(e)}, et donex€V(e)

v(oe) :5 v(e). 0

Remarquons que l'egalite nIest ohtenue que lorsque o~V(e) est une

injeetion, qui peut alors etre eornpletee en une permutation, i,e. e:: ae.

Autrement dit :

Lemme 5.11

Ve,e' e < e' et 8(e) 8(e') =9 v(e) > v(e').

(ou e < e'

LetT1Tl1e 5.12

est bien sur defini eomme : e < e' # e Se' et e' i e).

Ve,e' e :5 e.' et 8(e) = 8(e') =9 p(e)
j

p(e') •

Demons tr'ation par reeurrenee strueturelle sur e

(i) si e =x alors 8(e') = 0 entraine e' € V, et done p(e') = p(e) = V.

(ii) si e = F(···,e.,···), soit 0 tel que e' = oe. Par le eorollaire
~

au lemme 5.9, on a Vx € V(e) ox € (I, et done aussi 8(e.) = 8(ae.), ee qui
~ ~

irnplique p(e.) = p(oe.) par hypothese de reeurrenee, et done aussi
~ 1

p(e) = p(ae). 0
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Il est faeHe de montrer que 6(p(e» = 8(e),' et que 'te , € p(e)

e' ~ e. Par le lemme 5.10, eeei entraine v(e) ~ v(p(e». En eombinant

eeci avee les lemmes 5.11 et 5.12, on obtient :

Lemme 5.13

Lenune 5.14

'te,e' e < e' e t 8 (e) = e (e ') ~ v (e ') < v (e ) ~ v (p (e ' ) ).

11 n'y a pas de ehaine infinie deeroissante dans T.

Demonstration :

Soit une ehaine infinie deeroissante :

n'apres le leMfl'e 5.9, on a e(e.) ~ 6(e. I)' Done, a partir d'un
1 1+

rang k on doit avoir des termes de taille identi.oue

Mais alors, on devrait avoir, par le lemme 5.13, une ehaine infinie eroissante

v(e
k

) < v(e
k

+
1

) < ••• bornee par v(p(ek». Ceci n'est pas possible, ee qui

prouve le theore~e. 0

Naturellernent, le resultat s'etend immediatement a T.

Remarque : En fait, nous pourrions montrer davantage

'tt € T, {t'Jt' ~ t} est fini. Les ehaines decroissantes issues

d'un terme donne sont done de lnnpl1Pl1r hnrnpp.

Nous allons maintenant montrer l'existenee de t " t', pour tous t

et t' dans T. Nous nous interessons aux classes plut6t qu'aux termes, car

l'inf est unique dans les ordres, et non les pre-ordres. Mais nous eontinuons

de raisonner sur les termes, afin de faire "passer" les recurrenees.
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D€fini t ions :

2 I 2
Soit ~ une hijection quelconque entre T et V. w et w ses

fonetions inverses

\fe.e' E T

L'inf de deux termes e et e' est defini recursivement par:

(i) F ( •••• e . • ••• ) 11 F ( •••• e ! •• • .) = F ( •••• e, A e! •••• ) \fF E C
~ ~ ~ ~

Exemple

(ii) elle' = ~(e.e') dans tous les autres cas.

Soit e F(G(A).G(A).A.A.C)

e' = F(G(R).G(B).B.A.B).

Soit x

elle'

~(A.R), Y = ~(C.B). On a :

F(G(A) 11 G(B).G(A) 11 G(H).A 11 B.A 11 A,C 11 R)

F(G(A 11 E). G(A 11 B).x.A.y)

F(G(x).G(x).xiA.y).

Prouvons maintenant que elle' est bien l'inf de e et e' (modulo

une permutation).

Lernrne 5.15

\fe.e' elle' $ e et elle'se'.

Demons trat?'on : Soit eil = e 11 e'o

11 etant sytl'etrigue en e et e'. il suffit de montrer eil $ e.

1 11 11Pour cela. on montre que e = w e • par recurrence structurelle sur e

(i) si eil = x alors eil = ~(e,e') par cas (ii) de Ia dHini.tion de ",

I " d~f'" d Iet e = TI e par e ~n~tlon e w •

(ii) si eil = F(···.e'.'.···) alors par Ie cas (i) de Ia definition de ",
I
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On doit avoir e =F(···,e.,···),
1

e ' = F (. •• ....' ••• )'Ci': ,

et e'.'
1

1
'IT e"

e. " e!. D' OU :
1 1

( I" )F···,7re.,···
1

F(···,e.,···) par hypothese de recurrence.
1

e. 0

Nous voulons maintenant prouver que

Ve,e',e" (e ~ e' et ~ ~ e") ==} e ~ e' " e".

Mais ici la recurrence evidente sur e ne "passe pas", toujours a

cause du fait que ~ n'est pas compatihle avec la structure des termes. C'est

pourquoi nous devons employer une hypothese de recurrence plus forte, afin

de "paralH~liser" les suhstitutions.

Lemme 5.16

Soit e.,e!,e',' E T, I~i~n tels au'il existe rleux substitutions
1 1 1

0' et 0" telles que

e!
1

a'e.
1

I~i$n

e','
1

a"e .•
1

Alors il existe une substi tut:i on C1 telle

que e! " e'.' = oe .•
1 1 1

n

Demonstratlon : par recurrence sur El = i~1 e(ei) •

e" et donej ,e !, de meme e ','
J 1

e.
J

o alors Vi~n e. E V et on peut prendre
1

a = {< e . , e! " e '.' > }
1 1 1

alors e! = a'e. = a'e.
1 1 J

si e

(si e.
1

(i)

e! " e~ = e! ~ e~).
1 1 J J

si e > 0 alors il existe k~n(ii)

c.a.d. e = F('" e
j ••• )

k ' k I

tel C]ue 8(e
k

)

avee FEe.

> 0,
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Alors e' a'e F( ••• a'e J ... )
k k ' k'

eil a"e
k

F ( ••• ,a"e~ , ••• ) •
k

On applique maintenant l'hyporh~se de r€eurrenee i

e • •• e e l • •• eP e • •• e
I ' 'k-I' k' 'k' k+ I ' 'n

I
e ' ••• e' o'e ••• o'eP e' e'

I ' 'k-I ' k' , k' k+ I ' 'n

e" ••• e" o"e I ••• o"eP e" ••• eil
I ' 'k- I ' k' , k' k+ ,'" 'n

et on obtient :

e' " e"k k

Th€or~me 13

Demons tY'at1' on :

i~k oe, = e! " e~
1. 1. 1.

oe J o'e
j

" o"e
j

et done
k k k

F(· •• o'e j " a"e
j

••• ) "F(···,'k k l

Test un ITF.

j
e

k
,' •• )

Deeoule direetement des lernrnes 5.14,5.15 et 5.16. n
Rernarquons que le passage au quotient par ~ relativise la

hijeetion • : on peut prendre un diff~rent • pour tout eouple <e,e'>

il n' a alors besoin d 'etre d€fini que pour les sous tertl'es de e et e'. En

fait tout ee qui importe est de distinguer les oeeurrenees de sous tertl'es

eommuns.

On sait reeonnaitre en tel'lps lin€aire les oecurrenees de sous temes

identiques. On peut done caleuler t " t' en un temps proportionnel ~ 8(t) + B(t')

L'€tude d€taill€e des coeffieients et de la m€moire n€eessaire d€pend des

struetures de donn€es utilis€es ; nous ne la ferons pas iei.

T a bien sOr la meme strueture que f, sauf que S y est seulement un

pr€ordre. On peut done oualifier T d'inf-demi-pr~-treillis bien fond€.
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La completude de T decoule des lemmes 5.7 et 5.8. En particulie~.

remarquons que nous avons prouve l'existence, pour tous t et t' dans T

possedant un majorant, d'un sup t v t', sans avoir recours a un algorithme

d'unification. C'est la demarche contraire que nous allons employer : nous

allons definir un algorithme d'unification, et montrer qu'il est correct,

c'est a dire qu'il calcule le sup de deux termes separes.

De meme nous avons donne pour l'inf directement une definition re-

cursive, sans passer par un algorithme d'anti-unification cornme le fant

Plotkin [PC,2] et Peynolds rFJIJ. Remarquons que le treillis complet considere

par Reynolds nIest autre que T, mais "renverse", auquel on a adjoint deux

elements supplementaires A et n. A est totalement inutile, puisque V = [xJ

rempli t son rale dans T. Ouant a n, il represente la reponse "incompatihle"

a l'algorithme d'unification. Nous allons voir plus loin qu'en fait il est

possible de completer T d'une mc.niere plus interessante.

Avant d'aborder l'unification, remarquons que nos resultats nous

permettent de caracteriser simplement la relation de couverture de notre rTF.

Soit e
l
,e2 E r

On dit que e
l

ceuvre e
2

ssi e l > e 2 et ~e3 e l > e 3 > e2.

On definit la relation ~ dans T
2

par e
l
~ e

2
ssi

Soit (i) avec

I~i~p.

Soit (ii) e
l

= ae 2
avec a = {<x,y>} o~ x et y sont des variahles distinctes



Lemme 5.)7

5-Z0

~ e) couvre e Z'

Demons tY'Q t1: on :

DI apres les lenunes 5.9 et 5.13

e (e) > e (e
Z

)
e

1
> e

Z
:=:}

ou e (e) = 8(eZ) et v(e) < v(e Z)'

Si e) -+ e zt alors e) ~ e zt avec deux cas

(i) e) = ae Z avec a = {<XtF(Y)t···tYp»}'

Dans ce caSt soit m = #(xte
Z

) ~ j. e(e
l
) = e(e Z) + mt d'ou e j > e Z'

Soit e 3 quelconque te 1 que e) ?: e
3

> e Zt avec e
3

= pe Zt e) = n e
3

•

ae Z = npe Z entraine en particulier t par le lemme 5.3 :

npy = Yt d'ou PY E V.

a) px f V. Alors fl (e 3) = fl (e Z) t et e 2
> e

Z
entraine v (e

3
) < v (eZ) .

Done :JYjtY Z E V(e Z) t Y1 f YZ tels que PY j = PYZt et donc npYI = npY2'

Soit pör exemple Yj I- x. Alors nrYj )'1'

Si YZ l- x alors impossihle car npyZ YZ I- Yj '

Si Yz x alors impossihle car TWX = ox I- Y1•

Ce cas ne peut donc pas se produire.

b) 0X = F(tjt···.t) (car nrx = F(y).···.Yp).
. P

Alors soit n' = p~V(e2) \J {<Yi.tj>IISi:;p},

()n a \:;/y E n'oy = PYt d'ou e = n'e ~
3 1

e
l

• ce qUl entraine

aez avec 0 = {<xtY>}. x I- Y. X.Y E V(e Z)'

v(e 2)-1. ce qui entraine bien
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Lennne 5.18

r;6i7;~)(2Ctrntioil :

Soit 0 tel que e l = oe 2 • 11 y a deux eas :

(i) ax = F ( ••• ,F . , ••• ) .
~

Alors soit {Yi} des variahles distinetes non dans V(e 2), et

soit p = {<x,F(""Yi""»}' On a e l ~ pe 2 , ear 0 c no, avec
V(e2)

n = {<Yi,E i >} U orV(e2). Or pe 2 ~ e
2

par definition de ~ (i).

done pe2 > e
2

par le letm'!'e 5.17, done e l = pe 2 par hypothese e l

eouvre e
2

•

(ii) "d V() ( )X f e 2 e ox = 0. e.a.d •• ox E V. Done e(e
2

) = e(e\). ce qui

ax 2 • Soit

Les lemmes 5.17 et 5.\R nous montrent clone que -+/= est la relation

de eOllverture dans l'ITF T.

A titre d'exemple nOlls rlonnons une portion de T. avee la relation ~/=

pour (' contenant une constante A. un symhole de fonction \maire r. et UI1

symbole de fopction hinaire F.
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[F(x,G(A))l

[F(x,F(y,z))]

rG(F(x.y))l rrCQ(x))l

U' (A,G(A)) 1

rF(x.c.(y))l

[F(A,C.(x))l

(F(G(A),G(A))]

/~
(F(G(A),G(X))] [F(G(x),G(~))l

[F(x,x)]

J~
[A]~T/r(x)]

6 == 1

[F(G(x),x)J

~

[F(G(A) ,A)]

e == 2

e = 4

F(G(~X)] [F(C(x).A)]

~

e == 5

e == 0

[xl == V
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Co~e on peut le co~stater s~r la figure ci-dessus, T n'est

pas modulaire. En effet, on a la sous-structure

[F(G(x) , G(x»]

~
[F (G(x) , G(y» 1

t
[F(G(x),y)]

Finalement, remarquons que T admet pour iHement minimum [x] = V,

et pour elements maximaux tous les tel1lles fermes (uniques dans leurs classes).

Denotons par F l'ensemble de ces termes fernes:

F = {e € T I v(e) = o}.

Fest non vide si et seulement si C contient au moios une constante C

d'arite a(r) = o. nans ce cas, il est facile de montrer que tout terme est

l'inf des tel1lles fermes qui le majorent:

Lemme 5. 19 si C contient une constante C, avec a(C)=O, alorR ~p € T

e :: n {e' € F I e' ~ e}.

Demonstr>atlon :

Soit V(e) = {x ••• x} et soitF € r avec a(F) ~ I.
I ' 'n'

Soit e • •• e
I • 'n

n termes fermes distincts commenc;ant par F (par exemple,

isi Fest unaire prendre e. = F (r.».
1

En choisissant une bijection q, teIle que Vi $: n ~(e.,C) = X., on montre
1 1.

facilement par recurrence sur e que e = ale A o,e. 0
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5.5. Unification dans T

5.5.1. Relations entre l'unification et le sup

Soit el,eZ E T. Vnifie~ e l et e Z' c'est resoudre dans T l'equa

tion e
l

= e Z' On appelle unificateur de e l et e Z toute solution, c'est

a dire taute substitution ° teIle que oe l = oeZ'

Tout unificateur ° de e l et eZ determine une instance cornmune,

c'est a dire un majorant commun de e l et er Inversernent, si e
l

et e Z sont

des termes separes, i.e. V(e l ) n V(e Z) = 0, alors tout majorant commun

determine un unificateur

Si e
l

et e Z ne sont pas separe.s, alors soit t:, une permutation sepa-

° ~VI

0ze z determine un unificateur

sez• On peut done trouver les majo-

rants communs a e
l

et e Z par unification de e l et t:,e Z' Inversement, soit

a unifier e l et e Z'

Soit V = {xI ,xZ,'" ,xn } = V(e l ) n V(e Z).

Soit F un symbole de fonction binaire ; on considire les termes

Soit F un rnajorant cornmun Ei EI et FZ' s'il en existe

On a E

F. = F(X!.F(XZ.···.F(Xn.e) ••• )).

0IE I = 0ZE Z' avec 0l~ = a2~V = {<xi.Xi>!ISisn},
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On peut donc former cr = crlrv(el) U crZIV(ez), et on a bien

e = DeI = cr e Z• De plus, cr est unique par le lemme 5.3.

La recherche d 'unificateurs est donc identique a la recherche

de ~ajorants eom~uns. A l'existenee du sup de deux elasses dans T va

correspondre l'existence d'un unificateur principal de deux termes quel

conques. Ce resultat est un resultat fondamental des langages de premier

ordre. 11 ades implications profondes en theorie de la demonstration,

eomme l'a pressenti pour la premiere fois Herbrand (voir la propriete Adans

sathese [HJI]).

Le probleme a etfi repris par Prawitz [PDl] , puis par Robinson rRJAl],

qui utilise un algorithme d'unification cornrne eIe dans la definition d'un

systeme deductif complet utilisant une regle d'inference unique, la resolution,

La regle de resolution est une "coupure modulo unification", sur des propo

sitions (clauses) mises sous forme normale conjonctive, apres elimination

des quantifieateurs par la methode de Skolem • (ette r~rle sert de hase ~

la plupart des programmes de demonstration automatique uti~ ises a ce jour.

Nous allans maintenantdecrire un algorithme d'unification similairp

a celui decrit originellement par Robinson, puis nous prouverons sa corr00tion~

en ~ontrant qu'il calcule effectivement l'unificateur principal de deux

ternes unifiahles.

On peut done utiHser cet algod thme pour trouver le sup de ueux

classes t] et t z dans T ; soit e l e t], e, e t 2 , ~l et ~2 deux permuta

tions qui separenr e l et e Z' cr l'unificateur principal, s'il existe, de

cle] et ~2e2. Alors on definit t] A t 2 = [aCI eIl.



5.5.2. Unificandes

Nous allons utiliser des notations sirnilaires i celles d~finies

au chapitre 3.

On definit un unificande cornrne un ensernhle fini de paires de

termes

On d~note par N l'ensemble des unificandes.

L'ensemhle des variables de Nest:

V(N) = ~ V(e i ) LI kl V(ei)·

L'ouverture de Nest: v(N) = IV(N)I.

On dit que la substitution 0 unifie N ssi

Visn oe .= oe!.
1 1

On d~note par U(N) l'ensemble des unifieateurs de N. (Rernarquer

que U(0) = S. l'ensernhle de tOlltes les suhstitutions).

Nous allons tout d'abord donner un algorithme de simplificaticn,

SI!"1PL, qui prend cornme argument un unifieande, et retourne eornme resultat.

un unificande ou la r~ponse "T" (~chec). On identifie ici 1a r~ponse suq:es

avec l'unifieande vide 0.

Nous d~erirons ensuite l'algorithme d'unifieation comrne enUJ:1erant:

l'analogue d'un AP. Pais iei tOllt arbre se reduit i une branche finie, et i1

y a done une solution unique qu' on ohtient en un te!"ps finL

On denote ~ = ~ U {T}, et par convention U(T) = 0 et V(T) 0.



5.5. 3 • L'algorithme S1~L

DescY'ipt7:on algoY'ithmique de SHfPL(N), pour tout N E ~'.

etape 1 S'il n'existe pas dans N de paire <e,e'> teIle que 8(e»0

et 8(e'»O, alors aller a l'etape 2.

Sinon, soit <e,e'> urie teIle paire : N N\.:) {<e,e'>},

avec e

e'

Fe ···e
1 n

Ge' ••• e ,
1 n

(i) si F i= r, alors sortir avec la re.ponse ''T''.

(ii) sinon, on doit avoir n' = n. Alors, avec N + Nu {<e.,e!>1 I~i~n},
1 1

retourner a l'etape I.

etape 2 : Remplacer dans N toutes les paires <e,x>, avec 8(e»O, par

les paires <x,e> correspondantes.

Supprimer dans N toutes les paires <x,x>.

etape 4 : s'il existe dans N une paire <x,e> avec x f V(e), sortir avec

la reponse "T" sinon Nest le r~sultat. D

11 est evidef't que 1 'algorithT"1e SHfPL termine toujours. Pour

l' etape I, par recurrence sur L, N8 (e), pour les autres etapes c' es ~<e,e >E

trivial. 11 est a reT"1arquer que, du point de vue algorithmique, il est

possible de faire les trois etapes finales en parallele en une seule passe

sur 1a liste representant N.

La COlr'I"ec tion de SU'PL se ral'1ene 11.t1 leIDl'le suivant.

LemT"1e 5.20

Pour tout unificande N

a) U(SH1PL(N)) t'(N)

b) (/(STNPL(N)) c V(N)



Demonstration :

Laissee au 1ecteur. Le seu1 point interessant consiste a remar-

quer que si x E V(e) et e F x, a10rs ~o crx = oe, car pour tout 0

8(ox) < 8(oe) par 1e 1emme 5.9, et donc que SIMPL(N) = T ==?U(N) = 0. 0

5.5.!.. Unification d'un unificande N

L'a1gorithme d'unification proprement dit consiste en 1a cons-

truction d'une suite
a

N .-1 No I

teIle que

o
•••~ N

p
p2:0

NO Snq>L(N)

- N. E N Vi<p
1.

- N 0 (succes)
p

ou ,. (echec)

- a. E N. I i>O
1. 1.-

- N. sn1pL({<a.e.,o.e~>I<e.,e~> E Ni-I}) i>O
1 1. 1 1. 1 1 1

Remarquons qu'on a 1e choix de 1a paire a. = <x,e> choisie dans
1.

1 'unificande N. I' Cette paire est a10rs consideree comme COl'lpOsante ce
1.-

substitution, et app1iquee ~ N. I' Re~arquons tout de suite qu'on peut
1-

eviter des ca1cu1s de simplification inutiles en posant : N. I = {o.} \:J N.,
1- 1. 1.

et en d€finissant p1utot N. = SnWL(a.N.). La paire <a.x,a.e>, avec a.
1 1. 1 1. 1. 1

sera eliIPinee pRr les etapes 1 et 3 de SH'PL, puisqu'on est sur que x , V(e)

par 1a passe de si~p1ification precedente. On a done V(o.N.) = V(N . .))-{x},
1. 1. 1-

et en utilisant 1e 1emme 5.20 on a donc V(N
i

) < V(N i _ I), ce qui assure 1a

terminaison en au plus v(N) etapes.



5.5.4. Preuve de eorreetion

N
P

= 0 une suite d'unifieandes eons-
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truite par l'algorithme preeedent. On definit une sequenee ~O'···'~p

des suhstitutions par la reeurrence deseendante :

~p = 0

C 1 = ~ .0.
1.- 1. 1.

O<i:5p.

La eorrection de l'algorithme s'exprime par le theor~me suivant.

Theor~e 14 :

Pour tout unificande N € N, l/(N) est vide ou possede un element

tninimum. L'algorithme d'unifieation retourne T dans le premier eas, dans

le seeond cas il s'arrete en p etapes avee Np = 0, et ~o = ap ••• a
l

est

un unifieateur prineipal de N.

Demonstr'at1~on :

Supposons que l'algorithme d'unification s'arrete avec succes

en p etapes : N = 0. Avee ~. defini eomme plus haut, on prouve parp 1.

reeurrenee deseendartte sur que \/i:5p ~. f 1I (N . ) •
1. 1.

(i) pour i=p e'est trivial, ear U(0) = S.

(ii) i>O ; supposons C € 1/ (}l.) = 11 (0. N.) pour le lemme 5.20.
1. 1 1 1.

On a done F,. I = ~.o. € (((N.).
1.- 1. 1. 1

Soit o. = <x,e>. (\p a o.x = e = o.e car x , V(e), puisque N. I
1. 1. 1. ]-

a etc ohtenu par snq>L. Done ~.a.x = ~.CT.e, ce qui aeheve de montrer qUE'
1. 1. 1 1.

~i-) est unifieateur de f i _ 1 = {<x,e>} U On ohtient done pour i=n



Redproquement, soit ° E lJ(NO) = lI(N).

On montre CJlle, pour tout i p 3ni E U(N j ) 0 = 1'1iOioi_I···01'

par r~eurrenee sur i.

i) i = 0 on prend nO = 0

ii) on suppose que la propriete est vraie pour i-I.

Soit 0i la paire seleetionnee dans Ni-I

N. I = {o.}\·\ N. avee 0 l' = <x, e>.
1- 1 \J 1

Par hypothese n· I E U(N. I)' et done
1- 1-

Considerons
n. = n· I~V-{x}.1 , - I
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On a
n.o.x

1. 1
ear x , V(o.x)

1.

et

Done

'ot/y f x lli_I Y n·y lli C1 i Y ear °iY y.
1

lli-I = II . C1 ••
1. 1

1'1i_1 E lI(N
i
_

l
) =} ll·O. E (( (N . ) =} 1'1. E lI(o.N.) l' (N . )

1 1 1 1. 1. 1 1

par le lemme 5.20. Ceei terMine la reeurrenee.

Pour i=p, on ohtient 0 = 1'1 pt o' i.e. [,0$0.

(lJ(N.) #0 pour tout i i.mpose qlle l'arret se fasse par sueees,
1

e'est a dire avee N = 0).
p

Done [,0:: n lI(N) : [,0 est un unifieateur prineipal de N. n

Remarquons que par le lemme 5.6. le resul tat F,O de l' algori thI1'e

d'unifieation est un1CJue modulo une perm\ltation.
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Exempie

N = {<F(x,F(G(z),F(u,y»),F(G(y),F(y,F(z,G(u»»>}

NO {<x,G(y»,<y,G(z»,<u,z>,<y,G(u»}

01 = <x,G(y»

NI {<y,G(z»,<u,z>,<y,G(u»}

02 = <y,G(z»

N
2

{<z,u>,<u,z>}

03 = <z,u>

Avec les notations de la preu~e

t.: 2 = {<z,u>}

~1 {<y,G(u»,<z,u>}

~O = {<x,G(G(u»>,<y,G(u»,<z,u>}.

Avec ° = {<x,G(C(z»>,<y,G(z»,<u,z>},

"0 = 0

"1 = {<y,G(z»,<u,z>}

" = {<u,z>}
2.

"3 11 2 •

on obtiendrait

Remarquons qUE' (J est, cornme ~O' un unificateur principal de N.

Remarques :

1) L'existence d'un unificateur principal est une propriete plus forte

que l'existence du sup dans T. En particulier, re~arquons qu'une substi-

tution unifiant deux termes e 1 et eZ en une instance la plus generale e

n'est pas forcement un unificateur principal, mame si on reduit son domaine
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aux variahles apparaissant d~ns e l et e2' Par exernple, eonsiderons

je l = x

e 2 = F(z)
minimale de e et e 2I

e = F(y) est une instanee eommune

<x,F(y»

<z,y>
moins generale que l'unifieateur-prineipal p • {<x,F(z»} produit par

e = oel = oe 2 avee o .. • Pourtant a est strietement

l'algorithme d'unifieation :

a = np avee n = {<z,y>}

Jl1ais ~n' P = n'a, done p<a.

Ce qui importe iei, c'est que l'unificateur principa1 nous donne

une instance cot'1Jtlune miniJl1ale de e l et e 2 qui ne possede pas de vari~bles

D'un autre eote, le theoreme 14 ne nous permet de conclure a

l'existence de sups que pour des ensemhles f5nh: de tenneR, alors ([ue ]El

theoreme 13 nous donne l'existence d'l.In sup !'lerne pour des ensembles illfin~s)

a condition qu'ils soient majores.

2) Comparaison avec l'algorithl'le original de Robinson. On peut comparer

nos unificandes aux "disagreement sets" de Robinson [RJA 11. 11 Y a pour--

tant deux differences l'lineures.

Tout d'abord, le test de 1 'etapc 4 de SlUPT. est effectu€ 10rs da

la simplification, et non lors de la selection d'une composante de suts-

titution. F.nsuite, on choisit eette eOl'lposante librement, si bien que la

descente recursive peut se faire dans une direction quelconque, pas seu]e-

ment de gauche a droite. Par exemple, si on eherehe a unifier

et

e = F(FI,x)

e' = F(F?,r,(x)) 00 EI et F 2 sont des expressions
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unifiab les tres grosses , alors on obtient directement NO = 'T".

De toutes fa~on8 ces deux algorithmes sont peu efficaces, car

ils font des recopies couteuses inutiles. Par exemple, si on cherche

ä unifier les termes

e
l

F(x,x,"',x)

et F(E,y,'" ,y) ou E est un terme tres grand,

alors on fera inuti lement les comparaisons <E ,F.> pour les Cl (F)-2 derniers

arguments de F. 11 Y aperte de place, puisqu'on fait des copies du terme E,

et de ternps.

Le prohleme de l'espace peut etre resolu grace a une irnplementa-

tion par pointeurs , comme celle proposee dans un algori.thme ameliore de

Robinson [RJA2]. Mais ceci ne resout nullewent le probleme du temps. Fn

fait, le temps requis est exponentiel en fonction de la taille des terMes

d'entree, ne serait-ce que pOlJr effectuer le test d'occurrence, comme on

peut le constater aisement sur l'exewple :

I
e3 = F(x 1 ,x2 ,x3,'" ,xn)

e4 = F(G(xO,xO),G(xI,xI),···,G(xn_t,Xn_t))·

Pour remedier ~ ce prohleme, Baxter [Bit] a propose un al~orithrne

d'unification qui consiste en deux phases

- une phase "transformationnelle" qui construit un unificateur

potentiei.

- une phase "de tri"', qui teste une condition de circulari te

qui equivaut au test d'occurrence prec~dent.



MalheureuseMent, la phase transformationnelle de l'algorithme

de Baxter effectue des operations inutiles, comme on peut le constater

sur l'exemple <e
l
,e2> ci-dessus. Plus grave, cette phase peut ne pas

terminer, par exemple avec :

5-34

F(x,y,x)

F(G(y),G(x),y).

Nous allons proposer en 5.7 un algorithme d'unification rapide,

qui utilise une structure de donnees a partage par pointeurs, et qui

effectue egalement une phase de tri terminale.

La phase transformationnelle est hasee sur la construction de

classes d'equivalences de ten~s, representees ~ la Fisher-Galler rFGll.

Cet algorithme a ete decouvert en collahoration avec Gilles Kahn.

L'algoritbMe d'unification rapide sera presente, prouve et

analyse en 5.7. Le prochain paragraphe presente des proprietes de hase de

certaines congruences de termes, qui sont necessaires pour sa bonne

comprehension.



5.6. Congruences rationne11es

5.6.1. Equiva1ences rationne11es

Nous a110ns nous interesser a des relations d'equiva1ence definies

sur l' ensemble des termes T. Toutes les relations cl' equiva1ence '" que nous

conlidererons auront la propriete de finitude suivante

[xJ_= {x} presque partout dans 11.

(On denote par [eJ_ l'ense~ble {e' € TI e - e'}).
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On note c - 2 pour Ve,e' e e' e e'
2 '

et on di t que

est plus fine que ""2'

On appelle congruence une equivalence '" compatible avec la structure

de magma, c'est a dire teIle que :

e. - e:
1 1

F(e ,"',e ) - F(e' ••• e') .•
1 n I" n

Rikiproquement, une equivalence - est dite simplifiable ssi :

F(e ••• e ) - F(e' ••• e') --:..... e·
I' 'n 1" n --7 1

Une equivalence - est dite coherente ssi

e!
1

l$iSn.

F(e l ,'" ,en) f ~(e; ,'" ,e;) pour F ". G.

Remarquons que la congruence engendree par une equiva1ence es t fini.e

(resp. simplif5able, coherente) ssi - est finie (resp. simplifiah1e, coherente).

On appelle eqw:valence rat1:onneZle une equivalence finie simpli.fiab1e et

coherente.

Soit - une equiva1ence rationnelle. On definit une relation + dans

T/- par

re.J
1 -

On dit aue [eil_ est sous classe immediate de CeJ_ dans

*~oit + la ferTl'eture reflexive et transitive de +",,'
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Sr.(e,~) = {[e'J~1 [eJ~ ~ [e']~} est l'ensemble des sous-class~s'

de [e]~ dans -.

Rerna.rque : Si ~ est une aongruence rationnelle, alers ~~ ne depend pas de ~
I . . '

et est done une relation dans P(T), car la connaissance de [e]~ en tant que

partie de T suffit a deterrniner de rnaniere unique les classes [e.] telles. 1 ~

que [eJ~ ~ [ei]~. Dans ce cas, les sous classes d'une classe [e]~ ne depen

den~ pas de 1a congruence ~ particuliere utilisee pour la definir.

Lemme 5.21
;

Soit - une equiv~lence rationnelle. Pour tout e dans T, SC(e,~) est fini.

D~monstr'ation :

')uppORons qu'i.l existe une classe [eIJ~ admettant un nombre infini de

~ous-classes dans

Toute classe n'a qu'un nombre fini de sous-clässes i~mediates, a cause

de la condition de coheret1ce" et 1'arite d'un symbole de fonction etant finie.

Par le le~me de König, il existe done une suite infinie de elasses distinctes :

[eI] ~ [e] ~ •••~ fe] ~ •••
~ ~ 2 ~ ~ ~ n ~

Definissons e. rnin {8(e) I e - e.L On a :
1 1

soit e ~ e. avec 8(e)
1

e. > 0
1

e.
1

8. I< 8 .• En effet, si 8. > 0,
1+ 1 1

On pellt do1).C selectionner une sous-suite infinie de classes

distinctes

* *r e
k

J~ ~_ re
k

] ~ re
1
"
3

]~ -~;....
'1 2 - -

O. Cela detemine done unp. suite de variables distinctesavec e =
I, i

VI ,v2,···. avec rv. J
J. I"V

- {v.} #0. Cela contredit la propri~te de finitude de -. n
1



Soi t ~ une equivalenee rationnelle et e € T. On 'definit X(e,~)E N LI {oo}

eomme la longueur de la plus longue ~~-ehaine a partir de [e]~. On dit que

est acyclique en e si x(e,~) < 00. On dit CJue est acyclique si elle est aey-

clique en tout e € T.

...
Lemme 5 .22: Soit - une equivalenee rationnelle, ~ sa femeture par eongruene~~

- est aeyelique en e si et seulement si : est aeyelique en e.

D~monst'l'ation

ComlTle ~ c ~, il est evident que In - est eyclique, alors l'est aussi..

Reeiproque~ent, d~finissons

N' = - u {<Fe "'e Fe""e'>le. - e! I~i~n}.
1 n' 1 n 1 1

On a hien sOr : = ~ u ~, u (-'y u "', et il nous suffit done de prouver

~ue -' cyelique entrafne - eyelique. Si -' est eyelique ene;, alors il existe

\me sui te e' ••• e t
1 t 'p teIle que :

... +,[e'] ,-+,rc
1
'] , •

- p - - -

Nous allons construire un eyele analogue dans T/- eonune s11it •.

i)

i i)

e
l

= e;.
Soit e. d€ja eonstruit, avee e. € [e!J ,.

I 11-

Proposition 3e. € [e.l tel que 8(e.) > O. Fn effet,11- 1

=? [e.l , = [e!] , cV ee qui est contraire ä
1 - 1 -

-' - -I -mune snus-elasse dans Soit e. = Fe .••• e. t et soit
J. J 1

e! possede
1

_' -k . . _ -k . , .
e .• On eho1s1t e. 1 - e. clans Ce. I] ,. (SI i=p, relTlplacer1 1+ 1 1+ -

[e.l c V
1 -

l'hypcthese que

k tel que

i+1 par I).



Par construction, on a bien

... ~- [e J -+
p -

5-38

tion de

Si e
l

- e I' clest tt!rJ!line. Sinon, on a e
l

_I e et par df-fini-
p+ p+l'

_I cela impli~ue que re IJ -+ [e2J , ce ~ui prouve bien que - est. p+ ~ ~ ~

~yclique. [1

Exemple i1lustrant 1a preuve precedente.

Soit - defini par x - y - r.(z) et z - F(y).

_I est cyclique en F(x), ave.c la chatne de longueur p=7.

e l F(x)
-+ ei = x.= +1

est cyclique en F(x), mais avec 1a chatne de longueur 3

e
l

= F(x) -+ e 2 = x t e
3

= z.O

5.6.2. Conpruences d'unification

Soit 0 une suhstitution quelcon~ue. On appelle cong!'uence d'Lmific-ut;~'(,

de 0 la conpruence ciefinie par :o

e -e I -# 0 e = 0 e l •
o

Les substitutions etant des morphismes identite presque partout, il

est clair que taute congruence d'unification est rationnelle.

Lernme 5.23

Der/Ions t!'o tJon

o :0; P

Par defini ti on :

c -o p

p = na

(i.e. 0 est plus fine que -p)'

d'oi'i :

La reciproque de ce 1e~me n'est pas vraie. En effet, certaines substi-

tutions "circulaires" ne concourent ä aucune unification.



Par exemple, avec

et

0lx = Fx

= Gx

on a = = Identite.
0

1
O

2
Une reciproque plus f;aihle sera donnee au leT"T"e 5.27.

Lemme 5.24

acyd~que.

Demons traUon

Pour toute substitution 0,

Soit e € T quelcon~ue.

est une congruence rationnelle

entraine e - F(···,e',···), d'ou
o

d
oe = oF ( • •• ,e ' , ••• ) =

fell-er
F(···,oe',···), et done S(oe) > S(oe'). La longu~ur

d'une 4_ -ehaine issue
o

est une eongruenee
o

est done bornee par S(oe), ee qui prouv~ que
o

rationnelle aeyelique. 0

Definition : Soit _ une ~ouivalenee rationnelle aeyelioue. Pour tout x dans V,

on definit x € T eornme un represeritant de la elasse rxJ~., avee les proprif.t~5i

a) x E [xJ_

h) x € V -# [xJ_ c V.

e'est a dire que Sex) > 0 stil existe un tel te~e dans [xJ:

On definit Maintenant la slilistitution 0 par

x si X € V

sinon.

Cette definition a un sens, ear si x ~ V

et o_e est done hien defini par reeurrenee surx(e,-).



Lemrne 5.25 Soit ~ une equivalence rationnelle acyclique. sa fermeture
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par congruence.

Ve € T ...
0-:-- e "" e.

Demonstration: par recurrence sur x(e."").

si x(e,~) = 0, alors :

-soit [eJ""c V.et alors par definit:!_on (J~e = e - e.

-soit e est une constante (symbole de fonction d'arite 0)

et alors o~e = e.

si x(e."") :f. O. alors e"" F(···.e .• ···). Comme pour tout i. x(e.,~) 7C X€!, ....).
~ ~

on a 0 e.
"" ~

e. par hypoth~se de recurrence. nonc
~

F(···,e.,···) ;:;F( ••• a e .• ···) car
1 • ~ ~

(J F(···,e .• ···)
"" ~

o""e. 0

est une congruence

Lerrme 5.26 Soit ~ une equivale~ce rationnelle acyclique, sa fermeture

par conpruence.
= """".

Demons trat1:on :

e' par le lemme 5.25.

ReciproouelT'ent, t"lontrons que e "" e' i~plique o""e = o""e'.

La preuve se fait par recurrence sur x(e,~) = x(e',~).

Si x(e,-) = 0, alors :

-soit rel c V, et alors o""e= o~e' = e.

-soi t il existe une constante A dans r eJ. et alors

-si e = x o""e o~x A.



Si x(e,~) > 0, alors

-si B(e) > 0 et e(e') > 0, e ~ e' implique qu'il existe

F E C, tel que
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F( ••• ,e.,···)
1

F(···.e!,···)
1

avee e.
1

e~
1

et a e F(···,a e.,···)
~ ~ 1

= F(···,a e~;···) par hypothese de reeurrencc,
~ 1

x(ei'~) X (e,~)ear <
a e'
~

0,
....

-si 6(e) remplaeer ei-dessus e par e.

-si e (e') 0, remplaeer ei-dessus e' par ;'.

-On a done ~ c ~ ~ etant la plus petite eongruenee eontenant ~,
a_

on a done bien aussi ~ c

Theoreme 15.

o

Une eongruenee rationnelle est une eongruenee d'unifieation si et

seulement si elle est aeyelique.

Demonstrat1:on : nireetement du lemme 5.24 et du lemme 5 .26. P

Lemme 5.27 Pour toute equivalenee rationnelle acyelique ~, pour toute

Substitution p :

~ c
p

Demonstra#on :

Par le le~me 5.25 : ;fx E V a x
~

x.

Pour tout p tel que ~ c

p

p'

x

-on a ~ c ~

p'
et d<me



done P(J~x = px
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et

p P(T~

(J~ ~ p par le lemme 5.5. 0

Remarque: S'il est vrai aue (J~x ~ x, il n'est pas vrai en general que

px ~ x. Par exemple si x E V(px) et px F x, on aura xfpx pour toute eongruence
p

rationnelle acyclique ~. Un autre exemple est p defini par px = y, py = x,

car = Iclentite.
p

Le lemrne 5.27 nous indique en particulier que (J~ est 1a suhstitution

la plus g~nerale clont la eongruence d'unification ~gale :.

0_ pourrait etre defini differemment. L'avantage de notre definition

est que 1 'on peut caleuler(J~x recursiveTl1ent a partir d 'une equivalence ~ compH~tee

par sirr.plification "vers le has", sans avoir a complE~ter - par congruence

"vers le haut".

Theor~me 16 d'unification

Soit E un ensemble fini de termes, -F la plus petite equivalencE

contenant les paires de termes dans F.

Soit - 1a fermeture sinplifiah1e de ,vF ' Si ~ est coherente et acycUque,

alors o~ est un lInificateur prind.pa1 de f, sinon E n'est pas unifiab1e.

E etant un enseT1"b1e fini, 1a relation d'equivalence remplit la
E

condition de finitude : rxl~ {x} presqlle partout. Soi t ~ 1a fermetllTE~ SÜI-

F
plifiable de ~F' Si ~ n'est pas eoherente, il n'y a pas de congruenee r.ationnelle

eontenant -F' et F n'est done pas unifiab1e. Si - est eoherente, e'est l'equi-

valenee rationne11e 1a p1uR fine eontenant -E' ~i elle est cyclique, alors sa



fermeture congruente est eyelique par le lemme 5.22, et, etant la
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eongruenee rationnelle la plus fine eontenant ~E' E n'est pas unifiable par

le lemme 5.24. Si elle est aeyelique, alors cr~ unifie E par le lemme 5.26.

Pour tout unifieateur p de F, ~ est une eongruenee ration
p

nelle aeyelique eontenclnt ~E' Done ~ C: ~p' et cr~ $' p par le lemme 5.27.

cr~ est done un unifieateur prineipal de E. 0

Le theoreme 16 suggere un algorithme d'unifieation. Nous al Ions voir

au proehain paragraphe que ~ est ealeulahle de fac;on finie et rapide a pardr

ae ~E' et que l'on sait tester rapiclement si ~ est eyelique ou pas. De plus

l?information danN - suffit A ealeuler a~, et nous n'aurons done a aueun mo~

ment a eonstruire explieitement une fermeture par eongruenee, ee qui eorreS-

pondrait du point de vue algorithmiaue a effectuer des reeopies.

5.7. Un algorithme d'unifitation rapide.

Nous nllons maintenant preseT'ter \In algorithme d'unification rapide,

base s\lr la eonstruetion du theoreme 16.

Soit E un ensemble fini de termes a unifier. 1.a relation d'equivalence

induite -E est representee sous la forme d'un unifieande N, enseT!!ble fini de

pai res' de termes. J.' aleori thme P.ATIO donne ci-des sous genere l' equiva 1enee

rationnelle ~ la plus fine, SI elle existe, Clui contienne ~E' F.n eas de sucd!s,

l'a1gorithme CYCLF. teste si ~ est aeyeliC]ue. Dans ee eas, 0_ est l'unifieateur

pd ncipa 1 de F.

5.7.1. Strueture de donnees utilis~e

Coml"'e l'algorithT!!c explore reeursivefTlent les SOlls-termes des termes

de 1a partition, il est pratique d'avoir une notation pour ees sous-terneH

permettant dc deeider rapidement si deux fels temes sont dans la meme elasse.

On peut pour ee faire utiliser des variables auxiliaires, et ne representer
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un terme non variable que parson premier niveau, les sous-termes internes

etant "lies" aux variables eorrespondantes par 1 'intennediaire de la partition.

Pernarquons q\l'il Y a plusieurs mani~res d'effeetuer une teIle deeornposition.

Par exemple, le terme F(A,A) peut etre represente par la variable x dans la

partition:

{{x,F(u,v)},{u,v,A}},

ou dans la partition

{{x,F(y,y)},{y,A}}. (d'ailleurs remarquons que

F{u,v) - F{u,u) dans la congruence engendrfie par la premi~re partition).

Ces deux partitioTls representent deux fonnes normales extremes de deeompositi(l)n

I) decomposition totalement separee, ne eontenant que des termes

F(xl,···,x) avec les x. distincts
n 1

2) decomposition i partage maximal.

I.es algorith~es donnes ci-dessous peuvent utiliser l'une ou l'autre

des decornpositions, et ny a done interet i utiliser la deuxi~me, qui peut ~tre

calcu16e en ternps lineaire en la taille du terme. De toute rnani~re, cette decom-

position peut etre effeetuee initialernent, et taute les Manipulations ulterie\lreS

utilisant l'unification effeetuees sur une repr~sentation interne deeornpos~e.

Les partitions representees ont done la proprift€ que ehaque classe fe]

cotnporte :

- au mOlns une variable

- au plus un terme non variable, de taille I.

Denotons Tl l' enselT'h le des termes de tai He I

TI = {t E T!e{t) = I},

On appelle envü'onnement une application p d'un sous ensemble fini

V(p) de l' dans TI' Soit V un enseml>le fin; de variahles tel que :

pep) u 7{p) c v, ,

avee
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Soit p et V donnes. Toute partition coherente - compatible avec p,

c'est a dire teIle que ~x € V(p) X - px, et teIle que [xJ_ = {xl ~x t V,

peut etre representee par une application de V dans V :

X lo+ X

telle que i)

ii)

x

x

y :::::? x = y

x

iii) x € V(p):::::? x € V(p) et px et py ont meme

symbole de fonction. La donnee de cette application definit natu~ellement

comme l'equivalence engendree par x - x ~x € V et x - px ~x € V(p).

En definissant :

px si x € V et x € V(p)

x = x si x € V et x t V(p)

x sinon

on verifie que x est un representant eanonique de [x] ayant les proprietes

requises en 5.6.

Nnus avons dope ~aintenant un woyen uniforme de representer les termes

et les partitions coherentps. La representation concrete de p et de x sera

decrite lors de l'analyse de l'aI8orithme.

5.7.2. Description algorithmique de RATIO et de CVfLE

On suppose donnes V et p comroe au paragraphe precedent. Ces donnees

resteront inehangees : on n'introduira pas de variables supplementaires, et p

est un tableau utilise seulement en lecture.

Un unifieande N sera maintenant un sous-enRero~le fini de v2
• Initiale

ment N eontient les noms des paires de termes que l'on desire unifier.

A ehaque variable x de V on associe une variahle ; de V. Initialement

x = x pour tout x dans V.
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Etape I :

Etape 2

CYCLF

Si N = ~ alors arret succes.

-
Sinon, soit N = {<x,y>} ~ N N + N

- a I'etapeSi x = y alors retourner

si x € pep) et y € Pcp) alors

[ soit px = Fx "'x py = Gy "'yI n' I p

si F ~ G, alors arret echec (retourner T),

sinon N + N U {<x.,y.>! )$i$n}] ;
1 l.

Reunir les classes de x et Y, avec comrne representant x si

x € V(p), Y sinon.

Aller a l'etape ) ;

Fin deFATIO. 0

Soit V = {xix € V} l'ensemhle des representants de la c1asse rl'equi

valence rationnelle construite par RATIO, en cas de succes.

On definit la relation ~ dans V par:

SSI X E Pcp) et px = Fy "'y •) n

Si le p,raphe <V,~> est acyclique, alors arret succes, sinon arret

echec. 0

Exemple

Soi t a unifier :

e
l

F(x,F(u,x))

et e2 = F(F(y,A),F(z,F(B,z))).



On deeompose e\ et e2 en respectivement w1 et w2 ' dans l'environ-

nement

<W4,FYW7>,<wS,FzW6>,<W6,FW8Z>'

<w
7

,A>,<w
8

,B>}.

On a done V = {x,y,z,u,w l ,w2 ,···,w8 } et on prend initialement v =v

pour tout v dans V, et N = {<W 1,W2>} •

Executons RATIO 0'1) ..
N +- {<x,w4>' <w3 ,l"S>} w

2
+- w\

N +- {<w
3

,ws>} x + w4

N + {<u,z>,<x''''6>} W + w
35

N + {<x,w
6

>} u + z

N +- {<y,w
8

>,<w
7

,z>} \-7
6

+ \-74

N +- {<w
7

,z>} y + wB

N ~- 0 Z,u +- w7

Arret sucees.

La partiti0n finale de V ohtenue ~st done

(on a souligne le representant eanonique x de ehaque elasse [x]).

L'algorith~e CYCLE verifie alors que le graphe obtenu n'est pas

cyelique. En d~finissant ;, pour tout x de v, par:
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~ Ixx =.

px

si x '- pep)

sinon



la methode du 5.6 nous permet d'obtenir l'unifieateur

o = {<x,F(B,A»,<u,A>,<z,A>,<y,B>}.

Remarquons que dans l'exeeutionde RATIO, nous avons 8uppose impliei

cement que l'unifieande N etait represente par une liste, aeeedee eomme

pile "FIFO". En fait l'algorithme peut seleetionner lihrement dans N, eette

hypoth~se n'est necessaire ni i la eorreetion ni ~ la terminaison de l'algo

ri thme.

5.7.3 Preuve de eorreetion et analyse des algorithmes

Soit
E

l'equivalenee definie par 1 'unifieande initial N. Tl est

clair que RATIO(N) construit la fermeture s implifiab le de ......E' en testant la

eoherence ~ chaque etape. Si RATIO temine en echec, il n'existe done pas

d'equivalence rationnelle contenant ......E' sinon l'equivalenee eonstruite est la

telle equ:\valenee la plus fine. IL nous reste done seulernent a montrer que

RATIO(N) termine pour tout unific.ande N.

Soit n = Ivl=I ...... ' i.nitialement, p = INI initialement. Chaque paasage

a l'etape ) fait deeroitre INI, ehaque passage a l'etape 2 fait deeroitre 1...... 1.

RATIO termine done toujours, par reeurrenee sur w·I ......1 + INI.
Pour evaluer l'effieacite de _RATIO, il nous faut analyser plus preci

sement le nombre des passages ~ ehaque etape. Le pire des eas est naturellement

en eas de sortie par sueees. A ce Moment, on est passe au plus n-) fois a

l'etape 2. Soit k l'arite maximale des symboles de fonetions presents dans

l'environnement p.

A ehaque passap,e a l'etape 2, on a place dans N au maximum k nouvelles

paires. Le nomhre m de passages a l'etape 1 etant le nomhre total de paires

placees dans N, il est done au plus de kn+p, et done lineaire en la taille ~u

probl~me. Si on cherehe ~ unifier deux termes e, et e", alors leur deeomposition



produira au plus IV(p)1 = S(e l ) + S(e2), et on peut donc prendre

n = 8(e
l
) + 8(e

2
) + v(e l ) + v(e

2
), et p=l.

Pour determiner precisement la complexite de RATIO. il nous faut

decrire plus en detail la structure de donnees utilisee pour representer les

partitions rle V. Cette strueture doit permettre d'acceder rapidement au

-representant x, et de faire rapidement l'operation "reunir les elasses de

x et y". Une telle structure a ete etudiee pour le "set union algorithm"

de Galler et Fisher rGFIJ, ou les classes sont representees par des structures

de donnees arhoreseentes, le sammet de ehaque arboreseenee etant ehoisi eornrne

representant de la classe

L'operatfon de reunion est realisee en faisant pointer l'arbre de la

elasse ayant le rnoins rl'elernents vers le SOIl'rnet de l'autre arbre. Pour ce

faire, on rnaintient des coropteurs, assoeies avec ehaqlle variable. Malheureu-

sement, eette regle ne nous perrnet pas de garantir que le sOlT1lT1et de l'arbre

soit dans pep) lorsque eela est possir.le. 11 faut done associer au sornnet de

l'arbre un pointellr en arriere vers l'eleIl'ent i. (reei ne necessite pas de

charnp suppleIl'entaire, lf' chaIl'p d' adressage df's SOl'1JT1ets d' arrre etant libre.

Tl suffit donc de reperer les sornrnets avee une variahle booleenne).

L'operation de recberche de ~ est effectuee par cherninernent vers le

solt'Jl1et de l'arbre, et une deuxierne passe fait la recopie des pointeurs le long
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du chemin parcouru, afin de rendre l'arhre le plus pIat possible

L'analyse complete de ces algorithmes est donnee par Tarjan [TAl].

Le nombre d' operations de recherche de ; etant 2m ~ kn+P, et le nOl'1bre de

reunions etant ~ n-I, le resultat de Tarjan nous permet de conclure que le

temps d'exeeution de RATIO est de l'ordre de nG(n), ou G(n) ~ 3 en pratique,

Nous pouvons done conelure oue RATIO est un algori thme pratiquement

lineaire. L'espace necessaire est lui aussi lineaire les coefficients de

propo~tionnalite pe\lVent itre considerablement r~duits par des methodes de

co~paction dans lesquelles nous ne rentrerons pas. Poul' l'impl~mentation pra-

tique de RATIO, il peut se reveler plus effieace en moyenne de ne pas utilisel

1a refle de reunion du plus petit arhre au plus l'tl'and. Cela permet de ne pas

garder de campteurs, et d'utiliser directement x comll'e raeine. La complexite

theorique de l'algorithme serait alors de n logen).

L'algorithm€ f.YCLE cherche l'existenee d'un eycle dans 1e graphe

determine par p/-. On peut l'implementer en recherehant un eycle dans le

graphe defini sur V par les arhoreseenees de elasses construites par RATIO

plus les relations; + y. pour tous 1es reprfisentants ; dans VCP), avee
1

px = Fyl'''Y • f.e graphe a un nomhre de noeuds egal a n, et un nombre d'aretes
n

borne superieurement par kn. C1n peut done determiner en temps (l (n) si un tel

graphe a un eyc1e, par exetTlple par tri t0pologique (voir Knuth [YN] J)'
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En resurre, 1 'algorithlTle d'unifieadon de termes de premier

ordre dHini par RATIO et CYCLE est done de eomplexite

- L'Xn G(n))

- <Xn)

en teTT1ps

en memoire.

11 est possible d'effeetuer l'unifieation en temps exaetement'

lineaire. Nous reviendrons sur ee point en 5.9. ~ais auparavant nous allons

montrer eomment eompleter l'ensemble des termes en introduisant qes termes

infinis, solutions d'equations reeursives simples. L'algorithme RATIO peut

alors etre interprete eomme effeetuant l'unifieation sur l'ensemble des termes

finis et infinis.



5.8. Unification sur les arbres

Soit ~ une eCluivalence rationnelle et e un terme quelconque.

Comme nous l'avons vu en 5.6. si ..., est acyclique en e i1. existe

dans la classe [el..., un terme maximal o...,e. Si ..., est cyclique en e. i1 est

possible de definir de la meme maniere une suite croissante de termes. a.ui.

sont des approxi~ations d'un arbre infini. En effet. choisissons pour tout x

dans V un representant ~ € T, tel que :

I) x x

2) x € V # [x]~ c V.

Soit maintenant la substitution ° definie par

Alors pour tout e dans T la suite

avec

n~I est une suite croissante

(i. e. e ~e I) dans [eJ...,. Elle definit un arhre infini rationnel. similairen n-

aux arbres definis par des schemas de programme recursifs zero-adiques

(Courcelle [CBI]).

Par exemple. en prenant ~ definie par:

x ..., Fyzu et y"" z ..., Gy. ä la classe [xl..., correspond

la suite

<x.Fyzu. FGyGyu. FGGy GGyu.···>

qU1 definit I' arhre infini "Fd»G""u".

L'ordre S s'etend naturellement aux arbres jnfjnis. Par exe~ple.

00 00 ~ 00 00 00 00

FG G u S FG G Gv S FG G G .



5-53

Nous allons montrer que nous pouvons resoudre les equations aux

termes sur ces arbres et ~ue si de teIles equations admettent une solution t

a10rs elles admettent une solution miniml1tr. t qui peut etre ca1cu1ee par l' a180-

rithme RATIO.

Le prochain paragraphe definit les arhres t finis ou infinis.

Ensuite nous montrerons comment representer ces arhres grace ades congruencel

coherentes simp1ifiab1es. Enfin nous montrerons comment resoudre 1es equ8tionl

aux arbres par des suhstitutions genera1isees t appe1ees greffes.

5.8.1. Arbres

Definitions

*Denotons par N l'ensemb1e des n-uples d'entiers. On denotera 1e$

*ele~ents de N par UtVtw.

*Si utv E N t uv denote 1a concatt';nation des n-up1es.

& denote l'e1ement neutre zero-up1e.

On appelle arbre une application A de NA dans (' u (' t ou NA est

un sous-ensemble de N* qui satisfait

I) t E NA

2) 'V u E N* "I i E N
a(A(u)) si A(u) E C

ui E NA {=? u E NA et i :::;

0 si A(u) E V

On appelle NA ensemh1e des noeuds de A.

L'arbre A est fini si NA est finit infini sinon.

Aux arbres finis correspondent bijectivement 1es termes T tde

1a maniere evidente.



Fn effet. si A est un arbre alors
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-soit NA {E}. et A(E) E V U {F E eln(F) = ü}.

On notera un tel ar~re ele~entaire <A(E».

-sinon. soit A = <FAl"·An> alors t A = F(tAl.···.tAn)'

L'arbre A est dit rationneZ ssi il existe un automate fini

Aut(A) ayant pour ensemble d'etats un ensemble fini K et pour

alphabet N tel que Vu E N* Aut (A) reconnait u dans I' etat q ssi u E NA et

A(u) <p(q). ou <p : K -+ C U V.

Pemarquons oue Y fini entraine en partieulier que l'arite des

A(u) est bornee par un entier k. et done qu'on reut limiter l'alphabet a

l'ensemble fini {1.2 ••••• k}.

On denote par A l'enseT"1hle de~ arhres. et par R l'ensernble deq

arbres rationnels.

5.8.2. Greffes

Defini tion

On definit une gY'effe COlT'.me une application totale de V dans Aq

Nous denoterons les greifes par y.6.
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Les greffes sont la generalisation aux ar~res des su~stitutions.

Si y est une greffe, on l'etend en un endomorphisrne de A par:

- si A <x> alors yA yx

- si A

T dans A.

<FA)"'An> alors yA = <FyA)"'yA
n

>.

Les greffes peuvent ega1ement etre etendues en homomorphismes de

si y et 0 sont des greffes, on definit 1a cornposition yo par

yox = y(ex).

On definit un preordre ~ dans g par

y ~ y' # 30 y' = ey.

Nous allans maintenant montrer comrnent definir des arbres et

des greffes a l'aide d'eouivalences coherentes simp1ifiah1es sur f.

5.8.3. Equivalences d'arbre

Definition

On appelle equ{vaZence d'arbre taute equiva1ence sur T qui est

coherente et simplifiable (cf 5.6.1).

Soit - une €quivalence d'arbre. Pour tout x dans U, on se donne

un representant canonique ; E C de la classe [xJ_ , ayant les proprietes :

a) x E [xl_

b) x E V # [xJ_ c V.

On definit maintenant, pour taut e E T, un arbre A

appele arbre associe a e dans - par

i) si Ce] c 11 alors A <e>-
ii) Slnon soit Fe ••• e - e alors) n

A = <FA ···A > avec A. A (e . ) •) n 1 - 1

A_(e) E A
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Le lemme suivant lTlontre C)UP. cette definition a un sens.

LemtTle 5.26

Soit une equivalence d'arbre. Pour tout e € T, l'arbre A_(e)

existe, et e e'

Demonstrat1:0n :

Montrons que A(w) est uniquement determine par [eJ_ , par

reeurrenee sur Iwl, pour tout A = A_(e).

- si w = e: dans 1e eas i) A(e:) e.

dans le cas ii) A(e:) = F uniaue ear - est eoherente.

- si w = iu dans 1e eas i) w I. NA

dans le eas ii) A(iu) = Ai(u). qui est uniquement

determine par hypothese de recurrence, la classe [eiJ~ etant unique

ear ~ est simplifiab1e. 0

Femarque : Si ~ est une equiva1enee rationnelle, alors A_(e) € R. F.n effet,

definissons SC(e,-) eOmMe en 4.6.1. A toute elasse [e.] de SC(e,-) on peut
1 -

assoeier de maniere unique un element de C u V

{
- e. si [e.] c V

<p([eiJ~) = 1 1 ~

- F si. e. FE1oooEn •
1

Considerons le graphe fini <SC(e,-),
i

ou
i

[e . J •-+> , [Fe •• oe ] -+1 n ~ 1

Ce graphe determine de l'1aniere unique un automate fini prenant ses etats dans

SC(e,~) et d'alphabet N, et reeonnaissant l'arbre A_(e).Ceci justifie natre

terminologie d' eouivalenee rad onnelle.

si de plus - est aeyeliaue, alors i.1 est faeile de verifier que

A~(e) est l'arbre fini isol11orphe a o~e.



Definition: Si ~ est une equivalence d'arbre. on denote par

par congruence.

sa fermeture

5-57

Nous laissons au lecteur le soin de ~ontrer oue pour tous e et

Nous allons maintenant rnontrer un lemme qui jouera ici le meme

role que 5.23 pour le cas fini.

*Si e € T et w € N • on utilise l'abus de notation e(w) pour

denoter A(w). ou A est l'arbre fini isomorphe a e.

Lemme 5.27 des approximants

Soit ~ une equivalence d'arbre. e € T. et A = A~(e).

Pour tout w dans N* • si w € NA et A(w) = @ • alors il existe e'

dans '. avec e ~ e'. tel que e'(w) = @

Demonstration :

Par recurrence sur Iwl.
(i) si w = e: on peut prendre

= \
x SI e = x

e'
e sinon.

ii) 5 i \>1 iu on suppose la propriete vraje pbur u. pour tout e € T.

- Slnon 50it Fel"'en ~ e. et soit ~. = A (e.).
1 ~ 1

...
Par hypoth~se de recurrence. il existe e~ ~ e. tel oue e!(u) = @ .

1 1 - 1

Si w € NA' aIors u € NA.' et A(w) = @
1

==} A.(u) =@ •
1

AIors e' Fe ···e. e~e. "'e est hien tel que e' : e avec e'(~) = @ 0
I 1-1 1 1+1 n • •
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Ce lemme exprime que, pour tout noeud de l'arhre A_(e), il existe

un approximant fini e' congru ä e par - qui couvre ce noeud.

Definition: Soit - une equivalence d'arbre. On definit la greffe canonlque

y_ de - con~e l'application de V dans A definie par:

Femarque : si - est une equivalence rationnelle, alors y_ est une application

de V dans Pt teIle que

une gr'Pffe 2'at?:onneZ Ze.

y_x = <x> presque partout. On dit alors que y_ est

Lemtr.e 5.28 Soit - une equivalence d'arbre.

Ve E T

Demons trat/on Faeile pAr recurrence sur e. 0

Corollaire

DHi ni tion

e ,-' e' ===? y~.e

SOlt y une greffe quelconqOe. ()n definit la cCllfrruence de er'effe ~..
y

associ~e i y comme la congruence sur T definie par:

e"'" e' # ye = ye'.
y

11 est clair que - est une congruence d'arhr€'. Pe plus, si y
y

est une greffe rationnelle, alors - est une congruenee rationnelle.
y

Rel1'arque : Le lemme 5.28 exprime que stil existe une eCluivalence d'arhre

telle que e~· e', a101's 1a p,reffe canonil1ue tlnifje e et e' dans 1-. De ce

lemme on deduit sans peine - c - • Par contre jci 1a redprO(]tle nIest plus
y-

vraie t m~me si ...., est une equivalence rationnelle. Par exemple t l'eCluivalence

rationnelle - definie par les seules paires x ...., Fx et y - Fy est teIle Cllle

y_x = Y~.Y = F. Hais on n'a pas x ;:, y. Bün sur si - est ac~rcliquet alors le

lemme 5.24 est toujours vrai.



Lemme 5.29 De minimalit~ de y~.

Soit ~ une eCJuivalence d'arbre, y une greffe Clueleonoue.
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f lors ~, c
y

y

Soit ~ et y teIles que ~ c ~y' y etant une congruenee, on a

lfoni:rons qüe, pour tout e dans T, ye,= yA, avee A = A~(e).

*Pour cela on montre q~e, pour tout wEN, [yel(w) = [yAl(v).

11 Y a dem< eas

i) ",' E NA,' avee A(",') = FEe. Alors par le lel"J'11e 5.27 il existe e' E T,

avee e'
A

~ e, tel que e' (w) =} e'
y

e ==} ye = ye',

et done [yel(w) = [ye'l(w) [yA](",) = F.

ii) w uv, avee A(u) = x E V, et done [yAJ(w) = [yxl(v).

Alors par le leml"e 5.27 il existe e' E T, avee e' - e, tel

c!ue e' ( LI) x, et de m~rne qu'en (i) ye ye', d'o0 [yel(w) ~ [ye'l(w) =

[yxJ(v) = [yAl(w) (dans 1e eas 00 v 'N , alors w , ~
Yx yA

r~ a done, en particuli~r, pour tout x dans V

e t ,,' l t: ).
ye

Coro11aire : Soit ~ et ~, deux ~quivalenees d'arhres. Si - c

Tl suffit de faire y = y~1 d,ms 1(; ]runme 5.29, et d'appliauE'r

_I C , qui deeoule du lemJl'e 5. 2R. n
y~"

Remarque De m~me que pOUT Ie eas fini, i1 n'est pas vrai au'en g~neral,

pour une greffe y queleonque, on ait y y~, •



y', avec y'x = <x>

Par exernple , avec y definie par
= <F<x»

on a
y

Identite, d'ou y~

y

{

yx

yy = <y> Vy l' x,

"x E V.
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Le lemme 5.29 etant l'~nalogue du lenune 5.25 dans le cas fini,

on a m.aintenant l' analogue du theoreme 16, mais concernant maintenant 1 'uni-

fication dans A.

5.8.4. lInification dans A

Soit E un ensemble fini de termes, -E la plus petite equivalenee

contenant les paires de tertY1es dans F.. Soit - 1a CQngruenee simp1ifiahle de ~E'

Si ~ est eoherente, alors y~ est 1a greffe minimum qui unifie r dans A ; sinon E

n'est pas unifiahle dans A.

De plus, ~F' remplissant 1a condition de finitude, est une equi

va1enee rationnelle, et sa fermet:ure sin\plifiah1e ~ l'est done egaleJYlcnt.

La greffe minitTtllnl estdonc toujours rationnelle. nn ohtient y~ (au 1a rep()ns~'

echec) par l'algorithTTle HATTO decrit en 5.7. On peut alors interpreter un

environne.me.nt eomrne unsysteJYle d'equations reeursives simples (analogues aux

s ehen'as de programme zero-adi ques) •

ReTTlarquons qu'on peu't se donner au derart un systeme d'equations

queleonques, et resoudre ce systeme en un syst~me explicite d'equations recur-

sives. Ceei donne done un TTloyen de resoudre des equations dans R. D'oG le

theoreme

Theoreme 17 d'unifieation dans A.

Soit E = {e. = e~ I e. ,e! E T, !5.isn} un systeme ql1eleonoue
:1 1 1 1

d'equations entre elements 0e T. Soit. ~E 1a plus petite equivalenee teIle

aue "'isn e.
1

.. ! .
F "'1

Soit ~ la ferTTleture simpl1fiahle de -F' Si ~. est cohen,nte,
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alors E possede des solutions dans A. De plus, il existe une solution mini~um y~,

qui est solution dans R. Sinon, F n'a pas de solution dans A.

Nous ne ferons pas la d~monstration de ce th~oreme, qui est similaire

a celle du th~oreme 16.

Exempl~

Soit a unifier

F(G(x,x'),w) et F(G(u,F(w,y'», C(w,x'»

ou x = F(F(x,y) ,z)

y = G(x,~)

u =F(u,v)

v = G(u,v).

Initialement, - contient les cinq paires de l'~nQnc~.
E

Apres fermeture par sitnplification, on abtient l' equjvalence

rationnelle - ayant pour classes :

CI {F(C(x,x'),w), F(C(u,F0~,y'», G(w,x'»}

C2 {G{x,x')~ G{u,F(w,y'»}

C
3

{F(F(x,y),z),x,u,F(u,v), F(x,y)}

C4 {x',F(w,y')}

eS = {w,G(~,x')}

C6 {y,v, C(x,z),z,G(u,v)}.

On a done unp solution minj~ale y ~, dCfinie par

y x - y-u = AJ-
y x' AL,-
Y w AS-
Y_y y;.,v y-z = A6 , 00



5-62

A3 - <1' A3 Af,>

A4 - <F AS
<y '>;>

AS - <G AS
Ä

4
>

A6 - <G A3 Af/·

Toutes les autres solutions s'en d~duisent en suhstituant

un arbre quelconque a y'.

5.8.5. Compl~tion de f par leS classes d'arhres iqfinis
I i

De m~me que dans le cas fini, on peut difinir dans l'ensemhle

des arbres A un pr~ordre S ~e filtrage par :

A s Ai # 3y A':: y A.

Soit l'iquivalence associfie a s

A =_. A' ~ A <_ A.' t A' <'A~ l\ e ...•

On considcre mai ntenant R == R/=:. et A == At=., munis de 1 I ordre ~.

f etant: isomorphe f. une pi1rtie de Ä, on peut consi derer 11 Cc.wnlle

la C01l'pletlon de f par des tertlleS infinis.

Le theoreme 17 naus donne immediatement l'existence du sup,

sous 1a forme

Lemme 5.30

Dans la structure d'ordre partiel <Ä.~>, deux classes finies

ou rationnelles quelconqlles hornees Ruperieurernent ont un sup, ulli est dans ~.

Par exernple, on a maintenant :

rFxxL v rFxr.xl,.,

est defini par [rzzl_, avec z - Gz.

0000

rFGCJ~, Q~ ce terme infini rationnel

Plus generale!'lent, on peut montrer que deux arrlres qllf> 1conques A

et AI cornpatihles admettent un sup A vA'. Supposons A et AI d~finis par e et e '

dans une rneme equivalence d'arhre (On suppose naturelleJ1lent <1ue les variahles
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d~finissant A et A' sont distinctes). Alors A et A' sont co~patihles si et

seulement si la relation ~ U {<e,e'>} peut s'~tendre en une equivalence

d I arbre ~I, et alors A vA' := A~, (e). On ohtient ~', comme dans le cas ration-

DeI, en formant la fermeture si.mplifial'le de ~', et en testant sa coherence.

}1ais nous so~es davantage int~resses en les arhres rationnels,

car ils sont finiment reprcsentables, et le le~me 5.30 nous indique aue le

sup de deux tel s arhres est finiment calculahle par la procedure RA.TIn.

Nous a110ns maintenant donner un alp,orithme d'inf, qui construit

l'inf A A A' de deux classes d'arhres quelconaues dans Ä.

Algnritbme d'inf dans Ä

Sni t A et 11' deux arhres quel conques dans A. On petIt suppo~er, sans

perU- de generalite, Clue A et A' sont d~termines par \me memf' iiquivalence

cl'albre~. c'est 8 dire qu'il existe e et e' tels aue A:= A~(e) et 11':: t,~(e').

Snit (' ~.: q e ,~), C' = SC (e ' ,~). V = {x € v1 fxJ '- c u C' e t' rx -I = 1x11 ,

et soit <I> une hijection quelconque de C x C' clans V. WPtnE' si

c u C' est infini, nn peut toujours suppnser (1\Ie V est. infini).

On cnnstruit l'eauivalence ~, cnntenant et. toutes les raires

snnt deux classes

l~i~n. (\n verifie sans reine OIlP ~.I est une ~;auiva]encf'

<x,Fy!"'Y n > teIles aue x = ~(cl,c7)' nn CI ~ ~,c2 E C'

telles qu')l existe Fe
1
"'en clAns CI et F'p; ... e~ dans (';~, et 0\;

y. = </>([ e.l ,! e~l )
. j 1 -> 1 ~

d'arhre, et (llle 51 ~, est une equivnlence ratJonnellp, a]nrs 'est ratinnnplle

aussi.

Mnintennnt on cl~finit.

AAA'=A~,(z),



Nous pensons qu'il est facile pour le lecteur de se persuader

que A A A' est bien l'inf de A et A' dans la structure <A.~>. Nous en

omettrons la preuve. qui est fastidieuse et sans interet. et nous donnons

plutot quelques exeroples d'infs d'arbres rationnels.
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Exemple

Soi.t A

et A'

avec ~ definie par :

u l Fulu l

vI - FAv2

v2 FBv2 ,

Soit 4' tel que ep([ull_. [v I J~) = zl

4> ([u l ] ....... [v2]_) = z2

4>([u I]_, [A] ) z3-'
4> U u l ]_, [H]-) z4

On construit -' a partir de -. en ajoutant

{ zl ...... ' Fz3z2

z2 -' Fz4z2

I



Exemple Z

/F~
A /',

A '

F F/"/F~ e
ou e .. /\

A B.. e
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avec ~ defirtie par :

U 1 ~ FAul

vI FvlvZ

V z FAB

Avec q, tel que

on ajoute a

q,([uIJ~, [vJ]~) I: q,u1v I = zl

q,u
1
v

2
I: Zz

q,u I B = z3

q,A vI = z4

q,A A = z5

=

F

Z / "'F
4 /"-

A z3

Nous pouvons resumer nos resultats sur la structure des arbres

par le lereme suivant.

Lemme 5.31

<A,~> est un treillis sous conäition, c'est a dire que

- deux arbres quelconques adrnettent un inf

- deux arbres majores admettent un sup.
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De plus, si ft et /I' sont rationnels, alors A " A' et A vA'

sont rationnels aussi.

La strueture <f~,~> est done egalement un treillis sous eon-

dition. Mais cette strueture est plus compliquee que l'ITF <T,~>. En par

tieulier, il existe des ehaines infinies deeroissantes dans R. Par exemple,

eonsiderons les arhres rationnels definis par :

{ AI = <F<xl>A I>

A = <F<x >A >
n n n-I <lvec n>1.

On a hien A = Y An-I n n' avee Yn defini par

Y x. = <x. I> I<i~n.
n 1 1-

Par contre, on n'a pas A yA I' eomme il est faeile den n-

rnontrer. On a done iei une chaine infinie decroissante

A >A >···>A >•••
I 2 I".

Taus les A sont rationnels. ~ais la lirnite de cette chaine est
I".

l'arbre non ratjonnel <F<u»<F<u2><F<u3>"'»~'

On ne peut done esperer avoir une condition de cornpletude de <i,s>,

comme nOllS en avions pour <T.,s>.
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5.9 Unification lineaire

Recemrnent M. Paterson et M. Wegman ont presente un aleorithme

d 'unification de termes de premier ordre lineaire rpwlJ:- Leur algorithme peut

etre explique en termes d'equivalences rationnelles acycliques.

Donnons brievement une description de cet algorithme.

Soit e et e' les termes a unifier, et soit initialement

~o = {<e,e'>}.

L'algorithme procede, comme plus haut, par raffinements successifs

de la relation ~. par iteration de la condition de simplification, et test de
~

la coherence.

Mais ici il y a une restriction supplementaire sur la classe selec-

tionnee pour etre simplifiee.

Definitions

Soit ~ une equivalence coherente, C une classe de

On dit que C est simplifiable ssi

e. ~ e!
~ ~

)~i~n.

On dit que la classe c est perrrrise ssi il n'existe pas de classe c'

non simplifiable, teIle que c' +~ e.

Lemme 5.32

Soit ~ une equivalence finie coherente acyclique. Si toutes les

classes permises de ~ sont sill1plifiables, alors ~ est simplifiable.

Nous omettons Ia demonstration de ce lelT'lT'e, qui decoule directe-

ment des definitions.

t U.Montanari a decouvert cet aigorithme independam~ent. (communication

personnelle) •
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Soit maintenant i l'equivalence obtenue apres la i-e~e iteration.

Si -. n'est pas coherente, on arrete avec echec. Si -. n'est pas acyclique; on
1 1

arrete egalen:ent avec echec. Sinon, si toutes les classes pennises de -. sont
1

sin:plifiables, alors ~-. est une equivalence rationnelle acyclique, et e et e'
1

contraire, on selectionne une classe per-sont unifiables par 0_ • Dans le cas
1

mise de -. non simplifiable, et est obtenue a partir de
1 i+l i en simplifiant

cette classe.

L'interet de la methode reside dans le fait que si une classe est

permise, on sait qu'on ne rajoutera aucun nouveau terme dans cette classe par

des sirnplifications ulterieures. 11 est donc possiblede ne plus considerer

cette classe, des qu'on l'a simplifiee.

Nous renvoyons a l'article de Paterson et We8~an pOllr plus de de-

tails, en particulier pour la descriptfon de la structure de donnees utilisee

pour pouvoir effectuer les operations necessaires de gestion des classes d'eqlli-

valence de termes en uh temps lineaire en 8(e) + 8(e').

Rewarquons toutefois qu'ici la condition "acycliquel' est essentielle.

On ne pellt donc etendre l'algorithme lineaire pour faire l'unification d'arhres

rationnels, cowme nous avons pu le faire avec l'algorithme plus simple PATIO, ou

la selection de la classe a simplifier etait arhitraire.

Bu point de vue pratique, l'alforithme lineaire est eonsiderahlement

plus complique que notre algorithme, et il semble done que le coefficient de

proportionnalite plus eleve rende 1 'algorithme lineaire l1'oins perforn13nt en

moyenne.

D'un autre cote, l'aJgorithme lineaire aura l'avantage de detecter

plus rapidement les termes non unifiables dans T, mais unifiahles dans R.
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CHAPITRE 6

Unifieation dans les langages de seeond ordre

Nous eonsid€rons dans ee ehapitre le eas des langages de

seeond ordre, o~ l'on autorise des varia~les de fonction.

Oe m~me que dans 1e chapitre 5, nous allons reprendre ici ]a

plupart des d~finitions, ear tout l'arsenal du A-ealeul ne nous est pas

n€eessaire. N€anmoins nous ne ferons g6n~ralement pas de preuves cnmrl~tes,

en partieul ier pour les leJ11lT1es teehniques dont nous avons de.ii'i Pt al, 1 j des

versions plus g€nerales aux chapitres I ä 4.

Nous al Ions tout d' abord g~neraliser l' ensemhle des tennes de

premier ordre du ehapitre 5 en un ensemble T de termes de second ordre

restreint, ou l'on autorise des variah1es de fonetions, majs pas l'operateur A.

Le preordre ~ du ehapitre 5 peut se generali Sf'r de dem: manieres

differentes

- en une relation notee ~ qui est la restrietion BUX termes de

seeond ordre du pr~ordre ~ du ehapitre 4.

- en une relation not€e ~, gui impose aux fonctions solutions d'un
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filtrage d'etre strictes. Le probleme de l'unification,

avec cette relation, est celui des €quations aux arhres,

Dans le cas monadique, on se rarncne au probleme des equa-

tions dans un monoide libre avec constantes.

L'analogue de t., pour le A-calcul, serait de se restreindre

aux A-I-termes, c'est ~ dire aux termes construits R l'aide d'une regle

d'abstraction restreinte

Aue est un A-I-terme SS] u E Vr eJ.

Nous montrerons que les structures <T,~> et <T,6> sont plus

complexes que dans le premier ordre, et en particulier au'il n'y a ni inf

ni sup, et qu'il existe des chaines infinies decroissantes strictel'lent.

Ces resultats sont vrais meme si on se limite aux termes monadiques.

Nous compl~terons ensuite T en T en autorisant de lier des varia-

bl es avec 1 'operateur A • Test la restriction all secemd ordre de 1 'ense.nlhle

T du chapitre 6. Nous etudierons les prohlemes d'unification et de deMi
x

unification dans le langage T.

6.1. Definitions generales

6.1. I. Termes de second ordre restreints

Pour tOllt i::::(), on se donne un ensemhle V. denamhrable de raY'iables
!

<Je ".{'mwt:·ons d'arite i. On suppose les lJ. disjoints deux a deux. L'enselT1hle
]

des variahles est :

v = ~ V••
1-1' 1

Soit f une variahle de (I •• On denate son Qrit~ par
1

a(f) = i.
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On se donne egalement un ensemble fini ou denomhrable

de constantes de fonctions donnees avec leur arite a(F.)~O.
~

On utilisera f,R,h pour denoter des variables, x,y,z,'"

pour des variables d'arite 0, F,G,H,A,B,'" pour des constantes,@,@ ' ••••

pour des variables ou constantes.

L'ensemble des termes restreints Test defini par

~@tl···t ( ) E T.. a @

(Remarquer que Vo c T). Comme pour le premier ordre, nous emplojerons quel

quefois la notation parenthesee@(tl,···,tn).

Si t E T, 1 'ensemble des variahles V(t) de test defini par

V(@ tl .. ·t
n

) = g V(t j) U ({@} n 11).

Soit t E T. On definit le degre de t 6(t) par:

On definit T. = {t € Tlö(t) = i}.
1

T O' 1 'ensemhle des termes de premier ordre, ales nlp.mes pro-

prietes que l'ensernble T du chapitre 5.

Tl est l'enseITlhle des termes monadinues.

Dans le cas particulier o~ ~F E r a(F)Sl. on designera Tl par L,

ensemble des termes lineaires.

Nous allons montrer que T a une structure heaucoup plus complexe

qu'au premier ordre. Nous etendrons ensuite T en l'ensemble complet T. en

introduisant des variables liees, Oll nous etudierons les prob1:emes de filtrage

et d'unification.

Remarque :

De rnime qu'au premier ordre, on pourrait raffiner l'arite des

atomes en un type, comme pour le \-calcul. Il est evident que cela ne pose

pas de problemesupplementaire, et que taus nos resultats sont valahles sur

des langages types.
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6.1.2. Substitutions

On appelle terme mutificateur reZatif a f, avec f € V ,
n

taut tenr.e

fx "'X
. I n'

les xi €tant des variables distincte~ de VO' On d€note par mf,M~'"

un terme mutificateur relatif ä f.

Rernarquons "ue si x € VO' x est terme lTlutificateur relatif

a lui-rrerne.

Une substitution est un ensemhle Uni de cOlT'posantes

ou les mf sont des termes mutificateurs relatifs a des variables distinctes,

et 1es t f des termes.

Soit 0 une suhstitution, t un terme de T. On definit recursi-

vernent ot par

a@t ···t =I n

(i) s'il existe dans 0 une paire <@x "'X t@> alors Pt @' 00 p estIn' ,

1a substitution de ler ordre {<x.,ot·>115i~n}
1 1

(ii) - sinon @ otJ ••• ot •
n

Perrarques

1) Si @ E (' on est toujol1rs dans le cas (ii).

2) Cette definition est €quiva1ente ppl1r les ter~es de second ordre, a

celle donn€e au chapitre 2, si l'on remplace la paire <fx\".xn,t r >

par la paire <f,AX\"'xn·t
f

>, les ß-r€ductions etant app]i~uees de l'in-

t€riel1r vers l'ext€riel1r, et la n-r~duction etant perrrise.

3) t'!ous n'avons pas lCJ. de prohleme de renOl"1Il1age de vadahles li~es,



comme le montre l'exemple suivant.

Exemple :

6.5

Soit t f (x) ,

° = {<x,A>,<f(x),G(x,x»}

Alors

Defini tions

ot pG(x,x)

= G(A,P-.).

avec p = {<x,A>}

On definit

Soit o,P des suhstitutions, v un sous-ensemhle fini de 11.

Soit <fx ···x ,tf> € 0. On d~finitI n

et 1(0) = f~(cr)I(O,f).

1(0,0

Enfin: arv = {<ITIf't f > € crlf E v},

On definit 1 '~galit~ entre fHlhstitutions par

° = p V(cr) V(p) et

~f E V(cr) avec <fx ···x t>
In'

E (J et

alors t ~t' et t' = Ct, avec ~ = {<Yl"x.,'> li~n} et r,' = {<x·.y.>li$n}.
1 1

De ITIeme que prec~dernment, on definit

cr Vp # dV = p Iv.



Lemrne 6. I

o = p <# 'v''t E T at

Derr:onstl'ation :

=} par recurrence sur t, en utiHsant la definition de at.

{=: en cboisissant pour t un terme mutificateur dans 0

ou dans P. 0

Definitions

Vi::;nSS]

1..1 coroposante de suhstitution <fxl···xn,t
f

> est dite stY'icte

Xi E V(t f )·

Une substitution est dite stY'icte ssi toutes ses composantes

sont strictes.

On denote par S l'ensernble des substitutions, et par ~ l'e~

semhle des substitutions strictes.

On definit deux preordres ::; et ~ dans T par

t ~ t' <# 30 E S

t 6 t' <# 30 E S

t'

t'

at

ot.

Dans le premier cas on dit que t schematise t', dans le second

que t schematise t' strictement.

PemarquClns que les leI!1ll'es 5.3 et 5.4 ne sont pas vrais ici,

pour s cornme pour t. Fn effet, on a par exernple :

f(x) 6 F(A) car F(A) = af(x), avec

o = {<f(y),y>,<x,F(A»}

ou 0 = {<f(y),f(y»,<x,A>}.

Enfin, x6f(x)6x.



On definit la corrrpositlon de a et p cornne la suhstitution

ap = {<mf,~tf>r<~f,tf> € a} u {<mf,t f > E plf , D(a)}o

Dans cette notation, nous supposons qu'il n'y a pas de con

flits de variables, et qu'en particulier les variahles liees par Mf n'an

partiennent pas ä D(p) u 1(p)0 Sinon, on effectue les renommages neces-

saires.

6.7

Par exerple, avec

et

a = (ef(x),F(x,y»}

p = {ex,A>,ey,G(X»},

cn a pa = {ef(z),F(z~G(x))>} u p.

LernIl'e 6.2

Avec ces precffiltions, on peut prouver

\lt € T (ra)t p(at).

Par recurrence sur t. Les details sont lnigses ffit lecteur. n
Fn comhinant les lemmes 6.1 et 6.2, il est aig~ d'ohtpnir

l'associativite de la co~position de suhstitutions,cornrne au chapitre 2.

Remarauons que si a est stricte,.alors V(t) c V(ot).

11 s'ensuit que si a,p € ~, alors pa ~ S.

Pemarque

S et 6 sont deux generalisations possihles du preordre

du rhapitre 5. Aux ordres superieurs, ~ est l'analogue de la relation

etudiee dans le chapitre 4, sur les termes de ;\-V-calcul munis des

r~gles ß et n. L'analogue de A consisterait ä se restreindre aux termes

du ;\-l-calcul, ou la construction ;\xe n'est admise fjue si x <. vre-1.
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Dans le prochain paragraphe, nous co~encerons par etudier

I 1 enserrble L des termeslineaires, clest a dire entiere~ent co~poses de

•fonctions RU plus ~onadiqups. Nous etudierons plus particuliere~ent 1a

structllre d€: L lt>lativemept aux preordres ß; et 6.

6.2. Termes lineaires

Nous supposons dans ce paragraphe que

Denotons

\j@E (' LJ V a(@):sl.

r {@ E r LJ Vla(@) ) } (atomes fonctionnels)

r {@ E (' u Illa(@) . O} (ato~es individuels).

Llense~ble des ter~es lineaires est

L = F* I.

h.':.I. FiJtrage strict

h.?l. I. P{duction RU fiItrage dans r*

Soit t,t' f I. Nous cherchons leI' soll1·t~('ns? r,' r l , e'u:!

ii rhre les sllhstitlltions strictes er teIles aue at = t l •

Les suhstitutions strictes ~ont lCl des ~nrpl\is~es. pro]ongeant

des applications cle F n V dans r* et de

Y n V dans r* 1

Soit t = \v @ • t l

*On dOlt Civoir, en particulier, 0 @ = l1@', avec u € r .

1] Y a deux CRS :

i) @F r; a10rs si @I;'@, pas de solutions,

Sl non on se raI'lene li 0,",' = ,,' .

ii) @ E V aIors on introduit une varja~le fonctionnel]p h

nlapparajssant pas dans tt l , et on se rar~ne ii



w' ,type \07 t.

Dans tous les cas, on se raMene donc a une equation du

, r*avee W,\o7 Er.

Toute solution 1 cette equation donnera hien sOr une

6.9

solution au probleme de filtrage original (dans le eas ii, avec u oh,

on prendra OX = IJ @ ') •

6.2.1.2. Recherche des solutions en löngueurs

Soit l'equation w A w', avec w,w' E r*.

Soi t V(t-J) = {f ••• f } et soi t O. le nombre d' oecurrenees
-I' 'n' 1

de f. dans w, Is;i~n. Finalement, soit (l le nOMbre d'oecurrenees de eonstantes
1

dans w, et ß la longueur de \07'. L'equation en AI"" '/-n~():

n

.I O./-. + (l=ß admet un nomhre fini de solutions.
1= 1 1 1

Une teIle solution sera dite solution en longueurs de w A w'.

A toute solution en longueurs<I\I~···,1\ > eorrespond au plus. n

une solution 0 de w 6 w', teIle que lOf. I = 1\ •• rette solution est ohtenue
1 1

en divisant w' suivant les segments eorrespondants ä la solution en Innfueur~.

Par exemple, l'equation fg A H donne ·deux solutions en lon~ueur~

i) If I
i i) If I

o I, qui donne la solution of ~,og

0, qui donne la solution of = H, ag

H

E.

6.2. J .3 Cet algorithITlt! permet done de i!enerer un nomhre fini de soilltions

a un probl(~me de filtrage strict.

R§ciproqlJement, ce sont 11 toutes les solutions.

Par exemple, soit t fx

et t' HA.

en choisissant la nOllvelle variable fonetionnelle g, on reduit au prohleme

dans F* : fg6H, qui ales deux solutions trouvees plus haut.
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On trouve donc deux solutions a t ~ t'

°1 {<fy,y>,<x,HA>}

02 {<fy,Hy>,<x,A>}.

6.2,2 Filtrage

6.2.2.1 Reduction au filtrage strict

Nous cherchons lT'aintenant des solutions a l'equation

t s t'.

00 on suppose que les f.
1

sont pris dans leur ordre d'occurrence dans t (i.e o 1a premiere occurrence

de f
l
,est ä gauche de la premiere occurrence de f 2 , etc ••. ). Soit w ••. w

]. • n

les parties initiales de t, precedant 1a premiere occurrence de fl,···,f
n

•

Soit x E VO-(V(t) u V(t'». On se ramene aux n+1 prohlelT'es :

\01] x t:. t' (I)

\ol X t t'
n

t ~ t'

(n)

(n+ I) .

Taute solution p au proh1elT'e (n+l) est une solution de t~:t'.

Soit p une solution au prohlewe (p), avec pSn. Alors

Cl = p u {<f x,px>} est une solution de at = t'.
P

InverselT'ent, toute solution a de t ! t' qui soit stricte en

fl.···,f
p

_
J

et non stricte en f
p

est solution du prohl~me (p). avec p S n+l.
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6.2.2.2 Exemple

soit t = fx

t' HA.

On renuit id Je probleme t ~ t' R '2 prnhlf=.me!';

(I) y 6 HA • qui a une solution unique

p {<y.HA>}

(2) fx t. HA.

Dans le pre~ier cast on trouve la solution

03 = {<fy.HA>},

Dans le second. on trouve les solutions 0
1

et 02 ci-dessus.

6.2.2.3 On trouve donc toujours un ensemble tomplet fini de filtres

dans L. Nous verrons plus loin comment ce resultat s'etend aux termes de

second ordre generaux.

6.2.2.4 Existence de filtre

Supposons que l'on s'interesse si~pleroent ä l'existence d'une

solution a t ~ t'. Nous avons vu que nous pouvions nous ramener a (n+l)

filtrages De plus. remarquons que si le proble~e (j+l) a une solu-

tion a. alors le probleme (j) a une solution egalement. En effet. 0 solution

de (j+l) impose en particulier que t' = ww'. avec W = 0W .•
J

La substitution at{fl.···,fj.,.l} u{<x.w'>}. est hien une solution

de (j).

En pClrticulier. t ~ t' admet une solution ssi t € C* et t' = t

ou wlx 6 t' admet une solution. c'est ä dire si et seulement si t' COmmence

par la partie initiale dans C* de t.
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La eondition de filtrage dans Lest done tres simple.

Nous allons voir de meme qu'il existe un inf et un sup

dans Lt relativement a St et qu'ils se ealeulent tres simplement.

6.Z.3 lnf et sup relative~ent a S

Nous donnons ci-dessous un algorithme deealeul de l'inf -t 11 t'

et du sup t V t' de deux termes lineaires queleonques t et t', relativement

a l'ordre induit par s.

Seit ttt' E L t et soit w le mot initial eommun a t et t' maximal.;

t = 'ltTf.t.7
1

t' = WWz
(i) si w\ E alors w E: L, d'oil Wz = E, et t 11 t' t v t' = t = t' = w.

(ii) SI \\' = X E: Va ou w
1 = fW

3
avee f E: l' 1' alors t S t' et on prend don!=1

,

t " t' t t t v t'

(i ii) slnon t SI 'It!2 "- x ou Wz
(iv) sinon t on prend t " t'

majorant eOJTlTIlun.

t' .

fW 4t alors eas sym~trique.

WX, avee x E Va ; t et t' n'ont pas de

La preuve de eorrection de eet algorithme est triviale, nous ne

la ferons pas.

Le preordre 6 est singulierement plus cornplique. Nous allans

voir dans les prochains paragraphes que l'on ne peut definir ni un inf Bi

un Slip vis aVIS de l'ordre induit par li.

6.2.4 Non existence du sup dans <L,li>

Considerons

t fFA

t' FgA
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11 est fClcile de montrer que l'ensemble des JTIajorants COl"l'lUnS

oe t et t' relativement a ~ est

{FA, FwFA} ou *W € F quelconque.

CCcl t..lIStll,Lh: n'öyaht pas de plus peLlt ~1eill(,nt ([fFd 6. f,\),

t et t ' sont des termes lineaires majores sans sup.

6.2.5 ~on exi~tence de l'inf dans <L,~>

Considerons

t

t '

FGA

GFA I
t

l
=

t =
2

fFgA

fGgA

t
j

et t 2 sont deux minorants communs ä t et t ' •

Soi t t 3 lln majorant commun ä t .et t ' , t
3

= ot I'

o doi~ introduire G soit par f, soit par g. Dans le premier

CA,; t 3 ne peut I1tlnorer t, dans !;econd t 3 ne peut rrinorer t ' . Ceci nont n'

bien que t el t ' n'admettent pas d'inf relativernent ~ 6.

Ceci peut se produire mi~e s'il n'y a qu'une fonction constante '.

et 1r.E~me SI t et t ' ont le mime nomhre d'occurrences de F, COITlPle le l'1ontre

I'exernpIe suivant

t fFfFgA

t ' fFgFgA.

Considerons

t l fJf2Ff2f3Ff3f4A.

t 2 flf2Ff3f2Ff3f4A.
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On a bien t

et t ' o't = o't
I 2

0 '

Cl

et

{<f]x,x>,<f
2
x,fx>,<f 3x,x>,<f

4
x,gx>}

{<f
J
x,fx>,<f

2
x,x>,<f

3
x,gx>,<f

4
x,x>}.

Les majorants de t l et t 2 qui minorent t et t ' ne peuvent suhs-

avec

tituer a f l ,f2 ,f),f4 que E ou les atomes f et g.

Soit t) un tel majorant de t l et t 2 : t) = 0lt] = 02t2'

Les conditions initiales et finales imposent

I) 0
1
f
2

E . alors t) ne peut Minorer t.,

2) 0 Jf)
E: alors t

3
ne peut minorer t ' •

3) 0jf2 °lf 3 = f ou g ; alors t 3 ne pellt ll·inorer nl l OJ t ' •

Ceci ach~ve hien de prouver que t et t ' ne poss~dent pa~

d'inf (remarquer que fFp,FhA est strictement inferieur a t
J

et t
2
).

6.2.6 <L,6> n'est pas bien fonde

Nous allans maintenant Montrer que L poss~de des chatnes

infinies decroissartes strictement, avec I'ordre de filtrage strict.

Considerons la suite de termes :

t o A

t l f}fl'''

t
2

f
2

f
l

f
J
f

2
A

t = W F A
n n n

avec W
n

ff ••• f
n n-I I'



On a bien t 6 t I' En effet t I" 0 t ,n n- n- n n
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avec o
n

{<f x,x>}.
n

Montrons, par recurrence sur n, que Yi<n t..Jr t •
~ n

C! t::st vrai (trivia1ement) pourn=O. Supposons 1a proprieü

vraie pour n-I,et montronsia pour n, par recurrence sur i.

C'est vrai pour i=O, car Va aA = A.

Supposons 1a propriete fausse pour i ., i. e.

3p E S pt. = t .
~ n

(1 )rWi W

COlT'I11e Ipw·1 Ip~·1 , doit avoir n= on
~ 1

(2) •pw. = w
~ n

CI) entratne pf.
1

1

f ••• f .
n J

e:

(2) rCd uit Ie premier cas a j=n.

Mais aIors (I) entr.atne

{

pH. I = \v I
1- n-

~ ~

pW i _ 1 = Wn..,1

d' Oll p t i - 1

ce qui est contraire a I'hypoth~se de recurr~nce sur n.

Dans Ie deuxieme cas pf. = E: , ( I ) entraine
~

r: i
-

I
-

w
n d'oiJ pt. I t n'~-pW

i
_

1
Wn

ce qui est contraire a I'hypoth~se de recurrence sur 1.

Ceci compiete 1e pas de recurrence sur i ,ce qui compI~te

1a r~currence sur n.

On a donc une chatne infinie strictement decroissante

6 t
n

-6 •••

ou t t, t' {:} t' t, t et t ~ t'.
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Par contre t toute chaine striete~ent deeroissante avee

le pr~ordre ! issue de test de longueur au plus Iw)1 t oD w
1

est la

*chaine initiale de t maximale dans C. <Lts> est done un ITF partieu-

lierement simple, l'ordre etant l'ordre prefixiel sur les segments cons-

tants initiaux.

6.2.7 Strueture des termes lineaires par l'ordre de filtrage

Nous pouvons rassembler nos resultats sur la structure de L

n:un~ dE!l deux ordres de filtrage par les lernmes :

Lemme 6.3 Dans L muni de s :

deux termes quelconques admettent un info

- deux termes majores admettent un SUPt

- il n'y a pas de chaine infinie strictement decroissante.

Lemlr.e 6.4 Dans L muni de ö :

- certains termes ttt' n'admettent pas d'inf.

- certains termes ttt' majores n'admettentpas de SUPt

i1 existe des chaines infinies strietement decroissantes.

Nous a110ns maintenant etudier 1e probleme de l'onification

des termes lineaires t d'abord dans 1e cas strict t puis dans 1e cas non stdd:.

Koos montrons tout d' ahord que 1 'unification stricte est un prohleme inter-

reduetible au probierre de Harkov.



6. J7

6.2.8 Unification stricte

Soit ä unifier strictement deux termes quelconques de L

t et t'. Nous al Ions ~ontrer comment ramener ce probleme a un prObleme

dans F*. On commenee done a examiner les ato~es terminaux de t et t'.

11 Y a 6 eas :

I) t = wA t' = w'B A et B distincts.

t et t' ne soht pas unifiables.

2) t = wA t' = w'P.

Alors at = ut' avec 0 E ! si et seulement si

aw = aw', oQ est maintenant consid~r~ comme un

endomorphisme du ~onoide F*.

(i. e. af = w
f

correspondant a <fu,wfu> E 0)

3) t v/X t' = w' A.

Alors soit f une variable dans F n V n'apparaissant pas dans t 0,11 r'.
x

On a et = at' si et seulement si

o .. P lJ {'x,(pf )A>}, oli
x

pest maintenant solution de wf
x

4) t. wA t' = w'y cas syro~trique a 3).

5) t v:x t' W'x cO~IT,e en 2).

6) t wx t' On se ramene a 5) en substituant d'abord f y a x,
x

puis f x 5 y, ce qui fait deux CRS s~pRr€s.
y

Dans taus les cas, on se ramene done a resoudre une €quatipn

w = w', avee w,w' f r* , une solution ~tant un endomorphisrre p de F* tel qu~

pw = pw'. (Plus exactefl1ent, nest le pro10nge!t'ent unique par morphisme dc

monoide d'une applicatinn rle F dans F*, identite sur C).

La n§duetinn inverse est immediate (avee 2) ci-dessus).
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La r~solution d'iquation dans le monolde libre avec cons~

tantes est un prohl~me tr~s difficile. La dicidahiliti de l'existen~e de

solutions a de tel les E'quat~ons est encore un probleme ouvert (generale

ment connu sous le no~ de prohleme de Markov). On connait des alforithmes

de d~cision dans quelques cas particuliers.

Soi tele nop~hre de constantes distinctes apparaissant dans

ww'. v le nombre de variables. Les cas particuliers suivants sont decidables

I) c = 0 la solution triviale E est toujours solution.

2) c = (cas con~utatif) il suffit de r~soudre l'equation BUX 10npueurß.

3) v on peut p'ontrer que 1 'ensemble des salutions est un langage

rationnel (voir [RGI]).

4) v

5) v

2 un algorithme a ete dicouvert par ~arkov [MAIJ.

3 un algorithrre a ite publie par Ju.I. HmelevsKii

(voir !HJI], [rUn. [-HJ3J).

Le cas c~2 avec v>3 est encore ouvert.

Nous donnerans en 6.4.2 un alj!oritJ1p!e d'unifiahilite, der/v€-

de celui difini au chapitre 3. Cet algar~thme peut €tre utilise paur la semi~

dicision de teIles €quat~ans. en se restreignant aux solutians strictes.

6.2.9 Unification

Soit a unifier deux termes quelconques de L t et t'.

Nous allans tout d'ahord J'T'antrer COl1"J'T'ent on peut se ramener

au probleme de l'unification stricte.
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6.2.9.1 Reduction a l'unification stricte

L'idee est 1a meme que ce11e uti1isee en 6.2.2.1

Soit L = V(t) u V(t'). L n F = {fl.···.fn}.

On considere 1es 2n substitutions

0r = {<f.x.z.> I i € I}.
1 1

ou lest un sous-ensewble que1conque de {1.2.···,n}. et 1es z. sont des
1

variables dans VO-L.

Pour chacune de ces substitutions, on considere 1e probleme

d'unification stricte de ort et ort'.

Toute solution au reme probleme. composee avec 0r' donnera

un unificateur de t et t'. Reciproquement. tout unifi.cateur ° de t et t'

qui est strict sur Ü . I i , I} et non s t ri ct sur {f. I i € I}
1 1

peut

s'ecrire sous 1a forme:

° L POr'

Ceci acheve bien 1a preuve de 1a reduction de l'unification

de t et t' a Zn problemes d'unification strictJ~)

On obtient en particu1ier que si le probleme d'equations dans

les monoides est decidable. alors l'existence d'unificateur a des termes

lineaires l'est aussi.

Nous n'avons pas reussi a effectuer la reduction inverse.

La difficulte reside dans l'impossibilite apparente de forcer

une condition du genre "f est stricte" par une contrainte d'unification

lineaire. rl est par contre aise d'obtenir l'equivalence du probleme d'uni-

fication et du probleme de resolution d'equations dans le wonoide libre

complete par un element "zero" (absorbant a droite).

<t) En fait, le nombre de problemes distincts est au plus de

= I + n(n+l)
Z



Le probleme d'unification peut donc etre decidable, sans que

les equations dans le monoide le soient. Mais nous allans donner dans le

prochain paragraphe une indication de la complexite du probleme d'unifica-

tion, en montrant que la longueur minimale d'un unificateur ne peut ~tre

bornee par un polynome en la longueur des termes a unifier.

6.2.9.2 Complexite minimale des solutions

6.20

Definition Soit t,t' E L, cr E U(t, t I )t. On appe He camp lexi te de cr

l'entier :

Lemme 6.5

max {Iwl I <fx,~]> E cr et f E V(t) u V(t')},

11 n'existe pas d'entiers p et q tels que, pour tous termes

t et t ' dans L, si t et t ' sent unifiables, alers il existe un unifica-

teur cr de complexite inferieure a P~q. avec ~ = Jtl+lt'l.

Demonstration

Considerens :

t

t '

fIAfZA ••• frnAAfIBf2B ••• fm_t r
n n n

AfIAfZ···AfmfZBf3R ••• fm C

oil 'Par exemple Les tennes

n

t et t ' sont unifiables, par exemple par la substitution
rn-I rn-i

n -) n Icr = {<flx,A x>} u {<fjx,A x> I< i::;rn} .

11 est facile de rnontrer que 0 est l'unificateur de t et t '

de plus petite complexite. En effet, soit p un unificateur quelconque de

t et t ' • On prouve tout d'abord que Vi::;rn pest stricte en f .•
I

t
U(t,t ' ) est l'ensemble des unificateurs, stricts ou non, de t et t ' .
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En effet, si p n'~tait pas striete en f), e'est ~ dire

si <flx,t l > € p, avee x I. V(t l ), alors

pt = t l ; At l pt', en eontradietion avee l'hypothese

p € U(t,t'). Done <flx,wx> € p, et pt = pt' entraine en

partieulier "7A = Aw. Ceei implique w € A*, par r~eurrenee sur 1,,71. Mais

pt = pt' entraine aussi p(f2A••• ) = p(Af2···) et de proehe en proehe on

*ohtient bien <f.x,w.x> € p, avee w1.. € A •1. 1.

Le reste de l'~quation entraine

{
wi =

Aw =
I

I<i<m

La solution w. = E ne eonvenant pas, la plus petite solution
1.

est w
rn

A w = An •••
, m- I ' , i.e. p = cr.

I I rn-)
La eomplexite de cr est C = wlx = n • lei

A = Itl+lt'l = 4m+(n+3) (rn-I)+J.

11 suffit de ehoisir m = q+2, ~t n tel que

nq+1 > p [(q+l)n+7q+12J q , pour avoir C > p Aq • 0

Ce resultat indique en partieulier qu'il n'est pas possihle

le borner la longueur des branehes d'un arbre d'unifiahilite de t et t' par

In polynome en Itl+lt' I.

Nous venons de voir que, rre~e dans le eas des termes lineaires,

l' unifieation etai t un proh lerne tres diffici le.

Nous allons T'laintenant eonsiderer l'ensemble TI des termes

monadiques, en supposant l'existenee d'au moinsune constante d'arite >I.



6,22

6.3 Termes monadiques

Nous allons tout d'abord montrer que TI' mun~ de l'ordre

de filtrage $, a une structure aussi compliquee que <L,~>.

6.3.1 Lemme 6.6

Soit f,g E VI' A et B deux constantes zero""'aires

distinctes. Pour toutes substitutions a et a' :

si afA a'gA

etafB = a' gB ,

Demonstration

alors Vt E T aft a'gt.

Soit a et a' repondant a l'hypothese, et soit t E T.

a doit posseder une co~posante relative a f , soit <fu,t l > E a •

D
A. ,e meme, SOJ.t <g,v,t 2> E a •

Par definition, afA = PI t I avec PI {<u,A>}

afB = P2tl avec P2 {<u,B>}

a'gA n l t 2
avec n l

{<v,A>}

a'gB = n2t 2
avec n2

{<v,B>}.

11 est facile de montrer, par recurrence sur t l
et t 2 , que

t l et t
2 sont identiques, au renommage pres de u par v :

t l = a
l
t

2
et t 2 = a 2t l avec a l = {<v,u>} a2 = {<u,v>}.

On en tire facilement que pour tout t aft a 'gt. Nous ne

faisons pas ici les preuves completes qui seraient plus aisees dans la

notation du A-calcul. 0

Ce lemme nous permet de ramener un prohlfime d'existence de BUp

dans TI a un probleme d'unification, comme nous allons le voir.
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6.3.2 Non existence du sur dans <T),~>

Nous allons nous inspirer de l'exe~ple de 6.2.4 •

Considerons

{ t· = H(fA,fB,fFC)

t' = H(gA,gB,FgC)

En utilisant le lemme 6.6, on montre facilement que l'ensernble

des majorants de t et t' est

{H(wA,wB,FwC) I *W € F }.

Cet ensemble n'ayant pas de plus petit element, t et t' sont

des termes majores sans sup.

6.3.3 Non existence de l'inf darts <T),~>

Nous nous inspirons de 1 'exemple du 6.2.5, en 1~ cornpliquant

pour elirniner les solutions non strictes.

Soit

t H(FGA,FGA,GFA)

t' = H(GFA,FGA,GFA)

1t) ~ H(f) Fg)A,Ff1 f!)A,f) p) FA)

t 2 - H(f2Gg2A,f2g2GA,Gf2g2A)

t) et t 2 sont des minorants de t et t'

t = 0) t) °2 t 2

t' °it) °i t 2 avec

0) {<flu,u>,<~)u,Gu>}

°2
_.

{<f2u,Fu>,<g2 u ,u>}

° ' = {<f1u,Gu>,<glu,u>})

° ' = {<f2u,u>,<g2u,Fu~} •2
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t
1

peut etre eonsidere eomrne une "abstraetion en F" de t et t', et

t
2

eomme une "abstraetion en G". Ces deux abstraeti.ons sont ineompa-

tibles, eomme nous allons le montrer.

S · " "01t t = Plt l = P2t 2 un maJorant commun a t l et t 2 ,

On montre, par une analyse par eas fastidieuse mais faeile, que PI et

P
2

doivent etre strietes (il suffit de regarder les eonditions aux

longueurs).

Posons : PI {<flu,wlu>,<glu,wZu>}

Pz {<fZu,w3u>,<gZu'~4u>},

PztZ' On doit avoir :

wlFwZ w
3

Gw4 (I)

FwlwZ = w3w4r. (Z)

wlwZF = Gw3w4 (3)

(I) impose wIw3 f E, si w
J

fE , alors (Z) impose que \.,J3 eommenee par F.

done t" = H(F· •• , ••• ,".) ne minore pas t', Si W I f E, alors (3) impose

que W I eommenee par G, done t" = H(G···,···,···) ne minore pas t. 11

n'existe done pas de majorant eorrnr.un a t l et t z qui ~inore t et t'. Ceci

aehive de montrer que t et t' ne possident pas d'inf relativeMent ~ ~.

Remarquons q~e t et t 1 n'admettent pas d'inf dans T, et non

seulement dans TI' Cet exemple montre que dans T il y ades rraniires in

eompatibles de generaliser (ou abstraire. ou induire) a part ir de deux

termes. Dönnons un autre exemple. sans preuve cette fois :

H(FFA.FA)

H(GGR.rF)
sont deux termes de Ta

qui possedent comme minorants communs, en part~culier :

t l H(ffx,fx) dans TI

et t
Z

• H(h(FA,r.B) ,h(A,B)) dans TZ (avee h E 11
2

) qui sont incompatibles
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Nous allons maintenant ~ontrer que TI' muni de l'ordre $ de

filtrage, possede des ehaines infinies striete~ent deeroissantes.

Soit

On eonsidcre la suite de termes de TI

t o F(A,A)

t l F(fIÄ,f1fIA)

. t 2 = F(f2fIA,f2flflf2A)

b • • • •

t = F(w A,w ~ A)
n n n n avee w

n f f "'fn n-J I'

On a bien t n $ tn_I' En effet t n- 1

er = {< f x, x> } ,
n n

w f' •• fn I On'

Montrons maintenant que t n t t n+ l • Pour eela, supposons

qu'au eontraire il existe er tel que t I = ert ,n+ n

er ne peut etre une substitution striete, ear S1non an aurait

Done , en posant

t = ow A, on a
n

ert
n

F(t,t), qui ne peut done etre eea1 a t I'n+

Ceei aeheve de prouver que t t t n+l' et donen

t o > t l
> ' .. > t > ., .

n

Nous pouvons ll1aintenant rassemhier nos resultats sur la

strueture de <T1,s>:



6.3.5 Lemme 6.7

Dans TI muni de ~ :

- eertains termes t,t' n'admettent pas d'inf.

- certains termes t,t' major~s n'?dmettent pas de sup.

il existe des ehatnes infinies strietement d~eroissanees.

Nous voyons done que la strueture de <T,~> est eo~

pliqu~e, mime en se limitant aux termes monadique~.

En ee qui eoncerne 1 '~nifieation, 1a situation iei n'est

guere plus eompliqu~e que dans L, et guere plus simple que dans l'en

semble eomplet des termes de seeond ordre. Nous allons done passer

direetement a la situation gen~rale, au paragraphe 6.4.

Avant eela, montrons que l'unifieation striete dans TI

permet de r~soudre l'unifieation dans un langage de premier ordre, en

pr~senee d'un axiome d'assoeiativite.

6.3.6 Relations av~e l'unifieation assoeiative

Soit A un lanr,age de termes de premier ordre, dans lequel

on distingue une eonstante binaire H. Nous supposons que Hobfit a un

ax~ome d'assoeiativite :

H(x, H(y , z)) = H(H (x, y) , z) ) • ( I ).

Le probleme de l'unification assoeiative eonsiste ~ reeher

eher les solutions d'une equation
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t = t'

en presenee de l'axiome (I).

dans A,



Ce probleme est un cas particulier de l'unification dans

des langages de premier ordre munis d'un ensemble d'identites, probleme

etudie par Plotkin dans [PG2J.

Nous allons maintenant montrer qne ce prohleme se reduit a
,

l'unification stricte dans un langage de second ordre monadique B, que

nous allons construire.

Supposons que A soit construit a partir d'un ensemble V de

variables, et d'un ensemble C de constantes. On construit B a partir de

Va = {u}

VI = {f Ix € V}
x

C = {FIF € C-{H}} u {K},
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avec a (F) a(F)+1 et a(K) = O.

dHini par

-Pour tout t dans B, on denote par t le terme ferme de B

On definit une application ~ de A dans R, par

Par exemple

(i)

(ii)

(Hi)

~(x) = f u Vx € V
}(

- -.......,
~(F(tl,· .. ,tn» = F(~(tl)"'"

u
~(H(tl,t2» = S~(t )[~(tl)J·

2

~

~(t ) ,u)
n

VF € ('-{H}

HH(F(A),B» F(A(K),R(u»

~(H(A.H(B.C»)= ~(H(H(A,R).C»

D'une manicre generale, on peut prouver que

~(t) = ~(t') {:} t ~ t', ou ~ est la congruence

engendree par (I).
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Les termes ~(t) sont des termes particuliers de B : ils

possedent une et une seule occurrence de u, dans la position la plus

a droite la plus interne.

L'idee de la construction est naturelle~ent de prendre en

compte l'associativite de la fonction H par l'associativite de la composi-

tion des fODctions monadiques.

On etend ~ aux substitutions sur A com~e suit, :

Soit 0 une substitution de A, de domaine 0(0). On defini.t

Ho) = {<f U,(j>:(ox»lx € V~o)}.x

Montrons maintenant que ~ est un isomorphisme de AI::::. 8ur

~(A) c B. 11 nous faut montrer que le diagramme suivant commute :

t

t'

--~-~) <p (t)

jHol
----:.cjl-~) <p (t ' )

c'est a dire que Vt,o <P(o) <P(t) = <P(ot).

Nous laissons au lecteur la preuve de cette proprifte, qui

se montre facilement par recurrence sur t.
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Soit maintenant t et t' des termes de A quelconques t 0 une

substitution telle que ot :::. ot'. Alors c/>(o) est un unificateur de c/>(t)

et c/>(t'). Reeipraquement t soit p un unificateur de ~(t) et ~(t') tel qu'il

existe 0t avee c/>(o) = p. Alors on a ot:::. ot'.

On a done bien ra~ene le probleme d'unification dans At

modulo I' axio~e (I) t a un probleme d 'unifieation dans le langage de second

ordre monadique Bo

11 faut naturellement prendre garde a ce que les solutions

dans B soient inversihles par c/>. En particulier, rerrarquons que .(0) est

toujours une substitution striete.

Plus precis~ment, si on desire unifier c/>(t) et c/>(t') en'

construisant un API de ces deux termes t alors on peut mantrer qu'on peut

imposer a la procedure CHOJX de ne construire que les composantes

i) d'imitation

<ftJ,F(Z\ t O
O. ,zn,hu»

ii) de projection

<hu,u> que l'on peut restreindre aux variables 11

introduites.

Nous ne donnons pas ici les d~tails de la construction,

Plotkin ayant donne dans [PG21 un algorithne qUl permet d'enumfrer un

ECl'Y de deux termes quelconques dans AI:::.. Natre intention etait sil'lple

ment de 1'1ontrer la liaison entre les deux problemes, Cjl1i sont en fait

deux versions voisines du probleme des equations dans le monolde libre

avec eonstantes.

Remarquons enfin que ce prohleme est sous-jacent ä de no1'1

breux problemes informatiques. Par exen~le, le prohl~~e oe ]'appel des
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procedures par "pattern matchinp," dRns le langage QA4, en presence de

variables de listes, est une instance de ce probleme.

Lorsque l'on cherche ä unifier des te~es~odulo un

ensemble Clrbi trai re d', axiomes, on abouti t p:enerale~ent a rl"soudre des

equations dans la structure algebrique libre correspondante. Par exemple,

si la fonction H ci-dessus obeit egalernent ä l'axiorne de commutativite,

on doi t resoudre des equations dans le sefl1i-groupe con'mutatif libre. On

peut alors toujours trouver un ensemhle complet fini de solutions mini-

n-ales [SMIJ.

Des problemes analogues sont traites dans la these de

M. Stickel [SM2].

6.4 Unificatien dans f

6.4. I L'ef1serrble cOH'plet f.

Nous con~letons T en f en introduisant des variables lifes.

Plus precisen-ent, fest le plus petit ensen;ble contenant T et fern-e par

l'operation :

t- Axt X € V.

Co~me pour le A-calcul, nous utiliserons l'abreviation

AXj"'Xn·t paur AX 1AX 2···Axn t. De fait, fest la restrietion au second

ordre, de 1 'ensemble T du chapitre 4(t).

L'ensemhle des suhstitutions S est ir.change. ~lais l\l.HI~; f~cri ...

rens de merre <f.),u '''u ·t> au lieu de <fu ···u ,t>.
1 n 1 n

~----------------------------------------------

(t)Ceci n'est pas tout a fait vrai.-Pour obtenir les tenes de second ordre
du genre A(Ax'e), il faudrait definir des types, l'arite des atomes ne suf
fisant pas pour determiner si un terme est bien forme.
Nous ne le ferans pas ici par simplicite. mais tous leg resultats qui sui
vent restent vrais.
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Nous allons tout d'abord montrer e01'1ment la eonstruetion

d'arbres de preunifieation, eornroe definie au ehapitre 3, peut se si~-

plifier au seeond ordre.

6.4.2 Arbres de preunifieation

6.4.2.1

Nous allons definir .et eonstruire des arhres de preunifica-r

tion, a l' aide des proeedures snPL et CHOIX donnees au ehapi tre 3. Mais

iei un eertain nombre de simplifieations s'i~posent.

Tout d'abord, nous sonrres dans le eas DU la n-regle est

valide, ce qui nous permet d'utiliser les simplifieations deja definies

en 4.4.

Ensuite, la r~gle de projeetion de CHOIX est eonsid~rahle~

rr,ent silT'plifiee,. En effet, les projeetions sont id de la seule forme

avec J:-:i:-:p\.<f AW '··w ·P.>, 1 p 1
1

d'arguments E.).
J

Enfin, tm eertain nomhre d'heuristiques sont applical-des.

il n'y a plus(1. e.

Upe heuristique particuli~rement i~portante concerne le cas

oG le deuxi~me ter~e e2 de la paire donnee ä CHOIX est de la for~e

avee 1:-.m~n.AV ···v ·v C···)
1 nm

Dans ce eHS l'imitation nIest pas possible, seule la regle

de projection est applieahle. En iterant eette condition, on voit done

que eette paire ne sera s imp lifiee que si la variah le liee de e
1

corres

pondante u apparait dans l'argurnent de Cl sur lequel on se projette.
m
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Autrement dit. il est suffisant de se limiter aux projections

i est tel que u t V(e~) (avec les notations de 3.3.1)0m 1
< f AW ••• W • W • > ou

, I P 1
I
Cette re~le permet dans certains cas de limiter consid~rable~

ment le nombre de noeuds engendres.

Une autre heuristique concerne le cas ou la variable de tette

du premier terme e l appartient a Va' i.e.

Dans ce cas seule l'imitation est possihle, et dans le noeud

suivant on est dans la meme situation pour toutes les places d'ar~uments

de la tete de e
2

• On peut executer en une fois une "imitation itE~ree" COl'1-

me suite Ecrivons sous 1ft forme

e = 'v ••• v • f< <E • •• 1:' >>2 1\ In· . I ' , r'k •

ou E est un contexte ne contenant que des constantes. et ou

Maintenant. si

E.
J

avec f. f V •
J

{fl,···,fk } n {vl'···.vn.x} f 0, alors retourner

echec ('@'), Slnon retourner la composante

00 les Yj Ront des variables distinctes dftns Vo_u.

L~ justification de cette regle est ~vjdente :

- si f
j

= vk il y aurait un noeucl echec dans l'AP apres un certain

nombre d'imitations.

si f. = x il y aurait une hranche infinie d'imit~tions.
J

(les detlx ph~nOlnenes ci-dessus potlvant se comhiner entre eux et avec des

~checs dus a d'autres causes)
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- sinon il y aurait une cascade d'imitations, dont la lomposition des

composantes fo~erait justement la composante ci-dessus.

Cette heuristique permet en particulier d'eviter les bou-

clages dus uniquement aux variables elementaires (dans V
O

)'··

Donnons maintenant la description algorithmique complete de

l'algorithrne CHOIX simplifie. que nous appellerons CHOIX 2.

_6_._4_._2_._2_D_e_s_c_r_i..:.p_t_i_o_n_a_l~g_o_r_i_th_m_1._· q...u_e_d_e_CH_O_I_X_2--:(_e1..!.!2~) •

I I
e

l
= ~u "'u ·f(e· "',e )

1 n I' PI
. : 2 2

e2=~v"'v''''''(e "'e)I n ~ I' 'p
2

(i) si f E Vo (et done PI=O), alors effeetuer l'imitation iteree decrite

au paragraphe precedant (I ou 0 solution), sinon aller en (ii).

(ii) imitation; cette regle est applicable seulement si @ E C :

si @ = V.
1. I~i~n , aller en (iii).

Cette regle donne une solution, la eomposante

de V non
PI

avec E. =1.

<f , ~W I ••• w
p

• @ (E I ' ••• ,E ) >
I Pz

h ( ) I <'< '• W I ' ••• ,W - 1. - P2' ou
1. PI

dans V.

les h. sont des variables1.

(Hi) pY'ojection ; eette regle est applicable seulement si PI>O.

Elle donne PI solutions ; toutes les eomposantes

que

<f ~w ,,·w ·W.> avec l~i~PI'
'1 P 1.

I
Toutefois, si @ = vm' on se limite aux solutions teIles

I
u E V(e.).

m 1.

Fin de CHOIX 1.. 0
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Cet algorithme est considerahlernent plus simple que

l'algorithme CHOIX original de 3.3. 11 est de plus beaucoup plus

dirige (et donc efficace) que l'algorithme de Pietrzykow~ki pour le

meme langage ([PTI]) ; ceci est du ä la meme raison que precedernment

la recherche de preunificateurs est beaucoup moins co~plexe que la

recherche d'un ensemble complet d'unificateurs.

La construction d fun arbre de preunifications (AP)

s'opere exactement comme en 3.4. On peut de meme dtHinir des arbres

de preunification independants (AP1) cornme en 3.5. 11 n'y a pas lieu

ici de considerer la construction d'arbres d'unifiabilite comme en 3.6,

car, comme dans le cas du A-n-calcul, nous avons supprime 1a redondance

correspondante au niveau de l'algorithme CHOIX.

L'algorithme CHOIX 2 etant obtenu comme 1a restriction aux

termes de second ordre de l'algorithme CHOIX pour le A-n-calcul, l'equi

valent du theoreme 12 nous permet d'affirmer que l'ense~ble des solutions

E(A) obtenues aux noeuds terminaux succes d'un APl de t et t' construit a

l'aide de la procedure CHOIX 2 est un ECPl de t et t'.

(11 suffit de justifier separement l'heuristique concernant le cas (i)

cornme indique en 6.4.2.1, ~ans difficu1tes).



6.4.2.3 Exernple

Utilisons l'exernple 1 de 3.4.2.1 pour rnontrer un arbre

de preunifieation eonstruit a l'aide de la proeedure CHOIX 2.

t = ffx , t' = AAB.

C<ffx , AAB>}
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{<hAhx , AB>}

<hu • Ah'u>

«h';X. B~
<h'u B> <h'u , u>

;' '\,
® @

;:r

<x

<x , AAB>

1
®

6.4.3. Demi-unifieation

Nous allons rnontrer que, pour deux termes queleonques

t et t' de T, il existe toujours un ECDM fini de t et t'. Pour eela,

nous eornrnen~ons par examiner le probleme de l'unifieation de t et t',

lorsque V(t') = 0.

6.4.3.1 Unifieation de t et t', lorsque V(t') = 0.

Nous sornrnes iei dans le merne e2.S qu' en 3.7. 1. Le lernme 3.15

est toujours valable : tout API de t et t' dete~ine un ECUI de t et t'.

lIais iei nous pouvons rr.ontrer de plus .que la eonstruetion termine tou-

jours, et qu'on obtient done un ECUT fini.
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La preuve de terminaison est simple ; elle est basee

sur la forme simplifiee des composantes de projection.

Definissons 1T(t) '. pour t € T, COl'UTle en ) .8. Pour

on unificande N, definissons de meme 1T 1(N) et 'IJ Z(N) conune en 3.1.1.

Soit Aun API quelconque de t et t', N un noeud quelconque de A, et

N' un successeur de N dans A. 11 Y a deux cas :

(i) N' est obtenu de N par la regle d'imitation (ou d'imitation

iteree). Alors il est aise de constater que 1T Z(N') < 1T Z(N).

(En effet, l' atoIl'e de tete @ du terme e
Z

imi. te sera i:'limine par

la procedure SI~L).

(ii) N' est obtenu de N par la regle de projection. Alors dans ce

cas on constat~ que 1T 1(N ') < 1T 1(N) ,

1T 2 (N') ~ 1T Z(N) •

alors que

Par recurrence sur 1T
1

(N)+W'1T Z(N) on montre donc facilement

que toute branche de A doit terminer. En combinant avec le lemme 3.15,

on obtient donc :

Lemme 6.8 Soit t et t' dans T, avec V(t') = 0. Soit A un API quel-

conque de E et E' sur V, avec V(t) c V. Alors A est fini, et E(A) est un

ECUI fini de t et t' sur V.

Ce lemme a une application informatique irnportante concernant

les transformations de prograIl'Il'e. 11 est possible d'utiliser les termes de T
pour decrire des schemas de programIl'es, les termes fermes correspondant aux

programmes. On peut decrire des transformations cl.e programmes par des paires
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de schemas equivalents <t, t' >. Un prog.:-amme P peut se transformer par une

teIle paire, en un programme P' si et seulement si

P = E<t"> et 30(t" = ot et P' = E<ot'».

Le lemme ei-dessus nous indique que pour tout programme P

et pour toute paire <t,t'>, il y a un nombre fini de transformations que

l'on peut effeetuer, Qui peuvent etre effeetivement determinees en cons

truisant les API eorrespondants.

6.4.3.2 Demi-unifieation de t et t'

De meme qu'en 3.7.2, on peut eonstruire, pour tous te~es

t et t', un ensemble eomplet de demi-unifieateurs minimaux (ECDM) de t

vers t', en utilisant le resultat precedent.

L'equivalent du lemme 3.16 est toujours vrai, et le theoreme 11

peut done s'enoneer :

Theoreme 18

Soit t,t' € T, et L = V(t) u V(t'). 11 existe l1n ECDH r. de

t vers t' sur L, ql1i est fini, et unique a un isomorphisme pres.

La eonstruetion de z:etant effeetive, on obtient naturellement

que la demi-unifieation est deeidable dans T.

6.5. Conelusion

L'unifieation dans les langages de seeond ordre est un pro

bleme difficile, ql1i a des rapports etroits avec le probleme de la reso

lution d'equations dans un monoide libre avee des constantes.
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La decidabilite de l'existence d'unificateurs est encore

un probleme ouvert. sauf dans des cas particuliers assez restreints.

Par contre. la demi-unification est decidable. et on peut toujours trouver

un ensemble fini de solutions minimales.

En ce qui coneerne la recherche d'un ensemble co~plet

d'unificateurs. il est conjecture qu'on peut toujours irnposer a un tel

ECU la condition de minimalite. Remarquons que Plotkin a donne dans [PGll

un algorithme qui genere l'ECUM de deux termes quelconques de premier

ordre. en presence d'un axiome d'associativite. probleme voisin. comme

nous l'avons vu. Par contre. l'algorithme donne par Pietrzykowski [PTl]

genere des solutions redondantes.



CONCLUSION

1. Resultats obtenus, problemes ouverts

Nous avons etudie dans ce travail trois types d'equations

aux termes

- l' unification : U {aloE oE' }

- la demi-unification V {aloE E' }

- la pre-unification . P = {aloE oE'}..

Pour ces trois problemes, nous avons etudie les proprietes

d'ensembles complets de solutions, en particulier l'existence d'ensembles

minimaux, independants ou principaux, l'existence d'ensemble complet de solu-

tions fini et enfin la decidabi li te de chacun des problemes. Les resultats

obtenus sont resumes dans le tableau ci-dessous :

~. I LI oE oE' V E' P oE ~ oE'equatwn : : = . oE = :.
pro- :

prieMs ~!d 'un ensem- rdre I
1 2 ~3 1 2 ~3 1 2 ~;~b Ze comp Ze t

de soZutions.

principaZ 0 N N 0 N N 0 N N

fini 0 N N 0 0 N 0 N N

independant 0 N N 0 N N 0 0 0

minimaZ 0 ?3 N 0 0 0 0 0 0

decidabZe 0 ?1 N 0 0 ?2 0 ?1 N

CI

o OU] N NON ? ouvert



ler ordre. 2eme ordre.On remarque trois n~veaux de difficulte

3eme ordre et au delä.

Au premier ordre. il existe une solution principale pour chaque

C2

type d'equations. En particulier, il existe un unificatellr principal oe t0tlt

ensemble fini de termes. De plus. nous avons montre comment calculer eet uni

fieateur (ou reconnaitre la non-existence de solutions) en temps lineaire en

fonction de la taille de l'equation ä resoudre.

Par eontre. des le 3eme ordre. il n'existe pas en general d'en

semble complet fini. De plus. pour 1 'unification. il n'existe pas toujours

d'ensemble complet de solutions minimales. Enfin l'unifiabilite y est indeei

dable. On ne peut done esperer, pour generer un ensemble cOIrtpIet d'unifieateurs.

qu'une proeedure qui enumere un ensemble infini contenant des solutions redon

dantes. Cependant. si nous sommes seulement interesses par I'unifiabilite,

alors on peut se Iimiter ä generer un ensemble complet de preunificatellrs, toute

equation etant preunifiable si et seulement si elle est llnifiable. L'interet

de cette methode est qu'alors on peut garantir aux solutions generees d'etre non

seulement minimales. mais aussi independantes. Ceci permet d'ohtenir un algori

thme d'unifiabilite qui termine si une solution existe et qui ne fait pas de

reeherches redondantes. Cet algorithme a ete presente au chapitre 3. pour le lan

gage d'ordre w que constitue le A-K-ealcul type muni. de la ß-reduction. Tl est

montre au chapitre 4 eomment cet algorithme se simplifie lorsqu'on autorise aussi

la regle de n-conversion. Enfin le chapitre 6 donne un algorithme particuliere~

ment simple pour la restrietion aux termes de seeond ordre.

En ce qui coneerne la demi-unification. il est montre au chapitre 3

qu'on peut toujours definir un ensemble complet de solutions minimales. Cet en

semble est unique ä un isomorphisme pres, et nous montrons au chapitre 6 qu'R
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l'ordre 2 i1 est fini, et peut etre engendre par un algorithme de filtrage

particulierement simple.

Du point de vue de la structure de ces ense~hles de solutions,

nous laissons ouverts principalement trois prohle~es, notes ?), ?2 et ?3 rlans

le tableau precedent.

?) concerne la decidabilite de l'unifiabilite a l'ordre 2.

Ce proble~e, qui a des rapports etroits avec le probleme d'existence de solu

tians a un systeme d'equatians dans le manoide libre, est probable~ent tres

difficile.

?2 concerne la decidabilite du filtrage a l'ordre 3 et plus.

Nous conjecturons ce probleme decidable, mais la preuve en est probablernent

difficile.

?3 concerne l'existence d'un ensemble comp1et d'unificateurs

mlnlmaux a l'ordre 2. Nous conjecturons egalement une reponse positive.

Le deuxieme type de resultats obtenus concerne 1a structure de

l'enselT'ble des termes, ordonnes par l'ordre de filtrage.

Nous avons montre au chapitre 5 qu'eu prell'ier ordre, le magma

libre constituant l'ensemhle des termes possede vis-a-vis de cet ordre une struc

ture d'inf dem i treillis bien fonde, ce qui implique que

)) tout sous enserr.ble non vide de temes ad~et un inf (plus grand minorant)

2) taut sous ensemble de termes majore superieurement adroet un sup

(plus petit majorant)

3) il n'existe pas de chaines infinies stricteroent rlecroissantes.

Nous ll'ontrons de plus cornment on peut etenrlre l'ensemhle des termes

finis en leur adjoignant les arbres infinis rationnels, definissahles par des

equations recursives simples. L'existence d'un unificateur principal est conservee.
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En fait deux arbres finis ou infinis cornpatibles admettent un uniHcateur

principal qui est rationnel si les deux arbres sont rationnels. L'algorithme

d'unification rapide peut etre interprete cotrmle calculant cet unificateur princi

pal Bur les arbres. ou d'un autre point de vue. comme unifiant des termes modulo

une forme simple de recursion.

Par contre la structure des arbres rationnels est plus cornpliquee

que dans le cas fini : le treillis sous condition n'est plus complet. ni pour

le sup ni pour l'inf. et il existe des chatnesinfinies stricternent decroissantes.

Dans le chapitre 6 nous montrons qu'au second ordre on ne peut ~erne

plus garantir l'existence d'un inf ou d'un sup de deux termes. et qu'il existe

des chaines infinies stricternent decroissantes. Ceci est vrai ineme en se lirllitant

a des symboles de fonctions rnonadiques. Nous tombons dans ce cas sur des probleme$

ouverts de la theorie des monoides libres. En particulier. l'unifiabilite de

tleux t ernl€S par des fonctions monadiques stri ctes est equivalente au prob1 eme de

Markov.

Les resultats negatifs obtenus pour l'unification a partir du 3eme

ordre suggerent que la structure des termes y est encore plus complexe.

2. Applications

Les langages de termes consideres dans ce travail sont les outils

de base du logicien et de l'inforrnaticien.

Notre lan!!age de premier ordre. le magma libre ayant pour operateurs

l'ensemble des symboles de fonction. est precisement l'ensemhle des termes d'un

calcul des predicats du premier ordre.

Ces termes sont utilises par l'informaticien pour decrire 1a syn

taxe abstraite des programmes. les structures de donnees arhorescentes et l'en

chainement des calculs.



CS

De meme au second ordre, le logicien reconnaitra l'ense~ble des

termes d'un calcul des predicats du second ordre. Ces termes servent a l'infor

maticien en parti'culier a exprimer les schemas de prograrnrres recursifs, et les

organigramoles contenant des meta-variables ou variables de procedures.

Enfin, a l'ordre w, notre langage est le A-calcul utilise par

Church comme syntaxe de sa theorie des types. L'informaticien est en train de

reconnaitre a ce langage un role croissant en theorie de la programmation.

Nous allons maintenant presenter rapidement quelques applications

particulieres de nos resultats en infort'latique theorique.

Apr~s une presentation succinte, nous renverrons le lecteur interesse

aux articles cites en reference.

nerrcn.q~rndrn automat'ique en C'aZcul des pred1:cats du prem1:er ordre

La demonstration automatique a pour ohjet la realisation de pro

grammes qui verifient (ou refutent) une propositi.on dans une certaine theorie

matheo1stique, par la generation d'une dewonstration formelle.

La plupart des prograTTlMes de dewonstration automatique en logiClue

de premier ordre utilises a ce jour sont hases sur la regle de resolution. La

resolution est une r~gle d'inference unique compl~te pour les propositions ~ises

sous forme normale conjonctive. Les quantificateurs sont elimines par la ~fthode

de Skolern, et on montre qu'une proposition P peut se dfduire dans la th~orie

d'axiomes A en refutant par resolution Ä II {lP}o La methode est exposee comp1E:'te

ment dans robinson [RJAl].

La resolution con1bine les regles de coupure et de suhstitutic'n. par

l'intermediaire de l'unification. Plus precisement, soit C une clause (ensemble

de disjonctions) contenant une formule atomique L :

C {L} LJ C.
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Soit Dune clause contenant une negation de formule atomique l~

D = {lH} uD.

Nous supposons de plus que les variables lihres apparaissant dans D

(ces variables sont en effet quantifiees implicitement au niveau de chaque clause).

Si L et H s' unifient, avec un unificateur principal a, alors on peut

deriver par resolution la clause :

ae u aD.

(Remarquer que c'est le resultat de la coupure de ae et aD). Plus generalement,

on peut couper {L1,···,Ln } avec {lM1,···,lMp}. Donnons maintenant un exemple

de preuve par resolution.

Soit a prouver : "Tout demi-groupe simplifiahle a droite et a

gauche poss~de un element neutre a droite". On utilise le predicat ternaire P

pour signifier

P(x,y,z) # x*y = Z, OU * est l'operation du derni-

graupe. Les axiomes utilises s'expriment par:

- associativite :

Vxyzuv [(P(x,y,u) 1\ P(y,z,v)) ::> V,.,(P(x,v,w) {:} P(u,z,w))l

qui donne deux clauses en fonne normale conjonctive, la seule necessaire etant

(I) lP(x,y,u), lP(y,z,v), lP(x,v,w), P(u,z,w)

- solution a gauche :

~xy 3z P(z,x,y) qui donne une clause ou apparalt la fonction de Skalem C

(2) P(G(x,y), x.y)

-de meme pour 1a solution a droite

(3) P(x,D(x,y) ,y)



C7

Nous desirons demontrer le theoreme :

3x Vy P(y,x,y), dont la negation fournit la clause

(4) lP(Y(x),x,Y(x».

Appliquons la regle de resolution sur les clauses 2 et 1, ou les

formules ä couper sont

P (G (x, y) , x ,y), P (x' , y , , u) e t P (x' ,v,w)

(x et y de (I) etant renonnnees en x' et y'). Un unificateur principal de ces

formules est

a = {<x',G(x,y»,<y',x>,<v,x>,<u,y>,<w,y>}

qui donne la clause resolvante

(5) lP(x,~,x), P(y,z,y)

La resolution de (4) et de (5) produit de meme

(6) lP(x,z,x)

Enfin la resolution de (3) et (6) produit la clause vide n, qui

signale qu'on a obtenu une refutation.

La resolution est une comhinaison elegante des regles d'inferences

usuelles de coupure et de substitution. La completude de cette methode procede

des memes raisons qui permettent l'elimination des coupures dans les systemes de

deduction naturelle de Gentzen. L'existence d'un unificateur principal est cer

tainement 1 'une des propriihes fondamentales de la logique de premier ordre.

L'algorithme d'unification rapide presente au chapitre 5 permet de

calculer rapidement des inferences par resolution.

Nous esperons que ~et algorithme servira de base A la construction

de programmes de demonstration autornati~ue futurs plus efficaces.
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Extension cl l'egaZite

Robinson G. et Wos ont defini ~H)J une extension de la regle

de resolution au ealeul des predieats du premier ordre avee egalite. Une regle

de substitutlvite J~ 1 '~~Cilit.e est intruulti.t.e. apptHt paramodulation

Soit uneelau~e C. dans laquelle apparait un terme t : C

Soit une clause D eontenant une equation :

f<t> •

on peut deriver 1a clause :

On suppose leI aussi que les variables de C et n sont distinetes.

si t et t) sont unifiab les. avec unificateur principal o. alors

o rE<t 2> u DJ.

(De meme en echangeant les ro1es de t
l

et t z).

Un ensemble declauses C est insatisfiable dans toute interpreta-

tion n'Jrmale ssi on peut deriver 13 clause vide de C u {x=xl par resolution

et p2ramodulation~t)

Donnons un exemple de paramodulations. Soit * une operation j'inaire

verifiant les deux axiomes:

( ) y

(2) (x'*y') * y' x'

On obtient 0

Hontrons par paraTJ1odulation que * est cOT!1rnutative.

On COTJ1menee par choisir t = x'*y'. t.) = x*(x*y). t
2

= y.

{<.x',x>,<y',(x*y»l, d'oü le paramodulant de (2) par (I)

En paramodulant (I) par (3), on obtient bien

(4) y*x = x*y.

(Nous laissons deviner au leeteur les termes t et t) utilises dans ce cas).

(t) Ceci est encore une conjecture r il peut etre necessaire de rajouter a C

des axiomes du type x = x' ~ F(x) = F(x').
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Extension aux Zogiques d'ordre superieur

La methode de resolution peut etre ctendue aux logiques d'ordre

superieur. Dans ~GIJ nous avons defini une methode de preuves par refutations t

compl~te pour la theorie des types de Church. La r~gle principale est une r~gle

de resolution generalisee t qui n'effectue que les unifications faciles. Les

unifications difficiles sont retardees t les equations correspondantes etant gar-

dees explicitement.

Lorsqu'une refutation potentielle est detecte~ alors l'algorithme

de retherche de pre-unificateurs decrit au chapitre 3 est applique. La production
•

d'une solution valide la.refutation t en donnant un unificateur glohal pour tous

les pas de resolution employes.

De nombreux exemples de la Methode sont donnee dans mC3J. L'algori-

thme de pre-unification a ete implemente en ALCDL Wt a l'IRIA t et la Methode de

preuve par resolutions retardees a ete partiellement iMplementee t pour un langage

d'ordre 2, par J. Darlington au Gl1D (Bonn). P. Andrews experimente avec une im-

plementation compl~te, a l'universite Carnegie Hellon.

A titre d'exemple t considerons l'ensemhle de clauses

(1) P(f(x», Q(z(C)tC), R(f(z»

(2) lp (A)

(3) lQ(y(A)tY)

(4) lR(B(w»

ou les atomes utilises sont de typet respectivement

wtA

y,BtC

x,z

f

ex

(ex-+ex )

«ex-+ex)-+ex)
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et les predicats constants P, Q et F sont de types

P,R (Cl-+O)

ou 0 est le type "valeur de verite".

La sequence de resolutions qui consiste a couper ensemble les

formules atoroiques de meme symbole de predicat aboutit a l'unificande

NO = {<f(x),A>,<z(C),y(A»,<C,y>,<f(z), B(w»}.

En developpant unarbre d'unifiabilite pour NO' comme explique au

chapitre 3, on trouve l'unificateur :

Cet unificateur valide la refutation. Rn effet, en reportant a

dans les clauses initiales, on trouve bien un ensemble de clauses proposition-

nellement contradictoire.

Completude des regles de simplification

Soit R un ensemble de paires <t 1,t2>, ou t
l

et t 2 sont des termes

de premier ordre. On definit une relation de reecriture ~ entre tenT1es par:

t ~ t' ssi t = E<t'> (i.e. t' apparait en sous terme de t) et

<t
l
,t2> E R, avec t = at 1 et t' = E<at

2
> •

On dit que l'ensemble Rest complet si et seulement s'il possede

la propriete de Church-Rosser, i.e.

t -+ t
1

et t -+ t 2 ----;- :1 t ' *ou -+ denote

la ferrreture reflexive et transitive de ~.

Dans ~B1J, Knuth et Bendix ont montre comment, dans le cas des

systemes simplifiants (c'est ä dire tels que la relation ~ est bien fondee), on

peut donner une condition necessaire et suffisante de completude basee sur la

paramodulation mutuelle des paires de reecriture. De plus, lorsque l'ensemble de
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regles nIest pas complet, l'examen de la condition permet d'engendrer de nou-

velles regles compatibles avec l'ensemble de depart. Si le processus s'arrete,

on obtient un systeme complet.

Les systemes de simplification complets sont d'une grande impor-

tance en calcul symbolique. Ils permettent de definir des formesnormales uni-

quest calculables en un temps fini. De plus. il est possible de definir des

systemes de demonstration automatique en calcul des predicats avec l'egalite,

ou la regle de substitutivite est remplacee par des reecritures simplifiantes.

Dans les theories ou cela est possible, cette methode produit une amelioration

spect8culaire par rapport aux regles precedemment utilisees (paramodulation).

lci encore. l'algorithme d'unification rapide du chapitre 5 permet une imple-

mentation efficace de cette methode.

Donnons un exemple en theorie des groupes. Au depart. on se donne

les trois regles de simplification suivantes. correspondant aux axiomes usuels

de la structure de groupe :

(I)

(2)

(3)

-I
x *x -+ E

Les deux premieres regles forment un systeme complet. mais pas

l'ensemble des treis. En effet. on peut paramoduler la troisieme par la deuxieme.

-I
en unifiant x*y et u *u.

Ceci determine un "terme critique" (x-1*x)*z qui est simplifiable

-I
par (2) puis (I) en z. et par (3) en x *(x*z). Cette constatation suggere

l'utilisation d'une regle de simplification supplementaire :

-I
(4) x * (x*z )-+z
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Mais le sySteme resultant n'est pas encore complet. L'unification

du sous terme x*z avec la partie gauche de la regle (I) produit le terme criti

E-I*(E*Z). simplifiable par (4) en Z et par (I) en E-I*z. D'ou la regle

-]
(4.5) E *z -+- z

Le processus continue ainsi. jusqu'a l'obtention des 6 regles

supplementaires

(7)

(8)

(5) X*E -+- x

(6) E-] -+-E

(x-I) -] -+- x

-]
x*x -+- E

[(4.5)est alors supprimeeJ

(9)

( 10)

-I
x*(x *y) -+- y

-] -I-I
(x*y) -+- y *x •

Le systeme obtenu est maintenant complet. et peut servir a resoudre

le probleme des mots pour un groupe libre : t = t' est une consequence des

axiomes de groupe si et seulement si t et t' possedent la meme forme normale.

obtenue par des se.quences arbitrair~de simplifications par les regles (I) a (10).

Equivatence des schemas recursifs

L'algorithme d'unification rapide peut etre etendu a l'unification

sur des domaines d'arbres infinis, comme nous l'avons vu au chapitre 5. Cet

algorithme permet alors de resoudre l'equivalence des schemas recllrsifs zero-

adiques. comme definis par exemple dans [CKVJ.

Ces schemas interviennent dans de nombreux problemes informatiques.

comme par exemple pour diHinir recursivement des types dans un langage tel

qu'ALGOL 68. Notre algorithme peut etre ainsi utilise pour decider rapidemerit

de la compatibilite de types (modes) entre deux objets definis dans un tel langage.
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Par exemp1e, supposons qu'un programme contienne 1es dec1arations

mode m =8truat (ite! m 8" re! 8~ruat (re! m a" re! n b)b) ;

mode n =struat (re!: n a" re! m b) ;

mi;nj;

Supposons maintenant qu'on ait a verifier 1a compatibi1ite des

modes des identificateurs i et j. On considere l'ensemb1e des termes construits

sur 1es variables m et n par un symbole de fonction binaire Sab. Sur cet ensem

ble de termes on considere l'equivalence - defiriie par:

m - Sab (m,S ab (m,n»

n Sab(n,m)

On verifie sans peine que - s'etend en une equivalence coherente

et simplifiab1e, ce qui prQuve que les modes definis par m et n sont identiques.
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Transformations schematiques

11 est possible de decrire certaines transformations de pro-

grammes. preservant le resultat des calculs. par des paires de schemas de

programmes <5
1

.52>, associes a un ensemble d'axiomes A qualifiant les varia-

bles des schemas 51 et S2. Un programme P = f<p'> est transformable s'il existe 0,

avec P' = oS1' tel que MP oA dans tout modele Mdu langage de programmetion

utilisee. Le programme resultant de cette transformation est defini comme etan't

Bien des optimisations de programmes sont exprimables de cette

maniere. par exemple pour trans former des recursions en iterations fbR I]. Hn des

problemes qui se pose est naturellement de determiner les filtres 0 qui realisent

l'identification d'un programme et d'un schema, les schemas en question etant

generalement exprimes par des termes de second ordre.

Nous avons presente au chapitre 6 un algorithme de filtrage de second

ordre, qU1 genere un ensemble complet et fini de filtres minimaux. Cet algorithme

est en cours d'implementation ä l'IRIA pour la transformation schematique de pro-

grammes PASCAL.

Donnons un exemple de transformation schematique.

Soit le schema recursif defini par :

f(x) = SI a(x) ALORS b(x) 5INON h(d(x), f(e(x»).

Nous pouvons representer ce schema par le terme de second ordre

S1 = Xfx·C(a(x). b(x), h(d(x), f(e(x»».

Avec les notations du chapitre 6. on a :

V(SI) {a.b,d,e,h}, avec

l
:,:.~~e'f E VI

h E V2
C E C , avec a (C) 3.
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Le schema ci-dessous, en notation pseudo-ALGOL, calcule iterative

ment une fonction f, avec resultat dans l'identificateur res_

(fonction f(x) ;

! SI a(x) ALORS

DEBUT

res = b(x) SINON

res . = d(x).
x : • e(x) ;

TANT QUE NON a(x) FAIRE

DEBUT

res . = h(res,d(x»:;.
X = e(x) .,
IHN

res = h(res, b (x»

FIN

On peut prouver que les schemas SI et Sz calculent la meme fonction,

dans toute interpretation de a,b,d,e.,et h qui satisfait a l'ensemble d'axiomes :

A { \,xyz h(h(x,y) ,z)

Vxh(x,w) =w

= h(x,h(y,z»

ou west interprete par "indefini".

Tout programme recursif de la forme crS I peut etre reecrit en crS ZI

si l'on peut prouver crA. Par exernple, considerons la definition recursive usuelle

du programme LISP qui retourne une liste ; dans notre formalisme, on ecri t

P = A rev x - C(NULL(x), NIL, APPEND(rev(CDR(x», CONS(CAR(x), NIL»).

Appliquons maintenant l'algorithme de filtrage du chapitre 6 a

P et SI- Toutes les solutions trouvees ont en cornmun la substitution

cr = {<a,Ax-NULL(x»,<b,Ax-NIL>,<e,Ax-CDR(x»,

<h,Auv-APPEND(v,g(u,v»>}
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Plus precisement, les solutions sont de la forme Pio (i$~ avec

PI {<g,Auv'u>,<d,Ax'CONS(CAR(x),NIL»}

P2 {<g,Auv'CONS(CAR (u),NIL»,<d,Ax'x>}

P3 = {<g,Auv·CONS(u,NIL»,<d,Ax·eAR(x»}.

Seule la premiere solution verifie l'axiome d'associativite pour h,

ce qui donne la traduction :

fonetion f(x) ;

SI NULL (x) ALORS res = NIL SINON

DEBUT

res = CONS(CAR(x),NIL)

x : = CDR(x)

TANT QUE NON NULL (x) FAIRE

DEBUT

res = APPEND(CONS(CAR(x),NIL),res)

x : = CDR(x) ;

FIN

res = APPEND(NIL,res)

FIN ;.

L'algorithme de filtrage de second ordre nous donne donc une methode

uniforme pour reconnaitre qu'une transformation schematique peut s'appliquer a

un programme. Remarquer sur cet exemple que le filtrage a change l'appel recursif

de place (du second argument de h dans le schemail s'est deplace dans le preMier

argument de APPEND dans le programme).
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Langages de programmation evoZues

Durant la derniere decade sont apparus des langages de programmation

developpes par les centres de recherche en intelligence artificielle (PLANNER,

QA4,QLIS~. Parmi les traits communs aces langages, on trouve l'appel des proce

dures par filtrage ("pattern invocated procedures"). Lors de l'appel d'une teIle

procedure, la procedure appelee est selectionnee par filtrage de son en-tete et

de la sequence d'appel.

Lorsque ces langages possedent des structures de donnees, les pro

blemes de filtrage peuvent devenir tres ardus. Par exempIe en QA4, dans le cas

des listes, on trouve des problemes analogues au filtrage de termes de second

ordre monadique, prob leme aborde au chapi tre 6.•

Lorsque de plus l'instantiation est permise dans les deux sens,

le probleme d'unification correspondant est equivalent au probleme encore ouvert

de la resolution d'equations dans le monoide libre.

Nos resultats permettent donc d'evaluer les difficultes d'i~plemen

tat ion de teIles facilites dans un langage de p~ogrammation. Des problemes ana

logues sont etudies dans la these de M. Stickel rSM2l.

Notons enfin qu'l l'extreme on peut se restreindre a cet appel de

procedures par unification comme unique structure de controle d'un langage de

programmation, comme c'est le cas par exempIe pour le langage PROLOG. L'unifi

cation est alors le mecanisme de base dirigeant l'interpretation des programmes

ecrits dans un tel langage.
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Mentionnons enfin, conune application de l'anti-unification

(i.e. la recherche de l'inf de deux termes vis 8 vis de l'ordre de filtrage l

plut6t que leur sup) le probleme de l'induction, ou generalisation a partir

d'exemples. Cette application a ete developpee en particulier dans la these

de G. Plotkin [l'G3J.

Nous arreterons 18 cette liste d'applications. 11 doit etre clair

maintenant que la resolution de diverses equations aux termes est un probleme

central en calcul symbolique, et que les applications en sont nomhreuses en

progranunation et en intelligence artificielle.

11 ne fait pas de doute que nous aurons hesoin de developper des

algorithmes d'unification specialises 8 certaines theories. Par exemple,

G. Plotkin a defini un algorithme d'unification en presence de simplifications

arithmetiques [l'GIJ. Des resultats analogues sont presentes dans ~JlJ et rSMlJ.

Nous esperons que la terminologie et les methodes utilisees dans

cette these seront utiles 8 de telles etudes. On peut d'ailleurs considerer nos

algorithmes d'unifiGation en ordre superieur conune effectuant l'unification

modulo les axiomes de description utilises implicitement par les regles de for

mation des A-termes.
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