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INTRODUCTION

Nous étudions dans ce travail le probléme de la résolution de
systémes d'équations entre termes, dans des langages typés d'ordre

un et plus.

Résoudre une &quation E = E', oli E et E' sont des termes, c'est
trouver une substitution ¢ de termes pour les variables libres de
E et E', qui rende identiques les termes substituds oE et oE'. Une

telle solution o s'appelle un unificateur de E et E'.

Nous nous intéresserons &galement & 1l'ensemble des substitutions
o qui identifient un terme E 3 un terme E', c'est-d-dire telles

que OE = E'., On dira alors que 0 est un filtre de E vers E'.

Pour résoudre de telles &quations, nous aurons besoin d'étudier
la structure de l'ensemble T des termes, muni du préordre de

filtrage défini par :
E <E' <=>Jdo oE = E'.

Le préordre < s'étend par extensionalité 3 1'ensemble des
substitutions. De maniére équivalente :

g <p<=> dnp=no

Autrement dit, si o et p sont des solutions 3 une équation aux termes
et 0 £ p, alors p découle de 0 par composition avec n : la solution p
est moing générale que la solution o.

Nous allons nous attacher ici & 1'étude des ensembles complets
de solutions d'équations dans T, définis comme des ensembhles de

substitutions :

1) qui sont solution de 1'équation (cohdrence)
q q

et 2) dont toutes les solutions découlent (complétude).
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Dans le cas ol 1'on peut imposer & 1'ensemble des solutions
d'étre une base, c'est-d-dire si les solutions considérées sont
minimales, nous parlerons d'ensemble complet de solutions minimales.
Si de plus ces solutions sont indépendantes, en ce sens
qu'elles n'ont pas de majorant commun, nous dirons qu'on a un
ensemble complet de solutions indépendantes. Enfin, s'il est
possible de réduire un ensemble complet de solutions 3 un &lément

unique, nous dirons qu'on a une solution principale.

Nous allons étudier trois types d'équations

- 1'unification : U= {c | oE = gE"}.
~ la demi-unification ou filtrage : D = {g | oE = E'}.
- la pré-unification : P = {o | oE~0E'}, oli ~ ast une relation

syntaxique entre termes.

Donnons maintenant briévement le cadre dans lequel s'inscrit
notre étude, motivée initialement par des problémes issus de la

théorie de la démonstration.

L'unification, ou identification de formules par substitution,
a été étudiée pour la premiére fois, pour la logique de premier ordre,
dans les Recherches sur la théorie de la démonstration, thése de .J.
Herbrand datant de 1930. Dans ce travail, Herbrand a donné trois
caractérisations équivalentes de la notion de proposition valide,
qu'il a appelées les propriétés A, B et C. Les propriétés voisines
B et C donnérent naissance 3 ce qui a été appelé par la suite le
théoréme d'Herbrand, tandis que la propriété A tombait provisoirement
dans 1'oubli. Pour reconnaltre si une proposition a la propriété 4,
Herbrand définit un algorithme de résolution d'égalités, qui est la
premiére version publiée de l'algorithme d'unification de premier

ordre [1IJ1, page 1247,
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Ce n'est qu'aprés les années 50 que l'apparition des ordinateurs
suscita tout un courant de recherches visant 3 la génération automatique
de preuves mathématiques formelles. Bien sur, les travaux de Church
et de Godel 1limitent au départ 1'ambition d'une telle entreprise :
on ne peut espérer définir de procédure générale décidant en un temps
fini de la validité d'une proposition de premier ordre. On appelle
donc systéme de preuve complet tout algorithme construisant une
démonstration formelle de tout thé&or@me. Les propositions non

valides peuvent donner lieu soit & l'arrét du systéme (une

réfutation est obtenue dans ce cas), soit & des calculs infinis.

Les premiers programmes réalisés visaient 3 1'implémentation
du théoréme d'Herbrand, par génération de trongons initiaux de
1'univers d'Herbrand d'une proposition. Une telle recherche exhaustive

était vouée i 1'échec, et cette approche fut abandonnée.

Au début des années 60, J. Guard congut et réalisa un systéme
de démonstration semi-automatique, implémentant des régles d'infé-
rences dérivées de celles de Gentzen. Divers langages étaient abordés :
calcul des propositions, des prédicats, et méme une théorie des types
d'ordre w [GJ!]. La principale régle d'inférence, pour le ler ordre,
faisait appel 34 la notion de ''general matching formula", qui n'est
autre que le sup (plus petit majorant) des deux formules dans
1'ordre <. Un algorithme d'unification de premier ordre (dit'"matching
algorithm') &tait décrit correctement, et des suggestions étaient
faites pour l'extension d'un tel algorithme aux ordres supérieurs.
Ce travail fut largement ignoré, en dépit des succés enregistrés
(le programme, avec l'aide d'un mathématicien, prouva une conjecture
de théorie des treillis).

A la méme époque, une équipe d'Argonne National Laboratory
construisait des programmes de démonstration automatique inspirés
de la propriété A de Herbrand. Leur travail culmina avec la découverte

de la régle de résolution, exposée dans le papier maintenant classique
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de J.A. Robinson [RJAl] . Cette régle d'inférence, & elle seule,
définit un systéme de preuve complet pour la logique de premier
ordre. L'application de la ré&gle met en oeuvre une procédure
d'unification, présentée pour la premiére fois sous ce nom. Cette
approche suscita rapidement un grand nombre de travaux : définition
d'heuristiques tendant & limiter le nombre de formules engendrées
par la résolution, extension au calcul des prédicats avec &égalité
[RW1]. La plupart des programmes de démonstration automatique en

usage 3 ce jour sont basés sur la régle de résolution.

L'utilisation de langages logiques d'ordre supérieur fut peu
suivie, en particulier & cause de la difficulté d'étendre 1'unifi-
cation 8 de tels langages. Gould [GWI], suivant les suggestions de
Guard, étudia le probléme de la recherche d'instances communes 3
des formules de théorie des types d'ordre w. Cette approche ne peut
mener 4 une régle d'inférence complidte, plusieurs unificateurs
distincts pouvant correspondre 3 la méme instance. De plus les

algorithmes présentés sont incomplets, voire incorrect [HG2].

Le probléme fut repris ensuite par T. Pietrzykowski qui
définit un algorithme de recherche d'unificateurs complet
pour le second-ordre. Ceci lui permit d'é@tendre la régle de
résolution au calcul des prédicats du second ordre [PTI1]. Cette
méthode fut ensuite étendue aux ordres supérieurs dans [JP1],
Malheureusement la régle d'inférence utilisée fait appel & 1'énu-
mération d'un ensemble complet d'unificateurs, ce qui est non
effectif, un tel ensemble étant généralement infini, et redondant,

la minimalité ne pouvant @tre garantie, comme nous le verrons.

Dans notre thése de Ph.D. [HGI] , nous avons montré comment
il était possible d'étendre la régle de résolution aux ordres supé-
rieurs, sans pour cela générer explicitement un ensemble complet

d'unificateurs. On demande simplement de pouvoir vérifier 1'existence
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ou 1'absence de solutions. Bien que ce probléme soit indécidable,
comme nous le verroms, il est possible d'énumérer, sans redondance,
un ensemble complet de minorants d'unificateurs, que nous appellerons
pré~unificateurs: Nous décrirons de tels algorithmes au Chapitre 3,

et prouverons leur correction.

Ce travail a donc &té originellement motivé par des problémes
de théorie de la démonstration. Mais les méthodes utilisées sont
essentiellement de nature algébrique. Nous pensons que les résultats
présentés dans ce travail sont des résultats de base d'une théorie
des manipulations formelles d'expressions. Nous présenterons dans
la conclusion un certain nombre d'applications, en particulier i

la théorie de la programmation.
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Résumé

Le Chapitre | introduit le langage d'ordre w, cadre général de
notre travail. C'est un A-calcul typé&, avec a et B-réductions. Nous
donnons les principales propriétés de la relation de conversion, en
particulier 1'existence d'une forme canonique des termes. Ce chapitre
ne contient pas de résultat original et peut étre omis par le

lecteur familier avec le A-calcul.

Le Chapitre 2 définit les ensembles complets d'unificateurs dans
ce langage, et donne les principaux résultats concernant leur struc-
ture. En particulier nous prouvons qu'il n'est pas possible de leur
imposer la condition de minimalité, et que l'unifiabilité est indéci-

dable dés l'ordre 3.

Le Chapitre 3 présente divers algorithmes permettant d'engendrer
un ensemble complet de pré-unificateurs. En particulier, un algorithme
énumérant un ensemble complet de solutions indépendantes permet de
tester sans redondances 1'unifiabilité d'un ensemble de termes. Dans
le cas particulier de la recherche de demi-unificateurs, cet algorithme

permet d'engendrer un ensemble complet de solutions minimales.

Le Chapitre 4 donne les modifications & apporter & ces résultats

en présence de la régle n, ou extensionalité restreinte du A-calcul.

Le Chapitre 5 reprend l'ensemble du probléme, mais dans le cas
des langages de premier ordre de cette fois. Il est montré que
1l'ensemble des termes muni de 1'ordre de filtrage, posséde une
structure de treillis complet sous condition. L'existence d'un
unificateur principal est montrée par une nouvelle méthode, basée
sur 1'étude des congruences rationnelles entre termes. Cette méthode
fournit un algorithme d'unification plus efficace que les algorithmes
traditionnels. De plus nous montrons comment on peut &tendre 1'existence
d'une solution principale 3 une équation entre termes, les solutions

étant prises maintenant dans 1'ensemble des termes finis ou infinis.
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Cette solution si elle existe, est rationnelle, c'est-i-dire recon-
naissable par un automate fini. Ce chapitre peut &tre lu de maniére

indépendante.

Le Chapitre 6 traite du cas des langages de second ordre. Deux
ordres de filtrage sont étudiés, et il est montré que pour ces deux
ordres la structure des termes de seond ordre est beaucoup plus
complexe qu'au premier ordre, méme en se limitant au cas monadique.
Dans ce dernier cas, l'unifiabilité est relide & un problé&me ouvert
de la théorie des monoides. Enfin nous donnons un algorithme permettant
d'engendrer un ensemble complet fini de demi-unificateurs de deux

termes quelconques de second ordre.

Dans la conclusion nous présentons un certain nombre d'applications
de nos résultats, principalement en démonstration automatique et en
théorie de la programmation. Chaque application est illustrée par

un exemple.






CHAPITRE I : Le A-calcul typé

Ce chapitre présente succintement les principales propriétés du A-calcul

typé, muni de la B-réduction,

1.1, es
Notre lancage est dérivé de la théorie des types de Church [CAl]. Chaque
expressicn du langage posséde un type unique, qui définit sa position dans une

hiérarchie fonctionnelle. Pour cela, on se donne un ensemble fini T . de types

0
élémentaires, et l'ensemble T des types est le plus petit ensemble contenant Ty
et fermé par :

a,B e T =2 (a~>B) eT.
(T est donc un langage algébrique sur 1l'alphabet To u{C, ), »h.

Le type composé (o > R) est le type des applications d'un ensemble d'élé-
ments de type a dans un ensemble d'éléments de type B. Nous désignerons les types
par les lettres de l'alphabet grec ao,B,Y,8,

Abréviation : Nous utiliserons la notation (a1 b o, X eae X o - B) avec nz1l,

comme abréviation pour le type

(a1 > (a2 > e (an > B) «..)).



1.2, Termes

Les termes, ou expressions bien formées, comprennent les atomes, les
applications et les abstrdctions. Les termes sont désignés par e,e',el,...,E,E',.., '
et quelquefoig par M,M',.,.,N,N',,.. . Chaque terme e est affecté d'un type uni-

que T1(e).

1.2.1. Atomes

On se donne un ensemble dénombrable Ua de variables de type o pour tout o dans T,
et un ensemble fini ou dénombrable C de constantes de types quelconques. Les ensem-

bles Vu et C sont disjoints deux & deux. L'ensemble des atomes est :

A=VuC , avecl = l—J V.

0eT O
Les variables sont dénotées par des minuscules x,¥,Z,...,f,9,h,... et les cons-

tantes par des majuscules A,B,C,...,F,G,H,... . Un atome quelconque est dénoté par

@e',... .

1,2.2. Applications

Si e )

) est un terme de type (o -+ B) et e

est un terme de type o, alors (e,e

2 172

est un terme de type B.

Le terme (e1e2) dénote la valeur de la fonction dénotée par e, pour 1'argument

1

dénoté par e,.

1,2.3., Bbstractions

Si’ e est un terme de type 8 et x ¢ Ua’ alors AXe est un terme de type (a > B).
Le terme AXe gsert 3 dénoter la fonction qui, & l'argument X, fait correspon-

dre la valeur dénotée par e.

1,2.4. Termes, ordre

L'ensemble T des termes est donc défini comme le plus petit ensemble contenant A
et fermé par les opérations d'application et d'abstraction. On désigne par Ta 1l'en-

semble des termes de type oa.
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Exemple : Si x € Va et vy € %(a+a)+8) alors (Ay(yAxx)y) € TB.

Définissons la fonction O : T -+ N par .

- siaeT alors O (a) 1

0

L]
It

- sia (B >~ yv) alors O(a) max{O(R) + 1, O(y)}.

On appelle ordre d'un terme e l'entier O(t(e)). Ceci correspond & la notion
usuelle d'ordre : & 1l'ordre ! les termes représentent des individus, & l'ordre 2
des fonctions, é l'ordre 3 des fonctionnelles, etc...

On appelle langage d'ordre n un langage cii l'on n'autorise que des variables
d'ordre au plus n., Notre langage complet est une théorie des types d'ordre w, c'est

34 dire ol l'on peut définir des fonctionnelles de tout ordre fini.

1.3. Contextes, liberté

Un contexte est un terme dans lequel on a supprimé une occurrence de sous-
terme. Les contextes vont nous servir & nommer les occurrences de sous—-termes.

On dénotera par E S ) E'<a>,... un contexte ot le sous-terme manguant est
de type a. On utilise le symbole <% pour marquer la place de ce sous—-terme. On
dénote par XB 1'ensemble des contextes de type B. |

Plus précisément, on a la définition récursive :

(i) & e X

a
(i1) e € T(a*ﬁ) et E<'> ¢ Xa = (e F<Y$) € XB
PRI 'Y .Y
(1ii) E<'> ¢ x(a+B) et e ¢ Ta = (E<'>e) € XB
- Y Y
(iv) x e V, et E<'> € XB = x E<'> ¢ X(a+8)

Exemple : En reprenant 1l'exemple ¢i-dessus,

E<%s = (Ay(yxx<a>)y) € XB,
(On utilise = pour dénoter l'identité syntaxique des termes et des cantextes).
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Remarquons que dans E< >, o dénote le type du sous-terme manquant, et non
le type du contexte,
si E<% e XB et e € Ta' alors E<e> dénote le terme de type R obtenu en rem-

o] - . : .
. La déf <e>
plagant O par e dans E< > a définition récursive de la construction E<e

suivant (1) & (iv) de la définition de E<a> est évidente et laissée au lecteur.
Par exemple, pour (i) on a <e> = e.

De méme si E'<'> ¢ Xy! alors E<E'<'>> dénote le contexte de type B obtenu en

remplacant <% par E'<'> dans E<%>,

ExemEle :

Avec E<®> défini comme ci-dessus et z eVa, alors E<z> = (Ay(y Axz) y).

Définitions :

E<'> lie x si et seulement si E<'> = E1<ksz<Y>>. (Cette définition
s'applique méme si T(x) # v).

Solt E = E<x>. L'occurrence de x distinguée par le contexte E<Y>, avec y = 1(X),
est dite liée dans E si E<'> lie x, Iibre dans E sinon. On appelle variable libre
de E toute variable qui posséde au moins une occurrence libre dans E.

L'ensermble V[E] des variables libres de E peut &tre défini récursivement par :

(i) Urx] = {x} pour x ¢ V , VTAl = @ pour A e C.
= /
(1) Vl(ejey)] = Vle, u e, ]
(iii) V[Axel = Vlel - {x}.
Soit e € Ta X € Va et E ¢ T. On dénote par S:[E] le terme obtenu en remplagant
chaque occurrence libre de x par e dans E. C'est bien sfir un terme de type t(E).

Plus précisément, on a la définition récursive :

1l

(=]

(1) S Tx]
e

@ @e A-{x}

(ii) S%e)
) e



_ x _ X x
(111) Se[(elez)] z (Se[ei] Se[ezl)

Axe1

X
(iv) Se[Xxe1]

(v) S:[kyelj Ay S:[elj siy # x

(Ay(yAxx)y) et e = Auv, avec 1(u) = (a>a) et t(v) = B, alors

EerEle : Si E
s‘érs] = (Ay (yAxx)Auv) .

Lemme 1.1
x ¢ Wlel=>Sr el = e
Démonstration

Par récurrence structurelle suxr e :

(1) si e = x alors x € VLel
(1) si e = @# x alors S:,[e] =@ = e
(i1i) si e = (e1e2) alors
x £ U[el = x ¢ V[ell et x £ V[ez]
x x x
Se,fe] = (ge'[elj Se.[ezj) z (e1e2) par hypothése de récurrence.
s e
(iv) si e = )\xe1 alors S:,[e] = e
{(v) si e = Ayel, y # x, alors
x ¢ Vel = x ¢ Vle,?
F:,[e] =y 9:,[e1] z xYel par hypothése de récurrence.

= e.



Lemme 1,2

S¥rel = e
X

Démonstration

Facile par récurrence structurelle sur e, [
Remarque :

De la méme maniére, on peut définir l'opération S sur les contextes
ErYs = S:[E?Y>] est défini récursivement suivant la structure de E<'>. On
peut alors prouver facilement que, pour tout terme E de type vy, on a :

E'<E> si E<'> 1lie x
S¥E<E>] =
e

E'<S:[E]> sinon.

Remarquons que la définition de S:[e'] permet des "captures de variables libres".
Par exemple, Si[kxy] = AXX. .

Pour remédier a& cette situation, nous définissons une relation [ (x,y,E) :
"x est libre pour y dans E" comme suit. Si x,y € Vu et E e T, alors L(x,y,E) si et
seulement si pour tout contexte E< > de E tel que E = E<lye>, toutes les occurrences
de x dans cette occurrence de e sont liées dans E.

Plus précisément, si y = x, alors pour tout e on a L(x,x,e) ; sinon :

(i) Lx,v,@) VWQe A

(11)  Lix,y,(eje))) < Lix,y,e)) et Lix,y,e,)

(iii) L(x,y,Axe)

(iv)  Lix,y,\ye) <& x £ Ule]

(v) L(x,y,Aze) &> Lix,y,e) Vz ¢ {x,y}.

si L(x,y,E),alors les occurrences libres de x dans E peuvent &tre remplacées par y,
sans que ces occurrences de y soient "capturées" par un symbole A. Autrement dit,

x
Sv[e] est une opération valide lorsque L(x,v,e).



1.4, Egalité

Deux termes sont dits égaux s'ils ne différent que par renommage de leurs
variables liées, sans capture de variable libre. Intuitivement, les variables
liées sont muettes, elles ne servent gu'd marquexr des positions. Notre égalité
est l'identité des représentations "par pointeurs", ol par exemple Ax(xAy(xy))

est représenté@ par

Une notation similaire est suggérée par‘Bourbaki, avec l'assemblage
L L ( E ([1)). Voir également la notation de de Bruijn [DB1] et les n-wffs

de Andrews [AP1]. MNous allons maintenant définir formellement cette égalité.

Définition : a-conversion,

Soit E

E<ixe>, avec x ¢ Vy' 5iy € VY—V[e] est tel que L(x,y,e), alors

td
+

> E<)\yg;['e]>.

Lemme 1.3 La relation g est symétrique.

Démonstration
Soit E = F<\xe>, avec x € VY, et v ¢ Vy—V[e], tel que L(x,y,e).

e par le lemme 1.2 et donc

X b
Seit E'=z E<ly Sy[e]>. Si y = x alors Sy[e]
dans ce cas E' = E, d'ou E' g E trivialement.

Sinon (y # x), on prouve par récurrence structurelle sur e que :

vy £ Vel et L(x,y,e) et e' = S;[e] — x £ Te') et L(y,x,e') et e = Si[e'].
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La preuve se fait en considérant les différents cas, et suit directement les
définitions de V, L et S ; nous ne donnons pas les détails ici. Ceci prouve
donc que toutes les conditions sont remplies pour que

E'>E ., [
]

L'égalité = est maintenant définie comme la fermeture réflexive et transi-

tive de g. C'est donc une relation d'équivalence qui préserve les types. Cette

relation est bien sfir trivialement décidable en temps linéaire.

Par exemple : Ax ((Adyx) Ayz) = Ay ((Alzy)Auz)
mais : Ax (Ay) # Ay (Ay)
et : f # Ax(£fx).

Lemme 1.4 E = E' = V[E] = V[E'].
Démonstratton ; on prouve, par récurrence structurelle sur e, que
y £ Vel = Ulel - {x} = VFS;Fe]] - {y}.
Donc E - E' implique V[E] = V[E'T,
car Vlel = Vfe']l = V[E<e>] = VU[E<e'>],
La proposition suit immédiatement. [!
I1 est facile de prouver que l'égalité respecte les régles de substitutivité

e e, = E<e1> = E<e2>

x
—_ q = Q j 3
e e, = [el] \Ere21, toujours & cause des captures, Pour
. ,
remédier & cela, nous supposons dorénavant que l'écriture de SE[e] suppose qu'on
a pris e dans sa classe tel aue Vy ¢ V[E] L(x,y,e). Nous emploierons donc libre-

ment les équations structurelles :

(Fi[e 1 szrezw)

QX
.~er(e e2)] )

1

It

Sx[Rue'] au STe'1.
e e



Dans ce qui suit, nous utiliserons M,N,P,Q pour dénoter des termes,

afin de ne pas avoir trop d'indices compliqués.

Lemme 1.5 de commutation des S

VM,N,P ¢ T Wx,y eV, x#vy tels quey £ V[M],

on a SISYIPIT = SISTRII, avec o = SUINT.

Démonstration : La preuve est aisée, par récurrence structurelle sur P, en

utilisant les équations ci-dessus. []

1.5. B-réduction :

Soit e = E<(AxMN)> ; e'= E<S;[M]> est dit dériver de e par R-réduction,

et on note :

Le sous-terme (AxM N) s'appelle redex de e, le sous-terme de e* correspondant
S;[M] s'appelle le rédion, On dit qu'un terme e est en forme B-normale s'il n'est
pas de la forme E<(AxM N)>.

La régle de B-réduction est la régle de caléul de notre langage. Elle exprime
la régle de substitution de 1l'argument N.pour l'argument formel x dans le calcul de
la valeur en N de la fonction définie par f(x) = M. La B-réduction conserve bien
sQr les types. Elle n'est ni symétrique, ni réflexive., On dénote par % sa fermeture
réflexive et transitive,

Lemme 1.6

Ve,e' € T ez e' = V[e']l ¢ V[el.
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Démonstration :

Soit e = E<(AxXM N)>.

VL (AxM N) ] (V[M] - {x}) v VIN]

VEs;[mJ (UIM] - {x}) u VIN] si x e V[M]
V[M] sinon

On a donc bien V[S;[M]] c V[ (AxmM N)J], et le résultat suit immédiatement. [}

Lemme 1.7

X X
1 S +S l.
ege’ = Sglely Sile'l
Démonstration :

Soit e = E<(AuM N)> , e' = E<S;[M]>.

On peut supposer que les variables liées dans e et e' sont distinctes des

variables de V[E] v {x}. Alors, par application des régles structurelles, en

notant E'< > = S;[E< >

Sile) = E'<(u SiIM) SIIND)>
Xe 11 rrooXr oUr ) X
et SE[e 1=t <SE[SN[M]]>. Soit P = SE[N].
On a Sg[e] 2 F'<S;[S§[M]]>, qui est précisément égal a Sg[e'] par le lemme 1.5. []

Dans la suite nous utiliserons, sans l'énoncer, la propriété suivante, facile

4 montrer par récurrence sur la longueur de la réduction :

]
o *

e' = F<e> % E <e'>.
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Lemme 1.8 ' . \

Démonstration :  par récurrence structurelle sur E :

i) E

0
x

X . _ o¥
SJIE] = ey e’ =3 ,[E].

i1) E =@#x SZ[EJ ® = SE,[EJ

X x X

ii1) E = (ese,) SJIE] = (Se[e1] Se[ezj)
1(9x [ 1Sx[e 1)) h thése de récurrence
3(Sgile 1S ey par hypothése de e
* X x .
§(°e'[eljse'[e2]) de méme
= &, [E]

X X
iv) E = Axe, SE] = S \[E] = E
) E. = Aye QxFE1 = Ay *re,] 3y S8 [e,] par hypothése de récurrence

v Y&y e e 17 B Y =1ty p P

= ST,E] . T

1.6, Normalisation forte

Nous nous proposons maintenant de montrer que la B-réduction est progressivement
bornée, c'est & dire gue pour tout terme e il existe une borne supérieure a la lon-

gueur des chaines

La preuve de ce théoréme (qui s'appelle généralerent propriété de normalisation
forte dans la terminologie de logique combinatoire), nécessite plusieurs lemmes préli-

minaires. La méthode utilisée est due & Tait [TwWl].
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Définitions :
Pour tout e ¢ T, on définit A(e) comme la longueur de la plus longue

B-chalne issue de e. Soit N = {el A{e)<».}, On appelle N l'ensemble des termes

fortement normalisables.

L'ensemble des termes dérivables est D = k?é DY , avec DY défini par :

It
—

i) si yeT aloxrs 7D n N,

0 Y Y

ii) si vy = (0>B) alors D {e e T |[Ve' € D (ee') € D 1.
Y Y a B

Remargues :
1) si e = F<e'>, alors A(e) 2 A(e') ; donc e e M —>e' e N,

2) si e E e', alors A(e) > A(e') ; donc e e N =>e' ¢ N,

De méme e ¢ DY‘ = e' ¢ Dy' par une récurrence facile sur Y.

Nous allons maintenant montrer que T = N, en prouvant D ¢ N puis T ¢ D,

Lemme 1.9 Soit e se,yy..age € N, nz0,

Soit @ € A, avec (T(el)x---XT(en)+y) si1 n>0

(@) =
Yy si n=0, oll vy ¢ T quelconque.

(...((@el)ez)...en)si n>0

Il

On définit e
@ si n=0,

BAlors eeD.

Lemme 1,10 DY c N,

Démonstrationa
On prouve les lemmes 1.9 et 1.10 par récurrence simultanéde sur Y.

i) vy e Ty- On a DY c M par définition. Pour le lemme 1.9, on remarque que

Ae) =

M

1 A(ei), ce qui entraine e ¢ N, et donc e ¢ DY par définition de U ,
Y
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ii) vy = (o~>f). Désignons par AY 1l'énoncé du lemme 1.9 et par BY celui du lemme 1.10,

Par hypothése de récurrence, on suppose Aa'A 'Ba'B Soit maintenant

8 B*

L)
€ r€yre.e€ , € comme dans AY. Soit e 41 € Da' e (...((@el)ez)...e

)

n+1

Par Ba’ on a e e N. 1(e') = B, et donc e' ¢ DB, par A Comme cela est vrai

n+l g*

définition de T ‘e qui prouve A_.
pour tout e . € Da’ on a e ¢ DY' par définition de T , ce qui prouve

Soit maintenant e € DY quelconque, et T(@)=a. On a® ¢ Da' par Aa (cas n=0).

Par définition de DY' on doit avoir (e®) € DB' et ddnc (e®) ¢ N, par BB'

Par la remarque 1 ci-dessus, ceci entrafne e € M, c'est & dire BY. N

Lemme 1.11

Soit N ¢ D . si &Ml ¢ D , alors (AxMN) ¢ D_.
Y N 8 §

Démons tration

. _ oX . .
Soit M € Dy’ e SN[M] € DS' Si & ¢ Tg» alors soit

870y > g ey, > 8g)eee)) avee 8y e T

0) 0 0°

Choisissons, pour tout is<n, e, quelcongue dans DY
- i
(on sait que '’ # @, car ! < D par le lemme 1.9).
i Yi Yi

Soit e' = (...((XxMN)el)...en). (si 6§ e T n=0) ,

OI
Nous allons montrer que e' ¢ M, Pour cela, considérons toutes les B-réductions

& partir de e'., Il y a deux sortes : celles qui réduisent le rédex (AxMN) (plus

préeisément son descendant dans la réduction considérée), et celles qui ne le rédui-
n

sent pas. Pour ces derniéres, leur longueur est majorée par A(M) + A(N) + 2. h(e,}

i=1 it
x
Mais par hypothése SNfM7 € Dy' et donc F;rM] ¢ N par le lemme 1.10, ce qui entraine

M e N par le lemme 1.7. On a également N ¢ N et e, € N par le lemme 1.10, et donc

toutes ces réductions se terminent.
Les réductions qui réduisent (AxM N) se décomposent en

*
(i) M g M' toujours finies, car on vient de voir M «¢ N,

*
(ii) M g N' toujours finies, puisque N ¢ N,



(iii)

(iv)

e
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* . -~
e, § e'i toujours finies de méme

une réduction & partir de e" (...(S;,[M']eﬁ)r°fe;).

Mais par le lemme 1.7 Sg,[M]

X * x ' e 00 x
SNFM] Z & M'T, et ( GN[M]el)o..)en)

B N'

Mais par 1'hypothés

S;,[M'], donc par le lemme 1.8

™Y *

* ell

>
B8

e sgrmj e Dy, on a (...(3§[M1e1)...en) € 060 c N, donc

€ N, et ces réductions 14 se terminent aussi. Donc e' ¢ N, et aussi e' ¢ DG ,

0

puisgue t(e') ¢ TO. Ceci entraine (AxMN) e Dé’ car les e, sont quelconques. [

Lemme 1.12 Pour tout n=0 soit u; € V , e e€D ., 1<i<n, tels que

u u
6 ¢ (Teilu (u)Vici. Alors Ve e T 8 "Ceee8, LS

Démonstration

i)

ii)

1ii)

iv)

Yi 1 Yi

4y
[e]]eesT € D,
n 2 &

Pour tout e ¢ T, notons ¢(e) = sUnr, . .s%rel. ...
€n €1

La preuve se fait p

o
]

ui ; alors ¢ (e)

e = @# uj 1<9gn ;

[1]
]

(MN) ; alors ¢(
¢(N) ¢ P, ce qui en

e = AXM,avec T(x) =

ar récurrence structurelle sur e.

=o€ P par hypothése.

alors ¢(e) = @ ¢ P par le lemme 1.9.

e) = (¢ (M)6(N)) avec par hypothése de récurrence ¢ (M) ¢ U,
trafne ¢(e) ¢ ' par définition de D.

o et T(M) = B; on peut supposer x tel que

X £ ({ui} U VreiW) Visn. Alors, pour tout N ¢ Pa, on a

X _ o*roln
Syle ] = SN[Sen[.
donc (Ax¢ (M)N) ¢ DB

par définition de D

..[Sz%fM]...]] e P par hypothése de récurrence, et

i B

par le lemme 1.11. Comme ¢(e) = Ax$(M), on a d(e) € D

.
(a>B)
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Théoréme 1 de normalisation T = N,

Démonstration
{1) Te?D par le lemme 1,12, avec n=0,
(1) Dec N par le lemme 1.10

McTcN, @'oi le théoréme, [l

Remarque : ce théoréme n'est pas vrai du A-calcul non typé ; par exemple,

en prenant e = (Au(uu)liu(uu)), on aurait e E €. )

1,7. Cohérence

Nous allons maintenant prouver une pfopriété de cohérence de la relation E,
qul va nous permettre d'éffectuer les B;réductions dans un ordre arbitrairef Dans
la terminolggie de logique combinatoire, cette propriété est connue comme la pro-
priété de Church-Rosser :

Ve e T

11€27€3

* *
e; 3 e, et e, & ey = 3e4 eT e

™Y *
D
13
+
o

¥ *
[u]

2

Cette propriété est vraie du A-calcul complet, c'est & dire sans les
restrictions de type, au contraire du théoréme de normalisation. Mais lorsque la pro-
priété de normalisation est vraie, la propriété de cohérence est plus facile a montrer

par son intermédiaire, et c'est ce que nous avons choisi de faire ici.

Lemme 1,13 (propriété du losange).

Vel,ez,e3 e T e; 3 et el
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Démonstration

si e, = e3,,c'est trivial ;7 sinon il y a deux cas, suivant les positions

respectives des deux rédex réduites dans e,.
(1) Les rédex sont des sous-termes n'avant pas de partie commune, c'est & dire :

e, = El<(fz<(ku2M2N2)>F3<(Xu3M3N3)>)>

avec e

v
p E1<(E2$N2[M2]>E3<(Au3M3N3)>)>

. Qu3
et e t‘51<(E2<xu21~421\12)>t93<.N [M3]>)§.

3
I1 suffit de prendre :

= U uz
e, E1<(E2<SN [M2]>E3<SN3FM3]>)> et e, §

; e4 et e3 E e4 sans difficulté .

(il) le rédex réduit pour donner eq est interne & celui réduit pour donner e,.

Il y a de nouveau deux cas :

a) e = El<(Au2E2<(Xu3M3N3)>N21>
u ‘
= 2 7
avec e, EI<SN2[52<(Xu3M3N3)>]>
. ujz
et ey = E1<(Au2E2<SN3[M3]>N2)>.

. uo u
= < <3
Considérons e, El<‘N2[E2<‘N3[M3]>]>'

On a e3 g e4 s§ns difficulté .
u
. = < 3 = 1 ' A0
Aussi : e E2<(Au3M3N3)> g E2<”N3[M33> e d'on

U2

cU2 ' .
‘Nzre] 2 usze ] par le lemme 1.7 et donc ey 3 €4

b) e E1<(Xu M E <(Au M_N_}>)>

1 2272 333

u
cH2 5 =
avec e, E1<‘E2[M2]> ol E2 E1<(ku3M3N3)>
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u
et e E1<(Au2M2E3)> ou E3 = E2<SN3[M3]>.

Solt e

E1<S;2F.M2]> ; ey % e, sans difficulté.
3

Comme E, % E;, on a e, 3 e, par le lemme 1.8.00

28 B

Théoréﬁe 2 de cohérence

* * * *
V%l,e2,e3 e T ey 3 € et e, 2 3 = 3e4 e T e, % e, et e, 2 ey

Démonstration
Par récurrence sur A(ei)(qui est fini par le théoréme 1). Soit e1 % e2
n i = = = =
et e1 § e3. Si n=0, on.peut prendre 94 = e3, si m=0 on peut prendre e, e2.
Sinon soit :
ln-l uu
e1 E e —§+ e2 et e1 g e1 R e3.
'* “*
Par le lemme 1.13, J&8 e! > & et e" > &,
18 18
>
Par hypothése de récurrence, comme A(e{) < A (el), on sait que'ﬂE2 e, g E?
- *x . * * . -
et € E E2. De méme, 3E3 e3 E E3 et B g E3. Mais aussi A(e) < A (e), et donc

. * *
ﬂe4 E, 3 4 et By 2 e, 0
Corollaire

Soit = 1'équival : .
oit 2 1'équivalence engendrée par E' Alors e E e' ssi Je"

Démonstration :

Soit e = e
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La preuve ge fait par récurrence sur n, Si n=0, alors prendre e" = e = e'.

Sinon, on a :

EE] e, % E] et e, % E] par le théoréme 2
- * = * = . y
3e2 e, g e, et e g e, par hypothése de récurrence
et donc de' E] % e' et 52 % e' par le théoréme 2
appliqué 2 e3,€l et e.. [1

Ce corollaire montre que la B-réduction est suffisante pour exprimer

1'inter-convertibilité.

1.8. Forme canonique

Théoréme 3 de la forme canonique

Tout terme posséde une forme normale unique, que 1'on obtient au hout d'uwn

temps fini par une séquence arbitraire de B-~réductions,

Démons tration

Par le théoréme 1, toutes les réductions & partir d'un terme e se terminent

en un temps fini sur une forme normale ; considérons deux telles séguences de

réductions
3 3
e g el. e g e,.
Par le théoréme 2, il existe e, tel que
5 e, 3 e
1% ©3 2 B °3°
e1 et e2 é6tant des formes normales, on doit avoir n=m=0, et donc e3 =e = e2.D

Pour insister sur le caractére d'unicité de cette forme normale, nous

1'appelerons forme canonique de e, dénotée par Nlel.
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Corollaire :

e=e'

8

pour l'interconvertibilité,

ssi  Mel = N[e']l , et cela fournit une méthode de décision

Abréviations :
A partir de maintenant, nous allons utiliser la notation fonctionnelle
classique, en utilisant les abréviations suivantes :

(...((e1e2)e3)...en)————+ el(ez,e3,...,en)

AKX, AX 0o e AX € ——> AX,X....X é@ si les x, sont distincts,
1772 n 172 n i

Tout terme e en forme normale peut ainsi @tre abrévié en une expression

de la forme :

kxlxz...xn-@(ei,ez,...,ep) ou :

(@ e A . @ est appelé téte de e.
«nx0 ; si n=0 A°* n'apparait pas.
«p20 ; si p=0 ( Yn'apparait pas.

.{xl,...,xn} est un ensemble de n variables distinctes.
Vi e [1,p] e, est une expression de la méme forme; on dit que e

est un argument de e.

L-Vi e[1,n] , ¥j e [1,p] x, n'apparaft pas lié dans e

i 3°
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La preuve en est facile, et n'utilise que les propriétés de 1l'égalité.
Remarquons que notre notation n'est pas ambigue pour les termes en forme nofmale.

Par exemple, -Ausu(v) est une abréviation pour Au(uv) et non (Auuv), gqui a pour

forme canoniague v.

Définitions :

Soit e = XX1x2...xn°@(e1,e2,...,ep) un terme en forme normale.

On définit :

- Hlel Xxlxz...xn'@ ; ce terme est appelé en téte de e.

-  Ble] =.{x1,...,xn} ; cet ensemble est appelé lieur de e.

- Hlel=n ; ce nombre > 0 est appelé arité de e.
P

- m(e) ‘est défini récursivement par : m(e) =p + ;Z] "(ei)
i=

C'est le nombre d'applications utilisées dans la construction de e ;
on appelle 7m(e) la profondeur de e.

Si @ ¢ Cu B[e]l, on dit que e est rigide.

Sinon (i.e. @ ¢ Wel) e est dit flextihle.

On dénote par Tr l'ensemble des termes rigides, et par Tf l'ensemble

des termes flexibles.

A partir du chapitre 2, nous ne considérons plus que des termes en forme
normale. Donc T désignera l'ensemble des termes en forme normale, = dénotera
1'identité des formes B-normales, modulo a—conyersion, V[e] dénotera l'ensemble
des variables lihres de la forme canonique de e. Nous ferons les preuves directe-

ment par récurrence sur la structure des termes mis sous forme abrégée.



CHAPITRE 2 : Substitutions solutions d'&quations

Ce chapitre a pour objet 1'étude des équations e, = e, dans T,

1 2
Pésoudre une telle équation, c'est trouver une substitution pour les
variables libres de e, et e, aui rende ces termes identiques, aprés con-

version.,

Nous allons tout d'abord définir et &tudier les suhstitutions,

2.1, Substitutions

On appelle composante de substitution une paire <x,e>, oll X € UY'
et e € TY est en forme normale,
On appelle substitution un ensemble fini de composantes de substi-
tution se rapportant 3 des variahles distinctes :
0= {<x;,e,> | 1<i<n}  Vi,j<n X=X = i =j.
Nous dénotons les substitutions par o,p,n,£,;,et désignons par S
1'ensemble des substitutions,

Nous ignorons dans les substitutions les paires <x,x».



Nous définissons donc 1'égalité dans £ par :

o =0 € (0=0") U (6'-0) c {<x,x>|x e V}

Soit o ¢ S. On définit, pour tout x dans ¥’ OX € 1 par

e sl <x,e> € ¢

|1}

ox
x sinon,

On appelle domaine de la substitution o 1'ensemble fini

2-2

Do) = {x € V | ox # x} et ensemble des variables introduites par o

1'ensemble fini

- U
1(0) = RgyVIox].

Autrement dit, une substitution est une applica;ion de V
servant les types, et égale & 1'identité presque partout. Cette
étendue & T comme suit.

L'application de la substitution o = {<x,,e.> | 1<i<n) 3
définie par :

ge = NF(Xxl...xn.e)(e],82,...,en)].
On vérifie facilement que cette définition est cohérente

précédente ox. De plus, les conflits de variables étant résolus

lors de la mise sous forme normale, oe ne dépend pas de 1'ordre

dans T, pré-

application est

un terme e est

avec la notation
automatiquement

dans lequel on

prend les paires <X.y€.> dans o, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 2,1 de permutation des composantes,
Soit X un ensemble de n variables distinctes de V :

X = (X, 4000,%x 1,
| n



Soit {il,iz,...,in} une permutation quelconque de {!,2,,..,n},

. <i<n, T
et n termes e, € Tr(xi) 1<i<n, Alors, pour tout e ¢
(Ax]...xn.e)(e],...,en) = (Axil...xin.e)(ei],...,ein).
Démonstration

11 suffit de prouver le lemme pour une transposition de deux variables,

On veut montrer :

(Ax]xz.e)(e],ez) = (szx].e)(ez,el). Alors, en supposant qu'il p'y a pas

de conflits, et en particulier que %, éV[e]] :

X
(x%p.0) (e ve)) 3 (Se:[kxze]ez)

X, : X, X,
= (sz Se [e]ez) rs Se [Se fel]
1 2 1
X2
= S TS “le]] par le lemme de commutation 1.5
€2 ®2 - '

(szx].e)(ez,el) par symétrie, [1

-

Ce lemme nous conduit A une autre caractérisation de 1'opération ce,

comme substitution paralléle,
*i
Soit ¢ ={<xi,ei> | 1<i<n}. On définit une opération S{e }, par la
i

e e . . i . : '
définition récursive de S{e }e] suivant la structure de e € T :

. 14
X.
(i) S{el}rxk] = e I<ksn
)(i :
(i1) S(yl =y y ¢ {x|1gizn)
1

X. Xi X.
(iii) S{el}r(ee')] = N[ (ST, el S{QT}re'])w

1 1 1



n
X. X,
(iv) S{e%}[kye] = Az S{e;}[SZFe]] ol z ¢ };4({xi} u V[ei])et R(y,z,e).
i

Pour (iv), si on choisit y tel que y # x; et y ¢ Ule,] ‘Vi<n, alors

(par le lerme 1,2) on peut &crire :

X, X. X,

S{el}[Aye] = \y S{el}[e] ce qui montre que S{el} vérifie toutes
i i i

les équations structurelles,

Lemme 2.2 Soit ¢ = {<Xi’ei> 1<ig<n},
*
Ve e T = ge = S{e le.
i
Démonstration

Soit E = (Ax]...xn.e)(el,....en). Soit y,,...,y, des variables distinctes

de méme types respectivement que X peeaX , et n'apparaissant pas dans E. On a
X X
= ' ' =g RN e
AR eouX e Ay eeey,e’, avec e = v L S el 1 et

n I

. yn yl
cge = N[E] = N[Se r---se [e']++e]] (par R-conversion).
n 1

I1 est maintenant facile de vérifier que ce dernier terme est &égal 3

i ~
S{e }e, par récurrence sur e.
i
Faisons par exemple le cas atomique
(i) e = y. est impossible car par hypothése y. n'a pas d'occurrence dans E.
Vs P par hyp Vs P
' Yn Yy
.. = ., e 1 = . etS ---S L Jeee = ;
(ii) e = x, ; alors e Vi en[ e][y1] 1 e,

par applications successives de la définition de £ et du lemme 1.1,

(iii) e =1z ¢ {xi,yi} ; alors ge = z par définition de S. [



Ce lemme nous montre que les substitutions se comportent comme des
morphismes, modulo la mise sous forme normale.

Dans la suite, nous emploierons librement cette propriété.

A partir de maintenant, nous utiliserons de préférence la rotation
fonctionnelle pour les termes. La relation = dénotera 1'égalité des formes

canoniques. Dans cette notation, le lemme 2,2 nous donne :

Lemme 2,3

. = Q
So1t e Aulaoouno@(e],ooo,ep)’ g € o,

Si \Z] 1<ign uy ¢ D(o) v I(0), alors ge = Xul,..un.c@(cel,..f,oep).
Démonstration
X,
Par n+p applications de la définition de S{el}e. n
i

Définition :
Etendons 8 § la définition de n donnée en 1.8.

Soit o = {<x,,e.> | 1<i<n} ; on dé&finit :

n
(o) = n + iél n(ei).

Soit V un ensemble fini de variables, o ¢ S. On appelle restriction

de o & V la substitution :
= <X. X,> . V}.
o [ v={ Xiy OXg ' x; € V}

Nous finissons ce paragraphe par quelques propriétés &lémentaires

des substitutions,



Lemme 2.4

Ve,o,V Vlel c V. =>ge = (c]V)e.

Démonstration

par Yrécurrence sur e, []

Lemme 2.5

Ve,o D) n Vel =9 = oJe = e,

Démonstration

Immédiat par le lemme précédent, puisque en prenant V = VU[e]

g. 0

on a ofV

Remarque :
La réciproque de ce lemme n'est pas vraie en général. Par exemple,

' {<f,Au.f(u)>}

considérer e = f(A) et o

{<f£, u.f(A)>},

ou o
Lemme 2,6

L'en-t8te d'un terme rigide est invariant par substitution. L'arité

d'un terme flexible ne diminue pas par substitution.

Hle]
Frel.

VO' e S Ve € Tr fjl'ce]
Ve € Tf Hl o e]

i.e

v

Démonstration

Par application directe du lemme 2.3, []



Lemme 2.7

Vo,o' (el ox=0"%x) & (VeeTge-= a'e).

Démonstration
4= est trivial
= est ohtenue simplement par récurrence structurelle sur e,

en utilisant le lemme . 2.3, [J

Définitior : La composition des substitutions o et p, notée po, est
définie comme la substitution :

po = {<x,p(ox)> | x € V},

Remarquons que, pour toutes substitutions ¢ et p:
D(po) < D(c) u D(p)
et : I(po) < I(o) u I(p).

La composition des substitutions est exactement la composition au sens

des applications de T dans T, comme le montre le lemme suivant,

Lemme 2.8 Yo,0 ¢ S
a) Ve e T (po)e = p(oe)
b) ¥ne S (po)n = p(on)

Démonstration

On prouve a) par récurrence Sur e

1) e x (po)x = p(ox) par définition

ii) e (elez) (pode = ((oa)el (00)62)

= (o(oe]) p(oe?)) par hypothése de récurrence

2-7



= p(ce] oez)

= p(c(e]ez)) = p(oge).

iii) e = Axe' on suppose x choisi en dehors de D(p)uD(o)u I(p)u I(c).

(po)e Ax(po)e' car x ¢ D(po)ul(po) par la remarque ci-dessus.
= Axp(oe') par hypothése de récurrence

= p(Axge') car x £ D(p)ul(p)

= p(orxe') car x ¢ D(o)uI(o)

= p(oe),

b) soit x € U quelconque.

[p(on)Ix = p[ (on)x] par a)

p[o(nx)] de méme

(po) (nx) de méme

l(po)nlx de méme. []

Ce lemme nous permet de nous dispenser des parenthéses, et d'écrire

poe et pon.

2.2, Filtrage

Définition
On définit un préordre < dans T par :

E<E' & Joe S oF = E',
M

On dit aue E schématise E', ou que E est un schéma pour F', De

o - . ’ 2 2 . 14 »
maniére équivalente, on dira que F généralise E, ou que E' est une instance de F.

(f) en anglais : E subsumes E' ou E matches F' ; le filtrage est appelé subsumption

ou pattern~matching, suivant les domaines d'application,



2=9
()

Les substitutions o solutions de oE = E' sont appelées filtres 'de E
vers E',0n dénote par F(E,E') 1'ensemble de ces substitutions. On appelle pra-

bléme du filtrage la recherche de tels filtres,

Pemarquons que s'il existe un filtre de Fvers E', il n'est pas unique
en général, méme si on le restreint & prendre son domaine dans V[E]. Ceci est

vrai méme si on se limite & des termes de second ordre,

Par exemple, prenons

‘E = £(4) avec 1(A) =«
E' = A () = (a>a).,
Alors \o] = {<f,\u.A>}
et g, = {<f,Au.,u>} sont des filtres de E vers E',

Par contre, nous montrerons au chapitre 5 que la solution d'un pro-
bléme de filtrage de premier ordre est unique, si elle existe.
Au chapitre 6, nous verrons qu'd l'ordre 2 il est possible de décrire toutes
les solutions par un nombre fini de filtres, qui sont "solutions principales'.
Afin de définir plus précisément cette notion, il nous faut exprimer
en quoi une solution peut découler d'une autre, Pour cela, nous étendons le

préordre < 3 £ comme suit,

Définition :
og<p & dn p = no.
Nous dirons que o schématise p, on que o 'est plus générale" que p, ou
encore que p est une instance de o,
Par exemple, si o = {<x,y>} et p = {<x,A>,<y,A>}, avec
t(x) = 1(y) = t(2) = a, alors o < p car p = no avec n = {<y,A>}.
Si 0 et p sont des filtres de E vers E' tels que ¢ < p, on peut dire

que la solution p découle de la solution o.

1)

Y

Cette notion n'a rien & voir avec la notion topologique de filtre.
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On appelle filtre principal (FP) de F vers F' un filtre ¢ d'oli découlent
tous les autres
(i) o € F(F,F")

(ii) Vp € F(E,E") o <p

Autrement dit, un filtre principal est un élément minimum de F(E,E').

Lemme 2.9
I1 existe des termes de second ordre E et F', avec F(E,E') # @, qui

n'admettent pas de filtre principal,

Démonstration

I1 suffit de prendre E et E' comme dans 1'exemple ci-dessus :

F = £(A) T(A) = a
avec
E' = A T(f) = (a2a).
Considérons o, = {<f,Au.A>}
avec T(u) = 0.
et o, = {<f,2u,u>}
On a Tyy Oy € F(F,E'), Mais 9, £ 0y, car pour.toute substitufion p

po(f = du.A #_Au.u = 02f.

De méme 9, £ d,. Montrons plus généralement que o, et o, n'admettent
pas de minorant commun dans F(E,E'),

Soit o ¢ F(E,F") guelconque,

Si Alof]l = g alors oF = (of A) ne peut donc &tre égal 2 E' = A, On

doit donc avoir, & cause du type de f, Hlof1 = 1, i.e. of = Xu.@(e],...,en).

(i) Si @ = u, alors n = 0 & cause des types, Mais alors, pour tout p ¢ S,

olf.

pof = du,u # Au,A
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(ii) Si @ # u, alors of(A) = @(°'°,S:[ei],-~-) ne peut &tre €gal i cA = A
que si @ = A et n=q.
Mais alors, pour tout p ¢ 8, pof = 2. A # Au.u = 02f. Ceci conclut

la preuve que 1(o < o, et g < 02). n

Nous allons donc devoir définir des ensembles complets de filtres, com-
me ensembles de solutions d'oti découlent toutes les autres, Avant de préciser
ces définitions, nous allons tout d'abord &€tudier les ensembles de solutions

d'équations entre termes plus générales,

2,3, Unification

On appelle unificateur de deux termes E et E' de méme type toute
substitution o telle que oF = gE’',
Nous nous intéressons & l'ensemble des unificateurs de F et E' :
(E,F') = {c ¢ S , oE = oE!'}
E et F' sont dits unifiables si et seulement si U(E,E') # @.
Les unificateurs sont les solutions de 1'équation E = E', dans la

structure T,

Lemme 2.10

Pour tous E,F' ¢ T, pour tout unificateur o de F et E'
1) Vel (UET U VE']) ¢ V = oV ¢ U(F,E")
2) Yo e S ogsp =p e UE,F").

Démonstration
Ces deux propriétés de fermeture de U(E,E') sont aisdes 3 montrer

1) découle du lemme 2.4 , 2) de la définition de o < p. []
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Définition :
On appelle unificateur principal (UP) de F et E' tout élément

minimum de U(E,E'), c'est & dire toute substitution o telle que :

(i) o e U(F,E")

(ii) VYo ¢ U(E,E')Y o < p.

De méme que pour le filtrage, il n'existe pas toujours d'unifi-

cateur principal :

Lemme 2,11
11 existe des termes de second ordre unifiables, qui n'admettent

pas d'unificateur principal.

Démonstration

T1 suffit de reprendre les termes considérés au lemme 2.9, E' étant
un terme fermé : V[E'] = P, tout unificateur de F et E' est un filtre de E
vers E', et réciproquement,

Le résultat s'ensuit, [

Nous verrons au chapitre § que, dans les langages de premier ordre,
toute paire de termes unifiables posséde un unificateur principal. Cette
propriété est une propriété fondamentale de la logique de premier ordre, dont
la premiére trace remonte & la thése deHerbrandoPobiﬁson [RJAI] a donné un
algorithme d'unification qui, pour une paire quelconque de termes de premier
ordre, détermine s'ils sont unifiables, et en cas de succés retourne un uni=-
ficateur principal ("most general unifier"). Nous montrerons au ckapitre 5
comment retrouver cette propriété A partir de considérations purement algébri-

ques,



Remarque :

Relations entre le probléme de 1'unification et le prébléme de la
recherche d'instances communes dans T,

Tout unificateur o de F et F' détermine une instance commune
oF = oFE' de FE et de E', Réciproquement, si E et E' sont séparés, i.e. si
V[E]l n V[E'] = @, alors le majorant commun c]E = ozE' détermine 1'unifi-
cateur o = (o]rV[E] v GZFV[E']).

Si les termes E et E' ne sont pas séparés, on peut rechercher leurs
instances communes en unifiant E et E", oli E" est obtenu & partir de E'par
une bijection renommant les variables communes en de nouvelles variables du -
méme type : E" = EE', Tout unificateur de E et E" est bien instance de E et E',
-1

Réciproquement, soit l'instance commune oF = 02E'. Comme E' = E

substitution (GIPV[E] u (025—1)PU[E"]) est un unificateur de E et E". On peut

E", la

donc trouver les instances communes par unification. Inversement, peut-on
unifier E et E' si 1'on sait déterminer les instances communes de deux termes

quelconques ?

Soit {xl,...,xn} = U[E] n V[E'], Considérons les termes

F

;o Fr(x  Fy(xy,es,Fo(x LE)0ul))

[5o]
I

, = Fl(x],Fz(xz,...,Fn(xn,E')...))

ol F "’Fn sont des constantes de types convenables. Toute

1’°

instance commune de E] et E2 est de la forme :

E, = FI(XI’FZ(XZ"'"Fn(xn’e)"'))’ avec e = O

3 E, e =0,E',

1 2

et Visn o x., = o,x, = X..
171 271 i

On peut donc former ¢ = (oer[E] u ozrV[E']), et par construction

g ¢ UE,E").
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Dans tous les cas, & un probléme d'unifiabilité correspond bien
un probléme de recherche d'instances communes, et réciproquement. Mais &
plusieurs unificateurs distincts peut correspondre lé méme majorant, puis=-
que le résultat d'un filtrage n'est pas nécessairement unique (et donc 9, et 9,
ci-dessus ne sont pas uniquement déterminés). -C'est ainsi qu'3d un unifica-
teur principal correspond un plus petit commun majorant des deux termes, mais
la réciproque n'est pas vraie,

Par exemple, avec F et E' choisis comme dans la preuve du lemme 2.9 ,

E et E' admettent A comme plus petit majorant, mais pourtant n'ont pas d'unifica-
teur principal. La recherche d'unificateurs est donc en général un probléme
plus difficile que la recherche d'instances communes.

Gould [GWI1] , qui est le premier & avoir étudié le probléme de 1'uni-
fication en langages d'ordre supérieur, a malheureusement manqué de faire cette
distinction importante.

Nous allons maintenant définir la notion d'ensemble complet d'unifica-
teurs, comme ensemble de solutions d'ot découlent toutes les autres. Mais

auparavant nous avons besoin, pour des raisons essentiellement techniques, de

raffiner 1'ordre < entre substitutions, C'est 1'objet du prochain paragraphe.

2.4, Le préordre =
\Y

Le préordre < dans S n'est pas assez fin pour nos besoins, car, con-
trairement au cas des termes de premier ordre, nous allons avoir besoin
d'introduire de "nouvelles" variables (i.e. hors de V[F] u V[E'W)afin de
décrire les unificateurs de F et E'. Par exemple, considérons :

F

£(a) avec T(f) = (a2a) , t(A) = t(B) = a.

E' £(B)
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Toute substitution d'une fonction constante d f, par exemple
p = {<f,Au.C>}, est un unificateur de F et E',

Inversement, c'est la seule maniére d'unifier F et E', On aime-
rait donc pouvoir dire que

o = {<f,Au.x>} est un UP de F et E',

Pourtant, c'est faux, car par exemple avec n = {<x,c>}, on a
no = p un# p. Aucun autre n ne peut d'ailleurs convenir, car si x é ()
alors x ¢ D(no), et si.x ¢ D(n) alors nof = of # pf. On a donc ofp.

Par contre, en prenant n = {<x,C>}, il est vrai que pe = noe pour
tout terme e tel que x ¢ V[e], et c'est tout ce qui nous importe. C'est cette

considération qui motive les définitions suivantes.

Définitions :
Soit V un ensemhle fini de variables, On définit une équivalence 5
dans § par :
0"70 @ 0rV=prV.
On définit maintenant une'relation 5 dans S par :

< —
oy P & dneS o gno.
On dit que o schématise p sur V.,

Nous utiliserons V comme un ensemhle de variables protégées, dans

lequel on s'interdit de puiser les 'nouvelles'" variables. Par exerple, avec

o et p définis comme dans 1l'exemple ci-dessus, on a ¢ S ¢ pour tout V ne

\Y
contenant pas X,

Remarquons que pour tcut e € T, pour tout V c V tel que V[e] < V,

on a :
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Par contre, la réciproque n'est pas vraie, Par exemple, considérons
e = f(x) et V= {f,x}, Avec 0 = {<f,Au.,u>} et p = {<f,Au.x>}, on a
ge = pe = x, mais pourtant on a of # pf,

Mais nous avons conservé‘la propriété qu'avait < d'@tre compatible

avec l'unification, sous la forme suivante :

Lerme 2,12

VE,E' € T, Vv o V[E]l u V[F'], Vo e U(E,E'), Vp e S
o é p = p € U(E,E"),
Démonstration

Directement a partir du lemme 2.4, [J

Lerme 2,13

Yo,0,V o5p => VneS no g no
Démonsgtration
o5 implique Wx ¢ V ox = pX,
nov = {<x,he> | ox = e et x ¢ V} = npfv. N

Perarquons, par contre qu'il est faux que

oFeP = ongon
Par exerple, considérer V = {x} , 0 = @, o = {<z,A>},n = {<x,z>}.

La propriété correcte doit s'énoncer comme suit,



Lemme 2,14  \V,n tels que I(n) ¢ V :

On a o

w
<

nz(nlol) = (nzn])o] par le lemme 2.8,

' ot <
d'oti o v 03.ﬂ
Remarggg :

La relation < n'est pas antisymétrigue,
\Y

Par exemple, avec

\o,p o =P => an = pn.
Démonstration
(i) Vxe D(n) onx = (ofV)nx
= (p]V)nx
= ponx
(ii1) Wx € v=-D(n) onX = OX
= poX
Lemme 2.15
La relation 3 est transitive,
Dénmonstration
: < < . -
So1t 01 v 02 7 03 M 03 7 ”202

n2(n101) par le lemme 2.13,

o = {<x,y3} p = {<x,y>}

<

on a ayge \

structure de préordre sur S,

< .
, 0 mais o 6 0.

<A

par le lemme 2.4
par o % p .

par le lemme 2.4

N\
w

par le lemme
par o % o

par le lemme 2.5,

= {x},

meme sur le quotient par 5

ne définit donc qu'une

2-17
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Définitions :

- - . s - P <
On dénote = 1 'équivalence associée au préordre > :

\Y

<

<
o' & o9 20' et o

\

<31

On dit que o et o' sont congrus modulo V.

Frfin, on définit une relation i_sur S par :

| ) < v <
oy O S 4o o gret o o
< 2 n,n' no =n'o’

On dit que o et o' sont 7ndépendants sur V,

2.5, Ensembles complets d'unificateurs

NDéfinition :
Soit E,E' deux termes de méme tvpe,I, = UIE] y UrE'1, V un ensemble fini
de variables tel que L « V.On appelle ensemble complet d'unificateurs

(FCU) de F el F' sur V tout ensemble de substitutions I tel que: :

(1) E < U(E,E") cohérence

(2) vp e UEF,E"Y Jo e & g 6 p  complétude

(3) VYo,o' eI c #ao' non-congruence
o#c' L

Pemarcuons que pour tous F,E' et V, il existe toujours un ECU :

il suffit de choisir un représentant dans chaque classe modulo i de U(E,E").

Si E et F' ne sont pas unifiables, alors @ est le seul ECU, par 1).
Par contre, si U(E,E') # @, alors @ n'est pas un ECU, par 2).
La condition (3) est une condition technique non essentielle. On pour-
rait exiger de I les conditions supplémentaires
(4) Yo ¢ D) cL
5) Vo er I(6) nV =9,



Les ECU sont la généralisation 3 notre langage des UP du langage
de logique de premier ordre.

On peut qualifier unIECU d'ensemble de solutions principales &
1'équation E = F', d'oll découlent toutes les autres par composition,
En effet, la condition de complétude et le lemme 2.12 entraTnent que pour
tout ECU £ on a :

UEE") ={p | o ez o <o},

<< IA

Autrement dit, tout ECU est un systéme de générateur de 1'idéal U(E,E'").

Remarques sur l'ensemble V,

Pour tous V et V' tels que L. ¢ V c V', on a

o' = o<o'.

g <
v v

Tout ECU I de E et E' sur V' est donc aussi un ECU de F et E' sur V,

Réciproquement, soit I un FECU de E et F' sur L. On peut lui faire
correspondre un ECU L' de E et E' sur V comme suit,

Soit V = V-L, £ une bijection de V dans V-V, préservant les types.

Soit

$' = {(€o)M]o € T}, on vérifie :

i) cohérence
[(£0)[LIE = €0F = £EoB' = [ (£0) PLIE!
ig) complétude
Soit p € U(E,E'), o e L tel que 3dn o E no.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer que

P 3 n'a, avec n' = (ng_])r(V—G) U pfﬁ.

111) non congruence

nke' = o ; E—lngc', d'ol

o' = (o)L # (e,
L _

o

g

Nl

T' est donc bien un FCU de E et E' sur V.
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Remarquons que si I vérifie les
conditions (4) et (5) ci-dessus, alors %' = I. Les conditions (4) et (5)
sont donc suffisantes pour qu'un ECU sur L soit aussi FCU sur V,

Nous utiliserons en général V = L, Mais'pour certaines applications
de nos algorithmes, nous voulons pouvoir spécifier des variables supplé-
mentaires protégées, par exemple des variables libres dans un contexte
contenant E ou E', Si 1'on veut par exemple définir une régle de résolution
[RJA1] entre deux clauses C et C', coupées suivant les littéraux F et E',

alors il faudra prendre V = U[C] u V[c'].

Gould [GW1] avait défini la notion d'ensemble complet d'instances,
Cette notion n'est malheureusement pas suffisante pour définir une régle
de résolution, Par exemple, avec

C

P(f (A))V O(f(B))

et C' = 1pP(A)
on veut pouvoir engendrer les deux résolvantes O(R) et Q(A), bien que f(A)
et A aient une instance commune unique A,

Plotkin [PG!] utilise, pour des langages de premier ordre munis d'une
relation d'équivalence sur les termes définie par une théorie équationnelle,
une notion d'ensemble d'unificateurs les plus généraux, Cette notion
est trés voisine de celle d'ensemble complet d'unificateurs minimaux, que
nous introduirons en 2.7,

Jensen et Pietrzykowski [JP1] ont défini, pour un A-calcul typé avec
n-conversion, la notion d'ensemble général d'unificateurs. Un tel ensemble I
vérifie deux propriétés :

1) cohérence

2) Vp e U(F,E"Y Fo e T IneS p < no.



Mais la condition 2) n'est pas une condition de complétude suf-

fisante, comme le montre le contre exemple suivant :

E = f(x) T(x) = 1(A) = o
avec .
E' =4 T(£) = (o=a)
Soit o, = {<f,AuA>,<x,B>} et o, = {<f,duru>,<x,A>} avec 1(u) = 1(B) = «.

1 2

Alors {0],02} est un ensemble général d'unificateurs de E et E'., Pourtant

0, = {<f,AusA>} est un unificateur qu'on ne peut engendrer par composition

3

avec o, ou 0J,,
1 2

Définition :
On appelle unificateur V-principal de F et E' tout unificateur ¢ tel
que {0} est un ECU de E et E' sur V, C'est donc un élément minimum de U(E,E'),

relativement & 6.

Exemple :
Soit E o=x et V = {x,y,z} avec T(X) = 1(y) = 1(7) = a.
E' =y

Alors {<x,y>}, {<y,x>}, {<x,u>,<y,u>} et {<x,y>,<z,x>} sont des
unificateurs V-principaux, Par contre {<x,z>,<y,z>} n'est pas V-principal
non plus que {<x,y>,<z,y>}.

Remarquons que le lemme 2.1] est toujours vrai, en remplacant princi-
pal par V—principal. Les ECU devront donc en général contenir plgs d'un
élément. La premiére question qﬁ'on peut alors se poser concerne leur finitude:

si deux termes E et E' sont unifiables, possédent-ils toujours un ECU fini ?

Nous répondront négativement 3 cette question dans le prochain paragraphe.
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2.6, Finitude des ensembles d'unificateurs

Théoréme 4 : Il existe des termes de second ordre E et E', unifiables,

et tels que, pour tout V tel que L = V[F] v V[F'] ¢ V, tout ECU de F

et E' sur V est infini.

Démonstration

Soit F
\

1]
Q

EFMA) T (A)
avec

E' = F(£(4)) T(f)

T(F) = (a»0)
I1 suffit de prendre V = L = {f},
Considérons T = {{<f,F>}} u {{<f,\u.F"(u)>}|n20}

o FO(u) =u et F(u) = FE" ().

Montrons tout d'abord que I est un FCU de E et E' sur V.
La condition de cohérence est facile, on vérifie que oF = gF' pour
tout o de I, Pour la condition de complétude, soit p ¢ U(E,E'), e = pof,

p = p-{<f,e>}.

Cas 1 : Hlel = 0. Alors pE = e(F(A)), pE' = F(e(A)) ne peuvent &tre

égaux que si e = F ; dans ce cas on a bien p = 0 {<£f,F>}

Cas 2 : Hlel > 0. A cause du type de f, 1'arité de e ne peut dépasser I
e = lu.e', avec 1(u) = t(e') = a.
Soit p le plus grand entier tel que e' = Fp(e"), avec t(e") = a.
_ D QU "
Alors pFE ¥ (SF(A)[e 1)
et pE' = Fp+](S: [e"]). Par cas sur e", il est facile de montrer
que pE = pE' impose e" = u, et alors on a bien p = p{<f,Au.FF(u)>}.

Enfin, pour tous o et ¢' distincts dans I, il n'existe pas de n tel

que o' no puisque I (o) = @. Donc

v

Vo,o! eI o gd (1)
ot v
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Ceci permet donc de conclure que T est un ECU de F et E' sur V,

Soit maintenant I' un FCU fini de F et F' sur V. ¥ &tant infini :

Jo,0" € L, 0# 0" tels que Jp e L' p \S,o et o ‘570'.
Mais, £ étant un ECU : do" € T o" 5 P,
Par trangitivité de 6:
c" < o 2)
v
et a" =< o 3).
s 3

Si o" ¢ o (2) contredit (1), sinon (3) contredit (1). Ceci montre

donc qu'il ne peut exister d'ECU fini de E et F'. [J
q p

Remarquons que le théoréme 4 reste vrai, méme si on se limite & des
symboles de fonction monadiques, Ce cas correspond & la résolution d'équa-
tions dans un monoide libre, comme nous le verrons au chapitre 6 (remarquer

qu'on peut décrire I ci-dessus par {<f,F*>}).

2.7. Redondance des ensembles d'unificateurs

Bien que l'on doive parfois considérer des ECU infinis, on peut
se demander si on peut au moins imposer aux ECU une condition de non-
redondance plus forte que la condition (3) de non-congruence. Nous aimerions

remplacer dans la définition d'ECU la condition (3) par la condition de mini~

malité :
Vo,0' ¢ I o to
o#o’ L
Définition :

Soit E,E' deux termes de méme type , V un ensemble fini de variables
’ y ’

tel que L.= V[E] v V[E'] < vV,



On appelle ensemble corplet d'untficateurs mintmaux (FCIM) de

E et EY sur V tout ensembhle de substitutions I tel que

(n I < lI(E,E") cohérence
(2) Yo e U(E,E") Jo ¢ ¥ o £p complétude
A
(3) Yo,0 ¢ & o fo' minimalité,
ota’ . L

Un FCUM peut &tre qualifié d'ensemble de solutions principales
indépendantes de 1'équation F = F', En considérant ses é&léments comme des

generateurs minimaux, on peut dire qu'un ECUM est une base de U(E,E").

Lemme 2,16,

$'il existe un FCUM de F et E' sur V il est unique, d un isomor-
phisme prés. Plus exactement, entre deux tels ECUM Z] et 22 il existe une
bijection

¢ X] ) telle que Vo ¢ XI o = ¢(u).
\Y

Démonstration :

Considérons deux ECUM I et I

1 X Pour tout p dans X], on

choisit ¢(p) dans 22 comme un o tel que o 6 0

Pour tout p dans %,, on définit ¥(p) dans I comme un o tel

2 1?

que © 6 p. Par transitivité on a
Yo ¢ L ¥ (¢ (o)) 5 o qui impose par (3) :
VY(¢(a)) = o.

Donc ¢ (o) 6 o 6 ¢ (o) , ce qui entraine o = ¢(o). [J
\Y

=24
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Remarques :
1) Si L cVeV' alors tout FCUM sur V' est aussi un ECUM sur V. C'est
pour conserver cette propriété que nous imposons f dans (3) plutdt que 5.
Comme pour les FCU, si on impose de plus :
(4) VYo ¢ ¢ D@) ¢ L
(5) Vo ez (o) n V = 9,
alors on peut remplacer dans (2) é par i.
La définition d'ECUM est alors t¥és proche de celle d'ensemble d'unifica~
teurs les plus généraux de Plotkin [PG1]. Mais dans sa définition, la condi-
tion (5) est remplacée par une condition plus faible :
(6) Vinve=_g
avec V' = V[oE] u V[oE']. Cette condition n'est pas suffisante pour
assurer la complétude, lorsque 1l'inclusion V' < (I. u 7(0)) est stricte.

Par exemple,

Soit E = f(x)
E' = A T(x) = 1(y) = 1(A) = a
avec
L = {x,f} T(f) = (a0).
vV = {xlfly}
Considérons o, = {<f,AusA>,<x,y>}
et a, = {<fydueu>,<x,A>}

{01,02} est un ECUM de E et E' sur L gqui satisfait (4) et (6).
Pourtant ce n'est pas un ECUM de FE et F' sur V comme on peut le
constater en considérant l'unificateur

p = {<f,XU'A>,<X,B$,<y,C>}.
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2) Soit U = {g ¢ U(E,E')|D(o) c L et I(c) nV =@}, M 1l'ensemble des
éléments de U minimaux par rapport & 1l'ordre induit par <., Si U est bien
L

fondé, alors M est R'ECUM de E et E', Plus généralerent, disons que U est

inductif si toute chalne décroissante dans U, relativement & £, admet un

—
<

minorant,

Si U est inductif, alors M est 1'ECUM de F et E', en vertu du lemme
de Zorn,

Par contre, si U n'est pas inductif, alors E et F' peuvent ne pas
admettre d'ECUM, Nous allons voir que cette situation peut en fait se pro-
duire ici.

Théoréme 5 Certaines paires de termes d'ordre 3 unifiables ne possédent

pas d'ECUM,

Démonstration

E = f(x,A) T(A) = 1(B) = a
Soit F' = £(x,B) avec 1(x) = (o~a)
L = {x,f} w(f) = ((a>a)xa+a)

11 suffit de prendee V = L,

Considérons
p = {<f,Auv,h(u)>}
0 = {<f uiw,<x,Av.2>)
et o = {<f,kuv.gn(u,u(hT(u,v)),...,u(hE(u,v)))>,<x,Av.z>} (n>0),
avec T(v) = 1(2) = 0; 1(u) = (a>a), ,
T(h) = (@a)+0), 1) = ((sa)xoma),

T(g;)= ((wra)xax, . . ,xoa)

1
et soit I = {oiIiZO} u {p}.



La proposition suit d'un certain nombre de lemmes, comme le
théoréme 4.
La premiére é€tape consiste & montrer que I est un ECU de E et

E' sur V,

Tout d'abord, on vérifie que pour tout 0 ¢ £ , oE = oE', d'ol la

condition de cohérence. La preuve se poursuit en trois parties &, B et C.

A) Complétude de I

Soit maintenant o un unificateur quelconque de E et E', e_. = of

f
et e = oX. On montre par cas sur e qu'il existe dans I une substitution

plus générale que 0. D'aprés le type de f, n[ef] < 2, d'ol trois cas.

n n[ef] = 0, Alors oF = ef(ex,A) # ef(ex,B) = oF', et ce cas ne peut

donc se produire,

L[]
o

(2) H[ef] =1, i.e, e. = Au,e avec Hle]

Soit e' = NFSZ [e]]. On a :
. X

oE = e'(a)
oE' = e'(B)

oF = oFE' implique (par cas sur e') que

e' = Av.,e" avec v ¢ V[ e"],

On doit donc résoudre S: [e] = Av.e". Par cas sur e =‘y(e],...,en)
X
(rappelons que H[el = 0)

(1) y = u ; alors a cause des types n = 0,

e! =e = Av.e" | et o = {<z,e">}o

0
(ii) vy # u ; alors

e' = y(---,S: fei],o'-) # Av.e" et ce cas est donc impossible.
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(3) ﬁ[ef] =2, 1i,e, e, = Auv,e. La preuve se poursuit sur

la structure de e,

(1) v ¢ V[e] ; alors ¢ 5

{<h,lu.e>,<x,e_>lp.
(ii) &i e possé&de une occurrence libre de v non contenue
dans un argument de u, alors on prouve que, pour tout
. u
terre e _, V € Ulre'l , avec e' = N[Se fell.
x
1 =)\ e e L] e cs e @ .
Soit e wl wn @ 1 ’ p)
Si @ = v (avec p=C) alors c'est trivial, Sinon, @ # u
par hypethése, et on a donc :
u u .
S [e] = Aw,seow_«@(ees,8 [e.],*++). Comme au moins
e 1 n e 1
X X
un des e doit satisfaire 32 1'hypothése de récurrence, on
obtient aisément le résultat,
On a alors :

o(£(x,8)) = SyTe'] # S;[e'] = g(f(x,B)), ce qui est

contraire & 1'hypothése. Ce cas ne peut donc pas se produire.

(iii) Sinon on peut écrire e sous la forme :
e = E<<U'u’~.-o ’u,u(e]),u (62) R ’u(en)>>

oli toutes les occurrences de u et v apparaissent entre

les guillemets, Comme v ¢ V[ e], cela impose dksn v « V[ek].
Dans cette notation, nous supposons que les occurrences isolées
de u n'apparaissent pas dans la partie gauche d'une application
(auquel cas on aurait explicité le terme u(ei) correspondant);
Maintenant, pas cas sur e
a) e, = Av.e', ot v ¢ Vle'l,
\

Alors 0 = ncn avec

. Il .
n = {<gn,xuw1---wnoE<<u,u,---,u,w W > >,<z,e">}u {<hi,XUv.ei>llslsn}.

1"‘72»'
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b) Dans tous les autres cas, 11 est facile de montrer que
Ve V[N[SZ [u(ek)]]], et donc aussi que Vv ¢ VgN[SE.[e]]]. On en

X X
conclut comme en (ii) que ce cas ne peut pas se produire,

Ceci termine la preuve de la complétude de I. Il nous reste
i montrer la non-congruence. En fait nous allons &tudier en détail la
structure de I vis 3 vis de la relation S

v

B) n'est pas un ordre bien fondé sur T

<A

(1) Vis>o o

£ 0.

1+1 6 1

Fn effet, soit

o i+1 i ..
n; = {<gi+l,kuv]v2- Ve gi(u,v],---,vi)>}u{<hj ,hj>|]SJsl}.

On a bien Oi 7 n‘i g,

(2) Vizo0 g. £ op.
Ly

En effet, supposons qu'il existe n tel que p § no.. On devrait

avoir x = n(Av.z) = Av',h(z), ce qui est impossible,

(3 p £ 9,
Y/
Supposons qu'il existe n tel que c] g ne. On devrait avoir

1 ‘ . . .
o]f = n(Auvrh(u)) = Xuvogl(u(h](u,v)), ce qui est impossible,

car n(Auveh(u)) = Au'v'ee, ol v' ¢ V[el.

4y Yi>o0 oi/g'oo.

De la méme maniére, si © no., on devrait avoir

<

0

it

o,f = Xueu = n(QAuveg, (+o+)) Au'v'ee, ce qui est impossible.

0



(8) oy £ o,. De méme, si ©

= N0,, on devrait avoir
v Ty 0

c]f = n(Alueu) = Aucu, ce qui est impossible.

(6) ‘.v’i>0 °0§°i et péoi.

Conséquence immédiate de (1),(3),(5) et de la transitivité de <,

(7 to,..
) °v°o

Preuve comme pour (4),
(8) Vi>0 o, 6 O

Cette preuve est assez longue, la difficulté étant essentiellement

notationnelle. Nous allons montrer que o, £ 9y 3 la preuve générale est

1‘,

similaire.

Supposons que 0, §F no,. Par le lemme 2.13 on doit avoir, pour toute

v
g

substitution § : § na Choisissons

9 v 1

£ = {<g2,G>,<h%,xuv-C(v)>,<h§,kuv-D(v)>}
avec  T(G) = 1(g,), 1(C) = 1(D) = (a>a)

et soit £E' = En, On doit avoir, en particulier pour f :

£ (uveg, (u,ulhy (0,v)))) = AuveGlu,u(C(v)) ,u(d(v)).
Soit e = E'gl,e' = E'(h:(u,v». On peut supposer que ni u ni v n'appa-
raissent libres dans E'gl et E'h}. On doit donc avoir G(u,u(C(v)),u(D(v)))
comme forme normale de e(u,u(e’)) avec u et v non libres dans e. Une Etude

par cas sur la structure de e montre qu'on doit avoir e = kwlwz-G(el,ez,e3).
Maintenant, par cas sur e,, on réduit 3 deux possibilités
Vi oW2

[Su(e,)

i) e, =w(C(s;). Dans ce cas, on doit avoir v = § ey,

u

avec v ¢ V[e2] ce qui est clairement impossible.
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ii) e, = Wy, On doit alors avoir e' = C(v), et par le méme raisonnement

appliqué i e3,e' = D(v), ce qui est impossible. Ceci compléte la

preuve de o o

£ Y

Iy 2

Nous venons de prouver que L. a la structure suivante :

p’00’0'1>02>000>0'n>-oo
oii 0 > o' dénote o' < 0 et © é o'. En particulier, 1'ordre induit par
\Y

< n'est pas bien fondé sur I.
\

En corollaire de.(A),(6),(7) et (8) on obtient la condition de

non-congruence dans I, ce qui achéve de prouver que I est un FCU de

E et E' sur V.

C) Soit maintenant I' un FCUM de F et F' sur V,

' &tant un FCU, Ju € T' : w 6 o,. Mais, I étant un ECU,

4

Jdo e ¢ o <.
\Y
Par transitivité o < gy, et donc 0 # p, 0 # 0, Par (3) et (5).
\Y
. =" : . ' ' '
Donc Jk=1 : o 0) - Maintenant soit u' e I' tel que u 6 S
(u' existe car I' est un ECU),
o < o, par (1) et donc u' < W par transitivité, I' &tant un FCUM,

cela implique ¥ = u' et maintenant par transitivité on obtient

o S ST Ceci n'est pas possible, par (8), ce aui contredit 1'exis-
v .

tence de L',

Ceci achéve la preuve du théoréme 5. [

Remargues :

1) Cas du second ordre.

. . . . d
Nous conjecturons que U(E,E') muni de < est inductif au 2" ordre,
T,

ce qui entrafnerait 1'existence de 1'ECUM de deux termes unifiables.
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2) L'examen de la preuve précédente nous montre que 1'ensemble des termes
e, = onf forme une suite infinie décroissante, donc que la structure
<T,<> n'est pas bien fondée, méme si on se restreint 3 l'ordre 3.
Nous verrons au chapitre 5 qu'on a un ordre bien fondé au ler ordre
et au chapitre 6 qu'il y a par contre des chaines infinies décrois—

santes de termes de second ordre.

2.8, Indécidabilité de l'unification

Nous montrons finalement que 1l'existence d'unificateur pour

deux termes de notre langage est un probléme indécidable, dés 1'ordre 3.

Théoréme 6. Il est indécidable si deux termes quelconques d'ordre 3 sont

unifiables.

Démons tration

Soit l'alphabet de deux variables A =u{u,v}, avec 1(u) = 1(v) = (a0),

~

* . .
A tout mot £ € A on associe le terme § comme suit

€ T(a»c)

Azez

Xz-u(g(z)) avec T(z) =&, A est le mot vide de A*.

Iy
a4
ug
P
Vi

rzev(E(z))

X. X see X
172 n

A tout probléme de Post sur A on associe le

Y1Y2 see Y.n

probléme de 1'existence d'un unificateur pour le couple :

t
]

AUWJ"'7(f(§1 ’§2’. °* ’in) ,f(u,u,- *° su))

E'

Muview (£(F [, ¥+, ) ul(w))
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ol T(f) = ((82a) x (@>8) x sse X (u»g) > Q)
n
(g) = ((oa) > o)
T(w) = (@ xa > 0)

Nous allons montrer que ces deux problémes se réduisent

1'un 38 1'autre.

2,8,1.

Supposons qu'il existe une solution

ipigaeeni p2d

au probléme de Post. Considérons

g = {<f,)\w]w2---wn-wi (wi (---(wi (z))see))>, .
! 2 P

<g Ausu(u(ees (u(z))eee))> ).
Si 1'on dénote S = X, X, *e«X, =Y, Y, eeeY, |
i i i i i i
) p ) p
on vérifie que :

oE = oE'

kuvw-w(g(z),up(z)), et 0 est donc un unificateur

de E et F',

Réciproquement, soit ¢ un unificateur quelconque de E et E'. Soit

e, = of | eg = gg. On suppose, sans perte de généralité, que ni e ni e8

f

ne gontiennent u ou v,
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On a : oE = oE' Auvw~w(e],e2)

/\ ~e A~ ~ ~o
avec e ef(Xl,Xz, .Xn) e (Y

é2 ef(u,u,---,u) = u(eg(u)).

Ignorons e, pour 1'instant (qui est 13 seulement pour &liminer
la solution triviale p=0 du probléme de Post) et considérons la struc-

ture de e,, par cas suivant la structure de ec.

’l

Soit eg = kwlo--wk-@(--'), sous forme normale,

Cormme T(ef) = 1(f), on doit avoir k<n, et

(@) = (y],yz,---,Ym,(a+d),---,(a+a) + &) avec mx0, Y sttty € T.
n-k

Deux cas sont possibles :

2.8.1.1. 0<k<n

A cause de son type, @ ne peut €tre de la forme wj. e, admet

donc une forme normale :

~

BCA A st B Xy o oK)

et par symétrie on doit donc avoir

~

Y, k<j<n
i Jl=n,

X.
]
et donc Xj = Yj, puisque 1'opération ~ est une bijection. Dans ce cas
le probléme de Post admet comme solution n'importe quelle séquence d'en~

tiers compris entre k+! et n,
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2.8,2,2,  k=n
Soit p le plus grand entier 20 tel que
ep = dw ceew cw, (wi ("'(wi (e'))see)), avec ]Sil,-°-,i <n.

£ : 1 2 P P

Maintenant e, admet comme forme normale :

R &g O @) =%y @ Con @y (€00,

I1 est clair que e" ne commence pas par un u ou un v, par
définition de p. Le premiér symbole e'" est donc le premier symbole
de e, qui ne soit ni'un u ni un v, Par symétrie c'est aussi le pre-
mier symbole de e'"'. En supprimant les parenthéses de la partie initiale
de ey, on obtient donc

X. Xi ...Xi = Yi Yi ....Yi N
B P 1 2 P

Tl nous reste @ vérifier aue p>0, et pour cela nous considérons ey
Si p=0, alors par le méme raisonnement la forme normale de ef(u,-'-,u) ne
peut commencer par un u, ce qui est contradictoire avec le fait qu'elle
est aussi la forme normale de u(eg(u)). Nous avons donc p>0, et i],iz,---,ip
est solution du protléme de Post correspondant au couple E,E',

2.8.1 et 2.8.2 prouvent 1l'interréductibilité du probléme de Post

et d'un sous probléme de l'unification & l'ordre trois, ce qui prouve bien

1'indécidabilité de ce dernier probléme., [J

Corollaire : Il est indécidable si deux termes quelconques d'ordre 3

ont une instance commune.

Démonstration
Découle de la remarque 3 la fin du parapraphe 2.3 : il suffit
de considérer 1l'exemple ci-dessus, oli 1'on ajoute &3 w un troisiéme argu-

ment égal i f pour E et F'. [
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Remarque : Pour le second ordre, le probléme est encore ouvert,
Nous y reviendrons au chapitre 6,

Le théoréme 6 a &té utilisé par P, Andrews [AP2] pour montrer
1'indécidabilité de la provabilité de certaines classes de formules

en théorie des types.

2.9, Ensembles complets de filtres , demi~unification

Nous revenons maintenant au probléme du filtrage.
Rappelons que nous cherchons les solutions ¢ de oE = E',

Tout d'abord, remarquons que nous avons besoin de variables
auxiliaires pour décrire des filtres, de méme que pour l'unification.

Par exemple, soit

el
ft

f(Au-4) avec T(u)

E' = A T(f)

T(A) =0

((ora) » o).

On veut pouvoir exprimer que l'ensermble constitué des deux

substitutions :

Q
I

{<f,Awevi(h(w))>}

et 0, = {<f,\w*A>} constitue un ensemhle complet de filtres
de F vers E', Nous allons donc utiliser ici aussi la relation <, ol V
\

doit contenir toutes les variables libres de E et de E'.
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Définition :

Soit E,E'kdeux termes de méme type, L = V[E] v VIE'], V un
ensemble fini de variables tel que L < V,

On appelle ensemble complet de Ffiltres de Evers E' sur'VI(ECF)

tout ensemble de substitutions I tel que :

(n I c F(E,E") cohérence

2) Yo e F(F,E') Jo e o 6 p  complétude
3) Vo,0" € T o %o non-congruence
oo’ L

Nous n'allons pas &tudier les ECF davantage, car cette notion
souléve un probléme difficile, lorsque V[E'] # 0.
Considérons par exemple les termes de premier ordre :
E =y
v =1L = {x,y}
E' = A(x)
La substitution o = {<y,A(x)>} est un filtre de F vers F'.
Pourtant ce n'est pas un filtre principal, car par exemple
o' = {<y,A(x)>,<x,B>} est un filtre tel que o 5 o'. Les filtres
principaux de E vers E' sont les substitutions {<y,A(x)>,<x,2>} avec
z ¢ V, ce qui semble peu naturel., De plus ces filtres principaux n'ont
pas la propriété, que possédait o, de laisser F' invariant,
Ce probléme peut €tre résolu simplement au ler ordre, en impo-
sant aux filtres o de E vers E' de posséder la propriété supplémentaire :
D(o) < V[E]. Malheureusement cela ne suffit pas au second ordre. Consi-

dérons par exemple :

E = f(x) (x) = a
. avec
E' = A(x) T(f) = 1(A) = (a>0)
et soit :
o, = {<f, 0>}
o, = {<f,\usa(u)>}
0y = {<f, usA(x)>,<x,y>}



{01,02,03} est un ECF de E vers E' sur {f,x}, et

est un filtre strictement moins général que o©

0, ,0
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o, = {<f, usA(x)>}

3¢

Dorénavant nous allons nous limiter aux filtres tels que

et o,, qui laissent E' invariant, Nous les appelerons demi-

unificateurs, pour souligner le fait qu'ils sont aussi unificateurs,

Dans les applications pratiques du filtrage ceci n'est pas

vrairent une restriction, car en général F et F' n'ont pas de variables

en commun,

Définitions : Soit E et E' deux termes de méme type, L = U[E] u V[E'],

On appelle demi-unificateur de E vers E' toute substitution o

telle que D(o) « V[EI-U[E'] et oF =F',

sur VvV

On dénote D(E,E') 1'enserble de ces substitutions.

Remarquons qu'avec § = {¢|D(0) ¢ V[E1-V[E'T}, on a

D(ELE') = F(E,E") n S = U(E,E') n S,
Soit V un ensemble fini de variables contenant L,

On appelle ensemble complet de demi-unificateurs de E vers E'
(ECD) tout ensemble de substitutions I tel que :

(1) % c D(E,F")

cohérence
1
(2) Vo e D(E,E")  Joer o V°  complétude
v ! ,
(3) V%;g' e L o i o non-congruence.

Un ensemble complet de demi-unificateurs minimaux (FCDM) est

un ECD qui posséde en plus 1la condition de minimalité

\10,0' € N g foa'.
ofc' L
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Par exemple, dans 1'exemple ci-dessus, {01,02,04} est un
ECDM de E vers E' sur {f,x}. ' |

A 1'ordre 1, x est demi-unifiable vers e ssi x ¢ Ule],et
dans ce cas {<x,e»} est demi-unificateur principal. D'une maniére
générale, nous verrons au chapitre 5 que deux termes E et F' admet-
tent au plus un demi-unificateur,.qui est donc principal.

Nous verrons au chapitre 3 que deux termes F et E' admettent

toujours un ECDM, que 1'on peut &numérer récursivement, L'algorithme

9.

d'énumération peut ne pas terminer, méme lorsque U(E,E')
Nous verrons au chapitre 6 que cet ECDM est fini & 1l'ordre 2.
L'algorithme d'énumération peut alors &tre utilisé comme algorithme
de décision.
A partir de 1'ordre 3 toutefois, nous obtenons un analogue du

théoréme 4

Théoréme 7 : Il existe des termes d'ordre 3 E et E', avec D(F,E') # 4,
et tels que, pour tout V tel que L = U[E] v V[E'] ¢ V, les ECD de F

vers E' sur V sont infinis.

Démonstration :

Considérons :

E f(Aueu) T(u)
avec

E' = A T (f)

7(a) = o

((a»a)-a).
I1 suffit de prendre V = L = {f},
Soit I = {cnlnzﬂ},

avec o, = {<f,Aw-wn(A)>}, oi t(w) = (an).
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11 est aisé de vérifier que I < D(F,F')., En faif, on peut
montrer, en utilisant les mémes techniques que dans la preuve du théo-
réme 4, que £ est un BCDM de F vers E' sur V, Comme pour le théoréme 4, I
étant infini, il ne peut exisfer d'FCD fini de F vers E' sur V, [

La décidabilité du probléme de la demi-unification en A-calcul

typé d'ordre 3 ou plus est encore un prohléme ouvert :
Conjecture : Il existe un algorithme qui, pour tous E,E', décide si E<E’,

2.10 Unification multiple

Définition :
On appelle wunificateur simultdané de
{<Ei,Ei>|]siSn} , avec T(E{) = T(Ei) 1<is<n, toute

substitution o telle que oEi = cEi 1<i<n, i.e. oc€ f—] U(Ei,Fi).
i<n

Soit F upe constante arbitraire, de type (T(E‘)x---XT(En)47),
avec vy € T quelconque, I1 est immédiat que o est un unificateur simul-~
tané des Ei,Ei ssi o est un unificateur de F et E', avec

F. =_F(E1,-§-,_En), F' = F(E;,---,E;).
Nous pouvons donc traiter 1'unification simultanée avec le

formalisme précédent.

Définition :
On appelle unificateur multiple d'un ensemhle fini

E=({F --~,En} de termes de méme type toute substitution o telle que

oF,1 = GEZ = e = oEn.
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Les unificateurs multiples de E sont exactement les unifi-

cateurs simultanés de (par exemple) :
(<EsEp>yeeey<B,E 2T,

Nous pouvons donc &galement traiter de l'unification multiple,
et de méme de 1'unification multiple simultanée d'ensembles finis
E],-v-,Ep.

I1 n'y a donc pas de perte.de généralité 3 se limiter 3 1'étude
de 1'unification de deux termes, puisqu'il est facile de ramener les

systémes d'équations entre termes 3 une seule &quation.

- -~ ' I3 »
Le prochain chapitre est comsacré 2 la recherche d'unificateurs,
. . ' .
par énumération d'"FCUs. Nous montrerons en particulier qu'il est toujours
possible de générer une solution, si elle existe, sans faire de recherches

N s ) .
redondantes, méme dans les cas ol le thforeme 5 s'applique.






CHAPITRE 3 : Semi-algorithmes d'unification 3 1'ordre w.

Dans ce chapitre, nous allons développer une méthode permettant de
générer des ensembles complets d'unificateurs. Plus exactement, nous génére~
rons des ensembles complets de minorants d'unificateurs, Cette recherche est
dirigée de 1'extérieur vers l'intérieur, et nous montrerons que les |
"préunificateurs”" obtenus sont non redondants. Cette méthode fournit en parti-
culier un semi~algorithme de décision pour le probléme de 1'unification en

A-calcul typé, aui est pratiocuement implémentable.

3.1, Définitions et notations

3.1.1. Unificandes
On appelle unificande tout ensemble fini N de paires de termes de
méme type :

1 2 .
N = {<eipei>l151sn} ’ T(e].]_) = T(E?_’
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On définit :

-
s

Uny = L Vel
j=1 1i=] 1
n
_ 2 !
"l(N) =0t n(ei)
avec T(e) défini comme en 1.8,
n
- 2 2
nz(N) n o+ ﬂ(ei)

Soit ¢ une substitution quelconque. On note
1 2 .
oN = {<oei,cei>|IS1Sn}.

' . ‘es . . ] -
On dit que 0 unifie N ssi Wizn oe; = oei. On dénote l'ensemble de
. ~ | | 2
telles substitutions par U(N), On a bien slr U(N) = i<n U(e;,ei)._

. e 2 . . , .
L'unificande N = {<e;,ei>|1515n} est dit rédutt si

n>0

—

Visn e, e T

-
h

e T
T

. 2
di<n e,
i
On définit 1'ensemble des noeuds N comme 1'ensemble des unificandes

réduits, auquel on adjoint deux é€léments particuliers :

® noeud '"succés"
et (:) noeud "échec".
Nous présenterons en 3.2 un algorithme de simplification, SIMPL, qui

réduit un unificande en un élément de N, en préservant 1'unifiabilité.



3.1.2. Congruence de simplification

Pour chaque type Elémentaire o e'TO, choisissons une variable
-~
ha € V“. Pour chaque type & € T, on définit un terme Ea € Tu par :

- 51 08 ¢ T0 Fa ha

- sinon, soit & = (al,uz,o--,an + B) avec B € T0 ; alors

F_ = \w, +s+w sh
n

“ 1 ol les v, sont des variables distinctes

B’

telles que T(wi) =a..

et différentes de hB’

On définit maintenant :

.U

°‘ET{<x,ﬁu>|x € Vu}.

{ est une substitution généralisée (parce que de domaine infini), qui
représente une élimination universelle (tous les arguments des termes flexibles
sont éliminés),

Pour tout terme e, on définit Le comme étant (ch[e])e.Or définit de

méme [ Npour un unificande N, et pour toute substitution o :

to = {<x,Lox>|x ¢ U} est &galement ure substitution de domaine infini.

On définit la congruence de simplification ~, entre termes de méme type,

- par

, & te) = e,
~ est une congruence sur T, qui préserve les types et la propriété d'étre

flexible ou rigide, Parmi les congruences de ce type, c'est la congruence la

plus grossiére qui vérifie : Hre]] # H[ez] = el-+ e, DPour e ,e, € Tr'

Lemme 3.1 Ve],ez € Tf -r(e']) = T(ez) = e, ~ e,.
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Démonstration :
Soit e, et e, deux termes flexibles de méme type. Notons :
1 1 1
e] = ku]oocumlof(el’ez,nnt,er
2 2 2
e2 = Avlocovmzog(e]’ez’.oo’es).
Puisque T(el) = T(ez), il doit exister u],uz,---,an'e T et B ¢ TO tels que :
T(ui) = Gi lslsm1
T(vi) = ai ]slsmz
1 1
TE) = (o), tle )8, ey > 8)
(g) = (r(e?y, e r(ez) o tee,0  + B)
& 172 " e mo+1? ' )

2

Soit v, 1€i<n des variahles distinctes et différentes de hB’ avec
T(Wi) =a.. Alors
Cel = ;ez ¥ Awl---wn-hs. O
Corollaire :
Tout unificande N ne contenant que des paires de termes flexibles est

unifiable par £[V[N], On dit qu'un tel noeud est "pré-unifié". Nous allons main-

tenant définir ce terme précisément.

3.1.3. Préunification

Soit F et E' deux termes de méme type,L = V[E) u VEE']. On appelle
pré-unificateur de E et E' toute substitution o telle que
oF ~ oE',
Autrement dit, un préunificateur o est une substitution qui peut &tre

étendue en un unificateur par composition avec % : Zo|L e U(E,E").



On dénote par P(F,E') l'ensemble des préunificateurs de F et E',

T1 est immédiat que U(E,E') < P(F,E'), et que U(E,F') = @ <P(E,F') = g,
Soit V un ensemble fini de variables, aveclL c v,
On appelle ensermble cemplet de pré-unificateurs (ECP) de E et E' sur-V

tout ensemble de substitutions I tel que :

(1) T ¢ P(E,E") (cohérence)

(2) Vo ¢ P(E,E'") Joez:r : o 5 o (complétude).

De méme que pour les ECU, il existe toujours un ECP de E et E' sur V,
puisque P(F,E') est solution. Si U(F,E') = @ alors § est le seul ECP, sinon §
n'est pas un ECP,

Nous allons présenter dans ce chapitre un algorithme qui, pour tous E,-

E' et V, énumére un FCP I de E et F' sur V., Comme nous venons de le remarquer,
cet algorithme peut €tre utilisé& pour décider si E et E' sont unifiablés ¢ si
1'algorithme génére un élément (L#@) alors F et F' sont unifiables, sinon. (I=@)
F et F' sont incompatibles, Naturellement, d'aprés le théoréme 6, il ne peut
s'agir que d'un algorithme de semi-décision, c'est @ dire qu'il peut boucler
sans jamais ne rien générer.

On pourrait bien slir énumérer U(F,E') directement (par exemple en générant
exhaustivement toutes les substitutions, et en les testant sur F et F'), Il est
donc bien évident qu'un tel algorithme existe. L'intér@t d'énumérer un FCP vient
du fait que le théoréme 5 ne s'appliaue pas aux FCP, et qu'au contraire des ECU
on peut imposer aux ECP une condition supplémentaire de non-redondance trés forte.
Ceci assure & notre algorithme une gfande directivité sans faire de calculs

redondants, ce qui le rend utilisable en pratique.



On appelle ensemble complet de pré-unificateurs indépendants (ECPI)
de F et E' sur V tout FCP I de E et F' sur V qui vérifie la condition sup-
plémentaire :

(3) \/cl » Oy € T 9y | o
c]#cz L

5 (indépendance), ot L = V[E] v V[E'].

Nous montrerons que de tels FCPI existent, et qu'on peut réaliser un
algorithme qui énumére un FCPI, ce qui nous permét de tester 1'unifiabilité de
deux termes avec un minimum d'exploration.

Pour les ECU, méme dans le cas oft i1 existe un ECUM I , on ne peut pas
en général imposer a I la condition d'indépendance ,méme au second ordre,

Par exemple, pour F = f(x), F' = f(A) et V =L = {f,x}, avec
t(x) = 1(A) =y, t(f) = (y>y), on peut montrer que {01,02} est un FCIM de E et E'

sur V, avec © U o, est

;= {<x,A>} et g, = {<f,Ayez>}, 1(y) = 1(2) = v, mais p=0 2

1

tel gue 9, 6 p et o, 6 p. Tci {¢)} est bien slr un ECPI, - ‘
Remarquons que pour un FCPI, la condition (2) peut s'écrire :

o ¢ P(E,E') dlo e % o 6 p, ot dlo dénote "il existe un o unique",En effet,

sl on avait ¢ p et 9y p avec o, # 02,‘ce]a contredirait (3).

<A

<
Iy

Lemme 3.2
S'il existe un ECPI de F et E' sur V il est unique, & un isormorphisme

prés. Plus exactement, entre deux tels ECPI E] et I, il existe une bijection

o :+ I - I telle que Vo € ¢

1 2 o

1 $ (o).

<1

La démonstration de ce lemme est identique & celle du lemme 2,16,



Nous allons maintenant décrire des algorithmes qui vyont
permettre d'énumérer un ECP. Le paragraphe 3,2 présente 1'algorithme
SIMPL, qui simplifie les unificandes. Le paragraphe 3.3 présente 1'algo-
rithme CHOIX, qui &numére des composantes de substitutiOn, segments ini-
tiaux d'un ECP. L'algorithme de génération utilise alternativement ces
deux algori;hmes dans la construction d'un arbre, dont les noeuds termi-
naux définissent un ECP. Ces arbres sont définis en 3.4, et la construc-
tion prouvée correcte. En 3,5 on montre qu'on peut,en fait engendrer un
ECPI. En 3.6 on montre comment on peut éncore restreindre le nombre de
solutions, si on s'intéresse simplement & 1'unifiabilité, Enfin le para-—
~graphe 3.7 présente quelques heuristiques pour des cas particuliers, avec

application & la demi-unification.

3.2, Algorithme de simplification

SIMPL prend comme argument un unificande, et retourne corme résultat

un élément de N, c'est & dire soit un unificande réduit, soit (:) ou (E).

3-7



3.2.1, Description algorithmique de SIMPL(N).

. Ve [} . . N
Etape 1 : S§'il n'existe pas dans N de paire dans Tf x Tr alors aller a

1'étape 2, sinon soit <e »e,> une telle paire :

1
N ='{<e],e2>}L;JN', avec

] 1
Au]uz---un -@l(e],---,e ) n 20 p120

e =
1 : P, 1

e, = Av v,seev_ 0 (e2 see e2 ) n, 20 P,20 3
2 172 n, 2071 ’ Py 2 2 ’

Si H[e]] # H[e2] alors résultat = "()'K

Sinon, soit p = P, =Py, n=n, = n,.
. ~] 1
Soit e. = Au_cseu e,
i 1 n i
g? = AV, seev -e? ,
1 1 n 1

~] ~2 .
répéter 1'étape 1, avec N = N' u {<ei,ei>|151sﬁL

‘Etape 2 : Remplacer dans N toute paire <eyre,> de Tr x Tf par la paire <€y,

2

puis faire 1'Etape 3.
Etape 3 : Si N ¢ Tf x Tf alors résultat = """, sinon résultat = N. [

Remarques
1., Dans 1'étape !, on a H[el] # H[ez]

SSsi - ou bien n, # n,

- ou hien @] e C , @2 # @1

@2 # ] 1S1Snl =,

il

us o,

- ou bien @1
.. ~1 .
2. Dans la définition de e., si e; = Xw]---wk-@(---), alors
e; = Aul-'ounwl--owko@('--). L'utilisation de la forme ahréviée définie en 1,8

nous permet de ne pas avoir de confusion de variables liées.



3.2.2, Exemples de calculs de SIMPL (N) :

20

30

étape 1

fn ]

N =

{<A(Au*B(x,u),C)AAvsB(y,v),£(C))>}

Les valeurs successives de N sont :

N

N

2
]

2
]

N

{<Au*B(x,u),AveB(y,v)>,<C,f(C)>}
{<Auex,Avey>,<Aucu,Avev> ,<C,f(C)>}
{<Auex,Avey>,<C,£(C)>}

{<huex,Avey>,<f(C),C>} résultat retourné a 1'étape 3.

{<A(Au*B(x,u)),A(AveB(y,v))>}

Aprés 3 pas de calcul comme en 1°, on obtient :

N =

et

Z
]

N

Z
1]

{<Auex,Avey>1},

-~

3 1'étape 3 on retourne comme résultat "(:)".

{<AuveA (u,Awev) , AvweA(v,dusv)> 1,
{<Auveu,Avwev>, <duvwe v, Avwusv>}
{<Auvvev,Avvuev>}

on retourne comme résultat "(E)".

3.2.3. Preuve decorrection de SIMPIL

Lemme 3.3

Soit N un unificande quelconque., STMPL(N) s'arréte au bout d'un

nombre fini de pas, et retourne un résultat N' tel que :

(1y = siN' = "@" alors U(N) = @

(2)
(3)

"(g)" alors UN) # ¢

- si N'

- sinon U") = U(NN),
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Démonstration
Soit Ny = N initialement, N = N aprés k itérations de 1'étape 1.
On prouve par récurrence sur k que “(Nk) = U(NO). Pour k=0 c'est trivia-

lement vérifié, Supposons la propriété vraie pour k.

,e,> la paire sélectionnée 3 1'étape 1.

k

Si N, n Tr x Tr f¢, .soit <e,

2

Si H[el] # H[ezj, alors on sait par le lemme 2,6 que U(Nk) = @, et donc

U(No) = @, ce qui prouve (1), Sinon, considérons une substitution ¢ quelconque,
Soit, avec les notations de 3.2.1, V = {ui|lsisn} u {vi|lsisn}.

Sans perte de généralité, on peut supposer les uy et v, choisis

tels que V n I(c) = 0.

Dans ces conditions

1
oe, Aujeceu +@ (oo, ,o0 0,08

| ) puisque @] e C u {uillsiSn}

ge

TN Y e

2 -
’ Av ---vn~@2(0e ) de méme,

] 1.".,0e

oe, = ge, si et seulement si VWi < p :

Au eeey -[oe}] = Ay, seev ~[oe%]
1 n 1 1 n 1

c'est d dire, en allant maintenant vers 1'extérieur, ssi czi = cg?.
Nk+] étant identique 3 Nk sur les autres paires, on a bien

! - = :

(HWNyyy) = UOI=UMNE)

De plus, on vérifie que 1r](Nk+ ) = v](Nk) -1, ce qui prouve que

1
1'itération de 1'étape 1 doit s'arr@ter. S'il n'y a pas eu échec, on passe

donc & 1'étape 2 avec N tel que U(N) = U(NO). Puisque l'unification est symé-
trique cette propriété est encore vraie aprés l'8tape 2. Si alors N c Tf x Tf,

on a U(N) £ @ par le corollaire au lemme 3.1, ce qui prouve (2). Sinon le

résultat est N, avec U(N) = U(NO), ce qui prouve (3). [I
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3.3. Algorithme de choix

Nous allons maintenant donner un algorithme CHOIX qui accepte trois
arguments e],ez,V.

e, et e, sont des termes de méme type, e

1 ? € Tf et e

€ Tr' V est un

1 2

ensemble fini de variables, CHOIX retourne comme résultat un ensemble fini I
de composantes de.substitution de la forme <x,e> , oli x est la variable de

téte de e, .

. . . ~ J .
Notre intention est que I puisse €tre complete par composition en un

ECPI de e et e2 sur V.,

Pour faciliter les preuves ultérieures, nous présentons CHOIX en jus-

tifiant 3 chaque pas les décisions prises par de nombreux commentaires.

3.3.1. Description algorjithmique de CHOIX (e,JEZAX)

Soit

e, = Au, eseu -f(e] el cee e] ) n,z0 p,20

1. 1 0, 1272 ’ P, 1- 1
2 2 2
e, = kvl“-vn -@(el,ez,---,ep ) n220 p220
2 2

avec T(f) = (a]xazx--vxap]xap1+lx--oxuql + B). qIZpl.

e, étant rigide, on sait par le lemre 2.6 que Vo Hfoezl = H[ez].

Donc pour tout préunificateur o de e, et e, on doit avoir of tel que

‘ 1

H[oe]] = Xv'---vnz'@. C'est sur cette simple idée que CHOTX va construire un

ensemble I de composantes de substitutions relatives a f : <f,kz]-~-zr-@'('~')>.
L'atome (@' va €tre

- soit @, et la maniére la plus générale de construire une telle composante

est donnée par la régle d'imitation ci-dessous.

- soit 2 1<k<r, cas de la régle de projection ci-dessous.
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Dans les deux cas, r aura toutes les valeurs compatibles avec un
bon typage.
Tout d'abord nous remarquons que l'en t&te d'un terme flexible ne

peut que s'allonger par substitution, par le lermme 2,6. Donc si n,>n,, CHOIX

2!

s'arréte avec le résultat I = @ ; sinon, soit n=n2—n120. On intrcduit P,

variables w tew , avec V&Sp] T(wi) = ai. Pour éviter les conflits, on
1
e |V }
n +1’ *’n, "
1 2
CHOIX retourne comme résultat l'union des sclutions données par les

impose v ¢ {v
régles d'imitation et de projection ci-dessous.

3.3.1.1, Imitation
Nous cherchons des préunificateurs de e, et e, qui "imitent" e
P : ] 2 2

par e,, en substituant pour f un terme de t&te @, Si @ = v, avec 1<i<n

1° 1?

ce n'est pas possible, puisque le uy correspondant est protégé, étant lié
par l'en téte de e On ne peut donc 1l'introduire cu'indirectement par la
régle de projection ckaprés. Nous nous limitons donc ici aux cas @ ¢ C ou
@ = v, avec n]<i5n2.

Il y a deux sous-cas, suivant la valeur de n.

3.3.1.1.1., n>()
NDans ce cas l'en téte du terme A& substituer est déterminé de maniére
unique par les types. Plus précisément, on prend cemme solution unique la

composante 3

< ke ev vn]+]~--vn *O(E | Fy,mee P>

avec : Fi = hi(w],---,w Y
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ol les hi sont des variables distinctes du bon type n'appartenant pas i V.
2
Par exemple, T(h]) = (a]xazx---xaplxap1+]x---xap]+n > T(e])). I1 ne

peut y avoir de conflit de hi avec wj ou vy, puisque leurs types différent,

3.3.1.1.2. n=0

On doit donc avoir @ € ¢. Nous allons substituer a f un terme d'en-téte
Awl---wk-@, avec OSkSp]. Tout k entre 0 et p, ne convient pas, car il y a des
cqnditions de typage 3 respecter, Tout d'ahord, dans ce terme @ doit Etre ap-

pliqué ﬁ'pz—(pl-k) arguments. Ce nombre doit €tre 20, ce qui nous donne la

premiére condition :

(n max (O,P]'PZ)SkSP]-
Fnfin les arguments intouchés de e, doivent @tre de types &gaux aux arguments

correspondants de e,

2
2) o, = 1(e .
(@ oy = Tlep —p 4]

Sous ces deux conditions, les composantes données ci-dessous sont bien typées.

) Vj(k<jsp]).

-

Donc, pour tout I: qui satisfait & (1) et (2), on prend comme solution la
corposante :

<f,>\‘-71" owki@(El 'Fz’.. . ’sz"p‘+k)>

avec Ei = hi (wl,---,wk) lSisz-p]+k, oli les hi sont des variables
distinctes du bon tvpe non dans V,
Remarquons que (1) et (2) sont satisfaites par k = Py, ce qui parantit
au moins une solution. A cause de (1), on a au plus min (p],pz) + 1 solutions.
I1 n'est pas possible, dans le A-B-calcul, de se limiter au seul

cas k = p,. Par exemple, considérons

1

e, = fF(R(A)) e, = A(B(f)),'avec '

1 2

T(f) = t(A) = (e>0), T(R) = ((&»0) = &), Les termes e, et e,
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admettent un unificateur unique o = {<f,A>}. CHOIX ne peut donc se limiter

3 la composante

et e

€ 2

p = <f,AurACh(u))>, qui ne minore aucun préunificateur de

sur {f}. Par contre, nous verrons au chapitre 4 gue ce cas suffit

lorsque 1'on se donne la régle de conversion supplémentaire :

(n-conversion) E<iuce(u)>

3.3.1,2, Projection

Nous cherchons maintenant 3 "projeter"
Le terme substitué a f peut avoir un en—t&te :

soit (:) kw]---wk-wi

so1lt @ )\W]"pr Vn +looovn +k.w]'_

1 1

v s ey
n,+1

solt (:) Awloo-wp] |

Y .
n]+k n1+1

E<e>

siué Vlel.

f sur 1'un de ses arguments.

lSiSkSp]

1<i<k<n

Toutefeis, dans le cas (:), la composante 0 ainsi construite serait

telle que :

oe Au]

oooun Vrl +100cvn +kovn
1 1 1
2 kvl...vnlvn]+1

ce sesy

R

Mais alors O ne peut mener d un préunificateur de e

et 0 =v et nous avons déja considéré ce

n1+i’

1+i(°°')

.@(0..)

I et €, que si k=n

cas avec la régle d'imitation

3.3.1.1.1. Nous nous limiterons donc aux cas (@) et ®.

3.3.1.2,1, en-téte kw]"'wk'wi

Comme pour 1'imitation, nous avons des

(N

1<i<ksp, .

conditions de type.

Le type de Wy doit 8tre tel qu'on puisse le compléter par des argu-

ments en un terme du bon type. Plus précisément, il doit exister m>0 et

Yl,---,ym e T tels que :



(2) o, = (leyzx'"me*°k+1x"'x°q1 > B)

c'est a dire que les types de f et . doivent avoir en commun le facteur

droit Gk+lx--'xuq -+ B). Remarquons que, donnés i et k, m est déterminé
1

de facon unique. Par exemple, si k = q, et i est tel que @, = B8, alors on
a la solution m=0,

Pour tous 1 et k satisfaisant (1) et (2), nous prenons comme résultat

la composante

<f’A‘F7]...wk.wi(E] ’Ez'o.- ’Em)>

avec Ej = hj (Wl,".,wk) ’ lsjsm’

oli les h. sont des variables distinctes non dans V, On a bien sir

T(hy) = (@ pxeeoxdy > ).

Ce sous=cas nous donne un maximum de

p](p]+l)/2 solutions,

3.3.1.2,2, en-tete Xw]°°-wp]vn’+l---vn]+k-wi

Ce cas est similaire au précédent, la notation seule change, Nous

avons de méme les deux conditions

(n 15k<n lSiSp]

eeexa  + B) et nous

(2) ®; = (leYZXH'mexmp]Hﬁl)< q,

1

prenons comme résultat toutes les composantes

<f')\w]ooowplvn]+] n.ovnl+k-wi(E1 ’Ez’o.o ’Fm)?
avec Ej = hj(w],voo,wp],vn]+],---,vn’+k) oli les hi sont des

variables distinctes de born type non dans V,
Ici nous avons au plus nxp solutions.

fin de CHOIX. ]



3-16

3.3.2, Exemple de calcul de CHOIX

Soit e, = f(x,B), e, =,A(B)’ V = {f,x}
avec T(£) = ((rxy=>y)xy>y),t (%) = (yxy+v), ©(B) = v, T(A) = (y+7).
Avec les notations de CHOIX, on a :

@, = (yxy™), &, =Yy ,8=y; ny =n, =0,P =gq =2,p, =1

o 3.3.2.1. Imitation

n=n,n, =0 et on prend donc le cas 3.2,1.1.2, PPy = ]SkSp] =2

2 1

nous donne deux sous-cas @
(i) k=1 alors {2) : o, = T(B) = y est vérifiée, et on prend o, = <f,Aw1-A>.
Remarquons que 9, unifie e et e,, x étant &liminé,

(ii) k=2 alors (2) est trivialement vérifiée, et on prend

0, = <f,Xw]w2-A(h(w],w2))>

2
avec T(h) = ((yxy>y)xy>y).

3.3.2.2. Projection
Puisque n=0 on ne considére que le cas 3,2.1.2.l. On a deux sous-cas

(1) k=] ; la condition (1) oblige i=1 ; la condition (2) est alors satisfaite

avec m=1}, Y, =Y, ce qui donne la solution :
= . '
Oy = <f,)\w1 wl(h (w]))>
avec T(h') = ((yxy+v)>y).

(ii) k=2 ; la condition (1) nous donne deux solutions :
*+i=1 avec .m=2 ' Yy =Y, =Y |
9, = <f,kw1 wz-wl(h](wl,wz),hz(wl,wz))>
avec T(hl) = T(hz) = 1(f),
*i=2 avec m=0

oy = <f,Aw, w,ew >

5 172 72
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Sur cet exemple, on voit donc que CHQIX (el'eZ’V) retournera
l'ensemble des 5 composantes T **0c, qui sont indépendantes sur V,

De plus on peut vérifier que tout unificateur de e, et e, peut
étre obtenu par composition & partir d'un-ci, 1<i<4, Nous allons mainte-

nant montrer que c'est toujours le cas.

3.3.3. Preuve de correction de CHNIX

Lemme 3,4 de factorisation unique

Soit e, € Tf, e, € Tr avec T(el) = T(ez), V un ensemble de variables

fini. CHOIX (e],ez,V) retourne comme résultat un ensemble fini £ de compo-

santes de substitutions indépendantes sur V tel que

Vo € P(e],ez) dlo e Inlp §gno et m(n) <m(p)).

Démonstration :
Mous utilisons les notations de 3.3.1,

Si U(e],ez) = @ alors L' = @ satisfait le th&oréme. Supposons dorc U(el,ez)ﬁﬁ,

ce qui impose en particulier n=n2—n]20.

Soit p un préunificateur quelconque de e, et e,, avec
pf = XZ,"'Zk'@'(E;,""Ei)a
et soit p = pMNV-{£}),
ler cas : @ e C et @ =0@'
ou { ® @ = Z, p]<15pl+n=k, Q= v +i—p|

1

ou | © @

Par 1l'analyse de 3.3.,1 , nous avons considéré tous les cas de tels en-téte

Z: ISiSp], iSkSp1+n
compatibles avec un bon typage : (@ et (B) par la régle d'imitation, () par
la régle de projection., Il existe donc dans le résultat I une composante de

substitution ¢
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o ='<f'k‘7l...wk.@"(E]’...’_}?‘e\>

avec T(Wi) = T(Zi) Vi 1<ic<k

@ dans le cas (@
@"

: 1
W, =z,
; si@ z, dans les cas ® et ©

™
]

hj(w],!°',wk) vi 1<j<p, hj ¢ V.

De plus, © est unique, car tous les en~téte construits par CHOIX
sont distincts., Maintenant, considérons :

=> e e "' 3 —'~
n {<hj,kz ooz, Fj>|lsJ§f} U po

1
n est une substitution, car les hj sont distincts, hors de V, et D(p) c V.
On vérifie bien que

(no)tV = p u {<f,nof>} = p.
Enfin : 7(n) = m(p) + jé, 1T(Kz]'“zk'Fl;) + L= 7(p[V)-} <n(p),
28me cas : Dans tous les autres cas, c'est 3 dire :

@ 0 ecC @#0

® of flexible

k>p1 +n
' : ' _ .
(Z) Q' = Z:s isk et J ou k—pl+n, i»p, @ # vn]+i—p]
ou k<p1+n ,i>p1
il est facile de montrer que H[pe]] # H[ez] , Ce qui est incompatible
avec p € P(e],ez). Ce cas ne peut donc se produire, ce qui finit la preuve

que les régles d'imitation et de projection sont suffisantes pour produire

un ensemble complet de minorants des préunificateurs de e, et e,. 0
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3.4, Arbres de pré-unification

Soit E et F' deux termes de méme type, V un ensemble fini de
variables contenant L = VYLE] u VY[E']. Nous allons montrer comment énumérer
un FCP de F et E' sur V, en construisant un arbre de préunification (AP).

Un arbre de préunification est un arbre orienté, dont les noeuds
sont étiquetéds par des &léments de N et les arcs sont étiquetés par des
composantes de substitutions,

Dans tout ce qui suit, nous désignerons les noeuds d'arbres de
préunification par 1'é€lément de N qui leur est associé, pour simplifier

t

la notation.

3.4,1. Construction d'un AP de E et E' sur V,

Nous allons montrer comment construire progressivement un AP
A de E et F' sur V, en définissant, pour tout noeud N construit, un en-

semble fini de variables VN. Or définit &galement, pour tout noeud N non

terminal, une variable V _ de V[N],

N
Le noeud initial de A est
NO = SIMPL({<F,E'>}). On prend V =V,
Yo
Soit N le noeud courant dans A. Si N = (§) ou N = (), N est dit
terminal et n'a pas de successeur. Sinon, on choisit dans N une paire
<€ ,e,> € Tf x Tr (i1 en existe au moins une par définition de N). On cons-

truit I = CHOIX(e],e €1 L = @, M est remplacé par (E), le noeud ter-

\Z
2 N)
minal &chec, et n'a pas de successeur.

Sinon, pour tout o dans I, on construit 1l'arc :

o
N > N', avec

N' = SIMPL(oN).
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On définit vy comme étant la variable de t€te de el(i.e. U=V, et e>),

et V

N' = VN 1] V[ch]°

Autrement dit, pour tout noeud N de A, VN contient V et toutes les

variables hi introduites par CHOIX sur la branche reliant Nya Mo On a donc
également V[N] c Vye
Remarquons qu'il peut y avoir plusieurs maniéres de choisir la
paire <eyre,y> dans N, et donc plusieurs arbres possibles. Nous verrons que
ce choix n'importe pas, e qu'il peut donc étre effectué par une heuristique
quelconque,
Donnons un exemple d'un pas de construction, avec N = {<e],e2$} et
V., = V ~omme dans 1l'exemple 3,3.2. Alors o, = f, et les 5 solutions

N N

O,900°,0 V) donnent les 5 successeurs de N :

de CHOIX (el,e

N = O

2 {<h(x,B),B>}

) 5 2?

4
1]

=4
]

3 = {<x(h'(x),B),A(8)>)

N, = {<x(h1(x,B),hz(X,B)).A(B)>}




{<x,B>}

<x,B>

®

Exemples d'AP,

3.4.2.1, ‘Exemple 1 :

F = f(f(x)), E' = A(A(B)), V = {f,x}, avec :

T(x) = 1(B) =v, 1(f) = 1(4) = (y+v).

I1 existe un AP unique, qui est fini :
{<£(£(x)),A(A(B))>)

<f,A>/ <f,§u-A(h(u))§ <f ,Au-u>

{<h(A(h(x))),A(B)>} {<x;A(A(B))>}
<h,xu-A(h'(u))>\\ <h,Aucu> <x,A(y)>
/ <h,A> \1

{<h'(A(A(h'(x)))),B>} é} {<x,B>} {<y.\:\,(l§)>}

<h'./xu-3> <h',\)\u°u> - <x!a> ;?.A(;)>

® ® ig {<z\.LB>}

e

v

®

3

21
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3.4,2.1, Exemple 2 :
E = A(y,x(B)), E' = A(x(Au-y), B(y)), V = {x,y},

avec t(y) = 1) =v, 1(B) = (y*v), 1(x) = ((¥+Y)>y), t(A) = (yxy>y).

Ici on a un arbre unique infini, avec un noeud succés unique

au niveau 1. Dans chaque noeud, on a souligné la paire <eyje,> sélectionnée.

{<y,x(Au-y)>,<x(B),B(y)>}

<x,AweB(h(w))> <x,Awew(h(w))>
{<y,B(h(Au+y))>,<h(B),y>} ®
<y,B(z)>

2

{‘z,h(AuB(z))>,<h(B),B(z)>}

/ -~
<h AW B(h'(W))>  <hAwew(h’ (w))>
(ilZJB(w(AU.B(Z))»""'(B)-Z’} | {<z,B——(zz>v<h'(B).z>}
|
' :
v : v

Remarquons que le noeud succés provient directement de

SIMPL ({<y,y>,<B(h(B)),B(v)>}).
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3.4.2.3. Exemple 3 :

F=x, E' = Aueu(Avew,x(e),x(£)), V = {x,w,f},
oli e = Au'v'w'eA(u'(v'),w"),
avec : T(u) = T(f) = ((y>y)xyxy>y), T(x) = (((y>y)*xyxy>y)+y),

T(u') = (), T(v) = 1) = 1 (v") = y,1(8) = (yxy+y).

De nouveau un arbre unique fini :

{<x,Ausu(Avew,x(e),x(£))>}

<x,ducu(h, (), hy (u),hy(u))>

(<Au-h‘(u),kuv-w>,<lu-h2(u),Xu-A(h‘(e,hz(e)),h3(e))>,

<xu-h3(u),xu-f(hl(f),hz(f),h3(f))>}

/

<h2,ku'A(h4(u),h5(u))> <h2,xu-u(h6(u),h (u),hs(u))>
2

® ®

Soit ¢ la composition des composantes de substitution le long du
chemin qui méne au noeud succés,

Avec ¢ défini en 3.1.2., en choisissant hY = z, on obtient
1'unificateur :

golv ='{<x,AU°u(Av-z,A(z,z),z)>,<f,ku'§'w'-z>,<w,z>}.

Inversement, tout unificateur de E et F' peut €tre obtenu par
composition avec GFV = {<x,Ku°u(h](u),A(hA(u),hS(u)),h3(u))>}.

Nous allons voir dans le paragraphe suivant qu'il en est toujours
ainsi.

Remarquons sur cet exemple que la convergence est trés rapide,
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3.4,3, Preuve de correctionde la méthode

Définitions : Soit A un AP de E et E' sur V, de noeud initial Ny
Pour tout noeud N de A, on définit o) comme la composition des composantes

de substitution sur le chemin de N0 34 N, C'est 3 dire

d
—N+N'=}>0N. = ooy

Finalement, on définit
= =" "
L(A) = {quV| N ®" dans A},
On exprime la correctionde la méthode de construction par
Théoréme 8 : Soit A un AP quelconque de F et E' sur V.

£(A) est un ECP de E et E' sur V.,

Dénonstration :

Elle se décompose en uvne preuve de cohérence et une preuve de
complétude, correspondant aux deux conditions dans la définition d'un FCP.
La cohérence suit du lemme 3.5 ci—dessous,'et la complétude du lemme 3.6

ci-dessous, [

Lemme 3.5. (de cohérence)

Soit A un AP de F et F' sur V, N un noeud succds quelconque de A,

Alors
oy € P(C,E").

Démoristration :

Notons la branche de Ny, sommet de A, 3 N, par :

(o] o ag
—F e = T "
Ng—b N =% .o B No=m =@ pa,
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On définit des unificandes ﬁi i<0 par :

=
]

{<E,E'>}

=z
It

i<
FCH Ni—l O0<i<p.
On a bien sir N, = SIMPL(ﬁi) Vi  Os<is<p.

Soit VN défini comme en 3.4.1, Pour tout i20, on a U[ﬁi] c VN .

i
On définit par récurrence (descendante) Ei e & par

Ep = C}Vﬁ- avec [ défini en 3.1.2,.
p
Ei_] = Ei oi 0O<isp.
Prouvons par récurrence que Ei € U(ﬁi) Vi O<is<p,

La base (i=p) est donnée par le lemme 3,1,

-~

Supposons que £, e (/(N,), i>0,:1C'est & dire que, pour tout
i i que, p

<e > de N, :
i-

122 ]

) = U (N,

Eioie = £,0;e i-1

] ;91 et donc Ei-l € U(Ni—

] )

par le lemme 3.3,
On en dgduit dbnc, pour i=0 :

Eo = EPON e U(E,E'), d'oli le résultat. [J

Lemme 3.6. (de complétude)

Soit p ¢ P(FL,E'), A un AP de F et F' sur V, 11 existe dans A
un noeud terminal succés N tel que Iy 6 p.
Démonstration :

Nous allons sélectionner dans A un chemin



et une séquence de substitutions EO’EI’.'.'Ei telles que, en dénotant
par ﬁi les unificandes avant simplification, comme dans le lemme pré-

cédent, on ait :

¥i20 £, e P(ﬁi) (1

¥i>0 T < TEL_) (2)

P 5 8%, (3)
1

Nous prouvons ces propriétés par récurrence sur i, Pour i=0,
elles sont aisément vérifiées en prenant 60 =p.
Supposons-les vraies pour i. Si N, = "(:)", nous arrétons, et on

a bien par (3) : o p. Sinon, on ne peut pas avoir Ni = "C)'U car

<
Ni v
N, = SIMPL(ﬁi), et par le lemme 3.3 on aurait U(Ni) = ¢, donc P(ﬁi) = P,

ce qui contredit Ei € P(ﬁi). Ni est donc un unificande réduit, et

U(Ni) = U(ﬁi) par le lerme 3.3 CEirV € U(Nj)lentraine Ej € P(Ni).

N,
i
Soit <€ ,e,” la paire sélectionnée dans Ni lors de la construction de A.
On sait par le lemme 3.4 que, puisque en particulier Ei € P(e],ez),

il existe dans T = CHOIX(e],ez,VN ) un o unique tel que In
i

Ei §=’N. no
1

m(n) <m(E.).
(Remarquons que celd implique I#@, et donc Ni ne .peut etre un noeud &chec
de seconde espéce).

Choisissons pour Ni+ le noeud successeur de Ni correspondant 3 ©

1
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et pour Ei+] :n. (2) est immédiatement vérifié. Pour tout couple <€ 989>

~ &, Je

dans Ni : £E. e ~FE. e, par hypothése, et donc £i+10e 141989

1 ] 1 |

puisque V[Ni] < VNi, donc Ei

+1

€ P(ﬁi+]) ce qui vérifie (1), Par définition
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de Vyos il est facile de montrer que
i

Comme o, = g, on a Ei = E, .0 et, en appliquant le

+1 i+]171+1

lemme 2.14 on ohtient
= §

€%

1

<<l

. Ei.+10i+1°N. i+l°N.
1 Ni 1 1+

F P puisque V c VN.’

Par hypothése ¢ o EioNi, et on a donc £,
1

(o4
1+] Ni+l
ce qui vérifie (3).

A cause de la condition (2) le processus doit s'arréter aprés p

- v = n " i
étapes. On a donc hp (:) , et par (3) o gchp. [

Avant de poursuivre, illustrons la preuve ci-dessus par un exemple,.

<h

ExemEIe 4

E Aws £ (Aveviw))

E' = Avew
v = {f}

p = {<f,Auru(Awew)>}, avec

T(w) =¥y

T(v) = ()

T(u) . = ((y>v)>y)

T(f) = (((y>y)»>y)->Y).

On vérifie que p € U(E,F') ¢ P(F,E'"). La branche correspondante cons-
truite dans 1'AP de E et F' sur V est

N {<hwe EQAvev(w)) ,Awew>}

0
o, = <f,ku-u(h(u))>
avec T(h) = (((Y=v)->Y)xy+Y)
N] = {<Aweh(Avev(w),w) ,Awsw>)
9, = <h,Auwew>
N, =
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Avec les notations de la preuve ci-dessus, on a :

£y = P "y =2 o =9
0
51 = {<h,Auw-w>} n(gl) =1 oy = {<f,Ausu(h(u))>}
1
52 =@ ﬂ(Ez) =0 UNZ = {<h,Auw*w>} u p
et on a bien oNz % p (ici on a méme ONZ 5 o). [

Ceci achéve la preuve du théoréme 8, (en effet, si e % P,

si F et E'

alors 9N \Y 6 p aussi).Comme nous 1'avons remarqué en 3.1.1,

ne sont pas unifiables, alors # est 1'unique ECP de F et E' sur V ; si
E et E' sont unifiables,  n'est pas un FCP. Ceci nous permet donc de re-
connaftre 1'unifiabilité de F et E' par la construction d'un AP.‘ On peut
alors interpréter le théoréme 8 comme suit ;
Corollaire :

Soit F et E' deux termes de méme type, V un ensemble fini de
variables contenant V[F] u V[EF']l, A un AP cuelconque de E et ¥' sur V,
E et E' sont unifiables si et seulement si A posséde un noeud succeés &
un niveau fini.

De plus, tout noeud succés permet de construire un unificateur
de E et E'. Cette méthode est effective, le degré de branchement étant
fini & chaque noeud.

Si 1'on désire simplement rechtercher 1'unifiabilité, il suffit de
choisir Vy = VfNJ—{VN} + la démonstration du lerme 3.6 est toujours valide,
sur les seules propriétés (1) et (2). Ceci permet d'autoriser des branches

comme suit
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'{<f(x,y),A(B)>}iﬁllgzlgi{<x,A(B)>}i§lé£zl;%y,3>}iZ;E;

[<f Qury) ,A(By>} L2Xex GO 3e o  (5y5 3 WA M3y, gy B

{<X,A(B)>}<)(_’A(_ﬂ;{<x,B>}<_x&@

11 n'y a en fait aucun intérét & perdre sur la généralité des
préunificateurs construits, car cels ne raccourcit en rien la recherche

d'une solution, De fait, V. est essentiellement un artifice technique pour

N
faciliter les preuves., Dans la pratique, il n'est pas nécessaire de le
calculer, et il suffit que CHOIX génére toujours des nouvelles variables,

La construction d'un AP = peut &tre utilisée également pour générer
un ECP. Remarquons que cela ne nous donne pas en général up ECU., En effet,
nous ne connaissons pas toujours un FCU pour un noeud succés avant simpli~-
fication. En fait, la recherche d'unificateurs dans le cas flexible~flexibhle
est trés générale et non dirigée, ce qui produit bheaucoup de redondance dans
les calculs. Nous prenons donc avantage de ce phénom&ne, en repoussant a la
fin ces cas difficiles.

Nous allons voir dans le paragraphe sﬁivant comment nous pouvons

améliorer encore l'algorithme de construction d'un AF de maniére 3 ce
g »

que 1'ensemble des solutions forme un ECPI.

3.5. Arbres de préunification indépendants

Tout d'ahord, mc~trons sur un exemple que nous 8&nérons des noeuds

inutiles dans un AP,
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Exemple 5 :

Soit E = f(R), E' = A(C(B)), V = {f}

T(f) = 1(A) = ()
avec | T(B) = B8
[ T(C) = (B+B). Considérons 1' AP A :
Ny= {<£(B),A(C(B))>)
<f,A> <f,AusA(h(u))>

N,= {<h(B),C(R)>}

y

<h,C> <h,\uC(h'(u))>

N3= @ v \

N,= (<h'(B),B>) N ©

<h',Ausu> <h',\ueB>

Du point de vue de la génération d'un ECP N, est redondant,

3

puisque 0, = O..
1\5/ N3

Du point de vue de 1'existence d'un unificateur pour E et F',

N] est également redondant, car e PV = {<f,Au*A(u)>} est une substitution
7
N MW = {<f,A>} dans le contexte f(B). Pour exprimer cela
1

précisément, nous avons besoin de nouvelles définitions.

plus générale que ©
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3.5.1, Définitions

Soit e = Xu]--'un'@(el,---,ep) un terme quelconque en forme
canonique.

On définit récursivement :

STM(e) = {e} u £:4 STM(e,) .

Les éléments de STM(e) sont appelés sous-—-termes maximaux de e,
Par exemple, avec e = f(A,B),STM(e) = {£(A,B),A,B} ; f et £(A) sont des
sous—termes non maximaux, Autrement exprimé, les sous-termes maximaux de e
sont les sous-termes de e !

1) qui ne sont pas de la forme Auce’

et 2) qui n'apparaissent pas en partie gauche d'une application.

Les sous—termes maximaux sont les sous—expressions de nos repré-

sentations abrégées, sans leurs en—tétes,

Soit e ¢ T, £ ¢ Vle], On appelle degré de f dans e l'entier:

Gf(e) = min{iHe],---,ei f(e],ez,---,ei) € STM(e)}

3.5.2. Construction d'un arbre de préunification indépendant (AP1).

3.5.2.1. Modification de CHOIX

On rajoute 3 CHOIX un 4éme argument 620,
CHOIX (el,ez,V,G) construit les mémes termes que 1'algorithme
donné en 3.3.1, sauf qu'il se restreint & générer des composantes
<f,e> avec Hl e126

3.5.2.2. Construction d'un API,

Elle procéde comme au 3.4.1, Pour chaque noeud N construit, avec
VN et v définis comme en 3,4,] , on construit

I = CHOIX(e],ez,VN,GNL oli GN est défini comme suit,



-Si vy € V (c'est a dire vy € L = VLE] v VLE']) alors 8=0.

. . -1 ' -
=Sinon, soit N le noeud ancétre de N dans 1'arbre le plus

proche tel que v ¢ V[N_]]

SVjeg p€>

Nd_» = N—l N I sa 0 N.

On doit alors avoir vy € le]l., (C'est & dire qu'on a introduit

comme nouvelle variable, par CHOIX appelé en N—l). On définit dans

YN
ce cas
GN = GV (e) = H[e]o
N
Le reste de la construction procéde comme en 3.4,1,
Par exemple dans 1l'exemple 5 le noeud N3 n'aurait pas été
produit, car GN =1,

2

3.5.3, Preuve de correction

Définition :

Deux noeuds scnt dits Tndépendants dans un arbre si 1'un n'est
pas un ancétre de l'autre,
Lemme 3.7. d'indépendance

Soit A un API de E et F' sur V. Pour tout couple de noeuds

indépendants N, et N, de A, on a

1 2
ON | oy , avec L = U[E] u UIF'],
1L 72 .
Démonstration :
Soit N, et N, deux noeuds indépendants de A, N leur ancétre
commun le plus proche : N
____+N
* -2 1
N —— N
0 ~ %
—N



* = ..
Pour tout noeud N dans la branche NO + N on définit pl(N)
(resp.pz(N)) comme la composition des composantes qui étiquettent la -

branche de N 3 N](resp. de N 3 NZ)' On définit la propriété ¢ par :

IO {l } 9,0
N

autrement dit :
W) & dnpuny nye (Nvy = nye ) (N
Nous allons prouver qu'il existe N entre N0 et N tel que :
(N - ¢(N)
(25 vy € L
Pour cela, soit N entre N0 et N tel que vy ¢L (i.e. Yy ¢ v,

-1 =1
En définissant N = comme au 3,5,2,20n prouve que ¢ (N) => ¢ (N ),

Définissons

-l10a i * -
> > N avec

=
+

0]
1

= )\Wl..-wn-@(..- ’VN(W]".."J“)’..')
On suppose 16 (N~!), c'est a dire :
-1 _ ~1
Inn, npe (N vy = nje (N )vN_1
Par définition, pl(N_])

-1
et DZ(N )

pl(N)Eo

O](N)EO. On obtient donc :

n'pI(N)Ee = nzpz(N)Ee. En remarcuant que e est rigide, et en

supposant que las w, sont choisis de maniére 3 ne pas créer de conflits,

on a en particulier n]ol(N)Ee' = nzoz(N)Ee' avec e' = vy (wl,---,wn).

Mais vy € V[N] implique que " ¢ D(&) et donc que Ee' = e', d'ol

n]pr)e' = nzoz(N)e', c'est 3 dire

(0,0 (v T () ey ) = T0o00 @O TGy, ee )

3-33
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Soit maintenant o, la composante initiale du chemin de N 3 Nl'
Par définition, on a GN = n, Par 3.5.2.1,, on a donc ﬂ[olvNJZn, et
puisque cette propriété se conserve par composition ﬁ[nlp](N)vNDZn.
Puisque les v, n'apparaissent pas dans nlpl(N)vN’ on a alors
Aw,l---wr';b[[ nlp](N)vN](wl.'",wn)] = nlol(N)vN
par simple a-conversion. Par symétrie, on obtient donc :
NP vy = N0, Nvy \

c'est 3 dire ¢ (N). Par contraposition, on a bien ¢ (N) == ¢(Nf]).

Ce résultat nous fournit le pas de récurrence. La base de la
récurrence est ¢(N), qui découle du fait que les composantes choisies
par CHOIX sont indépendantes. Par récurrence, on obtient donc qu'il

existe N entre N. et N tel que ¢ (N) et v, ¢ L. On a donc, pour cet N :

0 N
oN]vN = pl(N)oNvN = p](N)vN et similairement
= \ "ol
Oy pZ(N'VN , d'otu 9 | Iy W[l
2 1y 2

Ce lemme nous donne la condition d'indépendance des solutions
obtenues aux noeuds terminaux d'un API. La condition de coh&rence est
bien siir toujours valable, puisqu'on a seulement supprimé certaines solu-

tions. Il reste & montrer que la condition de complétude est toujours vraie.

Lemme3.8. de complétude des API

Soit p € P(E,E'). Dans tout API A de F et F' sur V il existe un noeud

terminal succés N tel que Oy 6 P,



Démonstration :
C'est la méme que pour le lemme 3.6, & laquelle on ajoute

1'hypothése de récurrence :

v

Vx ¢ VN. n D(Ei) Fﬂféix]

1

A_, avec A défini par :
X X

- si x € V alors Ax = n[px]
- sinon, X a été introduit en Nj’ j<i, par la composante vy s€>
alors A = Alel. :

Pour la base, avec EO =p et V =V, c'est évident. Pour le pas
de récurrence, puisque la propriété est supposée vraie pour i on a, en
particulier pour x = vy

Frg vl 28 2 6.

Le lemme 3.4 peut alors s'appliquer, et par construction :

Vx ¢ (vNi N DED) = {vyg ) £, X = £.%,

i+1 1
1

Yx e vy Vi HOE ., x3 2 HlE vy 02 8 .
141 1 1

Pour cette derniére inégalité, si on a x=hj (avec les notations
de la preuve du lemme 3.4), alors
HFEiVNiT =k et Hrﬁi+1x] =k + PFE&]O
Ceci permet de conclure le pas de récurrence, le reste de la
preuve étant identique & celle du lemme 3.6, [l
Nous pouvons maintenant énoncer notre théoréme d'adéquation de
la construction : |

Théor&me 9 : Soit A un API guelconque de F et F' sur V, L(A) est un FCPI

de F et E' sur V,
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Nous pouvons doncrrécapituler les propriétés de I (A) par :

\/o e I(A) OE ~ oF'
Vo oE~pE' = Jlo o<op
v
T (A o | o '
\fgn;gz ¢ LA 1y 2 avec L = U[E1 u V[E'],
1" 72

Considérons par exemple F,E' et V comme donnés dans 1'exemple 5

ci~-dessus. On a GN = E[Xu°A(h(u))] = | et la composante <h,C> n'est donc
2

pas générée, Soit A" 1'arbre A sans le noeud Vg
A' est un API. Tei E(A') contient deux &léments

{<f,AusA(C(u))>}

o v

oV

Dans ce cas, on obtient immédiatement des unificateurs, et

{<f,AusA(C(R))>}.

L(A') est donc un ECUM.
Le théoré&me 9 nous fournit un théoréme d'existence d'un FCPT ;

en le combinant avec le lemme 3.2., on obtient

Corollaire :

Pour toute paire E,E' de termes de méme type, et pour tout ensemble
V fini de variables, avec V[E]J v V[E'] ¢ V, il existe un ECPI de F et E'
sur V, qui est unique modulo 5.

En fait,.Z(A) posséde une propriété d'unicité qui est plus forte que

1'équivalence = ; soit A et A' deux APT de F et F' sur V, Alors il existe

<

une substitution p qui est une bijection dans V-V (C'est & dire une permu-
tation de variables non dans V) telle que E(A') = p L(A), Autrement dit,
I(A) et Z(A') ne différent que par le nom des variables hi introduites par

CHOTX. Nous ne prouverons pas ici cette propriété.
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Cette propriété d'unicité de L(A) peut &tre interprétée comme
une propriété Church-Rosser de la construction des AP : choisir une
paire “ese,> plutdt qu'une autre.n'affecte pas l'ensemble des solutions,
Ce choix n'affecte méme pas la hauteur dans 1'arbre des différents noeuds
succés. Par contre il peut affecter 1l'apparition des noeuds échec, et
donc la terminaison dans le cas ot U(E,E') = @.

Considérons 1l'exemple suivant :
Soit dans un AP le noeud :

N = {<f(A),F(f(A))>,<Auv.g(v),Auv,u>}

avec T(A) = 1(u) = 0o
T(v) = B
T(f) = (aB)
T(F) = (B>B)
T(g) = (B+0).

Si 1'on décide de choisir en N la deuxiéme paire, CHOIX retourne
immédiatement @ (aucune régle n'est applicable) et la branche aboutissant
3 N s'arréte sur cet &chec, Si 1'on choisit la premiére paire, on peut
aboutir 3 la construction d'une branche infinie

N
<f,Au*F(h(u))>
{<h(A),F(h(A))>;<Auveg(v),Auveu>}

l <h,AusF(h'(u))>

Pour éviter ce genre de phénoméne, il est souhaitable de repré-
senter les unificandes comme des piles, et de domner & CHOIX la paire

<flexible, rigide> la plus ancienne dans la pile.
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-

Lorsque 1'on est intéressé& uniquement 3 1l'existence d'unifica-
teurs, nos API ne sont pas tout & fait minimaux. Par exemple, dans 1'arbre
A' pour 1'exemple 3, le noeud N, est redondant. Nous allons montrer main-

tena~t comment supprimer cette derniére redondance,

3.6. Arbres d'unifiabilité

3.6.1, Construction

Les arbres d'unifiabilité cont des API simplifiés. CHOIX est
comme défini en 3.5.2.1,

Soit N le noeud courant de la construction, oli 1'on choisit 1la
paire <eire,>, soit v, la variable de téte de e,.

N 1
On définit 6& > 0 par :

6& = min {GVN(e)|vN € V[el et (<e,e'> e N v <e',&> ¢ N)1,

(On a donc en particulier 6& inférieur ou égal au nombre d'arguments de e]).
La définition de 6& n'est qu'apparemment compliquée ; intuitivement,
c'est év (N), avec N considéré comme un terme. 6& peut se calculer par
simple igspection de N, alors que GN comme défini en 3.5. nécessite de
remonter dans 1'arbre jusqu'a N_].

On peut maintenant construire les successeurs de N, suivant 1'en~
semble de solutions de I = CHOIX (e],ez,V[N],Gﬁ).

Le reste de la construction est le méme qu'en 3.4.1.

Un arbre construit dé cette fagon est appélé arbre d'unifiabilité
de £ et E' (abrégé AU). Remarquons qu'il n'apparalt plus d'ensemble V
dans la construction,

En reprenant comme exemple notre exemple 5 de 3.5., les noeuds

N, et N, n'auraient pas &té produits, car 8 = 6! =1,
1 3 NO 2
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3,6.2. Correction

Le théoréme 8 n'est pas vrai des AU. Mais tout ce que nous

désirons ici, c'est un équivalent de son corollaire,

Pour la cohérence, c'est immédiat puisqu'un AU est un AP
dans lequel on a supprimé certaines branches (le lecteur vérifiera que
le lemme 3.5. est toujours valable si on remplace VN par V[N]). En fait,
nous pouvons prouver davantage : les AU sont des API simplifiés. Pour cela,

il nous suffit de montrer que, pour tout noeud N et pour tout choix de VN’

|
on a GN > GN'

Lemme 3.9. 6& > GN.

Démonstration :
Soit E et E' des termes de méme type, V un ensemble fini de variables
contenant V[EJ] u V[E'], A un API de E et F' sur V. Soit N un noeud quel-

conque de A, Yy la variable choisie en N,

Si € V, alors le résultat est &vident car § = 0, Sinon, soit

VN N

N 1'ancétre de N dans A oli vy @ 8té introduite :

-1 9 o}

N _yN]—-» ee e -—B‘Np = N

avec Ol = <X’)\u]...un.@(...’VN(u]’...’un)’..-)>
Soit ﬁl = OIN— . Dans ﬁ], tous les sous-termes maximaux de téte vy

ont au moins n arguments, et comme SIMPL laisse intacts les termes de té€te
vy (puisqu'ils sont flexibles) cette propriété est vraie de N]. On prouve

par récurrence qu'elle est vraie de I\’i avec i2p,
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Supposons la propriété vraie de Ni’ avec {<p. Comme

v on a 0i+1[VN(e],'°°,em)] = VN(G. e ,***,0, e ) ; O,

N, * Vg i+151° i+1°m

1

. . et s -1
ne peut pas introduire v,_, par définition de N . Le nombre d'arguments

Nl

de vy De peut donc qu'augmenter, et la propriété est donc vraie de N].+

z
Elle est donc vraie de N, par récurrence. Comme il existe au moins une
occurrence de vy dans N (la téte du premier terme de la paire sélectionnée),

.0

cela prouve bien que 6& >n = GN
La preuve que nous venons de donner n'est pas complétement far-
malisée, Pour faire une preuve rigoureuse, il nous faudrait démontrer
plusieurs iemmes "techniques” sur Gx(e) gui sont intuitivement triviaux.
Le résultat n'étant pas essentiel pour la suite, nous avons préféré
donner une preuve plus informelle°

Pour la complétude, nous prouvons un lemme plus faible que 3.6,

Donnons d'abord quelques définitions,

Définitions :
Pour tout type @ ¢ T, on définit 1'arité composée de a par
si o € TO alors O
#(a) = n
sinon a = (alxazx---xan -+ B) avec B ¢ Ty alors n + ;Z}#(ai).

Pour tout terme e ¢ T, onpdéfinit la complexité x(e) de e par
2 2 i
XOuquyeeeu <@ley,eeeye )y = oyxley) + 54 #(ay) + g, of
T(@)=(u]xa2x--~xaq > BR).
La complexité x(e) d'un terme est une mesure qui croit avec la
taille m(e), mais qui est plus fine car elle tient compte des types

apparaissant dans e,
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Exemple 6 : Soit e = f(x), avec T(x) = (Yx(y>Y)>Y)
et T(f) = ((Yx(Y»Y)>Y)x(Y>¥)>Y). On a m(e) = 1,
mais  x(e) = x(x) + #((y>¥)) + 2 =3+ 1+2 =6, U

Définition :

On étend X & S de la méme maniére que T
Soit v = {<xi,ei>|lsi5n },n=|D(0)|. On définit :
n
x(0) = n +_§Z x(e.).
i=1 1
La précaution n = |D(0)| est importante ici, car on n'a pas

toujours x(x) = 0, pour x ¢ V. En fait

Lemme 3.10 :

Vx ¢ Va Xx(x) = #(a).

Démonstration :

Soit x ¢ V , avec .G = (alxazx-~-xq -+ B). Alors, par définition :
n ‘
= z# + = #
x (x) e (ai) n (). [

Définition :
Soit e = Au]---un-@(e],---,ep), avec
T(e) = (a]g---xanxio-xam + B), m2n, B € TO'
Pour tout k tel que n<ksm, on définit le terme e prolongé a

l'arité k par :

e 4 k = Au]c--unu --cuk-@(e]’ooo’e ,u

n+l P n+l""’uk)’

oti les u s++u  sont des variables de types respectivement a ERY)
n+1 k P P n+1
n'apparaissant pas dans e.

Par construction, on a Hletk] = k. De plus
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Lemme 3,11,
Vx,e,E tels que“r(x) = 1(e), Vn tel que x ¢ D(n), qk :
n[ejskséx(E) = oE = 0'E,
avec 0 = n u {<x,e>} et 6" = n u {<x,etk>},
Démonstration :
Par récurrence structurelle sur E,
Soit e = Au]--!un-@(e],---,ep).
On suppose E = Avloo-vm-@'(E],o--,Eq),

avec oE. = U'Ei I<i<q.

(i) @' # x. Alors OE

>\V]'°‘Vm'n,@'(OE1 R ’CEq)

= o0 e . ' ' a0 0 '
= Av] v n@'(c'E ,c.Eq)

] b4

= o'E,

On a qZGX(E) par définition de 6

2 k par hypothése,

v
3

par hypothése.
En utilisant le lermme 2,3., et en supposant qu'il n'y a pas
de conflits,

Xv]--ovmo@(pe].-oo’pe ’OF

on a : oE = b “+I’j..'ch)
M ' = LI ) . ' L ) ! ' L) ! ' LU ) '
et : o'F Av] v @(p e P ep,p up+], 0"y 50 Ek+l’ ,0 Eq)
avec p = {<ui,cEi>|lsi5n}
et p' = {<ui,o'Ei>|1sisk}.
(a) l<isp Puisque uj n'apparait pas dans e, n<j<k par comstruction

de etk, on a

v " ”= ' K]
ple, = p'e, avec p p P{ul. .Un}

= pe. car OF[ = c'gp 1<f<n par hypothése

de récurrence.



(b) p<isgk p'ui = o'Ei = 0E; par bypothése de récurrence.
(c) k<igq G'Ei = oEi par hypothése de récurrence,
ce qui conclut OE = o'E dans le cas (ii). O
Lemme 3,12 : Ve et k tels que etk ait un sens : y{etk) = x(e).
Démonstration :

3-43

Immédiat par la définition de etk, en utilisant le lemme 3.10, []

Nous sommes maintenant en mesure de prouver notre lemme de
complétude.
Lemme 3.13 de complétude des AU,

Soit E et F' deux termes de méme type unifiables. Tout AU

de F et F' posséde un noeud succés a distance finie,

Démonstration :

Soit p ¢ U(F,E'), A un AU de F et E', La démonstration procéde

comme pour le lemme 3.6 , mais avec des hypothéses de récurrence moins

fortes. C'est 3@ dire qu'on cherche dans A un chemin
a ag.

N_].>N—->-o-.p.—1+N.oo-
0 1 i
et des substitutions EO,EI,?", telles que, avec ﬁi dénotant Ni
avant simplification, on ait
Wiz0 E. e UN,) (n
i i
Yi>0 x(€)<x(E,_) (2)
Pour i=0, prenons EO =p.

Supposons maintenant (1) et (2) vrais pour i.

Si M, o= "®", on arréte et le lerme est prouvé.
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Sinon Ni ne peut pas €tre un noeud échec de premiére espéce,
par le lemme 3.3 , puisque Ei € U(ﬁi). Posons Nj = SIMPL(ﬁi).
U(Ni) = U(ﬁi) implique Ei € U(Ni)' Définissons

- X =v
N.
1

- e = Eix = Au]--'un‘@(E;,"'.E;)»

g, =&, OEH-&D.

- % = &
i
. = si k<n_ alors Ei'
i sinon Ei u {<x,etk>}
Pour tout <e ,ey> dans Ni’ prouvons p. e, = Eiel. Si ksn, c'est
immédiat, Sinon Hlel = nszGX(el) par définition de GN = k. On peut donc
: i

appliquer le lemme 3.11 pour prouver p.ey = Eie]. Pe meme pie, = EieZ'

Ceci entraine donc que p; € U(Ni)' Mais maintenant ﬁ[pix]zk implique,
comme pour le lemme 3.3 , que CHOIX va retourner une composante solution O
telle que Hlox] = H[pix]. Ceci entralne en particulier que N, n'est pas

un noeud échec de seconde espéce, et on peut prendre Oip1 = 9y et Ni+

1 ]

comme le successeur correspondant de Ni dans A, Examinons les deux cas
(1) ksn  ox = kul---un-@(E],---,Fp)
avec Ei = hi(ul,o--,un), hi ¢ V[Ni].

\}
] Un Fi>}

So?t n = Ei U {<hi,ku
Ona p. =&, = -no, d'oinelUN,, ),
1 1 VrNi] 1+1]

- p
et x(n) =x(@E;) + 5 x(E +p > x(E).
i=1

(ii) k = n#m m>0 ox = Xulooouk-@(E],---,F +n) POUuT respecter le

P
type de x, avec E. = hi(u1,~--,uk), hi ¢ VFNi].
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Soit n = Ei v {<hi,ku °'°uk-Ei>|lSiSp}.

1

U {<hp+j,xu --'uk-un+j>|lsj5m}.

1

De méme qu'au cas (i), nous avons ici

= no, d'oi n e U(ﬁi+,),

V[Ni]
et x(n) > X(pi) = X(Ei) par le lemme 3.12,
Dans les deux cas on peut donc choisir Ei+1 =n, ce qui prouve

les deux hypothéses de récurrence pour i+!,
A cause de (2) la construction doit donc s'arr@ter sur un noeud
succés, ce qui termine la preuve. (J

Pour illustrer la preuve ci-dessus, donnons tout de suite un

exemple,
Exemgle 7 ¢
E = f(Avwew(a),B)
Soit
E' = B(A)
T(A) = 1(v) =¥
avec T(B) = 1(w) = (y*v) Y € TO.

T(f)

(Y (y=>y)>Y) x (Y=Y)>Y)
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Considérons une portion d'un API de F et E' sur {f} :

NO = {<f()\VW""_’(.A).B). B(A)>}‘

<h, ,Auwew> (u,w,v))>

2? 3

N, = ® Ny = {<hy(Avwew(a),B,8) ,4%)

03 - <h3,>\uwv-v>

Y
N3=@

Nous ignorons délibérement les autres branches de 1'arbre. Fn

fait, nous sommes intéressés en 1'unificateur
EO ='{<f;ku-u(C)>} de E et F', avec 1(C) = v, 60 est obtenu

directement par composition avec Oy mais N, mne
: 4

on se restreint aux AU. Avec les notations de la preuve ¢i-dessus,

serait pas généré si

4

on a : Py {<f,Auweu(C,w)>} , X(DO) = x(€y)

5

Auwew>}, x(Ei) =3

{<h],xuw-C>,<h2,
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Ici de méme, Ng n'est pas généré, car 5& = 3, On doit donc
]

construire p, = {<h1,kuw-C>,<h Auwvew(v)>}, X(pl) = 3,

1 2!

£y = {<h1,Auw-c>,<h39kuwv-v>}, x(gz) = 2.

Maintenant Py = 52, et £, = {<h1,qu'C>}, x(53) =1,
Comme N3 = (3}, 1# construction s'arréte. Le préunifiﬁfteur (qui est dci
un unificateur; . E et E' trouvé est donc :

0N3P{f} = {<f,kuw'u(hl(u,w),Av-w(v))>}, O

Cet exemple nous montre qu'un AU peut avoir son premier noeud
succés plus profond qu'un API. Par contre, les AU permettent en général
une convergence plus rapide, car le degré de branchement des noeuds est
plus petit, ce qui est trés important car c'est de lui dont dépend le
coefficient exponentiel. L'exemple ci-dessus est bien slir "pathologique",
et non représentatif de ce qui se passe en pratique.

Nous pouvons maintenant &noncer notre théoréme de correction des AU,

conséquence immédiate du lemme 3,13,

Théoréme 10 :
Soit E et E' des termes de méme tvpe, A un AU quelconque de
E et E', E et E' sont unifiables si et seulement si A poss&de un noeud

succés 3 distance finie,

Remarques :

1) Op pourrait penser que la construction d'un API comme définie en 3.5. est
trop compliquée, €U en s'inspirant des résultats de ce paragrapte définir
une autre cénstruction, oli au noeud N on appelerait CHOIX(el,ez,VN,ég),

avec : .
v v
51 S1 vy € alors O

N . '
sinon SN.
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Mais cette construction est incompléte, en ce sens que l'en-
semble des solutions obtenues ne forme pas un ECP, L'exemple 6 ci-dessus
nous fournit un contre-—exemple : le noeud N5 serait rejeté, car en

¢ 6; = 6& = 3> HlAuwew] = 2, Le préunificateur p =‘{<f,Auw-u(A,w)>}
] 1
n'est migpré par aucune des solutions conservées.

N

2) etk se déduit de e par une série de nwexpansions. Iorsque nous autori-
sons la n-conversion comme régle de conversion supplémentaire, on a donc
etk = e, Il semble donc que, dans ce langage, notre construction va se
simplifier parce que beaucoup de solutions vont se factoriser en une

solution unique. C'est ce que nous verrons au chapitre 4.
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3.7. Cas particuliers

Nous allons nous intéresser & quelques cas particuliers du probléme
de 1'unification, et montrer que l'on peut conclure plus précisément dans
ces cas. En particulier, nous montrerons en 3,7.2 comment la demi-unification

peut se ramener d un cas particulier de l'unification.

3.7.1. Cas d'un terme fermé

Nous allons supposer ici que F' est fermé, c'est d dire que V[E'] = @.
Remarquons tout d'abord que le probléme du filtrage de F vers F' est
identique ici & 1'unification de E et E' ; tout filtre est un unificateur, et
réciproquement :
F(E,E') = U(E,E").
De plus, tout pré-unificateur est un unificateur,comme le montre

le lemme suivant,

Lemme 3.14

si V[E'] = 0, alors Ve e~E' —= e=E",

Démons tration

Par récurrence sur F', [J

Corollaire

Si V[E'] = @, alors NF P(F,E') = U(F,F') = F(F,F").

Déronstration

Soit o ¢ P(E,F')., Faire e = oF dans le lemme 3.14, []

Dans ce cas, le théoréme 9 nous permet de conclure,

Définissons un ensemble complet d'unificateurs indépendants (FCUI)
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comme un ECUM I vérifiant la condition d'indépendance :

Vo,0' ¢ T o| o
ofc’

-

avec L = V[E] v V[E'].

On définit de méme des ECDI,

On peut maintenant énoncer :

Lemme 3.15 Soit E et E' deux termes de méme type, avec V[E']l = @.

Soit A un API quelconque de E et E' sur V, avec V[E] c V. Alors
Z(A) est un ECUI de F et E' sur V, et donc aussi un ECDI de E vers E'
sur V. (Rappelons que par définition Yo € £(A) D(o) < V[E] v V[E'D).

Nous allons voir dans le prochain paragraphe que 1'on peut toujours
utiliser un ensemble complet de pré-unificateurs pour définir un ensemble
complet de demi-unificateurs méme lorsque V[E'] # @. Mais la condition d'in-
dépendance sera remplacée, dans‘le cas général, par la condition plus faible

de minimalité,

3.7.2. Demi-~unification

Rappelons qu'un demi-unificateur o de F vers E' est un filtre laissant
invariantes les variables de E' :
oE = E' avec D(o) < V[E1-V[E'],
Tl est facile de ramener le probléme de la demi-unification au cas

particulier d'unification avec un terme fermé, en "gelant" les variables de F'.

}

Plus précisément, soit V[E'] = {x "y

1’...’x
Introduisons n nouvelles constantes X],---,Xk, de types T(Xi) = T(Xi),

et considérons la substitution :

& = {<x,,X.>|1sisk},
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Une telle substitution peut naturellement s'inverser.
C'est 3 dire, pour tout terme e construit sur
C'=Cu {X],o-',Xk} avec Vel n V[F'] = @, il existe
un e' unique construit sur C, et tel que Ee' = e, En effet, on peut définir
un tel e' comme étant E-][e], avec ¢

E-lfkul"'un-@(e],°°-,ep)] = Au]-°-un-@'(€-l[ef]’...’E_l[ep])'

@ si @e Vulc
avec @' =

x. si @ = X, 1<i<k
i i

Les crochets servent & insister sur le fait que 6_] n'est pas une
substitution., Il est facile de montrer, par récurrence sur e, que
EE_lre] = e pour tout e tel que V[E] n V[E'] = ¢
E—][Ee] = e pour tout e construit sur C,
Nous allons maintenant montrer comment il est possible de construire

un ECDM de E vers E' & partir d'un ECPI de EF et EE',

Lemme 3,16

Soit E et E' deux termes de méme type, et soit V = V[F] - V[F'],
L = V[E] v U[E'],

Soit I un ECPI de £E et £E' sur V, tel que pour tout ¢ dans 7 on ait
I(o) n V[E'] = @,

Pour tout o dans I, on définit o' =.{<x,£_]fcx]>|x e V}.

Alors ' = {0'|o ¢ %} est un ECDM de E vers F' sur L.

Démonstration :
Nous montrons successivement que L' a les propriétés de cohérence,

complétude, et minimalité,
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(1) cohérence.
Soit 0 € L. Par le corollaire au lemme 3,14, on a

oEE oEE' = EE'.

£ oEE]. (1)

d'oi E'

(oMV)EE car VW[EE] =V

D'autre part, ofE

(N U E)E car D(E)n V = @ et 1(E) = 0.
Pour tout x dans V[E]
- si x € V alors &o'x = ox par définition de o'

- 51 x ¢ VETl n V[E'] alors Ea'x = EX car T(o') c V

- -1
Eg'E d'oll ¢ 0'F = £ [oEF]. En com-

donc dans tous les cas (orV u E)E

binant avec (1) on obtient bien E' ¢'E, d'oit o' ¢ D(E,F"),

(ii) complétude,

Soit p € D(E,E') ;3 i.e. pE =E' avec D(p) c V,

Nous supposons de plus que Vx ¢ D(p) px est construit sur C, naturel-
lement. On a :

EpE = éoEE car D(p) < V et I(£) = 0.

Donc EpEE - EE', i.e. Ep € P(EE,EF').

by étént un ECP de EE et EE' sur V, il existe o dans 7 tel que
In .o \=7 £Ep, c'est & dire : Wx ¢ V nox = Epx, (2)

On définit o' = {<x,£_][0x]>|x e V}, et V' = T(a") u (1-D(o")).

Considérons la substitution n définie par :

n o= {<x,E TengxT>|x e V'}.

Pour tout x dans V', on a donc Eﬁx = £ngx (car pour tout e,

Vlgel n VLE'] = @).

Donc, pour tout terme e tel que Ufel « V', on a aussi

Ene = Ene.
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En particulier, en prenant e = 0'x, avec x quelconque dans L,
on obtient : Yx e L Eno'x = Enko'x.
Par définition o'x est construit sur C, et de méme no'x
(par définition de E-l). On peut donc écrire :
Vx el no'x = E_][Enio'x]. I1 y a maintenant deux cas :
\

-xeV o'x = E-][ox] par définition de o'

d'ol ﬁc'x = E-][EUEE_][OX]]

E—][Enox] car I1(o) n V[E'] = ¢

E_lfﬁﬁpx] en utilisant (2)

E_Ifipx] car ¢ est idempotent

= pX car px est construit sur C par hypothése.

- x¢ V[E'] ox' = x

£ Enex] = £ enx1 = £7'rx] = x

0.
o]
[
=3
Q
b
]

ox car D(p) < Vv,

Donc dans tous les cas, on trouve

no'x = px, et donc’

p Sao', avec o' ¢ L',

<
L
(1ii) minimalité.

Soit 0,0, dans I, 9y # Gy

2
Supposons qu'il existe p tel que oé

C'est a dire :

-¥x eV E_][czx] pi-]folx] (3)

et - ¥ e VIE'] X = pX ().



On montre facilement par récurrence sur e, que pour tout e
tel que V[el n V[F'] =@, on a :
£08” (el = Epe.
En effet, avec e = Aul--'un‘@(gl,-",ep) si @ ¢ C u V pas de

probléme, Si @ = X, alors

EOE-][e]' Ep(kul---un-xi(---,g-][ej],...))

g(kulocounuxi<ooo’pE—l[ej]’.co)) en utilisant (4)

’ -1
Au].o.unoxi(nol’gpg [ej]’ao.)

Aul--oun-Xi(---,Epej,-~-) par hypothése de récurrence

Epe.

En particulier, en prenant e = o,x, pour x quelconque dans V,

]

on obtient : Vx e V EpE-][c]x] = Epclx et, en reportant
dans (3), ona: VxeV €§—l[ozx7 = Epo'x,

c'est 3 dire Oy% = Eoo X,

Donc o, 6 Uny ce qui ést contraire & la condition d'indépendance de 7.
(Remarquer que V = V[EE] v V[EE']),
Exemple :

Soit E = f£(A) T(A) = o

avec
E' = g(a) T(£) = 1(g) = (a0)

On a ici V = {f}, L = {f,g}, £ = {<g,G>}.
On peut montrer que I = {01,02,03} est un ECPI de £E et EE' sur V,

avec

01 = {<f,XU‘G(U)>}
o, = {<f,AusG(A)>}
o, = {<f,6>},
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D'oi I' = {o;,oé,oé} est un ECDM de E vers F' sur L, avec :

0; = {<f, ueg(u)>}
oé = {<f,Au-g(A)>}
oé = {<f,g>}. O

Remargue :

Cet exemple nous montre que la condition d'indépendance de I, si
elle implique la condition de minimalité dé ', n'en implique pas pour
autant une condition d'ind&pendance.

En effet, on a par exemple no; = noé, avec

n = {<é,ku¢g(A)>}.

Il ne faut donc pas pouvoir espérer construire un ECDI, lorsque

VIE'] # §, et ceci méme en se restreignant au second ordre.

Théoréme 11 : Soit E et E' deux termes de méme type, et soit
L = V[E]J u V[E'], 11 existe un ECDM I de E vers E' sur L, qui est

unique 2 un isomorphisme prés,

Démonstration :

Soit A un API de EE et EE' sur L. D'aprés le théoréme 11, L(A) est
un ECPI de E et E' sur L, et donc aussi sur V = V[E]J-V[E'], De plus, par
construction, pour tout o dans I(A), on a

(o) n L = 0.
Par le lemme 3.16, Z(A)' est donc un ECPM de E vers F' sur L.

L'unicité d'un tel ECDM se démontre comme le lemme 2.16, []
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Remargues :

1) En pratique, il n'est pas besoin de faire intervenir § explicitement.
I1 suffit de "geler" les occurrences libres des variables dans V[E'],
de maniére & ce que SIMPL et CHOIX les traitent comme des constantes.

I1 est clair que 1'ensemble I{A) ainsi obtenu sera directement I(A)'.
2) Nous conjecturons que l'unifiabilité de F et E' est décidable, lorsque
UTE'] = §. Ce résultat entrainerait naturellement la décidabilité de

la demi~unification.

3.7.3. Cas d'un terme variable

Nous allons maintenant examiner le cas opposé au 3.7,1, ol F' = x;

Remarquons tout d'abord que le probléme du filtrage de x vers E est
trivial, car F(x,f) = {o,ox = F},

De méme D(x,E) = (@ si x e V[E]

{{<x,E>}} sinon.

Pour l'unification, remarquons que ce prohléme se raméne 3 la recherche
d'un point fixe du terme Ax.E. Plus précisément
Appelons point frxe du terme Ax.E, avec T(F) = 1(x), tout terme F
de type 1(x) tel que
N[ (Ax+E E)1 = E.
Si E est un point fixe de Ax*F, alors {<x,F>} est un unificateur

de E et de x. Péciproquement, soit ¢ un unificateur de E et de x, et soit

o = cr(V—{x}).Alors ox est un point fixe de o(Ax*F). En effet,



soit D(a)-{x} = {y],'°°,yn}. Par définition, on a :

ok

N[ (Ay eery x2E) (0y ,0 00,0y ,0%)] =

N[(o (Ax E)ox)] = ox par hypothése.

Exemgle :

Soit E = Ausu(x(Avwev),f(x))

avec | T(v) =1(w) =a
T(u) = (oxoo)
T(x) = ((axara)=>a)
T(f) = (((oxara)ra)-a),

Alors o = {<x,\u*u(y,z)>,<f,Ax*z>}, avec 1(y) = 1(2) = a
est un unificateur de E =2t de x.

Donc lu*u(yv,z) est un point fixe de Axuen(x(ivwev),z).

Nous ne connaissons pas de méthode générale pour trouver les points
fixes d'un terme quelconque., Dans le cas particulier ott x ¢ VU[E], alors la

solution triviale <x,F> est solution principale :

l.emme 3.17

Si x ¢ V[E], alors o = {<x,E>} est un unificateur principal de

E et de x.

Démonstration :
Soit p € U(E,x). Prouvons que p = po.
Soit p = pf(V—{x}). On a po = {<x,pE>} u 5 = p,

puisque pE = px par hypothése. []

'
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Ce lemme est une généralisation d'une propriété bien connue
dans les langages de premier ordre.

Ce résultat pourrait €tre incorporé dans 1'algorithme SIMPL,
qui pourrait simplifier directement un unificande comprenant une paire
<x,E>, avec x ¢ V[E], Cela éviterait la génération d'une branche d'arbre
de pré~unification, de longueur m(E), obtenue par une chaine d'imitations,

Remarquons toutefois qu'ici, contrairement aux langapes de premier
] q ’ 14 P

ordre, la réciproque du lemme 3,17 n'est pas vraie. Par exemple, E = f(x)
est unifiable avec %, par {<f,\uex>} ou {<f,Ausu>},
Définition :
Appelons chemin rigide vers x dans E une séquence de termes :
= LI ) > .
E e11€9s € 981 nx1 telle que :
. .
i) Vi<n e est un argument de e
ii) \fiSn la téte de e, est une constante, ou une variable liée

dans le lieur d'un e, avec jsi.

1ii) la téte de e 4 est une occurrence de x libre dans FE,

S'il n'existe pas de chemin rigide vers x dans F, alors E et x sont
facilement unifiables, par exemple par cP(V—{x}) u {<x,zE>},
La réciproque n'est pas vraie, comme le montre l'exemple suivant :

F = Aucu(x(Avsv)) avec 1(v)

=y
T(u) = (y>v)
T(x) = ((y>y)>y),

puisque o = {<x,luru(y)>} unifie F et x, avec T(y) = ¥y,

Voir de méme 1'exemple 3.
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Il nous est possible de conclure dans deux cas particuliers, dont.
nous laisserons la preuve au lecteur :
i) Si Ale]l = 0 et s'il existe un chemin rigide vers x dans E,

alors E et x ne sont pas unifiables.

ii) S'il existe un chemin rigide vers x dans F finissant sur
un terme sans arguments, i.e, e vl = Auloo-up-x, alors F et x
ne sont pas unifiables.
En particulier, on obtient le résultat bien connu qu'au premier
ordre U(E,x) = @ si x ¢ V[F],
Ces cas particuliers risquant d'@tre assez.fréquents en pratique,

il est important de les incorporer dans 1'algorithme SIMPL, qui sgaura sim-

plifier un unificande contenant une telle paire en un noeud échec,
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CHAPITRF 4 : Extension au A-n-calcul

Nous allons considérer dans ce chapitre le probléme de 1'unification
dans le A-n-calcul, Nous montrerons que tous nos résultats s'étendent sans

difficulté, et méme que les algorithmes se simplifient considérablement.

4,1, Forme extensionnelle

4,1.1. n=réduction

Soit e = F<Xx(e1x)>, avec x ¢ U[ell ;s e' = E<e]>:est dit dériver de e

par n-réduction, et on note :

e >e',

>
n
La régle de n-réduction est une régle du A-calcul, ‘qui exprime que les

~

termes Ax(elx) et e, dénotent la réme fonction : appliqués 3 tout terme s ils

1

donneront par B-conversion le terme(eleo).



La n-réduction exprime donc une forme faible du principe d'extension-

nalité, Plus précisément, pour tous e,e' € T et pour tout x ¢ V[el] uVle'],

(ex) = (e'x) => e = e', pour toute équivalence = plus grossiére que et
La n-réduction est compatible avec la B-réduction : les théorémes |
*

*
et 2 restent vrais quand on remplace § par é_ﬁ‘

De plus, la n~réduction ne sert pas d faire de nouvelles B-ré&ductions.
En particulier, on a :

Lemme 4.1 du retard de la régle n

Ve,e' e mr e = Je" e % e"

o N2
®

Nous ne prouverons pas ici ce lemme, non plus que 1'analogue des théo-
rémes | et 2, qui sont démontrés dans Curry et Feys [CF1],
Dénotons par 5 et 2" les équivalences engendrées respectivement par

> et TUR Nous pouvons maintenant énoncer :-

Lemme 4,2

Ve,e' e

e' S Nlel = Me']

ol
=i

Démonstration
= est évident.
= Soit e n e'., Comme e % Mlel et e' % Me'l, on a donc N[e] n Nle'l.
Par 1'analogue du corollaire du théoréme 2 pour la B-nréduction, il existe e"
tel que :

f * " [ * "

”e]—ﬂ—ﬁ e" et Me ]_B-ﬁ e".

Par le lemme du retard de la régle n ¢i-dessus, et N[e] et Ne']l Etant

irréductibles par la régle B, on a bien

Ne] % e" et Ne'] % e". [
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Ce lemme justifie l'emploi de la n-convertibilité, non par une régle
de calcul supplémentaire, mais par une mise sous forme normale, que nous ap-

pelerons forme extensionnelle,

4,1.2 Définition
Soit e = Ax]xz---xn-@(e],ez,-oo,ep) un terme en forme normale, avec

T(e) = (a]xazx---xanxan+lx...xun+k > B)

oli k=0 , B e Tg-

Soit YysttsY k variables distinctes n'apparaissant pas dans e,

k

avec T(yi) =0 L. 1siz<k,

On définit récursivement la forme extensionnelle nlel] de e par :
nfel = Ax]xz-'-xny]-°fyk-@(n[e]],n[e2],---,n[ep],n[yll,"-,n[yk])-

Remarquons que le terme n[e] est en forme B-normale, que t(nlel) = t(e),
* . .
et que nle] 3 e Enfin, montrons que la forme extensionnelle de formes B-normales

n-convertibles est unique.

Lemme 4,3

Pour tous e et e' en forme B-normale,

e 7 e' = nlel = nle'l.

Démonstration : par récurrence sur la structure de e
Soit e = Xxl---xn°@(e1,---,ep). I1 y a deux cas :

i) e =x_ete'= Axl---xn°@(el,---,ep_l). Alors nle] = n[e'] trivialement,

19 ] 4 T ' 1 LN 4 . LN 4 LN ]
ii) sinon on doit avoir e' = Xxl X @(e], L L) ,ep),
et e ei. Alors n[ek] = nfeﬂ] par hypothése de récurrence, d'ou le

résultat. 0



4=4

Corollaire :

Ve,e' e3 e' < n[Nlel] = n[N[e']]

|

la preuve découle directement des lemmes 4.2 et 4,3,

La forme extensionnelle de e ne s'obtient pas par n-réduction, mais
au contraire par la n-expansion maximale compatible avec le type de e. Nous
allons voir que cette forme extensionnelle posséde une importante propriété de
fermeture_respectivement aux régles de formation des termes et & la substitution
que ne posséde pas la forme n-réduite. Pour cela, nous allons revenir aux termes
du A-calcul typé,.sous forme non réduife.
Définitions :

Pour tout terme e, de type T(e) = (alxuzx---xan -+ B), on définit T(e) = n.

On définit Tn comre 1'ensemble des termes e tels que, pour tout contexte
E< >, pour tout atome @, e = E<@> entrafne E< > = E'<(--'((<'>ei>e2)---en)>,

avec n = T(Q). Autrement dit, tous les atomes apparaissent appliqués autant de

fois que leur type le leur permet.

Lemme 4.4 Pour tous e,e',x de types convenables :
v
a) e,e' € Tn = (ee') € Tn
b) e ¢ Tn = Axe € Tn
c) E<e> ¢ Tn,e' € Tn = f<e'> ¢ Tn
d) E<(ee')> ¢ Tn = e' e T

e) FE<ixe> ¢ Tn = e ¢ Tn

x
f) e,e' €T = STe'leT
n e n
Démons tration
Ces relations de fermeture sont aisées & montrer ; nous en laissons

la preuve au lecteur. [J



Lemme 4.5

Tn est fermé par B-conversion.

Démonstration :
Soit e = E<(AxMN)> 3 e' = E<S;[M]>, avec e € Tﬂ' En utilisant le
lemme 4.4 ci-dessus
M e Tn par e)
N ¢ Tn par d)
S;[N] € Tn par f)

d'ot  e' € Tn par ¢). O

Définition :
On définit 1'ensemhle Tx des termes de Tn en forme B-normale.

Lemme 4.6

Tx est l'ensemble des formes extensionnelles,

Démonstration :
Par définition, toute forme extensionnelle est dans Tx' Pour la réci-

proque, il est aisé de wontrer par récurrence sur e, que Ve ¢ T_. nlfe]l =e. []
X

Lemme 4,7 Ve,e' ¢ TX
a) ixe € T
X

b)) N (ee")] € Tx'

Démonstration :

a) découle du lerme 4.4 h).
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b) découle du lerme 4.4 a) et du lemme 4,5, [

Ces relations de fermeture sont importantes. C'est leur validité éui
a motivé notre usage des formes extensionnelles plutdt que des formes n-réduites,
qui sont traditionnellement prises comme formes normales dans le A-n-calcul.
En effet, le lemme 4.7 mne s'applique pas a ces formes n réduites, comme on peut
le constater en prenant :

- pour a) : e = A(x)

- pour b) : e = Aux+A(u(x)) e' = Axex,

Le lemme 4.7 rnous permet d'utiliser tous nos résultats précédents :
en considérant au départ des termes sous forme extensionnelle, tous les termes
générés seront sous forme extensionnelle é€galement, sans avoir 3@ employer la
régle n.

Up inconvénient des formes extensionnelles est que ces formes peuvent
€tre de taille sensiblement supérieure aux forme n-réduites, Fn fait, la forme
extensionnelle de e n'est autre que 1'itérée de etk comme. défini au chapitre 3.

11 est facile de constater que la taille de nlel n'est autre que la complexité

de e, corme définie en 3,6 :

Lemme 4.8

Ve € T r(nlel) = x(e).

Démonstration
Immédiat par récurrence sur e, en utilisant la définition de ¥ (e)

en 3.6 et le lemme 3,10, []



4~7

Exemgle :

Fn reprenant 1'exemple 6 de 3.6 :

T(x) = (Yx(¥>Y)=Y)
e = f(x) avec
T(E) = (Cyx(y=>y)>y)x(v>Y)~>Y),

on a
nfel = Aue fQAvwex(v,Atew(t)),Ay-u(y))
T(v) = t(t) = 1(y) =¥
avec
T(u) = 1(w) = (y>Y).
m(e) = 1, w(nlel) = x(e) = 6.

Sur cet exemple, le terme e a perdu en lisibilité, en passant en forme
extensionnelle, Mais sa simplicité d'origine n'était qu'apparente, et nous n'avons
fait qu'amemer d& la surface la complexité de e, implicite dans les types com-
pliqués de f et de x.

Pour certaines applications; on peut ne pas désirer 1'extensionnalité des
termes, et donc la n-réduction. Par exemple, la théorie des types de Church [CAIl]
est un systéme logique d'ordre w ayant comme langage le A-calgul typé et autori-
sant comme régles d'inférence les a et B conversions, mais pas la n-conversion.

C'est pour cette raison que nous avons formulé tous nos résultats dans T
muni de la seule B-conversion, aux chapitres 2 et 3,

Nous montrerons dans les paragraphes suivants coﬁment ces résultats
s'appliquent également 3 Tx' D'une maniére générale, tous les résultats s'éten-

dent facilement, et sont souvent plus simples sur les formes extensionnelles.
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4,2, Substitutions extensionnelles

Nous allons maintenant considérer les substitutions dans le A-n-calcul.

Comme nous l'avons vu en 4.1 , il suffit de s'intéresser aux formes
extehsionnelles. On définit donc une composante de substitution extensionnelle
comme une composante de subsﬁitution <X,e> telle que e ¢ Tx' Une substitution
extensionnelle est un ensemble fini de composantes de substitutions extension—
nelles se rapportant 3 des variables distinctes. On dénote par Sx 1'ensemble
des substitutions exténsioﬁnelles.

L'égalité dans S, est définie par :

o=0" & (0-0") u (0'-0) c {<x,n[x]>[x ¢ V}

Maintenant, en effet, D(0) = {x|ox#n[x]}.
Les substitutions extensionnelles sont des morphismes de,Tx, en

conservant la méme définition d'application que cirdessus. En effet :

Lemme 4.9

Ve ¢ Tx Yo e . ce ¢ Tx

Démonstration :

Directement 3 partir du lemme 4.7, et de la définition de ge.[]

4,3, Unification extensionnelle

Le lecteur vérifiera que les lemmes 2.4 et 2.5 restent valables.
L'arité d'un terme extensionnel ne dépendant aue de son tyvpe, le lemme 2.6
peut €tre rendu plus fin
Ve e T, Aloel = HLel.

Les lemmes 2.7 et 2,8 restent inchangés.
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Les notions de filtres et d'unificateurs sont les mémes ici, en
se restreignant aux substitutions extensionnelles,

Il est facile de vérifier que tous les lemmes et théorémes restent
vrais. Leurs preuves sont identiques, ou quelquefois plus simples, car il y a
moins de cas 3 examiner., Par exemple, pour la preuve du théoréme 4, on se
limite au cas Hlel = 1, et on supprime dans I la solution non extensionnelle
<f,F>. De méme, 'dans la preuve du théoréme 5 la solution % disparaft, et les

termes F et E' deviennent :

E

f(Avex(v),A)

E' f(kv-x(v),B).

Dans la preuve du théoréme 6, remplacer dans E
f(u,u,+++,u) par f(hzeu(z),**+,Azeu(z))
et dans E' u(g(u)) par u(g(Azeu(z)),

Tous nos résultats s'étendent donc sans difficulté au A-n-calcul.

4.4, Arbres de pré-n~unification

Nous allons maintenant nous intéresser @ la construction d'arbres de
pré~unification pour le B-n-calcul,
Nous supposons dorénavant que les termes sont en forme extensionnelle,
1)

comme définie en 4.1,

Rappelons que si e est en forme extensionnelle, alors en particulier on a :

Hlel = t(e).

4,4,1, Construction d'arbhres de pré—n-unification ~(APn).

La principale modification consiste en une simplification considérahle

de 1'algorithme CHOIX,
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Tout d'abord (en utilisant les notations du 3.3.1) on a toujours
n, =n,, d'oli n = 0, Cela permet de supprimer les cas 3.3.1.1.1 et 3,3.1,2.2.
Enfin, dans les cas 3,3,1.1,2 et 3.3,1,2.1 , on se restreint i considérer
la solutijon k = Py- Dans chaque cas, on remplace Ej par n[Ej], de sorte que
CHOIX retourne des substitutions extensionnelles.

Ceci diminue sensiblement le nombre de solutions retournées par CHRdX

(au plus ! imitation et P projections).

I1 s'ensuit une diminution du degré de branchement des arbres d'unification
correspondants, d'ofi un gain exponentiel sur l'espace de recherche,
Le reste de lé construction est identique a celle donnée en 3.4.1.
Par exemple, pour l'exemple 5 donné en 3.5 , on ne construirait pas

les branches menant 3 N] et N3.

4,4.,2,Correction de la construction,

Le lemme 3.4.reste valide. Pour le vérifier il suffit de constater,
avec les notations de la preuve, que pour tout p la forme extensionnelle de pf
a un en-té€te de longueur Py» La preuve du lemme 3.6 de complétude est inchangée.
Le lemme 3.5 de cohérence est bien siir toujours valide (on ne fait que supprimer
certaines soiutions). Pemarquons tout de méme que nous pouvons maintenant avoir
des solutions supplémertaires du fait du passage en forme extensionnelle, Par
exemple, en prenant

Aus £ (u)

14
I

et = A

“avec T(u) = v, T(f) = 1(A) = (y»>y), 1l'algorithme CHOIX donné en 3,3 ne retour-
nait aucune solution, alors que maintenant, e, étant mis sous sa forme extension-
nelle Au-A(u), on a la solqtion <f,Au*A(h(u))>, complétée ultérieurement par

<h,Aueu>, L'algoritbme CHOIX simplifié n'est donc ni cohérent ni complet lorsque

1a rdole Ae n=conversion n'est pas autorisée.
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Lorsque la régle de n-conversion est valide, on a donc 1'équivalent
du théoréme 8, Mais nous avons de plus la p?opriété d'indépendance, sans mbdi—
fication supplémentaire. En effet, gridce & la forme extensionnelle, toute
variable a maintenant un degré maximum dans tout terme. La condition du 3.5.2.1
est donc toujours remplie, et le théoréme 9 est donc valide. On peut donc

1'énoncer :

Théoréme 12 :

Soit A un APn quelconcue de F et F' sur V, X(A) est un ECPI de E
et F' sur V, dans le A-n-calcul.

Enfin remarquons que nous avons suppriﬁé ici toute redondance, y
compris celle qui nous avait fait considérer en 3.6 les arbres d'unifiabilité,

car

6{] = 6] = T(VN>°

s
Bu point de vue pratidque de 1'implémentation d'un algorithme d'uni-

“fication en A-calcul typé, il y a donc tout intérét a se restreindre 2 générer

des APn, lorsque la régle de n-conversion est admise. Ceci est une hypothése

raisonnable, la n~conversion &tant une forme faible du principe de 1'extension-

nalité de 1'égalité.

4,5, L'algorithme de Jensen-Pietrzykowski

Jensen et Pietrzykowski ont défini dans [JPIT un algorithme qui &numére
un enserble complet d'unificateurs pour des termes du A-n-calcul, Cet algori-
thre peut &tre décrit d'une maniére similaire & notre construction d'APU, L'équi~

valent de 1'algorithme CHOTX engendre des composantes de substitution suivant



4-12

cing régles :
] - élimination
2 -~ itération
3 - projection
4 - imitation
5 - identification.

De ces régles, seules 1, 3 et 4 sont dirigées. Les.régles 2 et 5
engendrent des termes arbitraires, La régle d'itération est particuliérement
prolifique : elle utilise des variables enr nomhre et en type arbitraires., A
cause de cette régle, les arbres d'unification de Jensen et Pietrzykowski
ne sont pas finiment engendrés. Cette approche ne semble donc pas pratique-
ment implémentable. |

La raison principale de cette difficulté réside naturellement dans la
difficulté de 1'unification de deux termes flexibles, et de la redondance
obligée qui est impliquée par le théoréme 5.

[Le but initial des deux méthodes &tait commun : une mécanisation de la
théorie des types par une extension de la méthode de résolutinn, Comme nous
l'avoﬁs montré [HG3], on peut baser une méthode de preuve compléte sur la
génération d'FCP, ce qui semble pratiquement plus raiscnnable, De plus, si 1'on
veut générer un ECU, on peut toujours passer par l'intermédiaire d'un AP, en
utilisant 1'algorithme de Jensen-Pietrzvkowski pour continuer le traitement
des unificandes aux noeuds succés, Cette méthode de retard éviterait de générer

beaucoup de branches inutiles,



CHAPITRF. 5 : Unification dans les langages de premier ordre

Nous allons reprendre dans ce chapitre la plupart des définitions, car
les objets sont heaucoup plus simples.
I1 n'y a plus de k-abstractions, donc plus de variables lides, ni

de conversions,

5.1, Termes de premier ordre

On se donne un ensemble dénombrable de variables

V= {v ,vy,e001,

2’
et un ensemhle fini ou dénombrable de syrboles de fonctions constantes

C = {F,,F oo},

gs
On utilisera x,y,z,u,v,w pour dénoter des variables, F,G,H,A,B,C, pour
dénoter des constantes.
Chaque constante F est affectée d'une arité a(F)=z0.

(On pourrait plus généralement affecter chaque atome d'un type § nous ne le

ferons pas ici pour simplifier la notation),
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Nous supposons que notre langage n'est pas entiérement monadique,

c'est A dire qu'il existe au moins une constante d'arit& supérieure a 1,
L'ensemble des termes T est le plus petit ensemkle contenant V et

fermé par les opérations :

e . FEC-

1" ()

—— Q@ s ese

1 o(F)

i.e, Ve T et eyttt gy € T = Fel...eu(F) e T.

Autrement dit T est le magma libre M(L,V) de base U engendré par les
opérateurs de C. T peut €galement &tre considéré comme le langage engendré

a8 partir de l'axiome & par la grammaire :

g—,»v. W.EU
1 1
E>FEEECE VF ¢ C

a (F)

(Ce langage est algébrique si € est fini),

Les éléments de T seront dénotés e,el,--~,e',-°- .

On réserve le signe = pour 1'égalité dans T.
Nous ferons usage constant de la propriété fondamentale de décomposition
unique sur le magma libre :

Ce'o.

- ol
Fereereyry = C81" %)

& F =0 et Viga(F) e, =el.

Nous ferons librement usage de la notation parenthésée plus usuelle

ue cette "forme polonaise', et 3 1'occasion nous utiliserons des représenta-
’ p

tions par arbres orientés, Par exemple, Fe]e , pourra étre représenté par

273
F .
e’// \\\é
! €, 3

Nous pourrions considérer T comme une algéhre hétérogéne, en rajoutant

F(e],ez,e3) ou par

des types. Tous les résultats qui suivent restent valables. Nous ne traitons ici

que le cas homogéne,pour que les notations soient plus lisibles.



L'ensemble des variables d'un terme e, noté V(e), est défini

récursivement par :

Ux) = {x} Yx e V
a (F)
V(Fe sere o) = L) V(ep  WFecC,

i=]

L'ouverture d'un terme est som nombre de variables :

vie) = |V(e)

Si v(e) = 0, on dit que le terme e est fermé.
La taille 6(e) d'un terme e est définie récursivement par :

8(x) =0 Vx e V

o (F)
e(Fel°"ea(F)) =1 + ;El e(ei) VF ¢ C

(Remarquer que 6(e) n'est pas l'analogue, pour les termes de premier ordre,
de T(e) comme défini au chapitre 1),

Finalement on définit, pour x ¢ VV et e € T, le nombre d'occurrences
de x dans e, noté #(x,e), par :

#(x,x) 1

#(x,y) =0 siy # x

o (F)
Hpe ey ) @ 3 He)

On a bier sir x ¢ V(e) < #(x,e)>0.

5.2. Substitutions, filtrage

Ulne substitution est une application de V dans T, identité presque
partout (c'est 3 dire sauf sur un sous-ensemble fini de U).
Nous utiliserons les lettres grecques O0,P,n pour dénoter les substitutions.

Comme auparavant : P(oc) = {xlox#x},l(o) = L_J V(ox).
xeD(0)
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Les substitutions sont &tendues en des endomorphismes de T, par

les régles :
' cp(...,ei,...) = F(...,gei,...) VF ¢ C,

(On utilise ce comme abréviation de o(e)).

La composition de 0 avec p est notée po, (i.e. poe = p(o(e))).

Les auﬁomorphismes de T sont notés E,E',*++« ; on les appelle des
permutations.

lLe limitation & des substitutions de domaine fini n'est pas
une restriction, car & tout moment on ne s'intéresse vraiment qu'd un nom-

bre fini de variables, comme le suggére le lemme suivant, qui est 1'&quiva-

lent du lemme 2.4,

Lemme 5.1
Pour tout enserble V de variables, pour tout terme e et pour toute

substitution 0o :

Ve) eV = o0e = (cN)e

Démons tration
Immédiate par récurrence sur la structure de e. []
Par contre ici nous avons une version plus forte du lemme 2.5, parce

que sa réciproque est vraie aussi :

Lemme 5.2

Ve, D) nV(e) =@ < oe=e.

Démonstration :
= : par le lemme précédent " en prenant V = V(e).
P ’

= : par une récurrence structurelle sur e. [J



Définition :
On dit que e schématise e', et on note e<e', s'il existe une.
substitution ¢ telle que e' = oce,

e<e'

signifie que e "contient moins d'information'" que e', ce qui
explique la direction de notre inégalité&., L'autre direction pourrait égale-
ment Etre motivée par la remarque que e est '"plus général' que e', ou de
maniére équivalente que e' est un cas particulier de e,

Le probléme du filtrage consiste, &tant donnés e et e', 3 trouver

la substitution o telle que e' = ce. Si 0 existe, oM(e) est unique, comme

le montre le lemme suivant. On dit que OPV(e) est le filtre de e vers e'.

Lemme 5,3

Ve,e',o,0' e' =ce et e'=0'e = OPV(e) = o'}U(e).

Démonstration :

Par récurrence structurelle sur e ;

i)

]
l

x alors ox = e' = o'x.

Fe sese alors e' = Foe,***0e = Fo'e,seec'e .
1 n 1 n 1 n

i) e

Par hypothése de récurrence, avec V. V(ei), on a OPVi = o'PVi.
n .
Comme V(e) = L_J V., on a bien le résultat.[]
e
Contrairement aux langages d'ordre supérieur, un algorithme trés

simple de descente récursive permet de résoudre le probléme du filtrage

sans retours en arriére,

Algorithme de filtrage

Soit e,e' dans T, V = V{e). Initialement ox =L pour tout x dans V,

o L est un svmbole spécial non dans T("indéfini'"),



Filtre (e,e') :

!
w
[
®

I

"Fe,*+ee_ alors
1 n
- si e' = Felsere! alors
1 n
[Filtre (el,e;) :
Filtre (e_,e’
( n? n)]
- sinon exit échec
- sinon (e ¢ V) alors
- si Oe =1 alors oce=< e’
- sinon si ge # e' alors exit &chec ; fin de Filtre. [

11 est clair que si 1'algorithme Filtre s'arr@te en &chec alors e
ne schématise pas e'. Sinon, la substitution 0 finale est telle que e' = ce,
Le temps d'éxécution de l'algorithme est proportionnel & 8 (e'),

La relation < est un préordre, On dit que e et e' sont des variantes,
et on note e = e', si e<e' et e'<e.

l.es variantes sont identiques, au renommage de leurs variables prés,

comme le montre le lemme suivant :

Lemme 5.4
eze' &£ J e =te'

(ol & est une permutation).

Démonstration
= : évident, car toute permutation admet un inverse, par définition.
= : Supposons qu'il existe o et ¢' telles que :

e' = oe et e =ca'e',



Alors e' = oc'e' et e = c'oe.
Par le lemme 5.2 : V&‘e V(e')oo'x = x
| Vx ¢ V(e) o'ox = x.
g(resp., 0') est donc une ipjection de V(e) dans V(e') (resp. de V(e') dans
V(e)), et par conséquent
v(e) = v(e').

Soit ¢ une bijection quelconque de V(e')-V(e) dans V(e)=V(e").

Les substitutions E et §' définies par :

ox s8i x ¢ V(e)

Ex ¢px Si x e V(ef)-V(e)

x Sinon

o'x s8i x € V(e")

E'x = ¢_] si x € V(e)-V(e")

x» sinon
sont des permutations inverses, et par le lemme 5.2 on a bhien :

e' =te et e=¢"e'. O

Ce lemme nous fournit une caréctérisation pour les variantes, qui
est équivalente ici, pour les Qariables libres, & 1'égalité par a-conversion
des variables liées dans le A-calcul typé. Mais remarquons que ce lemme n'est
plus vrai dés le second ordre, puisqu'on a par exemple
x = f(A) = g(x).
On peut étendre la relation < aux substitutions par extensionalité,
en définissant : o<o' & Ve ¢ T qesc'e.

(on dit que o est une substitution plus générale que ¢').

De méme : czc'" & WeeT oe=oe.
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Le lemme suivant nous montre que cette définition est équivalente

i celle que nous avons utilisée jusqu'3d présent
Lerme 5.5 o<o0' & Jp o' =po,

Démonstration :
Soit 0. et o' deux substitutions quelconques, soit
V =D(a) v D(c')y v I(o), et

‘soit F un terme quelconque tel que V ¢ V(E)., Posons :
(1) o<o!
(2) oF<0o'F
(3) Jo¥x € V pox = o'x
(4) o' o' =p'c

On prouve successivement

() = (1) : trivial
(n = (2) : par définition de o < o
(2) = (3) : en prenant p tel que poE = 0'E, en utilisant le lemme 5.3.
(3) = (4) : soit p tel que Wx e V pox = o'x,
Prenons p' = p ]V,
"~ On a: V& e V p'ox =0'x car T(o) ¢ V,
W ¢V o'x = x car D(¢') c V
ox = x car D(o) ¢ Vv
et p'x = x par définition de p'
donc p'ox = o'x = x
ce qui donne bien ¢' = p'o,

L'équivalence de (1) et de (4) termine la preuve. Le seul point délicat
concerne 1l'existence de F. Flle découle directement de notre hypothése concer-

nant 1'existence d'un symhole de fonction non monadique. En fait, le lemme
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est faux dans les langages monadiques, comme il est facile de constater. [J

Remarque : $i rous supposons les substitutions non restreintes & un domaine
fini, le lemme 5.5 reste vrai. La démonstration est plus compliquée, c4r au
lieu du terme E on doit considérer une séquence croissante de termes Ei’

et construire p par un passage 3 la limite.
Lemme 5.6 cz0' & 3J& o' =Ek0, ofi £ est une permutation.

Démonstration :

Similaire a& celle du lemme 5.4, en prenant maintenant

V =D(0) u D(6') u I(o)uI(o"). [

Remarque : Par contre, ce lemme n'est plus vrai pour les substitutions
infinies, car une injection de V dans V n'est pas toujours une bijection
lorsque V est infini. Par exemple, en définissant o par :
i ov, =v,,
v i 2i°

et en prenant pour o' l'identitd : o' = @, alors on a 0 = o', mais on ne

peut ohtenir 0' de 6 par une permutation.

Nous allons maintenant &tudier plus en détail la structure de 1'ensem~
ble quotient ;= T/=. On dénote par [e] la classe d'éqﬁivélence de e, c'est 3
dire l'ensemble de ses variantes. < définit un ordre partiel sur %,que nous
noterons également <, Vis 3 vis de cet ordre,? posséde 1'élément minimum
L= 1[x] =1V,

Avant de poursuivre, faisons un bref rappel algébrique.

Nous utiliserons les abréviations "inf" (resp. '"sup") pour

borne inférieure (resp. borne supérieure).
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5.3, Inf demi-treillis bien fondés

Définition :
-

On dit que la strutture <T,<,A> est un inf demi-treillis bien fondé

(en abrégé ITF) ssi :
1) < est une relation d'ordre sur T

-~

Z)th,t2 € T 1l existe dans T un plus grand minorant de t] et t2,

appelé inf de t et t,, et dénoté par £, A t,.

T(t £t < < At
Yt e T(t et tst) = t<t, 5
3) < est un ordre bien fondé. C'est a dire, en dénotant
t<t' & t=z<t'ett ot
il n'existe pas de chaine infinie décroissante
> t > eee > > see
t1 2 tn

Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés des ITF,

On désignera abusivement un ITF <T,<,A> vpar T,

Lemme 5.7

Soit T un ITF., Tout sous—ensemble A non vide de T admet un inf na.

Démonstration :
Soit A non vide. Soit A le plus petit sous-ensemble de
et fermé par A. Nous montrons que A posséde un minimum 5, c.a.d.
Ja e A b e A ash,
En effet, A est non vide et posséde un &lément a. Si A ne possédait
pas de minimur, alors on construirait une chaine infinie décroissante
ay > ay > eer comme suit.

Soit a, le dernier élément construit. Par hypothése a, n'est pas

minimum, donc Hbi € A a; £ b..
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ita, =a, Ab, ; a, A s i A.
Soit a1+1 al ;i a1+] € A, par construction de A

I1 est clair que a, < a,. Si a, = a, alors on aurait a, < b.,
1+] 1 i+] 1 1 ‘1

contraire & 1'hypothése. Donc a;,, < a;.

L'existence d'une chaine infinie décroissante étant exclue par
la définition d'ITF, A posséde bien un minimum a. Puisque A c K, on a bien
Va € A a < a., Soit maintenant b un minorant quelconque de A, Il est clair
que b minore aussi K, et donc b < a.L'élément 3 a.donc bien les propriétés d'un

inf, et on définit nA = 3, [

En particulier, on dénote : L = nT,

Lemme 5.8,

Soit T un ITF. Tout sous—ensemble A de T “majoré admet

un sup UA,

Démonstration

Soit A un sous—ensemble de T majoré. Soit A 1'ensemble
des majorants de A. Par hypoth&se A n'est pas vide. Par le lemme 5.7, A admet

donc un inf : a = NA, A étant fermé par A, 3 est en fait un minimum, i.e.
a e A. Il est clair que a est le sup de A, et on définit donc vA = a. [J
Les lemmes 5.7 et 5.8 nous indiquent dans quelle mesure la condition

d'ordre bien fondé implique des propriétés de complétude d'un ITF. En particulier

ils expriment que si T est un ITF, alors on peut le compléter par un élément T

: o ~ -
en un treillis complet. En effet, soit T =T u {7}. On étend < @ T en ajoutant :

a
Wx e T x < 1. Alors il est clair que T est 1'inf du sousg~

o a
ensemble vide de T, que tout sous—ensemble de T est majoré par T,
I3 v . A .
qu'enfin tout sous-ensemble A U {1} de T contenant T admet pour inf nA et pour

P
sup T. Ceci montre bien que T est un treillis complet. La réciproque bien sir
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n'est pas vraie, c'est 3 dire qu'il existe des treillis complets qui ne

sont pas des ITF,

Remarquons enfin que nous n'utilisons aucune propriété de cardina-

1lité de 7.

5.4,

T est un ITF,

~

Le but de ce paragraphe est de montrer que notre ensemble T des

classes d'équivalences de termes de ler ordre posséde une structure d'inf

demi-treillis bien fondé, vis a vis de 1l'ordre < défini en 5.2, L'élément

~

minimum de T, est hien siir V,

L.a preuve ge décompose en deux parties :

- 1) < est un ordre hien fondé sur T,

- 2) existence de 1'inf,

Tout d'abord, remarquons que 6 et Vv sont bien définis dans T, car

e =e' = (8(e) =68(e") et v(e)

v(e')).

-~

Nous ferons les preuves dans T plutdt que dans T, toutefois. Une des

difficultés ici est que, dans T, < n'est pas compatible avec la structure

des termes, i.e.

ei < e]f. # F(o..’ei’...) < F(...’el{",,,).

De plus, les substitutions ne sont pas des fonctions monotones, i.e.

F+> de < oe',

Nous allons tout d'abord définir une opération p de T dans T,

appelée projection,

Définition :

On dit que les permutations Ei séparent les termes e,, avec 1<i<n, ssi :

Vi,jsn o V(Ee) n V(Eie,) = 0.



Soit e ¢ T, On définit la projection p(e) de e dans ? par la défi-
nition récursive
(1) \/x e UV p(x) =
(11) VF e € p(F(ereyepyoee)) = [FCor,Eips,000)],
oti p; € p(ei), et les £s séparent les P;-
I1 est clair que dans (i1i), le résultat ne dépend_pas de 1'élément
P; pris dans la classe p(ei). Notons également que p est compatible avec =,
i.e. e=ze' = p(e) =ple).
Par exemple, en prenant e = F(x,C(y,x)), on a
p(e) = [F(x,C(y,z))1].
Intuitivement, p distingue toutes les occurrences de variables.
Le nom de projection est suggéré par les deux propriétés :
p(e) < Tel
Ye' e p(e) ple') = p(e).
Nous allons majntenant rontrer que pour croitre dans T, il faut soit
augmenter 6, soit diminuer v. Par exemple :
F(x,v) < F(x,6(x,y)) < F(x,G(x,x)).
Lemme 5.9
Ye, o 8(ce) = 8(e) + 2, #(x,e) 6(ox)

Démonstration :

Par récurrence sur e :

X trivial

(1) e

(ii) e = Fel-“en

6 (ce) 8 (Foe, »++0e ) 1 + .E: e(oe )

6(e) + £§U #(x,e)e(ox) par définition , [I
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b
1+ Zje(e )+ z: ;% #(x,ei)e(ox)par hyp.de récurrence
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Remérgue : Eiv #(x,e) 6(ox) = Eiv #(x,e)8(ox), oli V est l'ensemble fini

D(o) n V(e), car en dehors de V au moins un des facteurs du produit est nul,

Corollaire :

Ve, 0 6(ce) =08(e) & Vxel oxel,

Lemme 5.10
Ve, 0 68(e) = 08(ce) = v(e) 2 v(oe).
Démonstration : par le corollaire ci-dessus, si 6(e) = 6(ce), alors
Vx e V(e) ox e V, On a donc.
= U {/ = /
V(oe) xeV(e) (ox) {ox|x € V(e)}, et donc
v(ce) < v(e). O
Remarquons que 1'égalité n'est obtenue que lorsque o['V(e) est une

injection, qui peut alors &tre complétée en une permutation, i.e. e = cde.

Autrement dit :

Lemme 5,11

Ve,e' e <e' et 6(e) = 08(e') = v(e) > v(e").
(oi e < e' est bien slir défini comme : e < e' &> e < e' et e' £ e).
Lemme 5,12
Ve,e' e <e'etBe) =06(e'") = ple) = ple").
’ 2
Démonstration : par récurrence structurelle sur e
(1) si e = x alors 9(e') = 0 entraine e' ¢ V, et donc p(e') = p(e) = V.

(ii) si e F(---,ei,---), soit o tel que e' = oge, Par le corollaire
au lemme 5.9, on a Vx ¢ V(e) ox ¢ V, et donc aussi e(ei) = e(oei), ce qui

implique p(ei) = p(oei) par hypothése de récurrence, et donc aussi

p(e) = p(oe). O
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11 est facile de montrer que 8(p(e)) = 6(e), et que Ve' e p(e)
e' < e, Par le lemme 5,10, ceci entrafne v(e) < v(p(e)). En combinant

ceci avec les lemmes 5.11 et 5.12, on obtient :

Lemme 5.13

Ve,e' e < e' et 8(e) = e(e') = v(e') < v(e) < v(p(e")).

Lemme 5,14

I1 n'y a pas de chalne infinie décroissante dans 7.

Démonstration :
Soit une chalne infinie décroissante :

e, > e, >rcer > e, > g, e
2 1 i+1

~

D'aprés le lemre 5.9, on a G(ei) > 6(ei+|). Donc, & partir d'un
rang k on doit avoir des termes de taille identicue : Vizk e(ei) = e(ek).
Mais alors, on devrait avoir, par le lemme 5,13, une chalne infinie croissante :
v(ek) < v(ek+l) < s++ bornée par v(p(ek)). Ceci n'est pés possible, ce qui
prouve le théoréme. []

~

Naturellement, le résultat s'étend immédiatement a T,

Remarque : En fait, nous pourrions montrer davantage .,

Vt e T, {t'|t' <t} est fini. Les chaines décroissantes issues

d'un terme donné sont donc de loneunenr hnrnée,

Nous allons maintenant montrer l'existence de t A t', pour tous t
et t' dans T. DNous nous intéressons aux classes plutdt qu'aux termes, car
1'inf est unique dans les ordres, et non les pré-ordres, Mais nous continuons

de raisonner sur les termes, afin de faire "passger' les récurrences.



Définitions :

. .. . : 2
Soit ¢ une bijection quelconque entre T~ et V, 7 et =

1 2
ses

fonctions inverses

Ve,e' ¢ T ¢(e,e') ¢ V, e = w]¢(e,e'), e' = v2¢(e,e”).
L'inf de deux termes e et e' est défini récursivement par :
(1) F(...’ei’...)_A F(.f.,ei’...) = F(...’ei A ei,...) VF ¢ C
(ii) e A e' = ¢(e,e') dans tous.lés.autres cas,
Exemgle :

Soit e = F(G(A),G(A),A,A,C)

e' = F(G(B),G(B),B,A,B).
Soit x = ¢(A,B), v = ¢$(C,B), On a :
e Ae' = F(G(A) A G(B),G(A) A G(BR),A A B,A A A,C AR)

= F(G(A A B), G(A A B),X,b,y)

= F(G(x),G(x),x,A,y).
Prouvons maintenant que e A e' est bien 1'inf de e et e' (modulo

une permutation).

Lemme 5,15

Démonstration :
A 8tant s
cela

Pour

(i) si e

(ii) si e

Ve,e'

Soit e" = e A e',
ymétrique en e et e', il suffit de montrer e" < e.
, On montre que e =

11

- par définition de n].
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1 . '
m e, par récurrence structurelle sur e"

= x alors e" = ¢(e,e') par cas (ii) de la définition de A,

F(---,eg,---) alors par le cas (i) de la dé&finition de A,
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F(.no .e..’oc.)’

On doit avoir e = ;
e' = F(...’ei..?..)’
et e' = e, Ane!, D'ol :
i i i
1 ] . -
me" = F(eoo,m eg,°°°) = F(-'-,ei,-'-) par hypothése de récurrence.

e. [

Nous voulons maintenant prouver que
Ve,e',e" (e <e'etec<e") = e <e'nre".
Mais ici la récurrence évidente sur e ne 'passe pas', toujours 2
cause du fait que < n'est pas compatible avec la structure des fermes. C'est
pourquoi nous devons emplover une hypothé&se de récurrence plus forte, afin

de "paralléliser" les substitutions.

Lemme 5,16

Soit ei,ei,eg e T, l<i<n tels qu'il existe deux substitutions

o' et 0" telles que :

e. = J'e, 1<i<n
- i i '
eg = o"ei. Alors il existe une substitution o telle
que ei A eg = ce.. l<i<n,
n

Démonstration : par récurrence sur 9 = 12% 6(ei)'

(i) si 6 = 0 alors Viso e, € ! et on peut prendre
g = {<e.,e! A e'>}
i*7i i
(si e, =e., , alors e! = c'e, =o'e, = e., de méme e' = e, et donc
i 7] i i i i 53

e! Ael =¢e' ae),
i i 3 j

(i1) si 6 > 0 alors il existe ks<n tel que e(ek) > 0,

c.a.d. e, = F(---,eﬂ,---) avec T e C,
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Alors : e! =o0'e

k k

e{(’ = 0"ek = F('“’Onei'”')'

F("',O'ef{,"')

On applique maintenant 1'hyporhése de récurrence 3 :

el’.."ek_]’ek’...’e{()’e]{.‘.]’...’en

1
e! ﬁ_‘,o'ek,~--,o'e

1’...’e

p ' e o0

k*Cx+12" " 0%
el' eoe ell
]’ $]

]
g"e ,---,o"e

, ’e" ,’oou
k=1 k k2 Tk+] n

et on obtient :

™
>
0]
1l
o
7~~~
.
L]
-
Q
o]

-

Théoréme 13 : est un ITF.

Démonstration :

Découle directement des lemmes 5.14, 5.15 et 5,16, []

Remarquons que le passage au quotient par = relativise la
bijection ¢ : or peut prendre un différent ¢ pour tout couple <e,e'> ;

il n'a alors besoin d'€tre défini que pour les sous termes de e et e'. En
fait tout ce qui importe est de distinguer les occurrences de sous termes
communs .

On sait reconnaltre en temps linéaire les occurrences de sous termes
identiques. On peut donc calculer t A t' en un temps proportionnel a €(t) + 8(t")
L'stude détaillée des coefficients et de la mémoire nécessaire dépend des
structures de données utilisées ; nous ne la ferons pas ici.

T a bien slir la méme structure gque ?, sauf que < y est seulement un

préordre. On peut donc qualifier T d'inf-demi-pré-treillis bien fondé.
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La complétude de T découle des lemmes 5.7 et 5.8, En particulier,
remarquons que nous avons prouvé l'existence, pour tous t et t' dans %
possédant un majorant, d'un sup t vV t', sans avoir recours a un algorithme
d'unification. C'est la démarche contraire que nous allons employer : nous
allons définir un algorithme d'unification, et montrer qu'il est correct,
c'est 3 dire qu'il calcule le sup de deux termes séparés.

De méme nous avons donné pour 1'inf directement une définition ré-
cursive, sans passer par un algorithme d'anti~unification comme le font
Plotkin [PG27 et Peynolds [RJ1]. Remarquons que le treillis complet considéré
par Reynolds n'est autre que T, mais '"renversé", auquel on a adjoint deux
éléments supplémentaires A et Q, A est totalement inutile, puisque ! = [x]
remplit son rdle dans ?. Quant d @, il représente la réponse "incompatible"
& 1'algorithme d'unification., Nous allons voir plus loin qu'en fait il est
possible de compléter % d'une mzniére plus intéressante,

Avant d'aborder 1'unification, remarquons que nos résultats nous

permettent de caractériser simplement la relation de couverture de notre ITF,
Définitions : Soit e se, € T

On dit que e, ccuvre e, ssi e; > e, et Ze3 e; > eq > ey,

1

On définit la relation - dans T2 par e, > e, ssi

Soit (i) e, =oe, avec 0= {<x,F(yl,---,yp)>}
olt X ¢ U(ez) et V. ¢ V(ez) l<i<p.
Soit (ii) e, =0e,
de V(e,).

avec o = {<x,y>} oli x et y sont des variables distinctes



Lemme 5,17

e, e, = e, couvre e,,

Démonstration :
D'aprés les lemmes 5,9 et 5.13
e(el) > e(ez)

e, > e =
ou e(el) = G(ez) et v(e]) < v(ez).

Si e, > e,, alors e, 2 e,, avec deux cas

(1) e, = ce, avec 0 = {<X,F(y],-'-,yp)>}.
Dans ce cas, soit m = #(x,ez) > 1, G(el) = 6(e2) + m, d'ot e > e,.
S 1 > > = =
olt e3 quelconque tel que e1 63 > 92, avec e3 pez, e] ne3.

ce, = nee, entralne en particulier, par le lemme 5.3
Vy € V(ez)—{x} ney =y, d'oii py € V.

a) px ¢ V. Alors 9(e3) = O(ez), et e, > e, entraine v(e3) < v(ez).

Donc ay])yz € l/(ez), ‘/'] # y2 tels gue Oyl = Oyz, et donc npy] = np

Soit par exemple vy, # x. Alors ney, = Y

Si Yy # x alors impossible car ney, =V, # Y

Si vy = X alors impossible car npx = 0x # y,.

- Ce cas ne peut donc pas se produire,

b) ox = F(t],---,tp) (car npx = F(y]."',yp)-

Alors soit n' = oPV(e7) U {<yi,ti>|lsi$p}.

On a Yy ¢ U(ez) n'oy = py, d'ot e, = n'e] > e, ce quli entraine

e, et donc e, couvre e

(9%
|

1 2°

(i1) e, = ge

1 , avec o = {<qy>), x #y, x,y e V(e,).

On a alors e(el) = 6(e2) et v(e]) = v(eQ)—l, ce qui entraine bien

[
\

e

1 9y €t ]e3 e, > ey > e, M
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Lemme 5,18

e, couvre e, = e, = e ey > €,

Démonstration

Soit o tel que e, =oce,. Il y a deux cas :

(i) dx € V(ez) 6(ox) 2 1, c.a.d. ox = F(---,Fi,---).
Alors soit {yi} des variables distinctes non dans V(ez), et

soit p = {<x,F(se¢+,y.,***)>}, On a e, 2 pe,, car 0 = np, avec
i ! 2 V(ey)
2

n = {<yi’Ei>} U orV(ez). Or pe, > e, par définition de » (i),

donc pe, > e, par le lemme 5.17, donc e, = pe, par hvpothése e,

couvre 62 .

(1i) YYx ¢ V(ez) B(ox) = 0, c.a.d., ox ¢ V. Donc e(ez) e(el), ce qui

implique v(el) < v(ez) dene ﬂxl,x2 € V(GZ) ox, = 0x,. Soit

p = {<x1,X2>}. De meme que plus haut, on a e, 2 pe, > e,, ce qui

prouve e, = pe,. 0

l.es lemmes 5.17 et 5.18 nous montrent donc que »+/Z est la relationm

de couverture dans 1'ITF T.

-~

A titre d'exemple nous donnens une portion de T, avec la relation =/Z
p D ’

pour C contenant une constante A, un symbole de fonction unaire C et un

symbole de forction bhinaire F,



6 =4

[F(G(A),A)]

4
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[F(G(A),G(A))]

AN

[F(C(A) ,G(x))] [F(G(x),6(A))])

!

[F(a,G(AN)

[F(G(x),6(x))]

g =3
//// [F(G(x),G(yN)
F(G(ARX) ] [F(C(x),A)] [F(a,0(x))] [F(x,G(A))]
[F(A,A)]
/1
CF(G(x) %) ; Crex,cen1 /
TF(x,0(y))1! [F(X,F(y,z))]

e =2

[F(G(x),y)]

F(x,A)]
[F(xyx)]
6 = 1 //////
[a)

[e(a)l feF G,y [CEE)]

///

re(xy)

[F(A,x)]

TFP(x,y)]

—~— 1

(x) =V
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Comme on peut le constater sur la figure ci~dessus, T n'est

pas modulaire. En effet, on a la sous-structure :

[F(G(x) , G(x))]

/

[F(x,x)] [F(G(x) , G(y))]

[F(G(X) py)]

[F(x,y)]
Finalement, remarquons que % admet pour élément minimum [x] = VU,
et pour éléments maximaux tous 1e$ termes fermés (uniques dans leurs classes).
Dénotons par F 1'ensemble de ces termes fermés :
F=1{eeT | vi) =0},
F est non vide si et seulement si C contient au moins une constante C
d'arité () = 0+ Dans ce cas, il est facile de montrer que tout terme est

1'inf des termes fermés qui le majorent :

Lemme 5.19 Si C contient une constante C, avec a(C)=0, alors V¥Ve ¢ T

e=nfe' e F| e"=2el.

Démonstration :

Soit V(e) = {x],'--,xn}, et soit F ¢ C avec a(F) =2 1,
Soit e,***,e D termes fermés distincts commengant par F (par exemple,
si F est unaire prendre e, = Fi(C)).

On considére o, = {<xi,ei>(]si5n} et o, = {<xi,C>|1£i£n};

En choisissant une bijéction ¢ telle que Vi < n ¢(ei,C) = X, on montre

facilement par récurrence sur e que e = 0,e A o,e, []



5.5. Unification dans T

5.5.1. Relations entre 1'unification et le sup

Soit e ,e, € T. Unifier e, et e,, c'est résoudre dans T 1'équa-

1

tion e, = e,. On appelle unificateur de €, et e, toute solution, c'est

1 2°
a dire toute substitution ¢ telle que ce, = ge,.
Tout unificateur o de e, et e, détermine une instance commune,

c'est 3 dire un majorant commun de e, et e,. Inversement, si e, et e, sont

des termes séparés, 1.e. V(e]) n V(ez) = @, alors tout majorant commun

détermine un unificateur : soit e = 0,8, = 0,8, ; en prenant
~

o = UIPV(el) u OZPU(ez).on a hien ve = ge,.

Si e, et e, ne sont pas séparés, alors soit £ une permutation sépa-

rant e, de e : U(e]) n U(Eez) = f,

Tout majorant commun o €] = 0,8, détermine un unificateur

] 2

olrv (e]) U (gzg—l)fV(gez) de e, et gez. On peut donc trouver les majo-

rants communs 3 e, et e_. par unification de e

et te,. i
| 9 y L€, Inversement, soit

3 unifier e et €,

{ = LU = /
Soit V {XI’XZ’ ,xn} V(e n Ve, .
Soit F un svmbole de fonction binaire ; on considére les termes :

E

F(x ), F(xy,00e,F(x ,e)000))

i

et F F(x],F(xz,---,F(xn,ez)...))_

Soit F un majorant cormun a E1 et F2, s'i1l en existe

F o= F(XI’F(XZ,""F(ane)"'))o

Ona E=g9,F =o0,E, avec Q]FV = OZPV = {<xi,Xi>|ISisn}.



On peut donc former ¢ = olrv(el) U OZFV(EZ), et on a bien

} T o€y, Ne plus, o est unique par le lemme 5,3.

l.a recherche d'unificateurs est donc identique & la recherche

~

de rajorants communs., A 1'existence du sup de deux classes dans T va

e = ge

correspondre 1'existence d'un unificateur principal de deux termes quel-
conques. Ce résultat est un résultat fondamental des langages de premier
ordre. 11 a des implications profondes en théorie de la démonstration,

comme 1'a pressenti pour la premiére fois Herbrand (voir la propriété A dans
sa thése [HJI]),

Le probléme a été repris par Prawitz [PD1] , puis par Robinson [RJAI],
qui utilise un algorithme d'unification comme clé dans la définition d'un
systéme déductif complet utilisant une régle d'inférence unique, la résolution.
La régle de résolution est une '"coupure modulo unification", sur des propo=
sitions (clauses) mises sous forme normale conjonctive, aprés élimination
des quantificateurs par la méthode de Skolem . Cette réple sert de base &
la plupart des programmes de démonstration automatique uti]isés & ce jour.

Nous allons maintenant décrire un algorithme d'unification similaire
a8 celui décrit originellement par Robinson, puis nous prouverons sa correction,
en rontrant qu'il calcule effectivement 1'unificateur principal de deux
termes unifiahles.

On peut donc utiliser cet algorithme pour trouver le sup de deux

£

classes t, et t, dans T ; soit e, € t e et

1 2 1 19 I et 52 deux permuta-

VAR

tions qui séparent e, et e,, © 1'unificateur principal, s'il existe, de

Cle] et Ezez. Alors on définit t, A

] t2 = Fo&lel].



5.5.2. Unificandes

au chapi

termes

que U(P)

STMPL, qui prend comme argument un unificande, et retourne comme résultat

un unificande ou la réponse

Nous allons utiliser des notations similaires & celles définies

tre 3,

On définit un unificande comme un ensemble fini de paires de

N = {<ei,e£>|lﬁi£n}.
On dénote par N l'ensemble des unificandes.

L'ensemble des variables de N est

V(N) = g;i V(ei) u }gﬂ V(ei).

L'ouverture de N est : v(N) = |V(W)].

On dit que la substitution ¢ unifie N ssi

Visn ce. = ge!.
i i

On dénote par (M) 1'ensemble des unificateurs de N. (Remarquer
= S, 1'ensemble de toutes les suhstitutions),

Nous allons tout d'abord domner un algorithme de simplificaticn,

avec 1'unificande vide 0.

Nous décrirons ensuite 1l'algorithme d'unification comme &numérant
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"7 (échec). On identifie ici la réponse succés

1'analogue d'un AP, Mais ici tout arbre se réduit 3 une branche finie, et il

y a donc une solution unique qu'on obtient en un terps fini,

On dénote N = My {1}, et par convention U(T) = @ et V(T)
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5.5.3. L'algorithme SIMPL

Description ngorithmique de SIMPL(N), potir tout N ¢ N,
étape 1': §'il n'existe pas dans N de paire <e,e'> telle que 8(e)>0
et 6(e')>0, alors aller & 1'étape 2.

Sinon, soit <e,e'> une telle paire : N = NUJ {<e,e'>},

avec e Fe ,evve
: 1 n

e'

Gelesre
1 n'
(i) si F # G alors sortir avec la réponse "T",
(ii) sinon, on doit avoir n' = n. Alors, avec N « N y {<ei,e{>|lsisn},

retourner a 1'étape 1.

étape 2 : Remplacer dans N toutes les paires <e,x>, avec 6(e)>0, par

les paires <x,e> correspondantes,
étape 3 : Supprimer dans N toutes les paires <x,x>.

étape 4 : S'i1l existe dans N une paire <x,e> avec x e¢ V(e), sortir avec

la réponse "7" ; sinon N est le résultat, []

11 est &vidert que l'algorithme SIMPL termine toujours. Pour

1'étape 1, par récurrence sur 8(e), pour les autres étapes c'est

<e,e'>eN
trivial, Il est & remarquer que, du point de vue algorithmique, il est
possible de faire les trois &tapes finales en paralléle en une seule passe

sur la liste représentant N,

La covrection de STMPL. se raméne au lemme suivant.

Lemme 5,20
Pour tout unificande N

a) U(SIMPL(M))

{H{N)

b)  V(STMPL(N))

n

van



Démonstration :
Laissée au lecteur., Le seul point intéressant consiste & remar-

quer que si x ¢ V(e) et e # x, alors Ao ox = oe, car pour tout o

8(ox) < 8(ce) par le lemme 5.9, et donc que SIMPL(N) =T = U(N) = ¢. []

5.5.4, Unification d'un unificande N

L'algorithme d'unification proprement dit consiste en la cons-

truction d'une suite :

9, -SR
NO-—* N1 cee Np p20
telle que :
- NO = SIMPL(N)
- Ni e N Vi<p
- N = @ (succés)
P
ou = T (échec)
- 0. € N, i>0
1 i-1
- = | '\_ ’
N, SIN’PL({<oiei,ciei>|<e]..,e].. e N._ 1) i>0
Remarquons qu'on a le choix de la paire o = <x,e> choisie dans

1'unificande Ni-l' Cette paire est alors considérée comme composante de

substitution, et appliquée 3 Ni— . Rerarquons tout de suite qu'on peut

]

éviter des calculs de simplification inutiles en posant : Ni—l = {oi}\j ﬁi

et en définissant plutdt Ni = SIMPL(oiﬁi). l.a paire <0;¥,0.e>, avec 0, =
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<X, e

sera éliminée par les étapes | et 3 de SIMPL, puisqu'on est slir que x ¢ V(e)

par la passe de simplification précédente. On a donc V(oiﬁi) = V(Ni_l)—{x),

et en utilisant le lemme 5,20 on a donc v(Ni) < V(Ni~ ), ce qui assure la

]

terminaison en au plus v{(N) étapes.



5.5.4, Preuve de correction
9y o
Soit N,—— N— RS Np = une suite d'unificandes cons-

0 1

truite par l'algorithme précédent. On définit une sé&quence 505...’€p

des substitutions par la récurrence descendante :

im1 Eidi O<i<p.

La correction de 1l'algorithme s'exprime par le théoréme suivant,

Théoréme 14 :

Pour tout unificande N ¢ N, U(N) est vide ou posséde un élément
minimum, L'algorithme d'unification retourne T dans le premier cas, dans
le second cas il s'arr@te en p étapes avec Np = f, et g = op-'°01 est

un unificateur principal de N,

Démonstration :
Supposons que 1'a1gorithﬁe d'unification s'arr@te avec succés
en p étapes : N_ = @, Avec gi défini comme plus haut, on prouve par
récurrence descendante sur i que Wi<p Ei € “(Ni)‘
(i) pour i=p c'est trivial, car U(P) = 8.
(ii) i>0 3 supposons Ei € “(Ni) = U(oiﬁi) pour le lemme 5,20,
On a donc Ei—] = Eioi € U(ﬁi).
Soit 0, = <x,e>. On a o;X = e =g.e car x ¢ U(e), puisque Ni—l
a été ohtenu par SIMPL, Donc Eioix = Eioie, ce qui achéve de montrer que

Ei—l est unificateur de Ni-l = {<x,e>} u ﬁj. On ohtient donc pour i=0

50 € (I(NO) = [(N).
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Réciproquement, soit o € U(NO) = (I(N).

On montre que, pour tout i p ani € U(Ni) O = N.0:0:

L
117 1~ )

par récurrence sur i.
i) 1 =0 on prend NG = o©
ii) on suppose que la propriété est vraie pour i-1.
Soit o, la paire sélectionnée dans N.p e
N, = {o,}\¢) N, avec o, = <x,e>.
i-1 t 1}\J i i i

Par hypothése ni_y € U(Ni-l)’ et donc

Mi-1% % Njag® = N 95%e
Considé&rons
n, =, ]PV-{x}.
On a n. X = n.0.xX car x £ V(g.x)
1-1 11 1
et Wy # x Nsy = My =S nioiy car  g;y = v.
Donc ni_] = n.ol.

J N N = I
N, € “(Ni—l) = n,o; € “(Ni) = n; € “(OiNi) L(Ni)
par le lemme 5.20, Ceci termine la récurrence.

Pour i=p, on ohtient o = np&o, i.e, Ey%a.

(“(Ni) #0 pour tout i impose que 1'arr@t se fasse par succés,

c'est 3 dire avec Np = P).

Donc £4 = n Uy £y est un unificateur principal de N. []

Remarquons que par le lemme 5.6, le résultat 50 de 1'algorithre

d'unification est unique modulo une permutation.
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Exemple :

N = {<F(x,F(6(2),F(u,¥))),F(GC(Y),F(y,F(z,6(u))))>}
N, = {<x,C(y)>,<y,C(2)>,<u,z>,<y,G(u)>}

o, = <x,G(y)>
N, = {<y,c(z)>;<u,z>,<y,c(u)>}

o, = <y,G(z)>
N, = {<z,u>,<u,z>}
04 = <z,u>
N3 =

Avec les notations de la preuve :

£, = {<z,u>}
£, = {<y,G(u)>,<z,u>}
EO = {<x,G(G(u))>,<y,G(u)>,<z,u>},
Avec o = {<x,G(C(2))>,<y,G(z)>,<u,z>}, on ohtiendrait
Ng =0

ny = {<y,G(2)>,<u,z>}

{<u,z>}

nz'

Remarquons que o est, corme EO‘ un unificateur principal de N,

Remarques :

1) L'existence d'upn unificateur principal est une propriété plus forte

que 1'existence du sup dans T, En particulier, remarquons gu'une substi=-

tution unifiant deux termes e, et e, en une instance la plus générale e

1

n'est pas forcément un unificateur principal, méme si on ré&duit son domaine

31
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aux variables apparaissant dans e, et e,. Par exemple, considérons

e, = x
I .
e = F(y) est une instance commune
e, = F(z)
minimale de e et e, 3
<x,F(y)>
e = ce, =ge, avec 0 = . Pourtant ¢ est strictement
<z,y>

moins générale que l'unificateur principal p = {<x,F(z)>} produit par
1'algorithme d'unification :
0 = np avec n = {<z,y>}

mais An' p = n'o, done p<o.

Ce qui importe ici, c'est que l'unificateur principél nous donne
une instance commune minimale de e, ete, qui ne posséde pas de variables
en dehors de V(e]) u V (e2).

D'un autre cBté, le théoréme 14 ne nous permet de conclure 3
1'existence de sups que pour des ensembles finis de termes, alors que le
théoréme 13 nous donne 1'existence d'un sup méme pour des ensembles infinjs,

a2 condition qu'ils soient majorés.

2) Comparaison avec 1'algorithme original de.Robinson. On peut comparer
nos unificandes aux '"disagreement sets' de Robinscon [RJA1]. Il y a pour—
tant deux différences mineures.

Tout d'abord, le test de 1'étape 4 de SIMPL est effectué lors de
la simplification, et non lors de la sélection d'une composante de sukbs-
titution. Fnsuite, on choisit cette composante libhrement, si bien que la
descente récursive peut se faire dans une direction quelconque, pas seule=

ment de pauche & droite. Par exermple, si on cherche a unifier

e F(Fi,x)

1
~
@

L}

F(F,,G(x)) , o F, et F, sont des expressions



= "T".

unifiables trés grosses, alors on obtient directement NO

De toutes fagons ces deux algorithmes sont peu efficaces, car
ils font des recopies cofiteuses inutiles. Par exemple, 8i on cherche
3 unifier les termes

e, = F(x,X,°°°,%)

et e

5 = F(E,y,***,y) , oli E est un terme trés grand,

alors on fera inutilement les comparaisons <E,FE> pour les a(F)~2 derniers
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arguments de F. Il v a perte de place, puisqu'on fait des copies du terme E,

et de temps.

lL.e prohléme de 1'espace peut €tre résolu grice 3 une implémenta-
tion par pointeurs, comme celle proposée dans un algorithme amélioré de
Robinson [ RJA2]. Mais ceci ne résout nullement le probléme du temps. Fn
fait, le temps requis est exponentiel en fonction de la taille des terres
d'entrée, ne serait-ce que pour effectuer le test d'occurrence, comme on

peut le constater aisément sur 1'exemple :

e3 = F(X] 1XgsXaqy©t© .xn)

eA F(G(XO’XO)’G(xl'xl)’...’G(xn‘l’xn“‘l))'

Pour remédier & ce prohléme, Baxter [BL1] a proposé un algorithme
d'unification qui consiste en deux phases :

~ une phase '"transformationnelle' qui construit un unificateur

potentiel,

- une phase '"'de tri", qui teste une condition de circularité

qui éguivaut au test d'occurrence précédent.
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Malheureusement, la phase transformationnelle de 1'algorithme
"de Baxter effectue des opérations inutiles, comme on peut le constater
sur 1'exemple <ej,ey> ci-dessus. Plus grave, cette phase peut ne pas

terminer, par exemple avec :

e. = F(x,y,x)

®
"

6 = F(E(3),6(x),9).

Nous allons proposer en 5.7 un algorithme d'unification rapide,
qui utilise une structure de données & partage par pointeurs, et qui
effectue également une phase de tri terminale.

La phase transformationnelle est hasée sur la construction de
classes d'é€quivalences de termes, représentées & la Fisher—-Galler [FGI].
Cet algorithme a été découvert en collahtoration avec Gilles Kahn,

L'algorithme d'unification rapide sera présenté&, prouvé et
analysé en 5.7. Le prochain paragraphe présente des propriétés de bhase de
certaines congruences de termes, qui sont nécessaires pour sa bonne

compréhension,
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5.6, Congruences rationnelles

5.6,1, Equivalences rationnelles

Nous allons nous intéresser 3 des relations d'équivalence définies
sur 1'ensemble des termes T. Toutes les relations d'équivalence ~ que nous
congidérerons auront la propriété de finitude suivante :

[x]1_= {x} presque partout dans V,
(On dénote par [e]l_1'ensemble {e' € T| e ~ e'}).
On note ~, c ~, pour Ye,e' e ~ e'! = e ~y e', et on dit que

~, est plus fine que Ny
On appelle congruence une équivalence ~ compatible avec la structure
de magma, c'est 3 dire telle que :
e, ~ e{ 1<isn = F(el,--v,en) ~ F(e;,---,e;),
Réciproquement, une &quivalence ~ est dite simplifiable ssi :
Fle ,ore,e ) ~ Flely**r,el) = e; ~ej Igisn,
Une équivalence ~ est dite cohérente ssi
F(e1,~-°,en) ¢/C(e;,---,e;) pour F # G.
Remarquons que la congruence engendrée par une &quivalence ~ est finie
(resp. simplifiable, cohérente) ssi ~ est finje (resp. simplifiable, cohérente).
On appelle équivalence rationnelle une équivalence finie simplifiable et
cohérente,
Soit ~ une équivalence rationnelle., On définit une relation —-_ dans
T/~ par :
[Fe]---en'l~ > [ei]~ 1<i<n,
On dit aue [ei]N est sous classe immédiate de [el]_ dans ~.

. % . ..
Soit > la fermeture reflexive et transitive de > .
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SC(e,~) = {[e']l_ | [el. >_Tle'l } est 1'ensemble des sous-classes

de el  dans ~.

Remargue : S1 ~ est une congruence rationnelle; alors »_ ne dépend pas de ~
et est donc une relation dans P(T), car la connaissance de [e]_ en tant que'
partie de T suffit 3 déterminer de mani&re unique les classes [ei]~ telles -

que [el - [e.] . Dans ce cas, les sous classes d'une classe [e]  ne dépen-

dent pas de la congruence ~ particuliére utilisée pour la définir.

Lemme 5.21

Soit ~ une équivalence rationnelle., Pour tout e dans T, SC(e,~) est finj,

Démonstration

Supposons qu'il existe une classe [el]N admettant un nombre infini de
sous—classes dans ~,

Toute classe n'a qu'un nombre fini de sous-classes immédiates, a cause
de la condition de cohérence, , et 1'arits d'un symbole de fonction étant.finie.
Par le lemme de Konig, il existe donc une suite infinie de classes distinctes ;

rel]N > [e2] > eeer Te ] =+ ses
~ ~ “EhdN T
Définissons : 6, = min {A(e) | e ~ ei}. On a :

1

6, >0 = 0., < 0;. En effer, si 6, >0,

soit e ~ e, avec f8(e) = ei

1]

= F(el,'--,en). I1 existe k tel que &~ e s

avec e(éy) = §(e)-1,
On peut donc sélectionner une sous-suite infinie de classes

distinctes

3 Te, 1.3 Te, 1 o =e

e, T = e :
kl ~o~ Tk Ty~ Ty

avec ep = (0. Cela détermine donc une suite de variables distinctes
1

VisVgrt e, avec FVi7~ - {Vi} #0. Cela contredit la propriété de finitude de ~, [l
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Soit ~ une 8quivalence rationnelle et e ¢ T, On définit x(e,~)e N v {«}
comme la longueur de la plus longue - _~-chaine & partir de [el_. On dit que ~
est acyclique en e si y(e,~) < =, On dit que ~ est acyclique si elle est acy~

clique en tout e ¢ T,

-~
Lemme 5 .22 : Soit ~ une équivalence rationnelle, ~ sa fermeture par congruence,

~ est acvclique en e si et seulement si ~ est acyclique en e.

Démonstration :
Comme ~ ¢ ~, il est évident que si ~ est cyclique, alors ~ 1'est aussi,
Réciproquement, définissons

~' = ~ |y {<Fe ,esve ,Felesse's|e, ~ e! Igic<n},
1 D 1 n 1 1

On a bien sir ~=~u ~" v (~")Y u *++, et il nous suffit donc de prouver

que ~' cyclique entraTne ~ cyclique, Si ~' est cyclique en e;, alors il existe

1] \

pne suite el,---,ep telle que

[e;]~'+~'[eé]~'+ e ':y[eé]~|':,|[-0;]~| .
Nous allons construire un cycle analogue dans T/~ comme suit,.

On définit une suite ey par :

15241

. [
= e,
i) e, I

ii) Soit e, déja construit, avec e, € Fe;]~..

Proposition : 3Ei € fei1~ tel que G(Ei) > 0, Fn effet,

fe.] cV = [éiTN. = reiJN. cl ce qui est contraire 3

i~
L= -1 -m
1'hypcthése que e{ poss&de une sous—classe dans ~', Soit e, = Fe eecel, et soit
-k -k .
tel qu ! ~'e,, 0 isi . = e, d ! . (81 1= ermplacer
k tel que € e;. Mn choisit € e, dans [e1+l]~, (Si i=p, remplace

i+1 par 1),
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Par construction, on a bien :

re]1~ > [ez]N > vee > [ep]N > [ep+]]N.

: ~ 1)
Si e e ep+1’

, c'est téerminé. Sinon, on a e, ~
17 Cp+ 1

et par défini-

tion de ~' cela implique que [e 1. > [e,]1 , ce qui prouve bien que ~ est

ptl '~ ~ 2

cyclidue. (]

Exerple illustrant la preuve précédente,

Soit ~ défini par x ~y ~ G(z) et z ~ F(y).

~' est cyclique en F(x), avec la chaine de longueur p=2 :

e; = F(x) « e£.= X.

~ est cyclique en F(x), mais avec la chaine de longueur 3 :

e, = F(x) ~» e, = X < ey = z. ]

5.6.2. Congruences d'unification

Soit ¢ une substitution quelconque., On appelle congruence d'unificat?c

de 0 la congruence ~5 définie par :

e~ e' & oge = ge'.
Les substitutions étant des morphismes identité presque partout, il

est clair que toute congruence d'unification est rationnelle.

Lerme 5.23
o <p = ~ o~ (i.e., ~5 est plus fine que ND).

Démonstratiorn  Par définition :
og<p & dn p =no d'otl :
e ~, ¢ = ge, = ge, = Pel = pe, =5 e, ~p €y [
La réciproque de ce lemme n'est pas vraie., Fn effet, certaines substi-

tutions ''circulaires'" ne concourent a aucune unification,
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Par exemple, avec o0, : 0,x = Fx

: x = Gx
et o] 02

on a ~ =~ = Tdentité,
2
Ure réciproque plus faible sera donnée au lemme 5.27,

Lemme 5.24 Pour toute substitution o, ~5 est une congruence ratiommelle
acyclique.
Démonstration : Soit e € T quelconque,

fel > fe'l entraTne e ~ F(ses,e',ee¢), d'oi
~ ~g ~ g »

ge = gF(sev,e',s2¢) = F(rer,ge',+¢+), et donc 6(ce) > 6(ce"). La longueur
d'uhé;~ -chaTne issue de el est donc bornée par 6(ce), ce qui prouve que

o o
~, €st une congruence rationnelle acyclique,

Définition : Soit ~ une &cuivalence rationnelle acyclioue, Pour tout x dans V,
on définit x € T comme un représentant de la classe [x]_, avec les propriétés :
a) x e [x]_

B) xel & [x]_c V.

C'est & dire que 6(x) > 0 s'il existe un tel terme dans [x]: .

On définit maintenant la substitution ¢_ par

X si X € U

o X sinon,

~

Cette définition a un sens, car si x ¢ V
X = Felo---en alors x(x,~) > x(ei,~) 1<i<n,

et o e est donc bien défini par récurrence sur x(e,~).
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Lemme 5.25 Soit ~ une équivalence rationnelle acyclique, ~ sa fermeture
par congruence,

Ve e T g e~ e,

Démonstration : par récurrence sur x(e,~).

Si x(e,~) = 0, alors :
-soit [e] c V, et alors par définition o_e = e ~ e.

-soit e est une constante (symbole de fonction d'arité 0)

et alors o_e = e.
Si x(e,~) # 0, alors e ~ F(-'-,ei,°°-). Comme pour tout i, x(ei,~) £ X€™),

on a o e, ~e par hypothése de récurrence. Donc

i

F(eoo,e,,29%) ~ F(ses,0_e;,**+) car < est une congruence

i i
= g F(olo e.’cou)
~ i
= ONGO D
"Lerme 5.2 Soit ~ une équivalerce rationnelle acyclique, ~ sa fermeture

par comngruence.

~
~ = ~

Démonétration :
Si o_e = o_e', alors e Z e' par le lemme 5.25.
Réciproauement, montrons que e ~ e' implique o_e = o_e'.
La preuve se fait par récurrence sur x{(e,~) = yx(e',~).
Si. y(e,~) = 0, alors :
-soit [el < U, et alors o e =0 e' = e.

~

-soit il existe une constante A dans [el, et alors

-si e=A o e =2

-sie=x o_e = o x =0A=A,



Si x(e,~ > 0, alors :

-si 8(e) > 0 et 6(e') >0, e ~e' implique qu'il existe

FeC, tel que :

e F(o-o’ei’--o)

avec e, ~ e!
i i

e' F(""e]!-,"')
et Oge = F("',CNQi,"‘)

= F(ee+,0 e:,°*¢) par hypothése de récurrence
Nl’ ’

car x(ei,~) < x(e,~)
o e'

~

. . [nd
0, remplacer ci-dessus e par e.

-si 8(e)

~

~si 8(e') = 0, remplacer ci~dessus e' par e'.

On a donc ~ < et~ étant la plus petite congruence contenant ~,

~
-~

‘on a donc bien aussi ~ ¢ ~g O

Théoréme 15,
———

Une congruerce rationnelle est une congruence d'unification si et

seulement si elle est acyclique,

Démonstration : Directement du lermme 5.24 et du lemme 5,26.f]

Lemme 5,27 Pour toute équivalence rationnelle acycligue ~, pour toute

substitution p

~er, = 9. fSe.

Démonstration

Par le lerme 5.25 : Vx e V G X ~ X.

~

~

Pour tout p tel que ~c ~ , ona~c~ , et donc
p p
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donc pO_X = pX
i.e, p = pa_
et o < p par le lemme 5.5, 0

~

Remarque : S'il est vrai que o_x ~ x, il n'est pas vrai en général que
px ~px. Par exemple si x ¢ V(px) et px # x, on aura x7px pour toute congruence
rationnelle acyclique ~, Un autre exemple est p défini par px =y, py = x,
car ~ = Identité,
Le lemme 5.27 nous indique en particulier que o_ est la substitution
la plus générale dont la congruence d'unification égale =,
o_ pourrait &tre défini différerment. L'avantage de notre définition
est que 1'on peut calculero_x récursivement & partir d'une &quivalence ~ complétée
par simplification "vers le bas", sans avoir & compléter ~ par congruence

"vers le haut'.

Théoréme 16 d'unification

Soit E un ensemble fini de termes, ~_. la plus petite &quivalence

F

contenant les paires de termes dans F,
Soit ~ la fermeture simplifiable de g Si ~ est cohérente et acyclique,

alors o_ est un unificateur principal de E, sinon F n'est pas unifiable,

Démonstration :

E &tant un ensemble fini, la relation d'équivalence ~_ remplit la

E
condition de finitude : [x1_ = {x} presque partout., Soit ~ la fermeture sim-
F

plifiable de ~.. Si ~ n'est pas cohérente, il n'y a pas de congruence ratiomnelle

£

contenant ~_, et F n'est donc pas unifiable., Si ~ est cohérente, c'est 1'équi~

Fi

valence rationnelle la plus fine contenant ~pe fi elle est cyclique, alors sa
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fermeture congruente ~ est cyclique par le lemme 5.22, et, ~ &tant la

congruence rationnelle la plus fine contenant ~,, E n'est pas unifiable par
le lemme 5.24, Si elle est acyclique, alors o_ unifie FE par le lemme 5.26.

Pour tout unificateur p de F, ~O est une congruence ration-

nelle acyclique contenant ~_, Donc ~ ¢ Np’ et 0_ < p par le lemme 5.27

E
o_ est donc un unificateur principal de E. [J

Le théoréme 16 sugpgére un algorithme d'unification, Nous allons voir
au prochain paragraphe que ~ est calculable de fagon finie et rapide & partir

de et que 1'on sait tester rapidement si ~ est cvclique ou pas. De plus
[ 'Y 3 q P P

~o
1'information dans ~ suffit & calculer o , et nous n'aurons donc & aucun mo-
. ~ Y

ment 3 construire explicitement une fermeture par congruence, ce qui corres-

pondrait du point de vue algorithmique a effectuer des recopies.

5.7. Un algorithme d'unification rapide.

Nous allons maintenant préserter un algorithme d'unification rapide,
basé sur la construction du théoréme 16,

Soit E un ensemble fini de termes & unifier. La relation d'équivalence
inéuite ~p est représentée sous la forme d'un unificande N, enserble fini de
paires de termes. 1.'algorithme PATIO donné ci-dessous génere 1'équivalence
rationnelle ~ la plus fine, si elle existe, qui contienne ~E* Fn cas .de succés,
1'algorithme CYCLE teste si ~ est acyclique. Dans ce cas, 0_ est 1'unificateur

principal de F,

5,7.1., Structure de données utilisée

Comme 1'algorithme explore récursivement les sous-termes des termes
de la partition, il est pratique d'avoir une notation pour ces sous-termes
permettant de décider rapidement si deux tels termes sont dans la méme classe.

On peut pour ce faire utiliser des variables auxiliaires, et ne représenter
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un terme non variable que par son premier niveau, les sous—termes internes
étant "1iés" aux variables correspondantes par l'intermédiaire de la partition,
Pemarquons qu'il v a plusieurs maniéres d'effectuer une telle décorposition.
Par exemple, le terme F(A,A) peut €tre représenté par la variable x dans la
partition

({x,F(u,v)},{u,v,al},
ou dans la partition :

{{x,¥7(y,v},{y,A}}. (d'ailleurs remarquons que
F(u,v) ~ F(u,u) dans la congruence engendrée par la premiére partition).
Ces deux partitions représentent deux formes normales extrémes de décomposition ;

1) décomposition totalement séparée, ne contenant que des termes

F(X1""’xn) avec les x, distincts

2) décomposition 3 partage maximal,

Les algorithmes donnés ci-dessous peuvent utiliser 1'une ou 1'autre
des décompositions, et ily a donc intérét & utiliser la deuxiéme, qui peut &tre
calculée en temps linéaire en la taille du terme. De toute maniére, cette décom—
position peut &tre effectuée initialement, et toute les manipulations ultérieures
utilisant l'unification effectuées sur une représertation interne décomposée,
Les partitions représentées ont donc la propriété& que chaque classe [e]
comporte :
- au woins une variable
- au plus un terme non variable, de taille I,
Dénotons T] 1'enserhle des termes de taille 1 :
T =1{te Tle(t) = 1}.
On appelle ernvironnement une application p d'un sous ensemble fini
D(p) de |" dans T]. Soit V un ensemble fini de variables tel que :
D) u T(p) = Vv,

avec T(p) = {yi|3X e D(p) et px = Fy]...yn}.



Soit p et V donnés. Toute partition cohérente ~ compatible avec p,
c'est a dire telle que Vx € D(p) x ~ px, et telle que [x]_ = {x} Vx ¢V,

peut etre représentée par une application de V dans V :

X+ X
telle que : 1) x~y:}_{=§
ii) X ~ X
iii) x € D(p) = x ¢ D(p) et px et oy ont méme

symbole de fonction. La donnée de cette application définit naturellement ~
comme 1'équivalence engendrée par x ~ ¥ WxeVet x~opx Vxe D).
En définissant :
pX si x e Vet x e D(p)
X = X sixeVetx ¢ D)
X  sinon
on vérifie que x est un représéntant canorique de [x]_ ayant les propriétés

requises en 5.6,

5«45

Nous avons dorc maintenant un moyen uniforme de représenter les termes

et les partitions cohérentes. La représentation concréte de p et de x sera

décrite lors de l'analyse de l'algorithme,

5.7.2; Description algorithmique de RATIO et de CYCLE

On suppose donnés V et p comme au paragraphe précédent, Ces données

resteront inchangées : on n'introduira pas de variables supplémentaires, et p

est un tableau utilicé saulement en lecture,

.o . .. 2 .
Un unificande N sera maintenant un sous—ensemhle fini de V , Initiale-

ment N contient les noms des paires de termes que l'on désire unifier.

A chaque varijable x de V on associe une variahle x de V, Initialement

X = x pour tout x dans V.
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RATIO(N)
Etape ! : Si N =@ alors arrét succes,
Sinon, soit N = {<x,y>} W N ; N « N ;

-

Si x = v alors retourner a 1'étape 1 ;
S b

e D(p) et v e T(p) alors

v

L

Etape 2 : Si

[ soit p; = Fxl---xn, p§ = Cy]u-yp ;
si F # G, alors arré@t échec (retourner T),
sinon N « Ny {<xi,yi>|15i5n}] H

Réunir les classes de X et y, avec comme représentant X si
X e D(p), y sinon.

Aller a 1'étape 1 ;

Fin de RATIO. []

CYCLE

Soit V = {§|x e V} l'enseﬁble des représentants de la classe d'équi
valence rationrelle construite par RATIO, en cas de succés,
On définjt la relation - dans V par :
x > §i ssi x ¢ T(p) et pxk= Fyl---yn.
Si le graphe <V,»> est acyclique, alors arfét succés, sinon arrét

échec. [J

Exemple :

Soit & unifier :

m
il

F(x,F(u,x))

et e, F(F(y,A),F(z,F(B,2))).
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On décompose e, et e, en respectivement w, et Woy dans 1l'environ-

1 1

nement :

p = {<w ,Fxw >y <V, FW W >, vy, Fux>,

1? 3 475 3
<w4’wa7>’<WS’FZW6>’<W6’FWSZ>’
<w7,A>,<w8,B>}.
On a donc V = {x,y,z,u,w],w2,°--,w8} et on prend initialement vav

pour tout v dans V, et N = {<w],w2>} .

Exécutons RATIO(N) :

N <« {<x,w4>,<w3,w5>} 52 < w
N « {<w3,w5>} X <« v,
N < {<u,z>,<x,w6>} 55 + Wy
N « {<x,w6>} u « z

N « {<y,w8>,<w7,z>} ;6 v,
N « {<W7,Z>} ; * wg
N« @ zZ,u vy

Arrét succés,

La partitior finale de V obtenue est donc :

_— (%337, 0 %{y,ﬂg}

{ﬁl’wz}

{23,w5} . > {u,z,z7}

(on a souligné le représentant canonique x de chaque classe [x]).
L'algorithme CYCLF vérifie alors que le graphe obtenu n'est pas

cyclique, En définissant x, pour tout x de V, par :

o] X siox 4000

pX sinon



5~48

la méthode du 5.6 nous permet d'obtenir 1l'unificateur :
o = {<x,F(B,A)>,<u,A>,<z,A>,<y,B>},

Remarquons que dans 1'ex&cution de RATIO, nous avons suppos€ impliei-
cement que l'unificande N &tait représenté ﬁar une liste, accédée comme
pile "FIFO". En fait l'algorithme peut sélectionner librement dans N, cette
hypoth&se n'est nécessaire ni & la correction ni & la terminaison de 1'algo-

rithme.

5.7.3 Preuve de correction et analyse des algorithmes

Soit ~E 1'équivalence définie par 1'unificande initial N, Il est
clair que RATIO(N) construit la fermeture simplifiable de ~p» en testant la
cohérence & chaque &tape. Si RATIO termine en échec, il n'existe donc pas

d'équivalence rationnelle contenant ~_, sinon 1'équivalence construite est la

£
telle équivalence la plus fine. IL nous resﬁe donc seulement & montrer que
RATIO(N) termine pour tout unificande N,

Soit n = |V|=|~| initialement, p = |N| initialement. Chaque passage

d 1'étape 1 fait décroitre |N|, chaque passage 3 l'étape 2 fait décroitre |~|.

~| + In

RATIO termine donc toujours, par récurrence Sur we .

Pour évaluer 1l'efficacité de RATIO, il nous faut analyser plus préci-
sément le nombre des passages 3 chaque étape. lLe pire des cas est naturellement
en cas de sortie par succés, A ce moment, on est passé au plus n-!| fois &
1'étape 2. Soit k 1'arité maximale des symboles'de fonctions présents dans
1'environnement p.

A chaque passape 3 l'étape 2, on a placé dans N au maximum k nouvelles
paires. Le normhre m de passages & 1'étape | étant le nombre total de paires

placées dans N, il est donc au plus de kn+p, et donc linéaire en la taille du

probléme. Si on cherche 3 unifier deux termes e, et e,, alors leur décomposition
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produira au plus |P(p)| = e(e]) + e(ez), et on peut donc prendre
n = e(el) + S(ez) + v(e]) + v(ez), et p=I.

Pour déterminer précisément la complexité de RATIO , il nous faut
décrire plus en détail la structure de données utilisée pour représenter les
partitions de V. Cette structure doit permettre d'accéder rapidement au
représentant x, et de faire rapidement 1'opération "réunir les classes de
x et y". Une telle structure a été &tudiée pour le "set union algorithm"
de Caller et Fisher [GF1], ol les classes sont représentées par des structures
de données arhorescentes, le sommet de chaque arborescence étant choisi comme

représentant de la classe :

//\ N

L'opération de réunion est réalisée en faisant pointer 1'arbre de la
classe ayant le moins d'éléments vers le sommet de 1'autre arbre, Pour ce
faire, on maintient des compteurs, associés avec chaque variable. Malheureu-
sement, cette régle ne nous permet pas de garantir que le sommet de 1'arbre
soit dans P(p) lorsque cela est possible., Il faut donc associer au sormet de
1'arbre un pointeur en arriére vers 1'élérent x. (Ceci ne nécessite pas de
champ supplémentaire, le champ d'adressage des sommets d'artre étant libre,
I1 suffit donc de repérer les sommets avec une variable btoocléenne).

L'apération de recherche de x est effectuée par cheminement vers le

sormet de l'arbre, et une deuxiéme passe fait la recopie des pointeurs le long
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du chemin parcouru, afin de rendre l'arbre le plus plat possible :

L.'analyse compléte de ces algorithmes est donnée par Tarjan [TAl].

Le nombre d'opérations de recherche de x étant 2m < kn+p, et le nombre de
réunions étant < n-!, le ré@sultat de Tarjan nous permet de conclure que le
temps d'exécution de RATIO est de l'ordre de nG(n), oti G(n) < 3 en pratique,

Nous pouvons donc conclure que RATIO est un algorithme pratiquement
linéaire, L'espace nécessaire est lui aussi linéaire ; les coefficients de
propertionnalité peuvent €tre considérablement réduits par des méthodes de
compaction dans lesquelles nous ne rentrerons pas. Pour L'implémentation pra-
tique de RATIC , il peut se révéler plus efficace en moyenne de ne pas utilises
la réple de réunion du plus petit arbre au plus grand. Cela permet de ne pas
garder de compteurs, et d'utiliser directement X comme racine. La complexité
théorique de 1'algorithme serait alors de n log(n).

L.'algorithme CYCLE cherche 1'existence d'un cycle dans le graphe
déterminé par p/~. On peut 1l'implémenter en recherchant un cycle dans le
graphe défini sur V par les arhorescences de classes construites par RATIO
plus les relations x - y; pour tous les représentants x dans D), avec
pPxX = Fyl"°yn. Ce graphe a un nowbre de noeuds &gal 3 n, et un nombre d'ar@tes

borné supérieurement par kn. On peut donc déterminer en temps ((n) si un tel

graphe a un cycle, par exemple par tri toepologique (voir Knuth rrri]) e
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En résumé, l'algorithme d'unification de termes de premier
ordre défini par RATIO et CYCLE est donc de complexité :
- (n G(n)) en temps

- (Xn) en mémoire.

I1 est possible d'effectuer 1l'unification en temps exactement
linéaire. Nous reviendrons sur ce point en 5.9, Mais auparavant nous allons
montrer cormment compléter 1'ensemble des termes en introduisant des termes
infinis, solutions d'équations récursives simples. L'algorithme RATIO peut
alors €tre interprété comme effectuant l'unification sur 1'ensemble des termes

finis et infinis,



5.8, Unification sur les arbres

Soit ~ une &quivalence rationnelle et e un terme quelconque.

Comme nous l'avons vu en 5.6, si ~ est acyclique en e il existe
dans la classe [e]_ un terme maximal o _e. Si ~ est cyclique en e, il est
possible de définir de la méme maniére une suite croissante de termes, qui
sont des approximations d'un arbre infini, En effet, choisissons pour tout x

dans V un représentant x ¢ T, tel que :

®2

1)
2) Xe V& [x]_cl.,

~ X

Soit maintenant la substitution o définie par :
o = {<x,%|x € V.

Alors pour tout e dans T la suite

<e0’el’...’en"..>
avec ey = e
et e =oce , n2l est une suite croissante

(i.e. enZen_I) dans [el] , Elle définit un arbre infini rationnel, similaire
aux arbres définis par des schémas de programme récursifs zé&ro-adiques
(Courcelle [CB1]).

Par exemple, en prenant ~ définie par :

x ~ Fyzu et y ~ z ~ Gy, 8 la classe [x1_ correspond

la suite

<x,Fyzu, FGyCyu, FGGy GGyu,see>
s it 11 I R
qui définit 1l'arbre infini FG G u”,
L'ordre < s'étend naturellement aux arbres infinis, Par exemple,

© o ® o © o o
FG Gu < FG G Gv £ FG G G .,
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Nous allons montrer que nous pouvons résoudre les &quations aux
termes sur ces arbres et cue si de telles &quations admettent une solution,
alors elles admettent une solution miﬁimum, qui peut &tre calculée par 1'algor
rithme RATIO,

Le prochain paragraphe définit les arbres, finis ou infinis.
Ensuite nous montrerons comment représenter ces arbres grice & des congruence:
cohérentes simplifiables. Enfin nous montrerons comment résoudre les &quation:

aux arbres par des substitutions généralisées, appelées greffes.

5.8.1. Arbres

Définitions
* . -

Dénotons par N 1'ensemble des n~uples d'entiers. On dénotera les
. *
éléments de N par u,v,w.

» * - - Ld

Si u,v ¢ N, uv dénote la concaténation des n-uples.

¢ dénote 1'Eélément neutre zé&ro-uple.

On appelle arbre une application A de N, dans C u U, oi N, est

A

* . . .
un sous—ensemble de N qui satisfait :

1) € € NA
Z)VUeN* ~VieN
a(A(u)) si A(u) € C
ul € NA & ue NA et i<
0 si A(u) ¢ V

On appelle NA ensemble des noeuds de A.

I.'arbre A est fini si N, est fini, infini sinon.,

A

Aux arbres finis correspondent bijectivement les termes T, de

la maniére évidente.
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Fn effet, si A est un arbre alors

-soit N, = {€}, et A(e) ¢ V u {F ¢ Cla(F) = 0}.

Op notera un tel arbre €lémentajre <A(€)>,

-soit N, ='{e} u {i ulu e N

A isn=a(F)} avec F = A(e) € C,

Ai’

et alors 1l'application A, de NA dans C v V définie par :

_ i
Ai(u) = A(iu) est un arbre. On note alors A = <FA]---An>.

A un arbre fini A correspond donc un terme t, ¢ T par 1'isomor-

A
phisme
-si Ny = {e} alors t, = Ale)
~sinon, soit A = <FA]---An> alors ty = F(tAI,°-~,tAn).

L'arbre A est dit rationnel ssi il existe un automate fini
Aut (A) ayant pour ensemble d'états un ensemble fini K et pour
alphabet N tel que Vu ¢ N* Aut(A) reconnaft u dans 1'8tat q ssi u e NA et

A(u) = ¢(q), ot ¢ : K > Cu U,

Pemarquons que ¥ fini entralne en particulier que 1l'arité des
A(u) est bornée par un entier k, et donc qu'on peut limiter 1'alphabet i
1'ensemble fini {1,2,¢+s,k},

On dénote par A l'ensermble des arbres, et par R 1'ensemble des

arbres rationnels,

5.8.2, Greffes

Définition :
On définit une greffe comme une application totale de V dans A,

Nous dénoterons les greffes par v,S§.
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Les greffes sont la généralisation aux arbres des substitutions.
Si v est une greffe; on 1'étend en un endomorphisme de A par :
- si A = <x> alors yA = yx
- s1i A= <FA]'°-An> alors YA = <FyA]'--yAn>,
Les greffes peuvent également €tre étendues en homomorphismes de
T dans A,
Si y et § sont des greffes, on définit la composition y§ par :
yéx = y(8x).
On définit un préordre < dans g par
y<y' & 36 v'!

Nous allons maintenant montrer comment définir des arbres et

§vy.
des greffes & 1'aide d'8auivalences cohérentes simplifiahles sur ¥,

5.8.3. Equivalences d'arbre

Définition :

On appelle équivalence d'arbre toute équivalence sur T qui est
cohérente et simplifiable (cf 5.6.1).

Soit ~ une équivalence d'arbre. Pour tout x dans !/, on se donne
un représentant canonique x ¢ C de la classe [x]_ , ayant les propriétés :

a) x e [x1_

b)) x el & [x]_ <V,

On définit maintenant, pour tout e ¢ T, un arbre A = A (e) € A
appelé arbre associé 3 e dans ~ par :

i) si (el < V alors A = <e>

ii) sinon soit Fe]“-en ~ e alors

A= <FAI-'-A > avec A, = A (e.).
n i ~ T
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Le lemme suivant montre que cette définition a un sens.
Lemme 5,26
Soit ~ une équivalence d'arbre. Pour tout e ¢ T, 1l'arbre A (e)

existe, et e~e' = A (e) =A_(e").

Démonstration :
Montrons que A(w) est uniquement déterminé par [e]_ , par
récurrence sur |w|, pour tout A = A _(e).

~

e,

- siw=¢ : dans le cas i) A(e)

"

dans le cas ii) A(e) = F unique car ~ est cohérente,
- si w=iu dans le cas i) w ¢ NA
dans le cas ii) A(iu) = Ai(u), qui est uniquement
déterminé par hypoth&se de récurrence, la classe [ei]N étant unique
car ~ est simplifiable. []
Remarque : Si ~ est une équivalence rationnelle, alors A _(e) ¢ R. En effet,
définissons SC(e,~) comme en 4,6.1, A toute classe Fei]N de SC(e,~) on peut
associer de maniére unique un &lément de C u V
-~ e, si (e.1_ <V
¢([ei]~) = l‘ 1 .
- F si e, ~FE ee¢F ,
i 1 n
.z .. i . i
Considérons le graphe fini <SC(e,~), >, ol rFe1'°'en]~ > [ei].
Ce graphe détermine de maniére unique un automate fini prenant ses &tats dans
SC(e,~) et d'alphabet N, et reconnaissant 1'arbre A (e).Ceci justifie notre
terminoleogie d'éauivalence rationnelle,

Si de plus ~ est acyclique, alors il est facile de vérifier que

A (e) est 1'arbre fini isomorphe a o_e.



Définition : Si ~ est une
par congruence.

Nous laissons

A_(e) = Ax(e).

Nous allons maintenant montrer un lemme qui jouera ici le m@me

r6le que 5.23 pour le cas fini.

. * ‘s ' ,
SieecT etwe N, onutilise 1'abus de notation e(w) pour

dénoter A(w), oli A est 1'arbre fini isomorphe 3 e,

Lemme 5.27 des approximants

Soit ~ une &quivalence d'arbre, e ¢ T, et A = A _(e).

* .
Pour tout w dans N , si w e N

A

dans T, avec e ~ e', tel que e'(w) = @ .

Démonstration :

Par récurrence sur

(1) si w = ¢ on peut prendre
X sie=x
e' =
e sinon,
i1) si w = iu on suppose la

- si el <V alors N,

propriété vraje pour u, pour tout e ¢ T,

= {e} et donc w ¢ N,.

A

~ sinon soit Fe,***e_~ e, et soit A, = A (e.).
! n 1 ~ 1

S1 we N alors u

A’

Par hypothése de récurrence, 1l existe ei ~ ei tel que ei(u)

' =3 LN ) '
Alors e Fe] ei-leiei+1

..le
n

€ N

A,

1

, et A(w) =@ = Ai(u) =@ ,

~

. _ .
équivalence d'arbre, on dénote par ~ sa fermeture

et A(w) = @ , alors il existe e'

@

est hien tel que e' ~ e, avec e'(w) =@ ,[]
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au lecteur le soin de montrer que pour tous e et ~,
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Ce lemme exprime que, pour tout noeud de l'arhre A_(e), il existe
P jue, ’

un approximant fini e' congru 3 e par ~ qui couvre ce noeud.

Définition ¢ Soit ~ une &quivalence d'arbre. On définit la greffe canonique
Y_ de ~ comme 1'application de V dans A définie par :

vy.x = A (%) Vx e V.

Remarque : Si ~ est une &quivalence rationnelle, alors y_ est une application
de I dans R, telle que  y_x.= <x> presque partout, On dit alors que y_ est

une greffe rationnelle,

Lemme 5,28 Soit ~ une équivalence d'arbre,

Ve e T vy e=A (e).

Lémenstration : Facile par récurrence sur e. [J

Ye,e' €T e e = y e=ye',

~

Corollaire

Définition
Soit y une greffe quelconque, On définit la congruence de greffe NY
associée & vy comme la congruence sur T définie par :

e~ e' & ye = vye',

y

I] est clair que ~, est une congruence. d'arbre, De plus, si vy

est une greffe rationnelle, alors NY est une congruence rationnhelle,

Rerarque : lL.e lemme 5.28 exprime que s'i] existe une éauivalence d'arbre ~

|

telle que e ~ e', alors la greffe canoninue unifie e et e' dans A, De ce

lemme on déduit sans peine ~ ¢ NY . Par contre jci la réciproque n'est plus
vraie, méme si ~ est une équivalence rationnelle. Par exemple, 1'éauivalence
rationnelle ~ définie par les seules paires x ~ Fx et y ~ Fy est telle que

o ~
y.x = vy =TF, Mais on n'a pas x ~ y. Bien slir si ~ est acvclique, alors le

lemme 5.24 est toujours vrai.



Lemme 5.29 De minimalité de vy_.
Soit ~ une équivalence d'arbre, y une greffe auelconaue.

Alors ~ « NY = Y_ 5 Y.

Démonstin vion
Soit ~ et y telles que ~ ¢ NY' ~Y étant une congruence, on a
~c~c ~y Montrons que, pour tout e dans T, ye.= yA, avec A = A (e).
Pour cela on montre que, pour tout w € N*, [yel(w) = TyAT(w).
I1y a deux cas :
1) w o€ NA’ avec Alw) = F>é C. Alors par le lerme 5.27 il existe e' € T,
F. e' ~e = ¢' ~, e = ve = ve',

[YAl(w) = F.

f#

A~ .
avec e' ~ e, tel que e'(w)

et donc [yel(w) = [ye'l(w)

i1) w = uv, avec A(u) = x ¢ V, et donc [vyAl(w) = [vyx1(v).

Alors par le lemme 5,27 i1 existe e' ¢ T, avec e' < e, tel

ve', d'oit [yel(w) = [ye'l(v) =

gue e'(U) = X, et de méme qu'en (i) vye
[yxJ(v) = TyAl{w) (dans le cas ol v ¢ N, alors v ¢ N et w £ N ),
_ YX YA Ye

Cr a donc, en particulier, pour tout x damns U :

yx = yA_(x) = yy_», d'oi y_ s v. [l

'

Corollaire : Soit ~ et ~' deux &auivalences d'arkres. Si ~ ¢ ~',

alors vy _ < vy_,.

[drmonstiration
11 suffit de faire v = y_¢ dans le lamme 5.29, et d'appliquer

~he qui découle du lemme 5,28, [1
]

~

Remarque : De m@me que pour le cas fini, il n'est pas vrai ou'en général,

pour une greffe y quelconque, on ait vy =y .

~

5~5¢
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Yx = <F<x>>
Par exerple , avec y définie par

Yy = <y> Vy # x,

on a ~ = Jdentité, d'oli vy, =+v', avec y'x = <x> Nx eV,

v
Le lemme 5.29 &tant 1'gnalogue du lemme 5.25 dans le cas fini,
on a maintenant 1'analogue du théoréme 16, mais concernant maintenant 1'umni-

fication dans A,

5.8.4, Unification dans A

Soit E un ensemble fini de termes, ~. la plus petite équivalence

E
contenant les paires de termes dans F. Soit ~ la congruence simplifiable de ~pe
Si ~ est cohérente, alors y_ est la greffe minimum qui unifie T dans A ; sinon F
n'est pas unifiable dans A,

De plus, ~,, remplissant la condition de finitude, est une équi-

}',“’
valence rationnelle, et sa fermeture simplifiable ~ 1'est donc également,

La greffe minimum est donc toujours rationnelle. On ohtient y_ (ou 1la réponse
échec) par l'algorithme RATTO décrit enm 5,7. ‘On peut alors interpréter un
environnement corme un systéme d'équations récursives simples (analogues aux
schémras de programme zéro-adiques),

Remarquons qu'on peut se donner au départ un systéme d'équations
quelconques, et résoudre ce systéme en un systéme explicite d'équations récur-
sives, Ceci donne donc un moyer de résoudre des équations dans R. D'oii le
théoréme :

Théoréme 17 d'unification dans A.

in

Soit E = {ei =e! | e.,e! ¢ T, ls<isn} un systéme quelconaue

d'équations entre éléments de T, Soit ~. la plus petite équivalence telle

E

aue Wi<n e ~p ei. Soit ~ la fermeture simplifiable de ~F.SH ~ est cohérente,
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alors E posséde des solutions dans A, De plus, il existe une solution minimum Yo»
qui est solution dans R, Sinon, F n'a pas de solution dans A,
Nous ne ferons pas la démonstration de ce théoréme, qui est similaire

3 celle du théoréme 16,

Exemple :

Soit & unifier

F(G(x,x'),w) et F(G(u,F(w,y")), G(u,x"))
ol x = F(F(g,yj;z) | - ’

y = G(x,%)

o u

u = F(u,v).

v G(u,v).

Initialement, ~E contient les cing paires de 1'&pancé.

Aprés fermeture par simplification, on obtient 1'équivalence

rationnelle ~ ayant pour classes

@]
]

| {F(C(x,x"),w), F(G(u,F(u,v")), Glw,x"))}

O
l

5 = (G(x,x"), G(u,F(w,y"))}
C., = {F(F(x,y),2z),x,u,F(u,v), Pz,
C, = {x'",Flw,y"1}
Ce. = {W,G(w,X')}
c, = {v,v, C(x,2),z,C(u,v)}.

On a donc une solution minimale y_, définie par :

Y.X =yu-= A3

Yy x' = A4

Yw = A5

Yoy =YV =yz= A6' oti
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A3 = <F A3 A6>
AA = <F A5 <y'>»
A5 = <G A5 A4>
A6 = <G A3.A6‘.

Toutes les autres solutions s'en déduisent en substituant

un arbre quelconque 3 y'.

5.8.5. Complétion de 7 par l?s classes g'arbres infinis
De méme que dans le cés fini, on peut définir dans 1'ensemble
des arbres A un préordré < de filtrage par
| A < A' <%> Jy A' = YA,
Soit = 1'équivalence asgociég as
Az A" & A< A" et A' 5 A,

On considére maintenant R = R/2 et A = A/=, munis de 1'ordre <.

~

T étant isomorphe Z une partie de A, on peut considérer A comme
la complétion de T par des termes infinis.

Le théoréme 17 nous donne immédiatement 1'existence du sup,

sous la forme :

I

Lemme 5,30
Dans la structure d'ordre partiel <A,<>, deux classes finies
ou rationnelles quelconques hornées supérieurement ont un sup, aui est dans I,
Par exemple, orn a maintenant
. . .00 N . .. .
[Fxx]. v [FxGx]. = [FGC1., al ce terme infini rationnel
est défini par [Fzzl_, avec z ~ Gz.
Plus généralement, on peut montrer que deux arbres quelconques A

et A' compatibles admettent un sup A vV A'. Supposons A et A' définis par e et e'

dans une méme équivalence d'arbre ~. (On suppose naturellement que les variahles
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définissant A et A' sont distinctes). Alors A et A' sont compatibles si et
seulement si la relation ~ u {<e,e'>} peut s'étendre en une Bquivalence
d'arbre ~', et alors A Vv A' = A_y(e). On obtient ~', comme dans le cas ration-
nel, en formant la fermeture simplifiable de ~, et en testant sa cohérence,
Mais nous sommes davantage intéressés en les arbres rationnels,
car ils sont finiment représentéb]eg, et le lemme 5.30 nous indique que le
sup de deux tels arbres est finiment calculable par la procédure RATIO,
Nous allons maintenant donner un algorithme d'inf, qui construit

~

1'inf A A A' de deux classes d'arbres quelconaues dans A,

Algorithme d'inf dans A

Soit A et A' deux arbres quelconques dans A. On peut supposer, sans

perte de généralité, cue A et A' sont détermin€s par une méme équivalence

[

d'arbre ~, Clest & dire qu'il existe e et e' tels que A = A _(e) et A" = A_(e').
Soit ¢ = SC(e,~), C' = sC(e',~), V="1x ¢ WV k] ¢ Cuc' et k1 = {x}},

et soit ¢ une bijection quelconque de C x C' dans V, (Mfre si
¢ u ' est infini, on peut toujours supposer aue V est infini),

On construit 1'éauivalence ~' cortenant ~ et toutes les paires

<X,Fy]'--yn> telles que x = ¢(c],c7), on ¢, - C,(2 e C' soont deux classes

telles qu'jl existe Fe e++e_dans c et Fe'e«.ve' dans c,, et off
1 n | 1 n - 27

Y, = p(le.1 ,le!l ) dci<n, Op vérifie sans peine aue ~' est une équivalence
] R

' est rationnelle

d'arbre, et aue si ~ est une équivalerce rationnelle, alors ~
aussi.
Maintenant on définit

AAA = ANv(Z))

avec z = ¢(lel , Te'l ). N



Nous pensons qu'il est facile pour le lecteur de se persuader
que A A A' est bien 1'inf de A et A' dans la structure <A,<>, Nous en
omettrons la preuve, qui est fastidieuse et sans intérét, et nous donnons

plutdt quelques exerples d'infs d'arbres rationnels.,

Exemgle |
Soit A

F.
s X

F

N
/

et A' = AN(vl) = A F\\\
B /F\
B * 0
avec ~ définie par :
Uy~ Fupny
v, o~ FAv2
v, o~ Fsz.
Soit ¢ tel que ¢([u]7~, rV]jN) =z,
¢ ([u 1, [v,])) = 2,
¢(ru1]~, [A]l) = 24
¢(rU]]~n [BJN) = ZA

On construit ~' 3 partir de ~, en ajoutant

~t
z] Fz3z2

~'
22 F24z2

et AAA"=A ,(z) = 3
~ /\F
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ExemBIe 2 F

Soit A = AN(u])

A\
/

A
T
7\ F
et A' =A (v,)) = /F\ e ol e = / \
e A B
avec ~ définie par :
u1 ~ FAul
v] ~ Fvlv2
A FAB
Avec ¢ tel que ¢([ul]~, [vl]~) = ¢u]v] =z,
buyvy = 2
¢u1 R = zq
A vy =2,
oA A = 25
. = o~ ~'
on ajoute a z anz2
~t
22 Fzsz3
z. ~' A

T
Az = za/\'F
/" \
A z3

et A AA'

Nous pouvons résumer nos résultats sur la structure des arbres

par le lemme suivant,

Lemme 5,31
<A,<> est un treillis sous condition, c'est & dire que

- deux arbres quelconques admettent un inf

~ deux arbres majorés admettent un sup,



De plus, si 2 et A' sont rationnels, alors A A A' et A Vv A"

sont rationnels aussi.,

-
La structure <R,<> est donc également un treillis sous con-

dition., Mais cette structure est plus compliquée que 1'ITF <T,<>, En par-

~

ticulier, il existe des chaines infinies décroissantes dans R. Par exemple,

congidérons les arbres rationnels définis par :

A] = <F<x]>A]>

A = <F<x >A > avec n>1.
n n n-1
On a bien An-l = YnAn’ avec y_ défini par :
, = <x, > <j<n,
ynxl X 1<isn

Par contre, on n'a pas An = YAn-]’ comme il est facile de
montrer, On a donc ici une chaine infinie décroissante

A >A2>ona>An>ooo

1

Tous les An sont rationnels, Mais la limite de cette chalne est

1'arbre nor rationnel <Feu ><Fauy><Feu>eee>>s,

On ne peut donc espdrer avoir une condition de complétude de <R,<>,

comme nous en avions pour <T,<>,
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5.9 Unification lindaire

Récemment M, Paterson dt M, Wegman ont présenté un algorithme
d'unification de termes de premier ordre lingaire [PW11) Leur algorithme peut
€tre expliqué en termes d'équivalences rationnelles acycliques.,

Donnons bri&vement une description de cet aigorithme.

Soit e et e' les fermes 3 unifier, et soit imitialement

~0 = {<e,e'>}.

L'algorithme procéde, comme plus haut, par raffinements successifs
de la relation ~; par itération de la condition de simplification, et test de
la cohérence,

Mais ici il y a une restriction supplémentaire sur la classe sélec-

tionnée pour €tre simplifiée.

Dé fint tions
Soit ~ une équivalence coh&rente, ¢ une classe de ~,
On dit que ¢ est simplifiable ssi
"Fe _ oee Teoogp'! e. ~ ! 1<i< .
1 en € t et Fe] en € ¢ ==> 5 e 1<n
On dit que la classe ¢ est permise ssi il n'existe pas de classe ¢'
non simplifiable, telle que c' -»_ €,
Lemrme 5,32
Soit ~ une équivalence finie cohérente acyclique. Si toutes les
classes permises de ~ sont simplifiables, alors ~ est simplifiable.

Nous omettons la démonstration de ce lemme, qui découle directe-

ment des définitions.

T U.Montanari a découvert cet algorithme indépendamment. (communication

personnelle).
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Soit maintenant ~s 1'équivalence obtenue aprés la i-éme itératicn.
Si ~y n'est pas cohérente, on arr@te avec échec. Si ~. n'est pas acyclique; on
arréte également avec échec. Sinon, si toutes les classes permises de ~; sont
simplifiables, alors ~; est une équivalence rationnelle acyclique, et e et e'
sont unifiables par o_ . Dans le cas contraire, on sé&lectionne une classe per-

i

mise de ~, non simplifiable, et ~,

ial est obtenue & partir de ~. en simplifiant

cette classe.

L'intérét de la méthode réside dans le fait que si une classe est
permise, on sait qu'on ne rajoutera aucun nouveau terme dans cette classe par
des simplifications ultérieures, Il est donc possible de ne plus considérer
cette classe, dés qu'on 1'a simplifiée.

Nous renvoyons a 1'article de Paterson et Wepgman pour plus de dé-
tails, en particulier pour la description de la structure de données utilisée
pour pouvoir effectuer les opérations nécessaires de gestiopn des classes d'équi-
valence de.termes en un temps'linéaire en 6(e) + B(e").

Remarquons toutefois qu'ici la condition "acyclique" est essentielle.
On ne peut donc &tendre 1'algorithme linéaire pour faire 1'unification d'arbres
rationnels, comme nous avons pu le faire avec 1'algorithme plus sirple RATIO, ol
la sélection de la classe a simplifier était arbitraire.

Du point de’vue pratique, l'algorithme linéaire est considérablement
plus compliqué que notre algorithme, et il semble donc que le coefficient de
proportionnalité plus élevé rende 1'algorithme linéaire moins performant en
moyenne.

D'un autre cdté, l'algorithme linéaire aura 1'avantage de détecter

plus rapidement les termes non unifiables dans T, mais unifiakles dans R,



CHAPITRE 6

Unification dans les langages de second ordre

Nous considérons dans ce chapitre le cas des langagpes de
second ordre, ol 1l'on autorise des variables de fonction,

De méme que dans le chapitre 5, nous alleons reprendre ici la
plupart des définitiens, car tout l'arsenal du A-calcul ne nous est pas
nécessaire, Néanmoins nous ne ferons généralement pas de preuves complétes,
en particulier pour les lemmes techniques dont nous avons déjd &tahli des
versions plus générales aux chapitres | a 4,

Nous alloms tout d'abord généraliser 1'ensemhle des termes de
premier ordre du chapitre 5 en un ensemble T de termes de second ordre
restreint, ou 1'on autorise des variahbles de fonctions, mais pas 1l'opérateur X,

Le préordre < du chapitre 5 peut se généraliser de deux maniéres
différentes :

- en une relation notée < qui est la restriction aux termes de

second ordre du préordre < du chapitre 4.

~ en une relation notée A, qui imrpose aux fenctions solutions d'un
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filtrage d'étre strictes. Le probléme de 1'unification,
avec cette relation, est celui des &quations aux arbres,
Dans le cas monadique, on se raméne au probléme des &qua-
tions dans un monoilde libre avec constantes.
L'analogue de A, pour le A-calcul, serait de se restreindre
aux A—I—terﬁes, c'est & dire aux termes construits & l'aide d'une régle
d'abstraction restreinte :
lue est un A-I-terre ssi u e V[el.
Nous montrerons que les structures <T,<> et <T,A> sont plus
complexes que dans le premier ordre, et en particulier au'il n'y a ni inf
ni sup, et qu'il existe des chalnes infinies décroissantes strictement,
Ces résultats sont vrais méme si on se limite aux termes monadiques.
Nous compléterons ensuite T en ; en autorisant de lier des varia-
bles avec 1'opérateur X . ? est la restriction au second ordre de 1'ensemble
TX du chapitre 4. Nous étudierons les prohlémes d'unification et de demi-

unification dans le langage T.

6.1, Définitions générales

6.1.1., Termes de second ordre restreints

Pour tout 120, on se donne un ensemble U. dénomhrable de variables
de fonctions d'arité i. On suppose les Ui disjoints deux & deux. L'ensemble

des variahles est :

v- U,

iz0 "1

Soit f une variable de Vi' On dénote son arité par :

a(f) = 1.
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On se donne également un ensemble fini ou dénombrable

C = {F],F eee}

2,
de constantes de fonctions données avec leur arité a(Fi)ZO.

On utilisera f,g,h pour dénoter des variables, x,v,z,***
pour des variables d'arité 0, F,G,H,A,B,*-+ pour des constantes,@ ,@ ',

pour des variables ou constantes.

L'ensemble des termes restreints T est défini par :

@ e VuCCett eT ==>'@t]---t e T.

PPttt ey a(®)

(Remarquer que VO € T). Comme pour le premier ordre, nous emploierons quel-
quefois la notation parenthéséef@(t],---,tn).
Si te T, l'ensemble des variahles V(t) de t est défini par :

n

V(e £yeret ) = V(ti) u ({@Y) n I,

i=]
Soit t ¢ T, On définit le degré de t &(t) par :
§(t) = min {i|U(t) < v, 3.
On Jéfinit : T, ={te T|&(t) = i},

TO’ 1'ensemble des termes de premier ordre, a les mémes pro-
priétés que 1l'ensemhle T du chapitre 5.

Tl est l'enserble des termes monadiaues.

Dans le cas particulier ou 'VF e C a(F)<!, on désignera T] par L,
ensemble des termes linéaires.

Nous allons montrer que T a une structure heaucoup plus complexe
qu'au premier ordre. Nous &tendrons ensuite T en l'ensemble complet ;, en
introduisant des variables liées, ofi nous étudierons les problémes de filtrage
et d'unification,

Remarque :

De méme qu'au premier ordre, on pourrait raffiner 1'arité des

atomes en un type, comme pour le A-calcul, T1 est évident que cela ne pose

pas de probléme supplémentaire, et que tous nos résultats sont valables sur

des langages typés.
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6.1.2, Substitutions

On appelle terme mutificateur relatif a f, avec f ¢ Vn’

tout terme
fx .'.X
1 n’
les X, étant des variables distinctes de VO. On dénote par mf,m%---
un terme mutificateur relatif a f,
Remarquons «que si X € VO’ x est terme mutificateur relatif
& lui~-méme.
Une subsgtitution est un ensemble fini de composantes
g = {(mf,tf>}

ot les m

g sont des termes mutificateurs relatifs a des variables distinctes,

et les te des termes,
Soit ¢ une substitution, t un terme de T. On définit récursi-
vement gt par
C@t sest =
1 n

(i) -~ s'il existe dans o une paire <@;xl'--xn,t@‘>, alors p(;@, ol p est

la substitution de ler ordre {<xj,cti>|l£iSn}

(i1) - sinon @ ot]°--otn.

Remrarques

1) Si @ e C on est toujours dans le cas (ii).

2) Cette définition est équivalente pour les termes de second ordre, &
celle donnée au chapitre 2, si 1'on remplace la paire <fxl---xn,tf>

par la paire <f,kx]---xn-tf>, les B-réductions &tant appliouées de 1'in~

térieur vers 1'extérieur, et la n-réduction étant permise.

3) DNous n'avons pas ici de prohléme de renormage de variahles liées,
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comme le montre 1'exemple suivant.

Exemple :
Soit t = f(x),
o = {<x,A>,<f(x),G(x,x)>}
Alors ot = pG(x,x) avec p = {<x,A>}

G(A,A).

Définitions :

Soit o,p des substitutions, V un sous—ensemhle fini de V,
On définit

D(o) = {f|3<mf,tf> €0 tf#mf}

Soit <fxl---xn,tf> € 0, On définit : I(o,f) = U(tf)—{x],---,xn}.

et 1+ T(o) = }Eg(g)l(o,f).

Enfin : ofV = leme,te> e ol f e V).

’tf
On définit 1'égalité entre substitutions par :
o=p < D) =0D(p) et
Vf ¢ D(o) avec <fx]--?xn,t> € 0 et
<fy1.-.yn’t'> € 0,
alors t = £Et' et t' = £'t, avec £ = {<yi.xi>|i5n} et ' = {<xi,yi>|i£n}.

De méme que précédemment, on définit

ozo0 & olv=olv.

5
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Lemme 6.1

o=p & VteT gt = pt,

némonstration :
—> par récurrence sur t, en utilisant la définition de ot.
&= en choisissant pour t un terme mutificateur dans o

ou dans p. [

Définitions :

l.a composante de suhstitution <fx]~--xn,t > est dite stricte

f
ssi Vi<n X, € V(tf).
Une substitution est dite stricte ssi toutes ses composantes
sont strictes,
On dénote par S 1'enserble dés substitutions, et par 3 1'er-
semhle des substitutions strictes.
On définit deux préordres < et A dans T par
t<t' & o
it A t' & Fooe S t’

S t'

m

ot

at.

Dans 1le prémier cas on dit que t schématise t', dans le second
que t ‘schématise t' strictement.

Pemarquons que les lermmes 5.3 et 5.4 ne sont pas vrais ici,
pour < comme pour A, Fn effet, on a par exemple

f(x) A F(A) car F(A) = of(x), avec

o = {<f(y),y>,<x,F(A)>)}

ou o = {<f(y),Fly)>,<x,A>},

Enfin, xAf (x)Ax,



On définit la composition de o et p corme la substitution :
= {< >« t.> < >
op = { mepte l meyte> € o} u { Meyte> € o|f ¢ Do)},
Dans cette notation, nous supposons qu'il n'y a pas de con-
flits de variables, et cu'en particulier les variables liées par me n'ap~
partiennent pas 3 D(p) u I(p), Sinon, on effectue les renommages néces—

saires.

Par exerple, avec o = {<f(x),F(x,v)>}
et p = {<x,A>,<y,G(x)>},
en a po = {<f(2),F(z,G(x))>} u o,

Avec ces précautions, on peut prouver :

Lemme 6.2

Nt e T No,0 € S (po)t = p(ot).

ferorstra i on
Par récurrence sur t,., Les détails sont laissés au lecteur. [}
Fn combinant les lermmes 6.1 et 6,2, il est aisé d'obtenir
]'associaﬁivité de la composition de substitutions,comme au chapitre 2,
Rermaraguons que si o est stricte, alors V(t) < V(ot).

11 s'ensuit aue si o,p € 8, alors po € S.

Pemarque :

< et A sont deux géréralisations possibles du préordre
du chapitre S, Aux ordres supérieurs, < est l'analopue de la relaticn
étudiée dans le chapitre 4, sur les termes de A-F-calcul munis des
régles B et n. L'analogue de A consisterait & se restreindre aux termes

du A~l-calcul, ol la construction Axe n'est admise que si x ¢ Vlel,

6.7



Dans le prochain paragraphe, nous commencerons par étudier

1'enserble | des termes linéaires, c'est 3 dire entiérement composés de
4

fonctions au plus monadiques, Nous étudierons plus particuliérement la

structure de L telativemert aux préordres £ et A,

6.2. Termes linéaires

Nous supposons dans ce paragraphe que Vae Cyl o(@)=1,

Dénotons ¢

—t
I

{f@e CV V|a(@v) 1} (atomes fonctionnels)

i
I

[@c CUulVla(@) = 0}  (atomes individuels),

L'ersemble des termes linéaires est

6,7, 1, Filtrage strict

*
6.2.1.1. Péduction au filtrage dans F

Soit t,t' ¢ [, Nous cherchons les solutions 2 t A t', c'eet

3 dire les substitutions strictes ¢ telles que ot = t',

6.8

Les substitutions strictes sont ici des morphismes, prolongeant

des applications de FnV dans F° ét de
TnV dans F~ T,
Seit t =w @, t' =vw'g avec @,q' ¢ 1.
On doit avoir, en particulier, o @ = u@', avec u ¢ F*,
11 y a deux cas :

i) @c C ; alors si @' $# @, pas de solutions,

sinon on se raméne a gw = v',

ii) @ e V! ; alors on introduit une variahle fonctionnelle h
n'apparaissant pas dans tt', et on se rarfue a

quh o= oy,



6.9

' Dans tous les cas, on se raméne donc 3 une équation du

*
type w A w', avec w,w' ¢ F ,
Toute solution & cette &quation donnera bien slir une

solttion au probléme de filtrage original (dans le cas ij, avec u = oh,

on prendra ox = u@®"'),

6.2.1.2, Recherche des solutions en longueurs
. ' . ' ' *
Soit 1'équation w A w', avec w,w' ¢ F ,
Soit W(w) = {f],'°',f }, et soit 0. le nombre d'occurrences
n 1

de fi dans w, l<i<n. Finalement, soit a le nombre d'occurrences de constantes

dans w, et B la longueur de w'. L'&quation en Apateey) 20

n
;gl Oiki + o=B admet un norbre fini de solutions.
Une telle solution sera dite solution en longueurs de w A w'.
A toute solution en longueurs<A];---,A > correspond au plus
. n
une solution o de w & w', telle jque |Ofi| = Ai.‘Cette solution est ohtenue
en divisant w' suivant les segments correspondants & la solution en lonpueurs.,

Par exemple, 1'équation fg & H donne -deux solutions en longueurs

fl

i) l£] = 0 |lg] = 1, qui donne la solution of = £, gg = H

1]

ii) | f]

|g| 0, qui donne la solution of = H, og = €,
6,2.1.3 Cet algorithme permet donc de générer un nombre fini de solutions
& un probléme de filtrage strict.
Réciproquement, ce sont lé toutes les solutions,
Par exemple, soit t = fx
et t; = HA,
en choisissant la nouvelle variable fonctionné]]e g, on réduit au probléme

*
dans F : fgAF, qui a les deux solutions trouvées plus haut.
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On trouve donc deux solutions a t A t' :

{<fy,y>,<x,HA>}

94

{<fy,Hy>,<x,A>},

)

6.2.2 Filtrage

6.2,2.1 Réduction au filtrage strict

Nous cherchons maintenant des solutions & 1'équation
t <t
Soit U(t) n F = {fl,---,fn}, "ol on suppose que les f.
sont pris dans leur ordre d'occurrence dans t (i.e., la premiére occurrence

de f est a gauche de la premiére occurrence de f etc...). Soit w

]

2 1277y

les parties initiales de t, précédant la premiére occurrence de fl,---,f .
n

Soit X ¢ VO-(U(t) u V(t")). On se raméne aux n+l problémes :

VX L t! (n
wox A t! (n)
t At (n+l).

Toute solution p au probléme (n+l) est une solution de txt',
Soit p une solution au problére (p), avec ps<n. Alors
0 =p U {<fpx,px>} est ure solution de ot = t',

1

Inversement, toute solution ¢ de t < t' qui soit stricte en

+e+,f et non stricte en fp est solution du probléme (p), avec p = n+l,



6.2,2.2 Exemple

soit t = fx

t' HA.

On réduit ici le probléme t < t' 3 2 probhlémes :
(n y A HA , qui a une solution unique
p = {<y,HA>}
(2) fx A HA.
Dans le premier cas, on trouve la solution :
a, = {<fy,HA>},

Dans le second, on trouve les solutions o, et ¢, ci-dessus,

1 2

6.2.2.3 On trouve donc toujours un ensemble complet fini de filtres
dans L. Nous verrons plus loin comment ce résultat s'étend aux termes de

second ordre généraux.

6.2,2.4 Existence de filtre

Supposons que 1'on s'intéresse simplement a l'existence d'une
solution a2 t < t', Nous avons vu que nous pouvions nous ramener a (n+l)
filtrages De plus, remarquons que si le probléme (j+1) a une solu-
tion o, alors le probléme (j) a une solution également, En effet, o solution
de (j+1) impose en particulier que t' = ww', avec w = ow..

La substitution or{fl,-°',fj } u{<x,w%}, est hien une solution

-1
de (3).

En particulier, t < t'

. . *
admet une solution ssi t ¢ C et t' = ¢t
ou w x 4 t' admet une solution, c'est d@ dire si et seulement si t' commence

C e *
par la partie initiale dans C de t.
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La condition de filtrage dans L est donc trés simple.
Nous allons voir de méme qu'il existe un inf et un sup

dans L, relativement 3 <, et qu'ils se calculent tré&s simplement.

6.2.3 1Inf et sup relativement & <

Nous donnons ci-dessous un algorithme de calcul de 1'inf t A t'
et du sup t vV t' de deux termes linaires quelconques t et t', relativement
d 1'ordre induit par <,

Scit t,t"'" ¢ L, et soit w le mot initial commun & t et t' maximal.

..

- ' =
t ww] t ww2
(1) si w, = € alors w e L, d'ob Wy, = €, et t A t'=tvit'=¢t=1¢t"=w.
(ii1) siw, =xe¢ V_ ouw, = fw, avec f ¢ V', alors t < t', et on prend donc
P
1 0 1 3 1? ’

tAat' =t ,tve'=¢",

(iii) sinom, si w, = x ou wy = fw,, alors cas symétrique.

(iv) sinon, on prend t A t' = wx, avec X ¢ VO ; t et t' n'ont pas de
majorant commun.,
La preuve de correction de cet algorithme est triviale, nous ne
la ferons pas.
Le préordre A est singuliérement plus compliqué. Nous allons

voir dans les prochains paragraphes que 1l'on ne peut définir ni un inf mi

un sup vis & vis de l'ordre induit par A.

6.2.4 Non existence du sup dans <L,A>

Considérons

£FA

.
I}

t' = TgA



11 est facile de montrer que l'ensemble des majorants cormuns
de t et t' relativement 3 A est :
R *
{FA, FwFA} , ott w e F quelconque.
S

Cet euscilile n'ayant pas de plus petit &€lénent {(TLFu & s

t et t' sont des termes linéaires majorés sans sup.

6.2.5 Non existence de 1'inf dans <lL,A>

Considérons
t = FGA t1 = fFgh
t' = GFA t, = fGgA
t, et t, sont deux minorants communs 4 t et t',
Soit t, un majorant commun i t et t', ty = ot,.

o doit introduire G soit par f, soit par g. Dans le premier
cas t3 ne peut minorer t, dans second ty ne peut minorer t'. Ceci montre
bien que t et t' n'admettent pas d'inf relativement & 4.
Ceci peut se produire méme s'il n'y a qu'une fonction constante F,

et méme si t et t' ont le méme nombre d'occurrences de F, comme le montre

1'exemple suivant

t fFfFgA

t' fFeFgA.

Considérons

[l
il

f]szf2f3Ff3f4A.

2Ff3f2Ff3f4A.

cr
]

f]f



On a bien

avec

tituer & f],f

t =ot, =ot,
et t' = o't1 = 0't2
a = {<f]x,x>,<f2x,fx>,<f3x,x>,<f4x,gx>}
et o' = {<f1x,fx>,<f2x,x>,<f3x,gx>,<f4x,x>}.

l.es majorants de t, et t2 qui minorent t et t' ne peuvent suhs-

1

2,f3,f4 que € ou les atomes f et g.

Soit t, un tel majorant de ettty ty =0t =

Les conditions initiales et finales imposent

Olfle = o, f f

g, avec V = {f],fz,f3,r4}.

!
Q
Hh
th
<n

02f3f4 =

Donc au milieu : olfzf3 = o]f3f27 I1 vy a 3 ecas

c]fz =€ ; alors t3 ne peut minorer t.
o,f, = € ; alors t, ne peut minorer t'.
o]f7 = c]f3 = f ou g ; alors t, ne peut rinorer ni t ni t'

Ceci achéve bien de prouver que t et t' ne possédent pas

d'inf (remarquer que fFgFhA est strictement inférieur 3 t] et tz).

6.2.6 <L,8>

n'est pas bien fondé

Nous allons maintenant montrer que L posséde des chalnes

infinies décroissartes strictement, avec 1l'ordre de filtrage strict.

Considérons la suite de termes

= A

= fltlﬁ

= fzf]f]sz

= ww A avec w_=f f seef
nn n n n-1 1

LN 3 L3N ] ; =

flfz"'fn.
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On a bient At . En effet t =g t ,
n n-1 n-1 n n

avec o_ = {<f_x,x>}
n n

Montrons, par récurrence sur n, que Yi<n tiJY tn.

C'est vral (trivialement) pour n=0. Supposons la propriéte
vraie pour n-!, et montrons la pour n, par récurrence sur i,

C'est vrai pour i=0, car Vo O0A = A,

Supposons la propriété fausse pour i ; i.e.

Jo ¢ § pt, = t_.

Comrme |pwi| = |p;i|, on doit avoir : . ~n
pw, =W (2).
1 traf : f. = f oeof, j<n
(1) entralne pf; n ; 3
€
(2) réduit le premier cas a j=n,
Mais alors (1) entralne PVL_ | = WL
LI -
~ ] ; d’on ptl—i n-1?
P¥i-1 n=- |

ce qui est contraire & 1'hypothése de récurrence sur n,
Dans le deuxiéme cas : ofi =€, (1) entraine
pwW. =w

pwW. = W

ce'qui est contraire 3 1'hypothése de récurrence sur i,
Ceci compléte le pas de récurrence sur i, ce qui compléte
la récurrence sur n.
On a donc une chalne infinie strictement décroissante

tOAtlen-AtnAo-.

on tAat' &S t'at et ot ot
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Par contre, toute chaine strictement décroissante avec
le préordre £ issue de t est de longueur au plus |w]|, ol w, est la
C e . * . .

chaTne initiale de t maximale dans C . <L,<> est donc un ITF particu-

liérement simple, 1'ordre &tant l'ordre préfixiel sur les segments cons-—

tants initiaux.

6.2.7 Structure des termes linéaires par 1'ordre de filtrage

Nous pouvons rassembler nos résultats sur la structure de L

muni des deux ordres de filtrage par les lemmes :

Lermre 6.3 Dans L muni de < :
- deux termes auelconques admettent un inf,
- deux termes majorés admettent un sup,

- il n'y a pas de chalne infinie strictement décroissante.

lemre 6.4 Dans [ muni de 4 :

-~ certains termes t,t' n'admettent pas d'inf.
- certains termes t,t' majorés n'admettent pas de sup.

- il existe des chalnes infinies strictement décroissantes.

Nous allons maintenant étudier le probléme de 1'unification
des termes linéaires, d'abord dans le cas strict, puis dans le cas non strict,
Nous montrons tout d'abord que 1'unification stricte est un prohléme inter-

réductible au problere de Markov,
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6.2.8 Unification stricte

Soit

3 unifier strictement deux termes quelconques de L

t et t', Nous alleons montrer comment ramener ce probléme & un probléme

* - . .
dans F . On commence donc 3@ examiner les atomes terminaux de t et t'.

I1y a6 cas :

1y t =
2) t =
3) t =
4) t =
5) t =
6) t =

= '

wA t' =

w'B A et B distincts.

t et t' ne sont pas unifiables.

Alors ot
= |

ow = ow',

endomorph

(i.e. ¢}

Alors soi
On a ot =
oa=pu
wA t' =
wx t' =
wx t' =

uis f x
P y

Dans

' avec 0 ¢ S si et seulement si

= gt
ol est maintenant considéré comme un
. “ *
isme du monoide F .

f = We correspondant a <fu,w_, u> € @)

f

t f  une variable dans F n I/ n'apparaissant pas dans t ou t',

' 51 et seulement si

ot
\x,(ofx)A>}, ot p est maintenant solution de fo = w',
w'y  cas symétrique 3 3),

w'x corme en 2).

w'y., On se raméne & 5) en substituant d'abord fxy

o]
>
-

ay, ce qui fait deux cas séparés.

tous les cas, on se raméne donc & résoudre une &quatign

* . . B ol .
w =w', avec w,w' ¢ I, une solution étant un endomorphisme p de F  tel que

pw = pw'. (Plus exactement, n est le prolcngement unique par morphisme de

" . . *x -
merioide d'une application de F dans F, identité sur ().

La réduction inverse est immédiate (avec 2) ci-dessus).



La résolution d'équation dans le monoide libre avec cons-—

tantes est.un prohléme trés difficile. La décidahilité de 1'existence de

solutions 3 de telles équations est encore un probléme ouvert (générale-

ment connu sous le nom de probléme de Markov). On connait des algorithmes

de décision dans quelques cas particuliers.

ww'

D
2)

3)

4)

5)

C

Soit ¢ le nombre de constantes distinctes apparaissant dans

la solution triviale € est toujours solution.
(cas commutatif) i1 suffit de résoudre 1'équation aux lonpueurs,
on peut montrer que l'ensemble des solutions est un langage

rationnel (voir [RGI1]).

m

un algorithme a été découvert par Markov [MAI],

un algorithme a €té publié par Ju.Il. Hmelevskii

(voir [BJI1], (ny21, (HJ3]).

Le cas c2 avec v>3 est encore ouvert.

Nous donnerons en 6.4.2 wun algorithme d'unifiabilité, dérive

, v le nombre de variables. Les cas particuliers suivants sont décidables :

de celui défini au chapitre 3, Cet algorithme peut €tre utilisé& pour la sgemi=

décision de telles équations, en se restreignant aux solutions strictes.

6.2.9 Unification

Soit a unifier deux termes quelconques de [ t et t',

Nous allons tout d'abord montrer comrent on peut se ramener

au probléme de 1'unification stricte.
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6.2,.9.1 Réduction & 1'unification stricte

L'idée est la méme que celle utilisée en 6.2,2.1 .
Soit L = V(t) v V(t"), L n F = {f],---,fn}.
On considére les 2" substitutions :

op = {<f;x,2,> | i e 1},

I
oli I est un sous-ensemble quelconque de {1,2,+-,n}, et les z, sont des
variables dans VO—L.

Pour chacune de ces substitutions, on considé;e le probléme
d'unification stricte de o_t et o.t', |

I I

Toute solution au Iéme probléme, composée avec ¢ donnera

I’
un unificateur de t et t', Réciproquement, tout unificateur o de t et t'
qui est strict sur {fi | i ¢ I} et non strict sur {fi | i e I} peut
s'écrire.sous la forme :

O £ pOq.

Ceci achéve bien la preuve de la réduction de l'unification
de t et t' & 2" problémes d'unification strictéf)

On obtient en particulier que si le probléme d'équétions dans
les monoIdes‘est décidable, alors 1'existence d'unificateur 3 des termes
linéaires 1'est aussi,

Nous n'avons pas réussi & effectuer la réduction inverse.,

La difficulté réside dans 1l'impossibilité apparente de forcer
une condition du genre "f est stricte" par une contrainte d'unification

linéaire, Il est par contre aisé d'obtenir 1'équivalence du probléme d'uni-

fication et du probléme de résolution d'équations dans le monoide libre

completé par un &lément "zéro" (absorbant a droite).

(+) En fait, le nombre de problémes distincts est au plus de

() () (5) - e



Le probléme d'unification peut donc €tre décidable, sans que

les &quations dans le monoide le soient. Mais nous allons donner dans le

prochain paragraphe une indication de la cowplexité du probléme d'unifica-

tion, en montrant que la longueur minimale d'un unificateur ne peut &tre

bornée par un polyndme en la longueur des termes & unifier.

6.2.9.2 Complexité minimale des solutions

Définition : Soit t,t' e L, o € U(t,t"), On appelle complexité de o
1'entier : max {|w| l <fx,w> € o0 et f e V(t) u V(t")}.

Lemme 6.5
I1 n'existe pas d'entiers p et q telg que, pour tous termes

t et t' dans L, si t et t' sont unifiables, alors il existe un unifica-

teur o de complexité inférieure 3 pAq, avec A = |t]+]¢!

Démonstration

Considérons :

t = f]Asz---fmAAf]szB---fm_l C
‘= e 00 n n LN BN 3 n
t Af]Af2 Afmszf3B fm C
< n
ol par exemple f2 = f2f2-°'f2. Les termes

n
t et t' sont unifiables, par exemple par la substitution

m-1_ nm—i
g = {<f]X,An x>} u {<fix,A x> | 1<i<m},

I1 est facile de montrer que o est 1'unificateur de t et t'
de plus petite complexité. En effet, soit p un unificateur quelconque de

t et t', On prouve tout d'abord que Vi<m o est stricte en fi"

6.20

+ . . .
U(t,t') est 1'ensemble des unificateurs, stricts ou non, de t et t'.



En effet, si p n'était pas stricte en f], c'est a dire

8i : <f]x,t‘> € p, avec x ¢ V(t]), alors

pt = t, # At] = pt', en contradiction avec 1l'hypothése

p e U(t,t"). Donc <f1x,wx> € p, et pt = pt' entratne en

. . . . * P, . .
particulier wA = Aw. Cecl implique w ¢ A , par récurrence sur |w . Mais

ot = pt' entraine aussi p(sz--o) =vp(Af2'°-) et de proche en proche on

*
obtient bien <fix’wiX> € p, avec W, ¢ A,

Le reste de 1'&quation entrafne :

W. = w., . 1<i<m
b i+1
n
Aw1 = w2

La solution w, =€ ne convenant pas, la plus petite solution

n .
est : v = A, Vol A jere » le€, p =0,
s =1 .
La complexité de o est C = |w1x| =n" ', Ici
A= |t]+][t"] = 4m+(n+3) (m=1)+1,

I1 suffit de choisir m = gq+2, et n tel que
LN p [(q+])n+7q+]2jq, pour avoir C > p A%, [0
Ce résultat indique en particulier qu'il n'est pas possible
le borner la longueur des branches d'un arbre d'unifiabilité de t et t' par

in polynbme en |t|+|t’

Nous venons de voir que, méme dans le cas des termes linéaires,

1'unification était un probléme trés difficile,

Nous allons maintenant considérer 1'enserble Tl des termes

monadiques, en supposant 1l'existence d'au moins une constante d'arité >1.

6.21



6.3 Termes monadiques

Nous allons tout d'abord montrer que Tl’ muni de 1'ordre

de filtrage <, a une structure aussi compliquée que <L,A>.

6.3.1 Lemme 6.6

Soit f,g € V], A et B deux constantes zéro=aires
distinctes. Pour toutes substitutions o et o' :
si ofA = o'gA
]

et ofB = o gB,

alors YVt e T oft = o'gt.

Démonstration
Soit ¢ et o' répondant d& 1'hypothése, et soit t e T,

o doit posséder une corposante relative a3 f, soit <fu,t,» ¢ 0.

1

De méme, soit <gyV,ty> € a'.
Par définition, ofA = p,t, avec p, = {<u,a>}
gfB = p,t, avec p, = {<u,B>}
o'gh = n;t, avec n, = {<v,A>}
o'gB = nyt, avec n, = {<v,B>}.

I1 est facile de montrer, par récurrence sur t et tz, que

£ et t2 sont identiques, au renommage prés de u par v

t, =o.t, et t, =o0,t, aveec o, = {<v,u>} = {<u,v>}.

271 | %
On en tire facilement que pour tout t oft = ¢'gt, Nous ne
faisons pas ici les preuves complétes qui seraient plus aidées dans la

notation du A=-calcul., [J

Ce lemme nous permet de ramener un prohléme d'existence de

dans Tl ad un probléme d'unification, comme nous allons le voir.,

6,22
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6.3.2 Non existence du sup dans <T],s>

Nous allons nous inspirer de 1l'exerple de 6.2.4 .,

Considérons

t- = H(fA,fB,fFC)

t'

H(gh,gB,FgC)
En utilisant le lemme 6.6, on montre facilement que l'ensemble
des majorants de t et t' est :
{H(wA,wB,FuC)| w « F'}.

Cet ensemble n'ayant pas de plus petit &lément, t et t' sont

des terwes majorés sans sup.

6.3.3 Non existence de 1'inf dans <T1,s>

Nous nous inspirons de 1'exemple du 6.2.5, en le compliquant
pour €liminer les solutiomns non strictes.

Soit

H (FGA,FCA,GFA)

_—

ot T
-

" n

B (GFA,FGA,GFA)

(a3
H

= H(f Fg A,Ff g A, £ p FA)

1
CA,GE ,8,8)

282

p = H(E,080A,f

t] et t2 sont des minorants de t et t'

1

Q

ct

]
[\

’t 15 Utz
'

t

L}
Q
— -
cr
n

1 OétZ avec

{<f

u’u>,<g]u,Gu>}

Q
]

]

'{<f2u,Fu>,<g2u,u>}

Q
[}

" {Sf]u,Gu>,<g]u,u>}

Q
N
H

= {<f2u,u>,<g2u,Fu>}.
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t, peut &tre considéré comme une "abstraction en F" de t et t', et

]

t., comme une '"abstraction en G". Ces deux abstractions sont incompa-

2

tibles, comme nous allons le montrer,

it t" = p,t, = p,t a ] ' 3 :
Soit t 0 i pz 2 un majorant commun & tl et Lz.

On montre, par une analyse par cas fastidieuse mais facile, que p, et

Py doivent &€tre strictes (il suffit de regarder les conditions aux

longueurs).

{<f u>}

Posons : Py U,W,Uu>,<g, u,w

1 ] 1 2

= {<f_u,w

u>, <g u,w, u>l,

Pa 22%3

et écrivons plt] = p2t2. On doit avoir :

WIFWZ = w3Gw4 nm

lewz = w3w4G (2)

w]wzF = Gw3w4 (3)

(1) irpose w Vg # €. Si w, #€¢ , alors (2) impose que w, commence par F,

1 3 3
donc t" = H(Fee+e,*+¢,*+¢) ne minore pas t'. Si v #¢e, alors (3) impose

que w, commence par G, donc t" = H(Gee*,***,*¢+) ne minore pas t. Il

1
n'existe donc pas de majorant commun 2 t; et t, qui minore t et t'. Ceci
achéve de montrer que t et t' ne possédent pas d'inf relativement 3 <.
Remarquons que t et t’ n'admettent pas d'inf dans T, et non
seulement dans T]. Cet exemple montre que dans T il y a des raniéres in-
compatibles de généraliser (ou abstraire, ou induire) & partir de deux

termes, Donnons un autre exemple, sans preuve cette fois :

t

H(FFA,FA)

sont deux termes de TO

t' = H(GGR,CR)

qui possédent comme minorants communs, en particulier ;

t, = H(ffx,fx) dans Tl

et t, = B(h(FA,GB),h(A,B)) dans T2 (avec h ¢ V2) qui sont incompatibles,



6.25

6.3.4 <T,,<> n'est pas bien fondé

Nous allons maintenant montrer que T], muni de 1'ordre < de
filtrage, posséde des chalnes infinies strictement décroissantes,

Soit {fl,fz,---} c UV A et F e, avec a(A) = 0 et a(F) = 2,

l’

On considére la suite de termes de T] :

ty = F(A,0)
t, = F(£,4,£,£A)
t, = F(folA’fzflf]sz)
tn = F(WnA,annA) avec wn = fnfn—]'..f]’
e e e W= f eesf |
n ! n
On a bien t_ < t . Fn effet t = g_t_, avec
n n-1 n-1 nn

o= {<f_x,x>},
n n

Montrons maintenant que tn £ tn K Pour cela, supposons

+

qu'au contraire il existe o tel que t = ot_.
n+! n

0 ne peut €tre une substitution stricte, car sinon an aurait

wwALW

oV n+lwn+1A’ ce qui est impossible (voir preuve en 6,2,6),

Donc , en posant

t

-ow A, on a
n

ot
n

F(t,t), qui ne peut donc €tre égal a L

Ceci achéve de prouver que t £ t, et donc

+1°

t > t > esee > t > ees
0 | n

Nous pouvons maintenant rassembler nos résultats sur la

structure de <T1,s> :
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6.3.5 Lemme 6.7

Dans TI muni de < :
- certains termes t,t' n'admettent pas d'inf.
~ certains termes t,t' majorés n'adumettent pas de sup.

- 11 existe des chaTnes infinies strictement décroissantes.

Nous voyons donc que la structure de <T,<> est com-
pliquée, méme en se limitant aux termes monadiques.

En ce qui concerne ]'pnifiéation, la situation ici n'est
guére plus compliquée que dans L, et guére plus simple que dans 1'en-
semble éomplet des termes de second ordre. Nous allons donc passer
directement @ la situation générale, au paragraphe 6.4,

Avant cela, wontrons que 1'unification stricte dans T1
permet de résoudre l'unification dans un langage de premier ordre, en

présence d'un axiome d'associativité,

6.3.6 Relations avec l'unification associative

Soit A un langage de termes de premier ordre, dans lequel
on distingue une constante binaire H. Mous supposons que H obéit & un
axiome d'associativité :

H(x,H(y,z)) = H(H(x,v),2z)). (1),

Le probléme de 1'unification associative consiste & recher-
cher les solutions d'ume équation
dans A,

en présence de 1l'axiome (1),
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Ce probléme est un cas particulier de 1l'unification dans
des langages de premier ordre munis d'un ensemble d'identités, proBléme
étudié par Plotkin .dans [pG2].

Nous allons maintenant montrer qﬁe ce probléme se réduit &
l'unification stricte dans u; langage de second ordre‘monadique B, que
nous allons construire.

Supposons que A soit construit & partir d'un ensemble V de

variables, et d'un ensemble C de constantes. On construit B i partir de :

VO = {u}
v, = {f |x e U}
X
C = {F|F e C={H}} u (K},

avec a(f) = o(F)+1 et a(K) = 0,
Pour tout t dans B, on dénote ﬁar t le terme fermé de B
défini par : t = S:[t].
On définit une application ¢ de A dans B, par :
(i) o(x) = f u  VxelV

T

(ii) ¢(F(t’."',tn)) = F(E?ZTS,'--, ¢(tn),u) NF é C-{H}

(11i) oW(t ,t,)) = Si(tz)[¢(t])3.
Par exemple :
o(H(F(A),B)) = F(A(K),B(u))
o (H(AH(B,C)))= ¢(H(H(2,R),C)) = A(B(C(u))).
D'une maniére générale, on peut prouver que
¢(t) = ¢(t') <> ta=t', oli = est la conpruence

engendrée par (1).
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Les termes ¢(t) sont des termes particuliers de B : ils
possédent une et une seule occurrence de u, dans la position la plus

3 droite la plus interne.
L'idée de la construction est naturellement de prendre en

compte 1l'associativité de la fonction H par 1'associativité de la composi-

tion des fomctions monadiques.,

On étend ¢ aux substitutions sur A comme suit :

Soit o une substitution de A, de domaine D(¢). On définit :

$(0) = {<fxu,¢(cx)>|x e Pto)}.
Montrons maintenant que ¢ est un isomorphisme de A/~ Sur
¢ (A) c‘B. I1 nous faut montrer QUe le diagramme suivant commute :
t ._._‘b____, o (t)

lo ¢ (o)

et —2 5 sen

c'est a dire que Vt,o ¢(o) ¢(t) = ¢(ot).
Mous laissons au lecteur la preuve de cette propriété, qui

se montre facilement par récurrence sur t,
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Soit maintenant t et t' des termes de A quelconques, O une
substitution telle que ot =~ ot'. Alors ¢(o) est un unificateur de ¢(t)
et ¢(t'), Réciproquement, soit p un unificateur de ¢(t) et ¢(t') tel qu'il
existe o, avec ¢(0) = p. Alors on a ot =~ ot',
On a donc bien ramené le probléme d'unification dans A,
modﬁlo 1'axiore (1), & un probléme d'unification dans le langage de second
ordre monadique B, |
Illfaut naturellement prendre garde & ce que les solutions
dans B soient inversibles par ¢, En particuiier, rerarquons que ¢ (o) est
toujours une substitution stricte.
Plus précisément, si on désire unifier ¢(t) et ¢(t') en-
construisant un API de ces deux termes, alors on peut rontrer qu'on peut
imposer 4 la procédure CHOTX de ne construire que les composantes :
i) d'imitation
<fu,§(z],--~,zn,hu)>

ii) de projection
<hu,u> que 1'on peut restreindre aux variables h
introduites.

Nous ne donnons pas ici les détails de la construction,
Plotkin ayant donné dans [PG2] un algorithrme qui permet d'énumérer un
ECIM de deux termes quelconques dans A/~, Notre intention &tait simple-
ment de montrer la liaison entre les deux problémes, qui sont en fait
deux versions voisines du probléme des équations dans le monoide libre
avec constantes.

Remarquons enfin que ce probléme est sous—jacent 3 de nom-

breux problémes iﬁformatiques. Par exemple, le probléme de 1'appel des
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wcédures par "pattern matching"
p res par "p g

dans le langage QA4, en présence de
variables de listes, est une instance de cebprObléme.

Lorsque 1'on cherche 3 unifier des termes modulo un
enserble arbitraire d}axiomes, on aboutit généralement & résoudre des
8quations dans la structure algébrique libre correspondante. Par exemple,
si la fonction H ci-dessus ob&it Eégalement 3 1'axiome de commutativité,
on doit résoudre des &quations dans le semi-groupe commutatif libre, On
peut alors toujours trouver un ensemble complet fini de solutions mini-
males [8M1],

Des problémes analogues sont traités dans la thése de
M. Stickel [SM2].

6.4 Unification dans T

[

6.4.1 1.'ensemble corplet T.

Nous complétons T en T en introduisant des variables liégs.
Plus précisémrent, T est le plus éetit enserhle contenant T et fermé par
1'opération :
t —  Axt x e V,
Comme pour le A-calcul, nous utiliseroﬁs 1'abréviation
Axl---xn-t pour Axlkx2'-~xxnt. De fait, T est la restriction au second
ordre, de 1'ensermble T du chapitre 4(+).

L'ensemble des substitutions S est irchargé, Mais npous écrie

rons de meéme <f,ku]'-°un-t> au lieu de <fu]'°-un,t>.

(T)Ceci n'est pas tout 3 fait vrai.-Pour obtenir les terres de second ordre
du genre A()x+e), il faudrait définir des types, l'arité des atomes ne suf-
fisant pas pour déterminer si un terme est bien formé,
Nous ne le ferons pas ici par sirplicité, mais tous les résultats qui sui-
vent restent vrais. '
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Nous allons tout d'abord montrer comment la construction
d'arbres de préunification, comme définie au chapitre 3, peut se sim-

plifier au second ordre.

6.4.2 Arbres de préunification

6.4.2,1

Nous allons définir et construire des arbres de préunificar
tion, & 1'aide des procédures SIMPL et CHOIX données au chapitre 3. Mais
ici un certain nombre de simplifications s'imposent.

Tout d'ébord, nous sorwes dans le cas ol la n-régle est
valide, ce qui nous permet d'utiliser les simplifications déja définies
en 4.4,

Ensuite, la régle de projection de CHOIX est considérahle-
rent sirplifiée. En effet, les projections sont ic¢i de la seule forme

<f,Aw]---w ]-w.> avec ]Fifpl.
(i.e. 1l n'y a plus d'arguments Ej).

Enfin, un certain nombre d'heuristiques sont applicables.

Ure heuristique particﬁliérement importante concerne le cas
ou le deuxiéme terme e, de la paire donnée & CHOIX est de la forme

Avlo--vn-vm(-~-) avec lvm<n,

Dans ¢e cas 1'imitation n'est pas pessible, seule la régle
de projection est applicahle, En itérant cette condition, on voit donc
que cette paire ne sera simplifiée que si la variahle 1liée de e, corres-

pondante u apparalt dans 1'argument de e, sur lequel on se projette.

1
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Autrement dit, il est suffisant de se limiter aux projections

. 1 .
<f,)\w1°'-wp > ot 1 est tel que u € U(ei) (avec les notations de 3.3.1).
]

Cette régle permet dans certains cas de limiter considérablew
ment le nomtre de noeuds engendrés.

Une autre heuristique concerne le cas ol la variable de t&te
du premier terme ey appartient & VO’ i.e.

e, = Xu]--'un°x.

Dans ce cas seule l'imitation est possible, et dans le noeud
suivant on est dans la mé@me situation pour toutes les places d'arguments
de la téte de e,. On peut exécuter en une fois une "imitation itérée" com-

me suit, Ecrivons e, sous la forme :

e2 = )\v]-o.vno F<<E”000’Ek>>’
ol E est un contexte ne contenant que des constantes, et ot
E. = f.E!---Eq(f) avee f. e V | r<j<gk,
J J ] ] J

’

Maintenant, si

{f]"..’fk} n {v],---,vn,x} # 0, alors retourner

gchec ('f)"), sinon retourner la composante

<X, E<<y],-.. >>>

2 Yy

ot les yj sont des variables distinctes dans VO—”.
La justification de cette régle est évidente :

- si fj = v, 1l v aurait un noeud échec dans 1'AP aprés un certain

k

nombre d'imitations.
- si fj = x il v aurait une branche infinie d'imitations.

(les deux phénoménes ci—dessus pouvant se combiner entre eux et avec des

échecs dus a d'autres causes)
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composantes formerait justement la composante ci-dessus.

Cette heuristique permet en particulier d'éviter les bou-

clages dls uniquement aux variables élémentaires (dans VO).~

Donnons maintenant la description algorithmique compléte de

1'algorithme CHOIX simplifié&, que nous appellerons CHOIX 2.

6.4,2,2 Description algorithmique de CHOIX 2 (e];EZJY).

. ) 1
Soit e, = Xuloo-uhof(e],-- ,ep])

. B 2 2
e2 )\v].--vn-@(e]’o--,epz) n,p],P220
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(1) si f ¢ VO (et donc p]=0), alors effectuer 1l'imitation itérée décrite

au paragraphe précédant (1 ou O solution), sinon aller en (ii).

(i1) <mitation ; cette régle est applicable seulement si @ e C :

si @ = v. o 1<i<n , aller en (iii).
Cette régle donne une solution, la composante :

<f,Aw1---wp1- @(E],--',Ep2)>

gvec Ei = hi(wl,---,wp ) . 1S1$p2, ol les hi sont des variables

1
de V_ non dans V.,
Py

(iii) projection ; cette régle est applicable seulement si p1>0.

.Elle donne P solutions ; toutes les composantes

<f,kw]---wpl-wi> , avec lsiSp].

Toutefois, si @ = v s on se limite aux solutions telles

1
que u € V(ei).

Fin de CHOIX 2. 0O



Cet algorithme est considérablement plus simple que
1'algorithme CHOIX original de 3.3. Il est de plus beaucoup plus
dirigé (et donc efficace) que l'algorithme de Pietrzykowski pour le
méme langage ([PT1]) ; ceci est di & la méme raison que précé&demment :
la recherche de préunificateurs est beaucoup moins complexe que la
recherche d'un ensemble complet d'unificateurs.

La construction d'un arbre de préunifications (AP)
s'opére exactement comme en 3.4, On peut de méme définir des arbres
de préunification indépendants (API) comme en 3.5. Il n'y a pas lieu
ici de considérer la construction d'arbres d'unifiabilité comme en 3.6,
car, comme dans le cas du A-n-calcul, nous avons supprimé la redondance
correspondante au niveau de 1'algorithme CHOIX,

L'algorithme CHOIX 2 &tant obtenu comme la restriction aux
termes de second ordre de 1'algorithme CHOIX pour le A-n-calcul, 1'équi-
valent du théoréme 12 nous permet d'affirmer que l'enserble des solutionms
Z(A) obtenues aux noeuds terminaux succés d'un API de t et t' construit 23
1'aide de la procédure CHOIX 2 est un ECPI de t et t',

(I1 suffit de justifier séparément 1'heuristique concernant le cas (i)

comme indiqué en 6.4.,2.1, sans difficultés).,

6.34
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6.4.2,3 Exemple

Utilisons 1l'exemple | de 3.4.2.]1 pour montrer un arbre

de préunification construit & 1'aide de la procédure CHOIX 2.
t = ffx , t' = AAB.

{<ffx , AAB>}

<fu , Ahuy <fu , u>

{<hAhx , AB>} {<x , AaB>}

<hu , Ah'u> <hu , u> <x , AAB>
v l
{<h®AAh'x , B>} {<x , B>} ®

—————

> <x,B>

<h'y /<;j ‘\\\\:L'u u
s N

® ®

@

6.4.3. Demi-unification

Nous allons montrer que, pour deux termes quelconques
t et t' de T, il existe toujours un ECDM finZ de t et t'. Pour cela,

nous commengons par examiner le probléme de 1'unification de t et t',

lorsque V(t') = @,

6.4.3,1 Unification de t et t', lorsque VU(t') = @.

Nous sommes ici dans le méme cas qu'en 3.7.1. Le lemme 3,15
est toujours valable : tout API de t et t' détermine un ECUI de t et t',
Mais ici nous pouvons montrer de plus que la construction termine tou-

jours, et qu'on obtient donc un ECUI fini,
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La preuve de terminaison est simple ; elle est basée

sur la forme simplifiée'des‘composantes de projection,
Définissons w(t), pour t € T, corme en 1.8, Pour
un unificande N, définissons de méme ﬂ](N) et vz(N) comme en 3.1.1.
Soit A un API quelconque de t et t', N un noeud quelconque de A, et
N' un successeur de N dans A. I1 y a deux cas :
(1) N' est obtenu de N par la régle d'imitation (ou d'imitation
itérée). Alors il est ais& de constater que nz(N') < nz(N).

(En effet, 1'atome de téte @ du terme e, imité sera &liminé par

2
la procédure SIMPL),

(ii) N' est obtenu de N par la régle de projection. Alors dans ce
cas on constaté& que n](N') < n](N),_ alors que

ﬂQ(N') s m, (M),

Par récurrence sur‘n](N)+w-ﬂ2(N) on montre donc facilement
que toute branche de A doit terminer. En combinant avec le lemme 3,15,

on obtient donc :

Lemme 6.8 Soit t et t' dans T, avec V(t'") = @, Soit A un API quel-
conque de E et E' sur V, avec V(t) c V. Alors A est fini, et I(A) est un
ECUI fini de t et t' sur V,

Ce lemme a une application informatique importante concernant
les transformations de programme, Il ést possible d'utiliser les termes de T
pour décrire des schémas de programmes, les termes fermés correspondant aux

programmes. On peut décrire des transformations de programmes par des paires
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de schémas &quivalents <t,t'>. Un programme P peut se transformer par une
telle paire, en un programme P' si et seulement si

P = E<t"> et Jo(t" = ot et P' = E<at'>),

Le lemme ci~dessus nous indique que pour tout programme P
et pour toute paire <t,t'>, il y a un nombre fini de tramnsformations que
1'on peut effectuer, qui peuvent &tre effectivement déterminées en cons-—

truisant les API correspondants,

6.4,3.2 Demi-unification de t et t'

De méme qu'en 3.7.2, on peut construire, pour tous termes
t et t', un ensemble complet de demi-unificateurs minimaux (ECDM) de t
vers ﬁ', en utilisant le résultat précédent.
L'équivalent du lemme 3.16 est toujours vrai, et le théoréme 11

eut donc s'énoncer :
P

Théoréme 18
Soit t,t" € T, et L = V(t) v V(t"). T1 existe un ECDM I de
t vers t' sur L, qui est fini, et unique 3 un isomorphisme prés.
La construction de I &tant effective, on obtient naturellemett

que la demi-unification est décidable dans T.

6.5. Conclusion

L'unification dans les langages de second ordre est un pro-
bléme difficile, qui a des rapports étroits avec le probléme de la réso-

lution d'équations dans un monoide libre avec des constantes.
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La décidabilité de 1'existence d'unificateurs est encore
un probléme ouvert, sauf dans des cas particuliers assez restreints.

Par contre, la demi-unification est décidable, et on peut toujours trouver
un ensemble fini de solutions minimales.

En ce qui coneerne la recherche d'un ensemble complet
d'unificateurs, il esf conjeqturé qu'on peut toﬁjours imposer 3 un tel
ECU la condition de minimalité. Remarquons que Plotkin a donné dans [PGl]
un algorithme qui génére 1'ECUM de deux termes quelconques de premier
ordre, en présence d'un axiome d'associativité, probléme voisin, comme
nous 1l'avons vu. Par contre, 1'algorithme donné par Pietrzykowski [PT1]

génére des solutions redondantes.
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CONCLUSION

1. Résultats obtenus, problémes ouverts

Nous avons &tudié dans ce travail trois types d'équations

aux termes :

oE'}

{o|oE

- 1'unification : u

- la demi-unification : D = {o|oE E'}

~ la pré-unification : P = {c|oE ~ oE'}.

Pour ces trois problémes, nous avons €tudié les propriétés
d'ensembles cémplets de solutions, en particulier l'existence d'ensembles
minimaux, ind@pendants ou principaux, l'existence d'ensemble complet de solu-
tions fini et‘enfin la décidabilité de chacun des problémes. Les résultats

obtenus sont résumés dans le tableau ci-dessous

équation t U : oE = oE' D :oE =E' P : oF ~ oE'
pro- 5
priétés
d'un ensem=~\Qrdre
ble complet 1 2 23 1 2 23 1 2 >3
de solutions.
principal 0 i i 0 i N 0 il N
fini 0 N N 0 0 N 0 i N
tndépendant 0 N N 0 N N 0 0 0
mintmal 0 22 N 0 0 0 0 0 0
déeidable 0 ?1 N 0 0 ?2 0 71 N

0 : 0OUI N : NON 7 : ouvert
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On remarque trois niveaux de difficulté : ler ordre, 2&me ordre,
3éme ordre et au délé.

Au premier ordre, il existe une solution principale pour chaque
type d'équations, En particulier, il existe un unificateur principal de tout
ensemble fini de termes. De plus, nous avons montré comment calculer cet uni-
ficateur (ou reconnaftre la non-existence de solutions) en temps linéaire en
fonction de la taille de 1'équation 3 résoudre.

Par contre, dés le 3&me ordre, il n'existe pas en général d'en-
semble complet fini. De plus, pour 1'unification, il n'existe pas toujours
d'ensemble complet de solutions minimales. Enfin 1'unifiabilité y est indéci-
dable. On ne peut donc espérer, pour générer un ensemble complet d'unificateurs,
qu'une procédure qui &numére un ensemble infini contenant des solutions redon-—
dantes, Cependant, si nous sommes seulement intéréssés par l'unifiabilité,
alors on peut se limiter 3 générer un ensemble complet de préunificateurs, toute
équation étant préunifiable si et seulement si elle est unifiable, L'intérét
de cette mwéthode est qu'alors on peut garantir aux solutions générées d'@tre non
seulement minimales, mais aussi indépendantes. Ceci permet d'obtenir un algori-
thme d'unifiabilité qui termine si une solution existe et qui ne fait pas de
recherches redondantes., Cet algorithme a été présenté au chapitre 3, pour le lan-
gage d'ordre w que constitue le A~K-calcul typé muni de la R-réduction. T1 est
montré au chapitre 4 comment cet algorithme se simplifie lorsqu'on autorise aussi
la régle de n-conversion, Enfin le chapitre 6 donne un algorithme particuliére-
ment simple pour la restriction aux termes de second ordre.

En ce qui concerne la demi-unification, il est montré au chapitre 3
qu'on peut toujours définir un eﬁsemble complet dé solﬁtions minimales. Cet en-

serble est unique & un isomerphisme prés, et nous montrons au chapitre 6 qu'a
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l'ordre 2 il est fini, et peut &tre engendré par un algorithme de filtrage
particuliérement simple.

Du point de vue de la structure de ces ensembles de soclutions,
nous laissons ouverts principalement trois problémes, notés ?;, ?5 et 75 dans
le tableau précédent,

P

7| concerne la décidabilité de 1'unifiabilité & 1'ordre 2.

Ce probléme, qui a des rapports &troits avec le probléme d'existence de solu-
tions 4 un systéme d'équations dans le monoide libre, est probablement trés
difficile,

-

79 concerne la décidabilité du filtrage & 1'ordre 3 et plus.
Nous conjecturons ce probléme décidaﬁle, mais la preuve en est probablement
difficile.
73 concerne l'existence d'un ensemble complet d'unificateurs
minimaux & 1'ordre 2, Nous conjecturons également une réponse positive.
Le deuxiéme type de résultats obtenus concerne la structure de
1'enserble des termes, ordonnés par l'ordre de filtrage.
Nous avons montré au chapitre 5 qu'au premier ordre, le magma
libre constituant 1'ensemble des termes posséde vis-i-vis de cet ordre une struc—
ture d'inf demi treillis bien fondé, ce qui implique que
1) tout sous enserble non vide de termes admet un inf (pius grand minorant)
2) tout sous ensemble de terﬁes majoré sup€rieurement admet un sup
(plus petit majorant)
3) il n'existe pas de chaTnes infinies strictement décroissantes.
Nous montrons de plus comment on peut étenare 1'ensemble des termes
finis en leur adjoignant les arbres infinis rationnels, définissables par des

équations récursives simples. L'existence d'un unificateur principal est conservée,
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"En fait deux arbres finis ou infinis compatibles admettent un unificateur
principal qui est rationnel si les deux arbres sont rationnels. L'algorithme
d'unification rapide peut &tre interprété comme calculant cet unificateur princi-
pal sur les arbres, ou d'un autre poinf de vue, comme unifiant des termes modulo
une forme simple de récursion.

Par contre la structure des arbres rationnels est plus compliquée
que dans le cas fini : le treillis sous condition n'est plus complet, ni pour
le sup ni pour 1'inf, et il existe des chafnes .infinies strictement décroissantes.

Dans le chapitre 6 nous montrons qu'au second ordre on ne peut rméme
plus garantir 1'existence d'un inf ou d'un sup de deux termes, et qu'il existe
des chalnes infinies strictement décroissantes. Ceci est vrai méme en se limitant
a des symboles de fonctions monadiques. Nous tomhons dans ce cas sur des problémes
ouverts de la théorie des monoides libres. En particulier, 1'unifiabilité de
deux termes par des fonctions monadiques strictes est équivalente au probléme de
Markov,

Leé résultats négatifs obtenus pour 1'unification & partir du 3éme

ordre suggérent que la structure des termes y est encore plus complexe.

2. Applications

Les langages de termes considérés dans ce travail sont les outils
de base du logicien et de 1'informaticien.

Notre langage de premier ordre, le magma libre ayant pour opérateurs
1'enserble des symboles de fonction, est précisément 1'ensermble des termes d'un
calcul des prédicats du prerier ordre,

Ces termes sont utilisés par l'informaticien pour décrire la sym~
taxe abstraite des programmes, les structures de données arborescentes et 1'en-—

chainenent des calculs,
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De méme au second ordre, le logicien reconnaitra 1'ensemble des
termes d'un calcul des prédicats du second ordre. Ces termes servent & 1'infor-
maticien en particulier & exprimer les schémas de programmes récursifs, et les
organigrammes contenant des méta-variables ou variables de procédures.

Enfin, 2 1'ordre w, notre langage est le A-calcul utilisé par
Church comme syntaxe de sa théorie des types. L'informaticien est en train de
reconnaitre A ce langage un rGle croissant en théorie de la programmation,

Nous allons maintenant présenter rapidement quelques applications
particuliéres de nos résultats en informatique théorique.

Aprés une présentation succinte, nous renverrons le lecteur intéresgé

aux articles cités en référence.

Démenstration automatique en caleul des prédicats du premier ordre

La démonstration autamatique a pour ohjet la féalisation de pro-
grammes qui vérifient (ou réfutent) une proposition dans une certaine théorie
mathématique, par la génération d'une déronstration formelle.

La plupart des programmes de démonstration automatique en logique
de premier ordre utilisés & ce jour éont basés sur la régle de résolution. la
résolution est une régle d'inférence unique complé&te pour les propositions mises
sous forme normale conjonctive. Les quantificateurs sont €liminés par la méthode
de Skolem, et on montre qu'une proposition P peut se déduire  dans la théorie
d'axiomes A en réfutant par résolution A v {1P}. La méthode est exposée compléte=
ment dans Fobinson [RJA1].

La résolution combine les reégles de coupure et de substitutien, par
l'intermédiaire‘de 1'unification., Plus pfécisément, soit C une clause (ensemble
de disjonctions) contenant une formule atomique L :

¢ =1{L}) uC.
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Soit D une clause contenant une négation de formule atomique ™ :
D = {IM} u D.
Nous supposons de plus que les variables lihbres apparaissant dans D

P <
ont ere renpomrmees,

de manidre 3 8tre distinctes des wariables apparaissant dang
(ces variables sont en effet quantifiées implicitement au niveau de chaque clause).

| Si L et M s'unifient, avec un unificateur principal o, alors on peut
dériver pa;-résolution la clause ;

oC u oD,
(Remarquer que c'est le résultat de la coupure de oC et oD). Plus généralement,
on peut couper {L],°",Ln] avec {1M],°-',1Mp}. Donnons maintenant un exemple
de preuve par résolution,
Soit 3 prouver : "Tout demi-groupe simplifiable 3 droite et &
gauche posséde un élément neutre a droite'". On utilise le prédicat ternaire P
pour signifier
P(x,y,2) =3 X*y = z, oll x est 1'o§ération du demi~-
groupe. Les axiomes utilis€s s'expriment par :
- associatiQité :
Vxyzuv [(P(x,y,u) A P(y,z,v)) > Yw(@(x,v,w) < P(u,z,w))]

qui donne deux clauses en forme normale conjonctive, la seule nécessaire étant :

(1) IP(x,y,u), 1P(y,z,v), 1P(x,v,w), P(u,z,w)

- solution a gauche

Nxy dz P(z,x,y) qui donne une clause oii apparalt la fonction de Skolem G :

(2)  P(G(x,y) , x,¥)

-de méme pour la solution 4 droite :

(3)  P(x,D(x,y),y)
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Nous désirons démontrer le théoréme :

dx Vy P(y,x,y), dont la négation fournit la clause :
(4)  TPY(R),x,Y(x)).

Appliquons la régle de résolution sur les clauses 2 et 1, ol les
formules 3@ couper sont
P(G(x,y),x%,y), P(x',y',u) et P(x',v,w)
(x et y de (1) &tant renommées en x' et y'), Un unificateur principal de ces
formules est :
o = {<x',G(x,y)>,<y",x>,<v,x>,<u,y>,<w,y>}

qui donne la clause résolvante . :

(5) P (x,g,x), P(y,z,y)

La résolution de (4) et de (5) produit de méme :

(6) 1P (x,2,X)

Enfin la résolution de (3) et (6) produit la clause vide [], qui
signale qu'on a obtenu une réfutation.

La résolution est une’combinaison élégante des régles d'inférences
usuelles de coupure et de substitution, La complétude de cette méthode procéde
des mémes raisons qui permettent l'élimiﬁation des(coupﬁres dans les svstémes de
déduction naturelle de Gentzen. L'existence d'un unificateur principal est cer-
tainement 1'une des propriétés fondamentales de la logique de premier ordre,

L'algorithme d'unification rapide présenté au chapitre 5 permet de
calculer rapidement des inférences par résolution,

Nous espérons que cet algorithme servira de base & la construction

de programmes de démonstration automatique futurs plus efficaces.



Fxtenstion a l'égalité

Robinson G. et Wos ont‘défini [RU1T une extension de la régle
de résolution au calcul des prédicats du premier ordre avec é€galité., Une régle
de substitutivite de 1'égalité est intiuduite, appelée paramodulation

Soit une clauge C, dans laquelle apparalt un terme t : C = F<t> ,

Soit une clause D contenant une équation :

D = {tl = t2} u D.

On suppose ici aussi que les variables de C et D sont distinctes.

Si t et t, sont unifiables, avec unificateur principal o, alors

on peut dériver la clause :. o[E<t,> v Dl.

(De méme en échangeant les rdles de £, et t,).

Un ensemble de clauses C est insatisfiable dans toute interpréta-

tion normale ssi on peut dériver la clause vide de C u {x=x} par résolution

(+)

et paramodulation,
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Donnons un exemple de paramodulations. Soit * une opération binaire
vérifiant les deux axiomes :
(1) xx(x*y) =y
(2) (x'*xy") *» y' = x'
Montrons par paramodulation que * est commutative,
On commence par choisir t = x'xy', £y = x* (x*y), t, = 9.
On obtient o = {<x',x>,<y',(x*y)>}, d'oli le paramodulant de (2) par (1) :
(3) yr(xx*y) = x.
En paramodulaﬁt (1) par (3), on obtient bien :
(4) Y*X = X*y,
(Nous laissons deviner au lecteur les termes t et t] utilisés daﬁs ce cas). |
) Ceci est encore umne conjecture y il peut &tre nécessaire de rajouter a C

des axiomes du type x = x' > F(x) = F(x').
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Extension aux logiques d'ordre supérieur

La méthode de résolution peut €tre €tendue aux logiques d'ordre
supérieur. Dans [MHGI] nous avons défini une méthode de preuves par réfutatiéns,
compléte pour la théorie des types de Church. La régle principale est une régle
de résolution généralisée, qui n'effectue que les unifications faciles. Les
unifications difficiles sont retardées, les &quations correspondantes &tant gar-
dées explicitement.

Lorsqu'une réfutation potentielle est détectée, alors l'élgorithme
de recherche de pré-unificateurs décrit au chapitre 3 est appliqué. La production

. *

d'une solution valide la.téfutation, en donnant un unificateur global pour tous
les pas de résolution employés.

De nombreux exemples de la méthode sont donnée dans [MHG3]. L'algori-
thme de pré-unification a &té implémenté en ALCOL W, & 1'TRIA, et la méthode de
preuve par résolutions retardées a &té partiellement implémentée, pour un langage

d'ordre 2, par J. Darlington au GMD (Bonn). P. Andrews expérimente avec une im-—:

plémentation compléte, a4 l'université Carnegie Mellon,

A titre d'exemple, considérons 1'ensemhle de clauses
(1) P(£(x)), Q(z(C),C), R(£(2))

(2) 1P (a)

(3) 10y (A),y)

(4) TR(B(w))

ou les atomes utilisés sont de type, respectivement
w,A o
y,8,C (o)

X,z ((a>a)~>a)

f (({a>a)+a)>a)
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et les prédicats constants P, Q et R sont de types
P,R (a0)
Q (ax (oa)-0)
oi 0 est le type "valeur de vérité".
La séquence de résolutions qui consiste A couper ensemble les
formules atomiques de méme symbole de prédicat aboutit & 1'unificande :
Ny = {<f(x),A>,<2z(C),y(A)>,<C,y>,<f(2), B(w)>},

En développant un arbre d'unifiabilité pour N comme expliqué au
PP

0*
chapitre 3, on trouve l'unificateur :
o = {<f,Axex(B)>,<z, Ay y(A)>,<w,A>,<x,MysA>},
Cet gnificateur valide la réfutation. En effet, en reportant ¢

dans les clauses initiales, on trouve bien un ensemble de clauses proposition-

nellement contradictoire.

Complétude des régles de simplification

Soit R un ensemble de paires <tlsty>, ofi t, et t, sont des termes
de premier ordre. On définit une relation de réécriture - entre termes par

t >t' ssit = E<t'> (i.e. t' apparaft en sous terme de t) et

<t ,ty> € R, avec t = ot, et t' = E<ct2> .

On dit que 1l'ensemble R est complet si et seulement s'il pqsséde
la propriété de Church-Rosser, i.e. :

£t ett t2. = Jt' t]'i t' et t, 2 t', of > dénote
la fermeture réflexive et transitive de -,

Dans [KB!1], Knuth et Bendix ont montré comment, dans le cas des
systémes simplifiants (c'est 3 dire tels que la relation - est bien fondée), on

peut domner une condition nécessaire et suffisante de complétude basée sur la

paramodulation mutuelle des paires de réécriture., DNe plus, lorsque l'ensemble de
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régles n'est pas complet, l'examen de la condition permet d'engendrer de nou-
velles régles compatibles avec l'ensemble de départ. Si le processus s'arréte,
on obtient un systéme complet.

Les systémes de simplification complets sont d'une grande impor-
tance en calcul symbolique. Ils permettent de définir des formes normales uni-
ques, calculables en un temps fini. De plus, il est possible de définir des
systémes de démonstration automatique en calcul des prédicats avec 1'égalité,
ol la régle de substitutivité‘esc.remplacée par des réécritures simplifiantes,
Dans les théories ol cela est possible, cette méthode produit une amélioration
spectaculaire par rapport aux régles précédemment utilisées (paramodulation).
Ici encore, l'algorithme d'unification rapide du chapitre 5 permet une implé-
mentation efficace de cette méthode.

Donnons un exemple en théorie des groupes., Au départ, on se donne
les trois régles de simplification suivantes, correspondant aux axiomes usuels
de la structure de groupe :

@D) Exx > x

2) X xx - E

(3)  (xxy)*z > xx(y*z)

Les deux premiéres régles forment un systéme complet, mais pas
l'ensemble des txois., En effet, on peut paramoduler la troisléme par la deuxiéme,
en unifiant x*y et u *u,

Ceci détermine un "terme critique” (x-l*x)*z qui est simplifiable
par (2) puis (1) en z, et par (3) én x_l*(x*z). Cette constatation suggére

1'utilisation d'une régle de simplification supplémentaire :

@) x e (xxz)oz
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Mais le systéme résultant n'est pas encore complet., L'unification
du sous terme x*z avec la partie gauche de la régle (1) produit le terme ériti-
que E_l*(E*z), simplifiable par (4) en z et par (1) en E_l*z. D'ol la regle :

(4.5) E vz > 2

Le processus continue ainsi, jusqu'd 1l'obtention des 6 ré&gles
supplémentaires :

(5) x*E -+ x

(6) E + E [(4.5) est alors suppriméel

(mn ) -»x

(8) X*X + E

(9 x*(x-]*y) >y

(10)  Gory) ™! >yl

Le systéme obtenu est maintenant complet, et peut servir 3 résoudre
le probléme des mots pour un groupe libre : t = t' est une conséquence des
axiomes de groupe si et seulement si t et t' possédent la méme forme normale,

obtenue par des séquences arbitraires de simplifications par les régles (1) & (10).

Equivalence des schémas récursifs

L'algorithme d'unification rapide peut &@tre étendu a 1'unification
sur des domaines d'arbres infinis, comme nous 1'avons vu au chapitre 5. Cet
algorithme permet alors de résoudre 1'équivalence des schémas récursifs zéro-
adiques, comme définis par exemple dans [CKV].

Ces schémas interviennent dans de nombreux problémes informatiques,
comme par exemple pour définir récursivement des types dans un langage tel
qu'ALGOL 68, Notre algorithme peut &tre ainsi utilisé pour décider rapidement

de la compatibilité de types (modes) entre deux objets définis dans un tel langage.
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Par exemple, supposons qu'un programme contienne les déclarations :

~mode m = struct (ref m a, ref struct (ref ma, ref n b)b) ;

mode n = struct (ref.n a, ref mb) ;

Supposons maintenant qu'on ait 3 vérifier la compatibilité des
modes des identificateurs i et j, On considére l'ensemble des termes construits
sur les variables m et n par un symbole de fonction binaire S, Sur cet ensem-

ble de termes on considére l'équivalence ~ définie par :

m ~ Sab(m,Sab(m,n))
n~ Sab(n,m)
m~n

On vérifie sans peine que ~ s'étend en une &quivalence cohérente

et simplifiable, ce qui prouve que les modes définis par m et n sont identiques.
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Trans formations schématiques
11 est possible de décrire certaines transformations de pro-

grammes, préservant le résultat des calculs, par des paires de schémas de

-~

programmes <S],Sz>, associés 34 un ensemble d'axiomes A qualifiant les varia-

bles des schémas S, et SZ' Un programme P = E<P'> est transformable s'il existe o,

avec P' = OSI, tel que M ¥ oA dans tout modé&le M du langage de pfogrammetion
utilisée, Le programme résultant de cette transformation est défini comme &tant
E<oSZ>.

Bien des optimisations de programmes sont exprimables de cette
maniére, par exemple pour transformer des récursions en itérations [DRI]. Un des
problémes qui se pose est naturellement de déterminer les filtres o qui réalisent
1'identification d'un programme et d'un schéma, les schémaé en question étant
généralement exprimés par des termes de second ordre.

Nous a¥vons présenté& au chapitre 6 un algorithme de filtrage de second
ordre, qui génére un ensemble complet et fini de filtres minimaux. Cet algorithme
est en cours d'implémentation 3 1'IRTA pour la transformation schématique de pro-
grammes PASCAL,

Donnons un exemple de tfansformation schématique.

Soit le schéma récursif défini par :

f(x) = ST a(x) ALORS b(x) SINON h(&(x), fle(x))).

Nous pouvons représenter ce schéma par le terme de second ordre

S1 = Afx+C(a(x), b(x), h(d(x), fe(x)))).

Avec les notations du chapitre 6, on a :
V(S]) = {a,b,d,e,h} , avec

X € VO _

a,b,d,e,f € V]

h e V2

CeC, avec o (C) = 3.
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Le schéma ci-dessous, en notation pseudo—-ALGOL, calcule itérative-

ment une fonction f, avec résultat dans l'identificateur res.

fonction f(x) ;
[ ST a(x) ALORS res : = b(x) SINON
| DEBUT
res : = d(x) ;
x ¢ = e(x) ; v
TANT QUE NON a(x) FAIRE
53 =9 ~ DEBUT

res : = h(res,d(x)):;

res : = h(res, b(x)) ;
FIN ;

On peut prouver que les schémas S] et 82 calculent la méme fonction,

dans toute interprétation de a,b,d,e.et h qui satisfait & 1'ensemble d'axiomes

A = VY xyz h(h(x,y),2) = h(x,h(y,z))
Vx hix,0) = w
ol w est interprété par "indéfini".

Tout programme récursif de la forme oS] peut €tre réécrit en 082,
si 1'on peut prouver cA. Par exemple, considérons la définition récursive usuelle
du programme LISP qui retourne une liste ; dans notre formalisme, on écrit :

P = A rev x * C(NULL(x), NIL, APPEND(rev(CDR(x)), CONS(CAR(x), NIL))).

Appliquons maintenant 1'algorithme de filtrage du chapitre 6 2
P et Sl' Toutes les solutions trouvées ont en commun la substitution : -

o = {<a,kx~NULL(x)>,<b,kx-NIL>,<e,Ax-CDR(x)>,

<h,Auv*APPEND (v, g(u,v))>1}
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Plus précisément, les solutions sont de la forme ;0 (i<3), avec :

Py = {<g,\uveu>,<d,Ax* CONS (CAR(x) ,NIL)>}

{<g,Auv+CONS(CAR (u),NIL)>,<d,Ax*x>}

{<g,AuveCONS (u,NIL)>,<d,Ax*@AR(x)>}.

Seule la premiére solution vérifie 1'axiome d'associativité pour h,

ce qui donne la traduction :

fonction f(x) ;
SI NULL(x) ALORS res : = NIL SINON
DEBUT
res : = CONS(CAR(x),NIL) ;
x ¢ = CDR(x) ;
TANT QUE NON NULL{(x) FAIRE
DEBUT
res : = APPEND(CONS(CAR(x),NIL),res) ;
CDR(x) ; .

X 3
FIN ;
res : = APPEND(NIL,res) ;
FIN ;
L'algorithme de filtrage de second ordre nous donne donc une méthode

uniforme pour reconnaltre qu'une transformation schématique peut s'appliquer i
un programme., Remarquer sur cet exemple que le filtrage a changé 1'appel récursif
de place (du second argument de h dans le schéma il s'est déplacé dans le premier

argument de APPEND dans le programme).
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Langages de programmation évolués

Durant la derniére décade sont apparus des langages de programmation
développés par les centres de recherche en intelligence artificielle (PLANNER,
QA4, QLISP) . Parmi les traits communs & ces langages, on trouve 1'appel des procé-
dures par filtrage ("pattern invocated procedures"). Lors de 1'appel d'une telie
procédure, la procédure appelée est sélectionnée par filtrage de son en-téte et
de la séquence d'appel.

Lorsque ces langages possédent des structures de données, les.pro—
blémes de filtrage peuvent devenir trés ardus. Par exemple en'QAd, dans le cas
des listes, on trouve des problémes analogues au filtrage de termes de second
ordre monadique, probléme abordé au chapitre 6.

Lorsque de plus l'instantiation est permise dans les deux sens,
le probléme d'unification corréspondant est équivalent au probléme encore ouvert
de la résolution d'équations dans le monoide libre,

Nos résultats pérmettent donc d'évaluer les difficultés d'implémen~
tation de telles facilités dans un langage de programmation. Des progiémes ana-
logues sont &tudiés dans la thése de M, Stickel [SM27,

Notons enfin qu'3 1'extrdme on peut se restreindre 3 cet appel de
procédures par unification comme unique structure de contrdle d'un langage de
programmation, comme c'est le cas par exemple pour le langage PROLOG., L'unifi-
cation est alors le mécanisme de base dirigeant 1l'interprétation des programmes

écrits dans un tel langage.
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Inauction

Mentionnons enfin, comme application de 1'anti-unification
(i.e. la recherche de 1'inf de deux termes vis g vis de l'ordre de filtrage,
plutSt que leur sup) le probléme de 1'induction, ou généralisation & partir
d'exemples. Cette application a &té développée en particulier dans la thése

de G, Plotkin [PG3].

Nous arréterons 13 cette liste d'applications. Il doit &tre clair
maintenant que la résolution de diverses équations aux termes est un probléme
central en calcul symbolique, et que les applications en sont nombreuses en

programmation et en intelligence artificielle,

Il ne fait pas de doute que nous aurons besoin de développer des
algorithmes d'qnification spécialisés 3 certaines théories. Par exemple,
G. Plotkin a défini un algorithme d'unification en présence de simplifications
arithmétiques [PGl1]. Des résultats analogues sont présentés dans [SJI] et [SMI].

Nous espérons que la terminologie et les méthodes utilisées dans
cette thése seront utiles & de telles études. On peut d'ailleurs considérer nos
algorithmes d'unification en ordre supérieur comme effectuant 1'unification
modulo les axiomes de description uﬁilisés implicitement par les régles de for-

mation des A-termes.



Lap1]

[AP2]

EBL1]

[(BL2]

[CA]]

(ca2l

[cB1]

fckvl

[CF1]

[cHS1]

[pJL1]

[pjL2]

{DB1]

BIBLTIOGRAPHTF

¢
Andrews P.R, (1971)
Resolution in type theory.
Journal of Symbolic Logic 36,3 pp. 414-432,

Andrews P.B. (1974)
Provability in elementary type theory

Zeitschr.f.math . Logik und Grunlagen d. Math,
Bd.20,. S. 411-418,

Baxter Lewis D, (1973)

An efficient unification algorithm

Technical report CS-73-23

Applied analysis and Computer Science Dept,
University of Waterloo.

Baxter Lewis D, (1976)
Communication personnelle,

Church A, (1940)
A formulation of the simple theory of types.
Journal of Symbolic Logic 5,1 pp.56-68,

Church A. (1941)

The calculi of lambhda-conversion
Anhals of Mathematics Studies n°6,
Princeton University Press.

Courcelle R, (1975)
Ensembles Algébriques d'Arbres et Langages déterministes
Thése Université de Paris.

Courcelle R,, Kahn . et Vuillemin J. (1974)
Algorithmes d'équivalence et de réduction & des expres-
sions minimales dans une classe d'&quations récursives
simples.

Symposium on Automata, Languages and Programming,

Sarrebruck, 8dité par Springer-Verlag.

Curry H.B, et Feys R. (1968)
Combinatory Logic, Vol |
North Holland, Amsterdam,

Curry H.B., Hindley J.P, et Seldin J.P., (1972)
Combinatory Logic, Vol 2
North Holland, Amsterdam.

Darlington J,1, (1971),

A partial mechanization of second-order logic.
Machine Intelligence 6, pp. 91-100,

American Elsevier, New-York.

Darlington J.L. (1973)
Automatic program synthesis in second-order logic.
Proceedings of 3rd IJCAT, Stanford August 1973,

Darlington J. et Burstall R.M. (1973)
A system which automatically improves programs

Third International Joint Conference on Artificial Intelligence

Stanford California.



[DB1] de Bruijn N.G. (1972) | .
Lambda-calculus notation with nameless dummies

Indagationes Math. 34,5

TEG1] Ernst G.W. (1971)
A matching procedure for type theory.
Communication personnelle,

(CF1] Galler B.A. et Fisher M.J. (1964)
An improved equivalence algorithm
CACM 7,5 pp. 301-303,

[GW1] Gould W.E. (1966)
A matching procedure for w-order logic,
Scientific Report N°4, AFCRL 66-78],
Contract AF (628)-=3250,
AD 646-560.

[cJ1] Guard J.R. (1964)
Automated logic for semi-automated mathematics.
Scientifiag Peport n°l1, AFCRL 64-411,
Contract AF 19 (628)- 3250
AD 602 710,

[HT1] Hart Timothy P. (1965)
A useful algebraic property of Robinson's unification algorithm
Artificial Intelligence Project memo 91
Memorandum MAC-M-28F5
MIT, Cambridge, Massachussets

[HJ1] Herbrand J. (1930)
Recherches sur la théorie de la démonstration
Thése Université de Paris, publiée dans
Ecrits logiques de Jacques Herbhrand
PUF, 1968,

[BLS1] Hindley J.R., Lercher B. et Seldin J.P., (1972)
Introduction to Combinatory Logic.
London Mathematical Society Lecture Note Series 7
Cambridge University Press.,

(RJ1] Hmelevskil Ju.I.(1964)
The solution of certain svstems of word equations
Soviet Math. Dokl., Vol 5 pp.724~726"

Hy21 . Hmelevskii Ju.T.(1966)
Word equations without coefficients
Soviet Math, Dokl. Vol 7 N°6 pp. 1611-1613.

[HI3] Hmelevskii Ju.I.(1967)
. Solution of word equations in three unknowns
Soviet Math, Dokl. Vol 8 N°6 pp. 1554~1556,

B-2



[HG1]

(uG21

(HG31

(HG4 ]

(HGS ]

[Jr11]

(kD11

[KB1]

LAl

[LC1]

Huet G.P, (1972)

Constrained Resolution : a complete method for type theory.
Thése de Ph, D, '
Jennings Computing Center Report 1117,

Case Western Reserve University.

Huet G.P. (1973) )
The undecidability of unification in third order logic.

Information and Control 22,3 pp. 257-267.

Huet G.P, (1973)
A machanization of type theory.
Proceedings of 3rd IJCAI, Stanford August 1973,

Huet G.P. {(1975)

Unification in typed A-calculus

Proceedings of the Symposium on A-calculus and computer
Science theory, Roma :
Springer-Verlag lLecture Notes in Computer Science N°37

Huet G.P. (1975)
A unification algorithm for typed A-calculus .
Theoretical Computer Science, 1.1 pp. 27-57,

Jensen D, et Pietrzykowski T. (1973)

Mecyanizing w—order type theory through unification

Report CS~73-16, Bept. of applied Analysis and Computer Science,
University of Waterloo.,

Theoretical Computer Science, & paraltre.

Knuth Donald E. (1969)

The art of computer programming
Vol 1 : Fundamental algorithms
Addison~Wesley, Reading Mass.

Knuth Donald E. et Bendix Peter R. (1970)
Simple word prohlems in universal algetras

in Computational Problems in Abstract Algebra,
Leech J, Ed,

Pergamon Press, Braunschweip

Lentin A. (1972)
Equations dans les monoides libres
Gauthier Villars, Paris

Lucchesi C.L, (1972)

The undecidability of the unification problem for third

order languages. ]

Report CSRR 2059, Dept. of Applied Analysis and Computer Science,
University of Waterloo.



[MAL] Markov A.A,
Algorithme non publié,

[MJ1] Morris J.H, (1968)
Lambda-calculus models of programming languages.
Ph. D. thesis, MIT.
MAC TR-57, December 68, 131 pp.

[Pwil] Paterson M.S. et Wegman M,N, (1976)
Linear unification.
Communication personnelle,

[PT1] Pietrzykowski T. (1971)
A complete mechanization of second order logic,
Journal of Assoc., for Comp. Math. 20,2 pp. 333-364,

[PJ1] Pietrzykowski T.et Jensen BP. (1972)
A complete mechanization of w—order type theory.
Association for Computing Machinery National Conference 1972,
vol. 1, pp. 82-92,

[PG1] Plotkin G,D. (1972)
Building-in Fquational Theories
Machine Intelligence 7, pp. 73-90,
American Flsevier, New-York.

(pG2] Plotkin G.D. (1970)
Lattice-theoretic properties of subsumption
Memomorandum MIP-R-77,
University of Fdinhurgh,

BTk} Plotkin G.D, (1971)
Automatic metbods of inductive inference
Ph,D., thesis, University of Edinburgh,

(pp1] Prawitz Dag (1960)
An Improved proof procedure
Theoria 26 pp.102-139,

[rJy1l Reynolds J. (1970)
Transformational systems and the algebraic structure
of atomic formulas, .
Machine Intelligence 5, pp,135-152,
American Flsevier, New-York.

[RwW1] Robinson G.A, et Wos L.T. (1969)
Paramodulation and theorem proving in first-order theories
with equality,
Machine Intelligence 4, pp. 135-150.
American Flsevier, New-York.



[RJAL]

[RJA2]

[RJA3]

[RG1]

[SL1]

[sJ1]

[sS1]

[SM17

[sM2]

[TW1]

[TR1]

Robinson J,A. (1965)
A machine-oriented legic based on the resolution principle.
Journal of Assoc, for Comp. Mach. 12,1 pp. 23-41,

Robinson J.A. (1971)

Computational logic : the unification computation
in Machine Tntelligence 6,

Fds B. Meltzer et D. Michie

American Elsevier, New-York,

Robinson J,A. (1976)
Communication personnelle,

Rose G. (1972)
Communication personnelle,

Sanchis L.E. (1967)

Functionals defined by recursion.

Notre Dame Journal of Formal Logic Vol VIII, N°3
Pp. 161-174,

Slagle J.R, (1974)

Automated theorem—-proving for theories with simplifiers,
commutativity, and associativity.

JACM 21,4, pp. 622-642,

Stenlund Soren (1972)
Combinators, A-terms , and proof theory
D. Reidel, Dordrecht,

Stickel M,E. (1975)

A complete unification algorithm for
associative~commutative functions,
Proceedings IV-th TIJCAI, Thilisi,

Stickel M.E. (1976)
Unification algorithms for artificial intelligence languages.
Thése de Ph. D.en cours, Carnegie Mellon U,

Tait W.W. (1967)
Intentional interpretations of functionals of finite type. I
Journal of Symbolic Logic 32, pp. 198-212,

Tarjan Robert E. (1975)
Efficiency of a good but not linear set union algorithm,
JACM 22,2  pps 215-225,



Imprimé en France

. par
I' Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique



	these1 und 2
	these 1 anfang bis 2-31
	These_01__001_fertig
	These_01__002_fertig
	These_01__003_blanko_fertig
	These_01__004_fertig
	These_01__005_blanko_fertig
	These_01__006_fertig
	These_01__007_fertig
	These_01__008_fertig
	These_01__009_fertig
	These_01__010_fertig
	These_01__011_fertig
	These_01__012_fertig
	These_01__013_fertig
	These_01__014_fertig
	These_01__017_blanko_fertig
	These_01__018_f_fertig
	These_01__019_f_fertig
	These_01__020_f_fertig
	These_01__021_f_fertig
	These_01__022_f_fertig (2)
	These_01__022_f_fertig
	These_01__023_f_fertig
	These_01__024_f_fertig
	These_01__025_02_fertig
	These_01__026_f_fertig
	These_01__027_f_fertig
	These_01__028_f_fertig
	These_01__029_f_fertig
	These_01__030_f_fertig
	These_01__031_f_fertig
	These_01__032_f_fertig
	These_01__033_f-fertig
	These_01__034_f_fertig
	These_01__035_f-fertig
	These_01__036_f-fertig
	These_01__037_f_fertig
	These_01__038_f_fertig
	These_01__039_f_fertig
	These_01__040_f_fertig
	These_01__041_f_fertig
	These_01__042_f_fertig
	These_01__043_f_fertig
	These_01__044_f_fertig
	These_01__045_fertig
	These_01__046_fertig
	These_01__047_f_fertig
	These_01__048_f_fertig
	These_01__049_f_fertig
	These_01__050_f_fertig
	These_01__051_f_fertig
	These_01__052_f_fertig
	These_01__053_f_fertig
	These_01__054_f_fertig
	These_01__055_f_fertig
	These_01__056_f_fertig
	These_01__057_f_fertig
	These_01__058_f_fertig
	These_01__059_f_fertig
	These_01__060_f_fertig
	These_01__061_f_fertig
	These_01__062_f_fertig
	These_01__064_f_fertig
	These_01__065_f_fertig
	These_01__066_f_fertig
	These_01__067_f_fertig
	These_01__068_f_fertig
	These_01__069_f_fertig
	These_01__070_f_fertig
	These_01__071_f_fertig

	these2 s. 2-31 bis 3-49
	3-20001_f_fertig copy
	3-490001_f_fertig copy
	these alle
	These_02__0002_f_fertig copy
	These_02__0003_f_fertig copy
	These_02__0004_f_fertig copy
	These_02__0005_f_fertig copy
	these2
	These_2__0006_f_fertig copy
	These_2__0007_f_fertig copy
	These_2__0008_f_fertig copy
	These_2__0009_f_fertig copy
	These_2__0010_f_fertig copy
	These_2__0011_f_fertig copy
	These_2__0012_f_fertig copy
	These_2__0013_blanko_f_fertig
	These_2__0014_f_fertig copy
	These_2__0016_f_fertig copy
	These_2__0017_f_fertig copy
	These_2__0018_f_fertig copy
	These_2__0019_f_fertig copy
	These_2__0020_f_fertig copy
	These_2__0021_f_fertig copy
	These_2__0022_f_fertig copy
	These_2__0023_f_fertig copy
	These_2__0024_f_fertig copy
	These_2__0025_f_fertig copy
	These_2__0026_f_fertig copy
	These_2__0027_f_fertig copy
	These_2__0028_f_fertig copy
	These_2__0029_f_fertig copy
	These_2__0030_f_fertig copy
	These_2__0031_f_fertig copy
	These_2__0032_f_fertig copy
	These_2__0033_f_fertig copy
	These_2__0034_f_fertig copy
	These_2__0035_f_fertig copy
	These_2__0036_f_fertig copy
	These_2__0037_f_fertig copy
	These_2__0038_f_fertig copy
	These_2__0039_f_fertig copy
	These_2__0040_f_fertig copy
	These_2__0041_f_fertig copy
	These_2__0042_f_fertig copy
	These_2__0043_f_fertig copy
	These_2__0044_f_fertig copy
	These_2__0045_f_fertig copy
	These_2__0046_f_fertig copy
	These_2__0047_f_fertig copy
	These_2__0048_f_fertig copy
	These_2__0049_f_fertig copy
	These_2__0050_f_fertig copy
	These_2__0051_f_fertig copy
	These_2__0052_f_fertig copy
	These_2__0053_f_fertig copy
	These_2__0054_f_fertig copy
	These_2__0055_f_fertig copy
	These_2__0056_f_fertig copy
	These_2__0057_f_fertig copy
	These_2__0058_f_fertig copy
	These_2__0059_f_fertig copy
	These_2__0060_f_fertig copy
	These_2__0061_f_fertig copy




	these 3 s 3-50 bis 5-18
	4-80002_f_fertig copy
	5-170001_f_fertig copy
	5-180001_f_fertig copy
	these 3s3-50 bis 5-16
	These_03__0001_f_fertig
	These_03__0002_f_fertig
	These_03__0003_f_fertig
	These_03__0004_f_fertig
	These_03__0005_f_fertig
	These_03__0006_f_fertig
	These_03__0007_f_fertig
	These_03__0008_f_fertig
	These_03__0009_f_fertig
	These_03__0010_f_fertig
	These_03__0011_f_fertig
	These_03__0012_blanko_f_fertig
	These_03__0013_f_fertig
	These_03__0014_f_fertig
	These_03__0015_f_fertig
	These_03__0016_f_fertig
	These_03__0017_f_fertig
	These_03__0019_f_fertig
	These_03__0021_f_fertig
	These_03__0022_f_fertig
	These_03__0023_f_fertig
	These_03__0024_f_fertig
	These_03__0025_f_fertig
	These_03__0026_f_fertig
	These_03__0027_f_fertig
	These_03__0028_f_fertig
	These_03__0029_f_fertig
	These_03__0030_f_fertig
	These_03__0031_f_fertig
	These_03__0032_f_fertig
	These_03__0033_f_fertig
	These_03__0034_f_fertig
	These_03__0035_f_fertig
	These_03__0036_f_fertig
	These_03__0037_f_fertig
	These_03__0038_f_fertig
	These_03__0039_f_fertig
	These_03__0040_f_fertig


	these 4 s.5-19 bis ende
	These_04__0001_fertig
	These_04__0002_fertig
	These_04__0003_fertig
	These_04__0004_fertig
	These_04__0005_fertig
	These_04__0006_fertig
	These_04__0007_fertig
	These_04__0008_fertig
	These_04__0009_fertig
	These_04__0010_fertig
	These_04__0011_fertig
	These_04__0012_fertig
	These_04__0013_fertig
	These_04__0014_fertig
	These_04__0015_fertig
	These_04__0016_fertig
	These_04__0017_fertig
	These_04__0018_fertig
	These_04__0019_f_fertig
	These_04__0020_f_fertig
	These_04__0021_f_fertig
	These_04__0022_f_fertig
	These_04__0023_f_fertig
	These_04__0024_f_fertig
	These_04__0025_fertig
	These_04__0026_f_fertig
	These_04__0027_fertig
	These_04__0028_fertig
	These_04__0030_fertig
	These_04__0031_fertig
	These_04__0032_fertig
	These_04__0033_fertig
	These_04__0034_fertig
	These_04__0035_fertig
	These_04__0036_fertig
	These_04__0037_fertig
	These_04__0038_fertig
	These_04__0039_f_fertig
	These_04__0040_fertig
	These_04__0041_f_fertig
	These_04__0042_f_fertig
	These_04__0043_f_fertig
	These_04__0044_f_fertig
	These_04__0045_f_fertig
	These_04__0046_f_fertig
	These_04__0047_f_fertig
	These_04__0048_f_fertig
	These_04__0049_f_fertig
	These_04__0050_f_fertig
	These_04__0051_f_fertig
	These_04__0052_f_fertig
	These_04__0053_f_fertig
	These_04__0054_f_fertig
	These_04__0055_f_fertig
	These_04__0056_f_fertig
	These_04__0057_f_fertig
	These_04__0058_f_fertig
	These_04__0059_f_fertig
	These_04__0060_f_fertig
	These_04__0061_f_fertig
	These_04__0062_f_fertig
	These_04__0063_f_fertig
	These_04__0064_f_fertig
	These_04__0065_f_fertig
	These_04__0066_f_fertig
	These_04__0067_f_fertig
	These_04__0068_f_fertig
	These_04__0069_f_fertig
	These_04__0070_f_fertig
	These_04__0071_f_fertig
	These_04__0072_f_fertig
	These_04__0073_f_fertig
	These_04__0074_f_fertig
	These_04__0075_f_fertig
	These_04__0076_f_fertig
	These_04__0077_f_fertig
	These_04__0078_f_fertig
	These_04__0079_f_fertig
	These_04__0080_f_fertig
	These_04__0081_f_fertig
	These_04__0082_f_fertig
	These_04__0083_f_fertig
	These_04__0084_f_fertig
	These_04__0085_f_fertig
	These_04__0086_f_fertig (2)
	These_04__0086_f_fertig
	These_04__0087_f_fertig
	These_04__0088_f_fertig
	These_04__0089_f_fertig
	These_04__0090_f_fertig
	These_04__0091_f_fertig
	These_04__0092_f_fertig
	These_04__0093_f_fertig
	These_04__0094_f_fertig
	These_04__0095_f_fertig
	These_04__0096_f_fertig
	These_04__0097_f_fertig
	These_04__0098_f_fertig
	These_04__0099_f_fertig
	These_04__0100_f_fertig
	These_04__0101_f_fertig
	These_04__0102_f_fertig
	These_04__0103_f_fertig
	These_04__0104_f_fertig
	These_04__0105_f_fertig
	These_04__0106_f_fertig
	These_04__0107_f_fertig
	These_04__0108_f_fertig
	These_04__0109_f_fertig
	These_04__0110_f_fertig
	These_04__0111_f_fertig
	These_04__0112_f_fertig
	These_04__0113_f_fertig
	These_04__0114_f_fertig




