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Introduction

Ce mémoire présente et étudie divers aspects du calcul pji. Ce calcul est & 'intersection de la théorie
de la démonstration et de la théorie des programmes. Il constitue le coeur du calcul Apji qui fut mit au
point en collaboration avec Pierre-Louis Curien en 2000 [CHO0O].

Sa structure est & la fois celle du calcul des séquents de Gentzen et celle des machines a environne-
ments, deux notions qui se trouvent ainsi reliées.

Son expressivité logique est celle de la logique classique et son expressivité calculatoire est celle des
opérateurs de controles, dans la lignée de 'opérateur J de Landin [Lan65a, Lan65b] (simplifié! en escape
chez Reynolds [Rey72| et implanté en Scheme sous la forme d’abord d’un catch/throw statique? [SS75]
puis d’'un call-with-current-continuation [KCR'98|), généralisé en C par Felleisen et al [FFKDS6]
puis disséqué en p et [ ] par Parigot [Par92] (le calcul Ap).

Sa syntaxe symétrique se situe dans la lignée du A-calcul symétrique de Barbanera et Berardi [BB96]
et du A-calcul symétrique de Filinski [Fil89b, Fil89a]). Contrairement au cas du A-calcul de Barbanera et
Berardi, mais pareillement & celui de Filinski, la symétrie exprime une dualité entre les notions standard
de terme et de contexte d’évaluation en théorie des programmes.

Sa sémantique est la superposition de I'appel par nom, habituellement considéré en théorie de la
démonstration, et de I'appel par valeur, plus souvent considéré en théorie des programmes. De la théorie
de Tappel par valeur, telle qu’initiée par Plotkin [Plo75], le calcul pfi apporte une description cano-
nique qui contraste avec la diversité des approches de Moggi [Mog88]| (cas intuitionniste) et de Sabry et
Felleisen [SF93|, Hofmann [Hof95] et Selinger [Sel01] (cas classique).

Au bilan, sur le plan de la théorie de la démonstration, le calcul pfi donne un sens calculatoire au
calcul des séquents (symétrique) de Gentzen en l'interprétant comme la superposition de ’appel par
nom et de 'appel par valeur. En particulier, il explique pourquoi la traduction du calcul des séquents en
déduction naturelle n’est pas injective : le calcul des séquents couvre 'appel par valeur ce que ne couvre
pas la déduction naturelle standard qui est une déduction naturelle en appel par nom.

Au bilan, sur le plan de la théorie des programmes, le calcul pji propose une nouvelle syntaxe in-
ternalisant une dualité entre termes et contextes d’évaluation dans la lignée du A-calcul symétrique de
Filinski [Fil89b, Fil89a]. Cette nouvelle syntaxe internalise aussi une dualité entre appel par nom et appel
par valeur qui ne s’exprimait alors dans le A-calcul symétrique de Filinski qu’au niveau de la sémantique
dénotationnelle du calcul et chez Selinger [Sel01] qu’au niveau de la sémantique catégorique du calcul

AL
D’une certaine maniére, ce mémoire s’inscrit dans une tradition remontant & Gerhard Gentzen visant

& exprimer le sens dans la syntaxe. En particulier, le calcul des séquents et la propriété de la sous-formule
en constituent le socle.

LCf par exemple Thielecke [Thi98] pour la connexion entre J et escape (et call-with-current-continuation).
2Par opposition au catch/throw & liaison dynamique des Lisp (cf [SG93] pour une histoire du Lisp).
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Chapitre 1

Correspondance de Curry-Howard,
logique classique et calcul des séquents

1.1 Histoire du calcul \uji

La correspondance preuves/programmes

Apreés le constat de la similitude syntaxique entre logique de Hilbert et logique combinatoire typée
par Curry a la fin des années 1950 [CFC58], la décennie suivante vit ’observation d’une méme similitude
entre déduction naturelle et A-calcul typé par Howard [How80], et, indépendamment, exploitation de
I'identité structurelle entre preuves et programmes et entre propositions et types par de Bruijn dans le
systéme Automath [dB78|.

Extension de la correspondance preuves/programmes a la logique classique

En 1990, Griffin [Gri90] met en évidence que l'opérateur C de Felleisen-Friedman-Kohlbecker-Duba
donne un contenu calculatoire a la logique classique. Se développe alors un intérét croissant pour l'ex-
ploration de nouveaux champs d’applicabilité de la correspondance entre preuves et programmes.

En 1992, Parigot [Par92] met au point le calcul Ap (ou Ap-calcul par anglicisme) qui permet d’inter-
préter les preuves de la déduction naturelle classique comme des A-termes, avec la réduction simulant la
normalisation des preuves.

Extension de la correspondance preuves/programmes au calcul des séquents

En 1994, nous donnons une interprétation de la régle d’introduction gauche du calcul des séquents
LK de Gentzen [Gen35| comme constructeur de liste d’arguments [Her95]. Cette nouvelle construction
permet de voir le calcul des séquents & son tour comme un A-calcul. Cependant, elle ne couvre qu’un
fragment restreint de LK, a savoir la restriction LKT (et LJT pour la variante intuitionniste) définie par
Danos, Joinet et Schellinx [DJS95] (cf aussi Mints [Min96] pour un calcul équivalent a LJT).

Un des problémes pour interpréter calculatoirement le calcul des séquents est que toute tentative de
réduction des preuves conduit & une rupture arbitraire de symétrie (cf la question du « dilemme » chez
Danos, Joinet et Schellinx [DJS97] et 'annexe B de Girard-Lafont-Taylor [GLT89]). En 1991, dans la
foulée de la prise de conscience d’'un contenu calculatoire a la logique classique, Girard développe un
argument sémantique pour « autoriser » a briser la symétrie de I’élimination des coupures dans le calcul
des séquents : les formules négatives (connecteurs '@, & et 7 de la logique linéaire) étant inversibles, elle
se feront dupliquer/effacer par les formules positives (connecteurs ®, @ et ! de la logique linéaire). Cette
approche « sémantique » conduisit au calcul des séquents LC [Gir91], dont la syntaxe en tant que calcul
de termes a été caractérisée par Murthy dans un calcul de continuations [Mur92].

9



L’appel par valeur

Du fait de son absence de symétrie gauche/droite, la syntaxe de la déduction naturelle classique
cachait la conscience d’un « dilemme » incontournable. C’est tout naturellement que Parigot privilégia
(implicitement) la restriction a l’appel par nom.

En 1995, conjointement a la définition de LK'T, Danos, Joinet et Schellinx définirent un calcul dual de
LKT nommé LKQ (T = téte, Q = queue). Il était plus ou moins implicite & 1’époque que V'interprétation
intuitionniste de A — B en logique linéaire comme !A —o B correspondait a ’appel par nom tandis que
Pinterprétation comme !A —o !B correspondait & I’appel par valeur.

La genése du calcul \uji

En 1998, je découvris l'interprétation de l'appel par valeur en termes de jeux de Honda et Yo-
shida [HY97]. Je fus frappé par la correspondance exacte entre leurs formes normales du A-calcul en
appel par valeur (que je devais réaliser bien plus tard étre celles du calcul « computationnel! » de
Moggi [Mog88]) et les preuves normales de LJQ (c’est-a-dire de la restriction intuitionniste de LKQ) : la
dualité T/Q était bien une dualité nom/valeur.

En 1999, suite & un exposé de Vincent Danos sur, je crois, 'interprétation de LJQ par des termes
obtenus par passage de continuation a partir du A-calcul par valeur, je mis au point une premiére
interprétation directe d’une variante de LKQ, & la suite de laquelle suivirent de nombreuses autres
variantes pour LKQ et LKT. Je ne trouvais pas d’arguments satisfaisants pour préférer une version a
Pautre. En particulier, j’étais motivé par modéliser au plus prés de I'usage courant les variantes en appel
par nom et en appel par valeur du calcul Au et je ne me départais pas de 'idée d’avoir toujours au moins
une conclusion active.

J'exposais alors mes variantes et mes indécisions a Pierre-Louis Curien qui posa alors la question d’une
« dualité » syntaxique, incitant par 1a a préférer la dualité a la fidélité envers 1'usage. Cela correspondait
d’ailleurs & une période ou Selinger [Sel01| mettait au point une parfaite dualité catégorique entre appel
par nom et appel par valeur, avec application & la modélisation des versions appel par nom et appel
par valeur du calcul Ap, et une preuve de leur isomorphisme, concrétisant ainsi de maniére explicite
Pobservation précoce de la dualité sémantique entre appel par nom et appel par valeur par Filinski [Fil89a,
Fil89b|. Dans la semaine qui suivit ma discussion avec Pierre-Louis, chacun d’entre nous mit au point
indépendamment une premiére version d’'un calcul strictement dual qui allait devenir le calcul Apji.

Une autre de mes lignes directrices était la fidélité a la structure du calcul des séquents et notamment
au principe « coupure = rédex ». Pierre-Louis, dont la culture était plus A-calcul et sémantique catégo-
rique, proposa un calcul & deux axiomes dont la régle de coupure n’était plus forcément « destructrice ».
Incidemment, c’est grace a ce choix que le calcul Apji accepte une présentation arborescente avec contexte
implicite (comme en déduction naturelle).

L’apport du calcul i/

En résumé, on peut estimer que le calcul Apji aura innové sur les points suivants :

— développement d’une syntaxe originale de A-calcul exprimant de maniére syntaxique :
— « la » dualité entre appel par nom et appel par valeur,
— « la » dualité entre termes et contextes d’évaluation ;

— mise en évidence d’un sous-systéme autonome et symétrique pp gérant la substitution et le dilemme
entre appel par nom et appel par valeur;

— une décomposition du A-calcul en ce sous-systéme et une paire de constructeurs, abstraction et
application, interagissant en se détruisant mutuellement ;

— une modularité permettant I'ajout de nouvelles constructions constituées d’un constructeur de
terme et d’un constructeur de contexte d’évaluation interagissant en se détruisant mutuellement ;

— lattribution d’un sens calculatoire & la totalité des preuves du calcul des séquents;

— la possibilité de représenter les preuves du calcul des séquents sous forme arborescente avec contexte
implicite, comme pour la déduction naturelle ;

— un systéme de réduction avec rédex actif en téte, & la maniére des machines de réduction abstraites.

IDifficile ici de traduire littéralement 1’anglais « computational calculus » (ou alors par quelque chose comme « systéme
calculatoire » ou « calcul d’exécutions » 7).
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Travaux connexes

Rétrospectivement, le Auji est trés proche du A-calcul symétrique de Barbanera et Berardi [BB96]
qui peut étre vu comme la variante « additive » (sans abstraction ni application) du calcul Aufi qu’on
aurait quotientée en identifiant termes et contextes d’évaluation et appel par nom et appel par valeur.
Autrement dit, le Aufi ré-extrait du A-calcul symétrique un dualité calculatoire (en termes standards de
la théorie de la programmation) dont la perspective avait été repliée par la mise en ceuvre radicale de la
symétrie syntaxique.

Barbanera et Berardi donnérent une preuve intéressante de normalisation non-déterministe de leur
calcul. Urban et Bierman [UBO01] exploitérent l'idée de cette preuve pour donner une preuve de norma-
lisation non-déterministe & grand pas? du calcul des séquents LK.

Lengrand [Len03] reprit la formulation de LK de Urban et Bierman. Il donna une présentation de la
restriction a l'implication (mais non typée) comme un A-calcul non déterministe de nom A¢-calcul qu’il
compara au Afiji.

Indépendamment, Parigot [Par00] symétrisa le calcul Ay conduisant & une variante « déduction
naturelle » et non déterministe du A-calcul symétrique avec abstraction et application (le y correspondant
au A de Barbanera et Berardi).

Wadler [Wad03] proposa une variante du calcul Aujfi basée sur une conjonction et une disjonction
additives plutot que sur les constructeurs abstraction et application de I'implication. Ces derniers peuvent
en retour étre simulés a partir des connecteurs symétriques. Toutefois, la simulation utilise les aspects
classiques du calcul de maniére cruciale et n’est pas compatible avec la restriction intuitionniste.

1.2 Du calcul des séquents aux calculs \uji et LK it

La structure du calcul A\jfi est celle des preuves du calcul des séquents et nous appellerons LK, son
systéme de types simples (on abrégera parfois LK, en LK, lorsque la question de quels connecteurs
sont ou non présents dans le systéme n’importe pas).

Considérons par exemple le calcul des séquents classique restreint a I'implication, exprimé avec des
régles d’échange implicites (grace a une définition des contextes de formules comme multi-ensembles),
des régles d’affaiblissement déportées vers les axiomes (et intégrées a ceux-ci) et des régles de contraction

explicites.

A

I'N'AF A A
I'EAA I''BFA I''AF B, A
—L - R -
I'A— BFA '+HA— B,A
IAJAF A I'HAAA
Cont;, Contp
IAFA I'EAA

TFA T,AFA
Cut

A

Une premiere étape pour aller du calcul des séquents au calcul LK/ consiste a distinguer trois types
de séquents. Le premier type de séquents aura une formule distinguée a droite (& la maniére par exemple
du calcul Ay, mais en fait implicitement & la maniére de tout calcul intuitionniste), le second une formule
distinguée & gauche (4 la maniére du calcul LKT de Danos, Joinet et Schellinx [DJS95]), et le troisiéme
aucune formule distinguée (& la maniére des séquents interprétant les termes nommeés dans le calcul A\p).
Les séquents ayant une formule distinguée seront dits « avec bénitier » et la formule distinguée sera dite
« dans le bénitier », suivant une terminologie initiée par Girard [Gir91]. On utilise un point-virgule pour
signaler un éventuel bénitier.

Les principes de base de LK,,; et de ses extensions sont alors les suivants :

2(’est-a-dire basée sur une substitution immédiate d’un c6té de la coupure vers les axiomes introduisant la formule
coupée.
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— toute régle d’introduction construira un séquent avec bénitier ;

— la régle de coupure met en relation une formule dans le bénitier & droite avec la méme formule dans
le bénitier a gauche et produit un séquent sans formule distinguée ;

— les axiomes sont assimilés & des régles d’introduction.

Sur ces bases, on constate par symétrie qu’il faut deux régles d’axiomes. On obtient alors :

A:L'L J— A.TR J—
AR AA INNAEF A A
I'FAA I''BFA I''AF B; A

— —R
I'"A— BFA I'tA— B;A

T'FAA THAFA

Cut
T'FA

ou il reste a interpréter les régles de contraction.

On constate en premier lieu une part d’arbitraire concernant les prémisses des régles d’introduction.
Typiquement, pour la régle d’introduction droite de I'implication, la formule distinguée aurait pu étre a
gauche. C’est un phénoméne qui se reproduira pour d’autres connecteurs et nous verrons que selon les
besoins, I'un ou l'autre des choix a disposition pourront étre mis en oeuvre.

On constate en second lieu qu’aucune régle ne permet de poursuivre la construction d’une preuve se
terminant par une coupure.

Pour cela, on ajoute deux nouvelles régles de focalisation permettant de distinguer une formule,
soit & droite, soit & gauche, dans un séquent qui n’a aucune formule distinguée. A droite, la focalisation
correspond a la régle p du calcul A\u. Par symétrie de notation, on appellera fi la régle de focalisation a
gauche.

IAFA I'FAA
- WO
AR A ' AA

Reste la question des régles de contraction. La, le choix est de renoncer & ’élimination des coupures
et de simuler la contraction & partir de la coupure avec une régle axiome (avec la régle axiome droite
pour la contraction a gauche, avec la régle axiome gauche pour la contraction & droite).

AQ:R J— Aa:L

IVAF A A IA;AFA I'-A;A A AR AA
Cut Cut

T,AFA TFAA

Nous appelons LK, ;/ le calcul de base constitué des regles Axp, Arg, fi, p et Cut pour lequel les

contextes sont des multi-ensembles de formules. L’ajout de — et —p donne LKM—/’1 /-

Les calculs LK), et LK, seront décrits ultérieurement (en sections 2.15 et 3.2.9). Ils different de
LK, et LK i ) par la représentation des contextes de formules qui ne sont plus des contextes de formules
au sens strict mais des contextes de formules nommées, de telle sorte que deux occurrences distinctes de la
méme formule soient distinguables (condition nécessaire pour interpréter les preuves calculatoirement de
maniére non ambigué). En particulier, LK 5, est le quotient de LK ,; obtenu en identifiant les formules

identiques de noms différents (on appelle ce quotient le quotient hypothético-amalgamant).

1.3 Représentation arborescente de LK,

L’absence de régle de contraction, tant & droite qu’a gauche, fait qu’'une représentation des calculs
LK, et LK,;/ sous forme arborescente avec contexte implicite est possible. A la différence de la
déduction naturelle, la représentation arborescente est basée sur trois types de dérivation : les dérivations
de conclusion, notées - A, les dérivations d’hypothése, notées A F et les dérivations « contradictoires »,
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notées F.

A— Bk

Cut

FA BF

FA Al
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Chapitre 2

Le sous-systéme pfi

On oublie le typage et on se concentre sur la structure calculatoire du calcul des séquents précédent.
Cette structure est suffisamment riche pour qu’on puisse aussi laisser de c6té I'implication. Plus précisé-
ment, nous allons raisonner de maniére abstraite en supposant donné un ensemble de constructeurs dont
la dynamique sera étudiée dans le chapitre 3. En particulier, on retrouvera 'implication en section 3.2. Ce
coeur calculatoire du calcul des séquents, tel que nous ’avons analysé, est appelé sous-systéme pfi. Nous
le déclinerons en trois variantes. Une version non-déterministe symétrique et deux versions asymétriques
duales I'une de ’autre qui s’interpréteront comme des restrictions appel par nom et appel par valeur de
la version non-déterministe.

2.1 Conventions liminaires

Dans la suite, on adopte les conventions d’écriture suivantes pour les relations de réduction définies
dans ce chapitre. Une réduction — sans autre annotation désigne une réduction contextuelle, c’est-a-

dire compatible avec les constructions des langages considérés. La notation LA désigne une réduction qui
modifie la téte d’une expression sans inclure le passage au contexte. Si — est une relation de réduction,
sa cloture réflexive-transitive est notée —».

La notation ::= désigne une définition inductive (définition d’un type algébrique par une définition de
grammaire). Le symbole £ désigne une définition (une abréviation). Quant & la notation =, elle désigne
en général I’égalité (la conversion) dans un des calculs considérés dans ce mémoire. En général, elle est
accompagnée d’une annotation explicitant quelles régles de réduction ou de conversion sont considérées.
Autrement dit, = désigne la cloéture symétrique et transitive de —.

2.2 Syntaxe brute

Les objets associés aux séquents avec bénitier a droite sont appelés termes. Ceux associés aux
séquents avec bénitier & gauche sont appelés contextes d’évaluation (ou plus simplement contextes en
absence d’ambiguité). Parmi les objets associés a des séquents avec bénitier, on distingue ceux provenant
des régles d’introduction de connecteurs : on les appelle constructeurs d’expressions linéaires. S’il
construisent a droite, on les appelle constructeurs de valeurs, et si & gauche, constructeurs de contextes
d’évaluation linéaire. Enfin, les objets associés aux séquents sans bénitier sont appelés commandes (ou
parfois exécutables, ou encore états, ou encore interactions).

Pour interpréter les régles d’axiome et les régles de focalisation, il est nécessaire d’associer des noms
aux formules. On associe aux hypothéses non distinguées des noms de variables parcourant un ensemble
infini X dont les éléments sont appelés variables de terme et sont représentés avec les lettres minuscules
x, y, z, etc. De la méme maniére, on associe aux conclusions non distinguées des noms de variables
parcourant un ensemble infini A dont les éléments sont appelés variables de contexte d’évaluation
et sont représentés avec les lettres grecques minuscules «, 3, v, etc. comme les variables de conclusion
du calcul Ap.

La description du sous-systéme ufi prend en paramétre la la catégorie des constructeurs de valeurs,
dont les éléments sont représentés par la lettre indexée V. et ses variations, et celle des constructeurs
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de contextes d’évaluation linéaires, dont les éléments sont représentés par la lettre indexée F. et
ses variations. Ces catégories peuvent faire référence aux autres catégories du calcul. En particulier, les
éléments de ces catégories peuvent contenir des variables et la substitution de ces variables est suppo-
sée définie. Une valeur est soit une variable de terme, soit un constructeur de valeurs. Un contexte
d’évaluation linéaire est soit une variable de contexte d’évaluation, soit un constructeur de contexte
d’évaluation. Valeurs et contextes d’évaluation linéaires rentrent plus généralement dans la catégorie des
expressions linéaires. En particulier, la terminologie « valeur » est un raccourci pour « terme linéaire ».
La syntaxe (paramétrique) du sous-systéme puji est la suivante

Syntaze brute

Commandes c == (v|e)
Constructeurs de valeurs Vo = ...
Valeurs V o= x|V,
Termes v = pac|V
Constructeurs de contextes d’évaluation linéaires E. == ...
Contextes d’évaluation linéaires E := «al|E.
Contextes d’évaluation e u= pzc|FE

Les variables interprétent les régles d’axiome. L’expression (v|e) représente la régle de coupure. Cal-
culatoirement, elle s’interpréte comme l'instanciation du contexte d’évaluation e par le terme v. Cette
instanciation correspond & une interaction qui peut déclencher des réductions. Les expressions de la forme
pa.c et fiz.c sont des lieurs.

Dans une commande, un terme de la forme pa.c capture son contexte d’évaluation, et le substitue a
chaque occurrence de v dans c. Il joue le méme réle que p dans le calcul Ay de Parigot a ceci prés que la
substitution se fait en une étape dans le systéme pji alors qu’elle se fait par propagation successive des
constructions élémentaires de contexte dans le calcul Ap.

L’expression fiz.c est une notation (duale de la notation pa.c) pour un contexte d’évaluation de la
forme let z = [ in c. L’opération de substitution associée correspond & la contraction du let-in.

La différence principale entre les contextes d’évaluation en Ap-calcul et ceux du systéme pp est que les
premiers sont des méta-notations alors que les seconds sont des constructions algébriques. Par exemple,
le contexte d’évaluation « du systéme pji correspond au contexte [«](0) du Ap-calcul. De méme, la
notation (v|e) correspond au niveau du Au-calcul a 'instanciation e[v] du contexte e par v.

L’ensemble des variables libres d’une expression est défini de maniére standard. Il y a juste a
distinguer les variables libres de contexte F'V, et les variables libres de terme F'V,.

FVe(z) = 0 FVy() = {a}
FVo(a) = {a} FVy(a) = 0
FV.(pa.c) & FV.(c)\ {a} FV,(pae) = FV,(c)
FV.(ix.c) = FV.(c) FV,(fiz.c) = FV,(c)\ {z}
FV,((v|e)) & FV.(v)UFV.(e) FV,((v]e)) & FV,(v)UFV,(e)
FV() £ FV,(u)UFV,(0)
FV(e) £ FV,(e)UFVi(e)
FV(c) & FV,(c)UFV.(c)

On utilisera généralement le caractére _ (souligné) pour le nom d’une variable n’apparaissant pas
dans V'expression dans laquelle elle est liée. Par exemple pa.(z|3) sera noté u_ .(z|3). Pour faciliter la
lecture, des expressions contenant des commandes imbriquées, on surlignera les commandes qui figurent
comme sous-expression d’autres commandes. Par exemple,

(pe(y1]Bo) |z (y2] B2))

sera écrit

(pev-(yr| B1) |- (y2 | Ba)) -

Comme déja évoqué, les formes normales du sous-systéme i ne sont pas des formes sans coupure.
Ce sont des formes dont les seules instances de coupure mettent en jeu d’un c6té une variable et de 'autre
une expression linéaire (valeur ou contexte d’évaluation linéaire). Autrement dit, les formes normales sont
celles dont les sous-commandes ont la forme (z|E.), ou (V. |a), ou (z|«).
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2.3 Réduction non-déterministe

On s’intéresse d’abord & une version symétrique des régles de réduction du sous-systéme puji :

Réduction non déterministe

h
() (pacl) B caed
- - h
() (vlpz.c) —
ol c[a < €] et c[x «+ v] (et plus généralement v'[ac — €], v'[x — v] et €[ « €] et €'[x «— v]) désignent
respectivement la substitution sans capture de a par e dans ¢ et de x par v dans c.
De maniére évidente, les régles (1) et (i) ne définissent pas un systéme confluent. Par exemple, on a

(po(yr | Bo) | Az -(y2] 82))
() & (i)
(y1 \|51> (y2]82)

On peut casser le non-déterminisme en imposant des restrictions asymétriques. On appelle appel
par nom, en abrégé CBN (« Call-By-Name »), le systéme de réduction confluent obtenu en donnant
systématiquement la préférence a la régle fi en cas de conflit. Symétriquement, on appelle appel par
valeur, abrégé CBV (« Call-By-Value »), le systéme de réduction confluent obtenu en donnant systé-
matiquement la préférence a la régle p.

La non-symétrie syntaxique des terminologies « appel par nom » et « appel par valeur » est historique.
Ces terminologies font référence & la maniére avec laquelle une fonction se comporte en A-calcul vis a vis
de son argument. Transplantées dans le cadre du sous-systéme pji, elles expriment comment un contexte
de la forme fiz.c se comporte vis & vis de « son » argument. L’appel par valeur signifie que le contexte
exige que 'argument soit une valeur avant de le substituer & x tandis que ’appel par nom signifie que
le contexte lie son argument au nom z tel que sans chercher a I’évaluer (I’évaluation se fera dans les
sous-termes faisant référence a x). On verra en sections 3.13.3 et 3.13.4 que cette terminologie coincide
bien avec la terminologie usuelle du A-calcul.

Les restrictions appel par nom et appel par valeur seront décrites plus en détail dans les prochaines
sections. Dans I'immeédiat, nous nous intéresserons & la terminaison de la réduction du sous-systéme pji
non-déterminisme.

2.4 Terminaison de la réduction non-déterministe

Le sous-systéme pfi non déterministe est équivalent au fragment (typé) sans conjonction ni disjonction
du A-calcul symétrique de Barbanera et Berardi. Leur preuve de terminaison par réductibilité [BB96|
s’applique (cf Polonovski [Pol03| pour une preuve par réductibilité exprimée directement dans la syntaxe
du calcul Apji).

Proposition 1 Le systéme de réduction pji non déterministe est fortement normalisant.

Bien que fortement normalisant, le sous-systéme non-déterministe est irrémédiablement non confluent
et nous nous intéressons dans la suite aux restrictions appel par nom et appel par valeur.

2.5 Appel par nom

En appel par nom, la priorité de (i) sur () implique que les variables de contexte ne sont instanciées
que par des constructeurs de contexte d’évaluation linéaire ou par des variables, tandis que les variables de
terme peuvent étre substituées par n’importe quel genre de terme. Cela justifie de fusionner les catégories
V et w.

Syntaze du sous-systéme up restreint a Uappel par nom
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Commandes c = (v]e)
Constructeurs de valeurs V. = ...

Termes v = paclz|V,
Constructeurs de contextes d’évaluation linéaires E. == ...
Contextes d’évaluation linéaires E := «al|E.
Contextes d’évaluation e == pxc|E

L’appel par nom se caractérise alors par le systéme (confluent)

Réduction en appel par nom

h
() (paclB) B, cla— E]
_ - h
) (wlaz.c)  —=n  clr =]
On appelle sous-systéme u, i le calcul correspondant. Une maniére formelle de prouver la confluence
est de plonger la restriction CBN dans le cadre générique des systémes de réécriture d’ordre supé-

rieur (HRS de Nipkow [Nip91]) pour lequel l'orthogonalité (c’est-a-dire linéarité a gauche et absence de
paire critique) garantit la confluence.

Proposition 2 La restriction CBN est confluente

PREUVE: L’interprétation CBN est la suivante :

a* £ LinCtx o x* L2 2
E? £ LinCtx E, 1% £ ValCstr V,
(fz.c)* = MuTilde z.c* (poc)* 2 Mu a.c*
(v]e)* = Cut v* e
et le systéme de réduction orthogonal est
Cut (Mu a.c(a)) (LinCtx E) 5, ¢(E)
Cut v (MuTilde z.c(x)) O]
On vérifie en particulier que ¢ —, ¢ ssi ¢ 5, . [ ]

2.6 Appel par valeur

Symétriquement, les variables de terme ne sont instanciées en appel par valeur que par des construc-
teurs de valeurs ou des variables, ce qui justifie de fusionner les catégories F et e.

Syntaze du sous-systéme ppi restreint & lappel par valeur

Commandes c == (v]e)
Constructeurs de valeurs V. = ...

Valeurs V o u= x|V,
Termes v = poc|V
Constructeurs de contextes d’évaluation linéaires E. == ...
Contextes d’évaluation e = jz.clalE,

La réduction en appel par valeur se caractérise alors par le systéme (confluent)

Réduction en appel par valeur

(1) (uacle) By cla e
(i) (Vlaze) 2, ez —V]

On appelle sous-systéme pufi, le calcul correspondant. Symétriquement au cas CBN, on a

Proposition 3 La restriction CBV est confluente
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2.7 Propriétés de permutation des lieurs

Les lieurs peuvent étre permutés a certaines conditions. Certaines permutations sont valides tant en
appel par nom qu’en appel par valeur tandis que d’autres ne sont valides que dans I'une des restrictions.
On note =,,, pour une propriété valide a la fois en appel par nom et en appel par valeur. On a

Proposition 4 [Permutation des lieurs] Soient x, y, « et 8 des variables non libres dans e, €', E, v, v’
et V. Les propriétés suivantes sont vraies a la fois en appel par nom et en appel par valeur :

(Tve) (e (vlfp.clle)  =no (0] fz. (pa.cle))
(mv) lpz. Vipy.c))  =no  (VIky.(v]pe.c))
(E) (e (pB.c|E)le)  =ny  {uB.(pa.cle)|E)

La propriété suivante n’est en général vraie qu’en appel par nom :

() lpz. (' lpy.c))  =n (W'Y (v]fe.c))

La propriété suivante n’est en général vraie qu’en appel par valeur :

(me) (e (pp.cle’)e)  =v (- (pa.cle)

PREUVE: L’équation (m,.) est valide car les deux cotés se réduisent vers (ua.c[z < v]|e). L’équation
(my) est valide car les deux cotés se réduisent vers (v|fx.cly < V]). L’équation (rg) est valide car les
deux cotés se réduisent vers {uc.c[f «— El|e). L’équation (m,) est valide car les deux cotés se réduisent
en CBN vers c[y « v'][x « v]. En prenant e £ fiz.(zo|ag) et e’ £ jiz.(x1]a;), on observe que () n’est
pas valide en général pour I'appel par nom. Que (7.) est valide en appel par valeur mais ne lest pas
forcément en appel par nom s’obtient par dualité. [ |

e’

2.8 Substitutions CBN et CBV

Remarquons que 'appel par nom est stable par substitution des variables de contexte par des contextes
linéaires et par substitution des variables de terme par des termes quelconques. Donnons quelques défini-
tions. Une substitution de termes est une fonction d’un ensemble de variables de terme vers I’ensemble
des termes. Une substitution de contextes d’évaluation est une fonction d’un ensemble de variables
de contexte d’évaluation vers ’ensemble des contextes d’évaluation. Une substitution au sens général
est la paire d’une substitution de termes et d’une substitution de contextes d’évaluation. Une substitution
est dite substitution appel par nom (ou substitution CBN) si elle associe des contextes d’évaluation
linéaires aux variables de contexte d’évaluation. Elle est dite substitution appel par valeur (ou sub-
stitution CBV) si elle associe des valeurs aux variables de terme. La terminologie s’appliquera aussi aux
simples substitutions de termes (qui peuvent donc étre contraintes & étre appel par valeur) et aux sub-
stitutions de contextes d’évaluation (qui peuvent &tre contraintes a étre appel par nom). On note c[o] (et
plus généralement v[o] et e[o]) pour la substitution simultanée dans ¢ des variables de o par leur image.
On a:

Proposition 5
— Si o est une substitution CBN alors ¢ —, ¢’ implique c[o] —, ¢'[o]
—

— Si o est une substitution CBV alors ¢ —, ¢’ implique c[o] —, [o]

2.9 Principe de dualité

Le sous-systéme pji a une profonde symétrie interne. Soit = +— « une bijection de X vers .A. On note
« — x, pour la bijection réciproque. La dualité interne & ufi est définie par :

vfe)® f {e]v°)
z° = oy
a’ 2 1z,
(poc)® 2 firg.c®
(fz.c)° = pog.c®

—
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Les régles de réduction p et i sont duales. La dualité (une involution) échange les régles de réduction
par valeur et par nom.

Toute proposition ou opération qui mentionne certains des concepts suivants pris au choix dans la
colonne de gauche ou de droite admet un énoncé dual équivalent par substitution avec le concept dual
se trouvant dans ’autre colonne.

Réduction
appel par nom appel par valeur
(hn) (i)
(1) (1)

Syntazxe

terme contexte d’évaluation
valeur contexte d’évaluation linéaire
T «
po.c px.c

2.10 Plongement dans le A-calcul par passage de continuation

Les deux restrictions CBN et CBV du sous-systéme puji se plongent dans le A-calcul via une traduction
par passage de continuation (« continuation-passing style » ou CPS). Pour cela, on prend comme variables
du A-calcul la réunion disjointe des variables de terme (notées z, y, ...) et des variables de contexte (notées
ko, kg, ...) du sous-systéme pfi. Le plongement est paramétrique vis & vis des constructeurs d’expressions
linéaires.

La traduction CPS par nom ™ utilise une traduction auxiliaire ™ qui s’applique aux contextes d’éva-
luation linéaires. Les traductions sont définies par

«@ 2 L, T £ g
()™ = ... (Ve)r =
E™ £ \z.x E™
(fz.c)® = Az.c® (pa.c)™ & Nkg.c?
(ve)" £ em o™
La traduction CPS par valeur est définie symétriquement par
v Lk, zv! L2z
(B = (Ve)t =
% £ \ekVY
(hz.c)’ = Ax.c’ (pac)’ 2 Mkg.c?

A
(v]e)” = v¥e
Notons d’ailleurs que sous réserve d’'une dualité au niveau des constructeurs d’expressions linéaires,
on a
7\ O — O\ v
() = ()
U\ O — o\n
() = ()
Les traductions CPS simulent correctement les deux restrictions du sous-systéme pfi.
o . . * . E3
Proposition 6 Sic—, ¢ alors ¢® =5 ™. Sic—,  alors ¢¥ =g d".

Les traductions CPS ainsi définies sont limitées. On verra dans les sections consacrées aux connecteurs
des extensions intéressantes de ces traductions.

2.11 Complétude et séparabilité

Dans le sous-systéme pufi, on peut clairement identifier deux notions de complétude pour les systémes
de réduction. La complétude opérationnelle caractérise la capacité a produire des formes normales tandis

que la complétude observationnelle caractérise la capacité du systéme de réduction & identifier toute
paire d’expressions dont les comportements sont non discriminables dans tout contexte d’observation.
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Complétude opérationnelle

Soit — un systéme de réduction pour le sous-systéme pfi. On dit que — est complet opération-
nellement si pour toute commande ¢ non normale (c’est-a-dire distincte des formes (z||E) et (V]a)), il

existe ¢’ tel que ¢ R (réduction de téte). On a :

Proposition 7 Les réductions —,, est —, sont complétes opérationnellement dans toute extension du
sous-systéme uji sous réserve que toute coupure (V.| E.) soit réductible.

Complétude observationnelle

La structure du systéme ufi (tout comme d’ailleurs la prise en compte d’opérateurs de controle!)
suggére que les contextes d’observation soient des commandes & un trou?.

Si v est un terme, un contexte d’observation pour ’appel par nom (resp. un contexte d’ob-
servation pour ’appel par valeur) pour v est la donnée d’une substitution p CBN (resp. CBV) des
variables libres de v et d’un contexte d’évaluation e.

Symétriquement, si e est un contexte d’évaluation, un contexte d’observation pour 1’appel par
nom (resp. contexte d’observation pour ’appel par valeur) pour e est la donnée d’une substitution
p CBN (resp. CBV) des variables libres de e et d’un terme v.

Enfin, un contexte d’observation pour ’appel par nom (resp. contexte d’observation pour
I’appel par valeur) pour une commande ¢ est la donnée d’une substitution p CBN (resp. CBV) des
variables libres de c.

Séparabilité pour les expressions normalisables

Les termes normalisables v; et vy sont séparables en appel par nom si, pour toutes commandes
c1 et cg, il existe un contexte d’observation (p,e) pour 'appel par nom telle que (vi[p]|e) =, c1 et
(va[p]lle) =n c2. On dit qu'une égalité (générique) vy = vo entre termes normalisables fait partie de la
cléture observationnelle de ’appel par nom si v; et vy ne sont pas séparables en appel par nom.
Pareillement pour ’appel par valeur.

Notons que ces définitions ne reposent que sur les réductions —,, et —,, sans avoir a faire référence a la
cloture observationnelle de ces réductions (en particulier sans avoir & mentionner les régles 7 considérées
en section 2.12).

Dans la pratique, il n’est pas nécessaire de considérer la séparation pour n’importe quelles commandes.
Pour I'appel par nom, il suffit de considérer deux commandes distinctes de la forme (z;|a) et (x2|a),
puisque par substitution de 1 .c; & z; et de u_.co & z9, on récupére la séparation vis a vis de toutes
commandes. De méme, pour l'appel par valeur, il suffit de considérer deux commandes distinctes de la
forme (x| ay) et (z]aq). Ainsi, on retombe pour ’appel par nom sur la définition standard de la séparation
utilisée dans le théoréme de Bohm (cf par exemple I'introduction de I'article de synthése de Dezani et
Giovannetti [DGO1]).

De la méme maniére, on obtient que deux termes (normalisables) v1 et vy font partie de la cloture
observationnelle de appel par nom ssi, & chaque fois que (v [p]|e) =, {(x1]a) et {(va]p]|e) =n (x2]a) pour
e et p CBN, alors x1 = 5. Et similairement pour ’appel par valeur.

Deux contextes d’évaluation normalisables e; et es sont séparables en appel par nom si, pour
toutes commandes ¢; et c¢g, il existe un contexte d’observation (p,v) pour 'appel par nom telle que
(v]eilp]) =n c1 et (v]ea[p]) =n c2. On dit qu’une égalité (générique) e; = e entre contextes d’évaluation
normalisables fait partie de la cloture observationnelle de ’appel par nom si e; et e; ne sont pas
séparables en appel par nom. Et pareillement pour ’appel par valeur.

IDans le calcul Ac de Felleisen et Hieb [FFKD86, FH92|, les différentes expressions C(\k.kt), C(Ak.t) et t[k «— Az.A(z)]
ont la méme sémantique (par exemple, leur exécution dans une machine & environnement dont la continuation est tp
produiront ¢t[k < Az.C(A\_.tpz)] dans les trois cas ; de méme, leur sémantique par passage de continuation donne t[k — Az.z]
dans les trois cas). Cela poussa Sabry et Felleisen [SF93] & ne considérer que les termes de la forme A(t) (cf leur lemme 19).
L’analyse de Ariola et al [AH03, AHS05a] montre que A(t) est représentable sous la forme C(A_.tp¢) et que seule la partie
tp de A est nécessaire pour exprimer le lemme 19 de Sabry et Felleisen. Dans un calcul comme le calcul Ay de Parigot (ou
son équivalent basé sur C de Ariola et al [AH03, AHSO05a]), cela correspond a ne considérer comme observations que les
termes de la forme [a]¢ (cf aussi [AFHO05]).

2Cf aussi la définition de la réalisabilité classique basée sur un ensemble d’observations de type | par Krivine [Kri04].
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Deux commandes normalisables ¢; et ¢a sont séparables en appel par nom si pour tous ¢} et ¢}, il
existe un contexte d’observation p pour 'appel par nom telle que ¢;[p] =, ¢} et ca[p] =, 5. On dit qu’une
égalité (générique) ¢; = ¢ entre commandes normalisables fait partie de la cléture observationnelle
de I’appel par nom si ¢; et ¢y ne sont pas séparables en appel par nom. Et pareillement pour 'appel
par valeur.

Comme pour la séparation des termes, il n’est pas nécessaire de considérer la séparation vers n’importe
quelles commandes. Pour 'appel par nom, il suffit de considérer deux commandes distinctes de la forme
(x1]c) et (x2]a) et pour Pappel par valeur, il suffit de considérer deux commandes distinctes de la forme
(z]on) et (z]az).

Séparabilité en présence d’expressions non normalisables

Autant le systéme pjfi pur est fortement normalisable, autant ses extensions ne le sont pas forcément.
Il est clair alors que pour pouvoir séparer une expression normalisable d’une expression non normalisable,
il faut pouvoir observer la non-terminaison. On généralise alors la définition de la séparabilité de telle
sorte qu’elle s’applique, que le calcul soit constitué uniquement d’expressions normalisables ou non. Les
termes v; et vy sont séparables en appel par nom s’il existe un contexte d’observation (p,e) pour
I’appel par nom telle que I'une des conditions suivantes est vérifiée :

— pour tous ¢ et ca, {(vi[p]|e) =n c1 et (va[p]|e) =, ca,

— pour un certain ¢; normal, (vi[p]|e) =, c1 et (va[p]|e) n’est pas normalisable pour —,,

— pour un certain ce normal, (vs[p]|e) =, co et (v1[p]|e) n’est pas normalisable pour —,,.

On dit alors qu’une égalité (générique) v; = vo entre termes fait partie de la cléture observationnelle
de P’appel par nom si v; et v ne sont pas séparables en appel par nom. Et pareillement pour 'appel
par valeur. Notons que si le calcul contient de maniére certaine des commandes non normalisables,
alors la premiére clause de la définition de la séparabilité est redondante (il suffit de prendre un ¢3 non
normalisable).

Comme dans le cas de la séparabilité de termes normalisables, on peut se restreindre dans la premiére
clause de la définition & prendre les commandes (z1] ) et (x2|a) pour ;1 et xo distincts. Ainsi, que v1 = vy
fasse partie de la cloture observationnelle de ’appel par nom signifie que pout tout (p,e) pour 'appel
par nom, les deux conditions suivantes sont satisfaites :

— pour tout z1 et zo, (vi[p]le) =, (z1]a) et (vap]|e) =, (z2]a) implique 1 = x4,

— il existe ¢; normal tel que (vy[p]|e) =, c1 ssi il existe ca normal tel que (vs[p]|e) =5 ca,
ot la aussi, la premiére clause est redondante si on a accés a des observations non normalisables. En par-
ticulier, en présence d’observations non normalisables, on retombe sur la définition habituelle de I’équiva-
lence observationnelle (cf encore, et par exemple, I'article de synthése de Dezani et Giovannetti [DGO1]).

Concluons cette discussion en montrant que si vy et vy sont des termes normaux pour lesquels on
a montré I'appartenance de I'égalité v; = vo a la cléture observationnelle tant de ’appel par nom que
de 'appel par valeur, alors toute instance, méme non normalisable, de 1’égalité v; = vy fait partie de
la cloture observationnelle de 'appel par nom et de 'appel par valeur. Ceci est di a la stabilité de la
séparabilité CBN par substitution CBN et de la séparabilité CBV par substitution CBV.

Comparaison avec le \-calcul

Le A-calcul standard, c’est-a-dire le A-calcul en appel par nom, tient d’une sorte de miracle. Trois
constructeurs, une régle de réduction suffisante pour obtenir des formes normales de téte (c’est-a-dire
la complétude opérationnelle), une régle de conversion supplémentaire pour obtenir la complétude ob-
servationnelle : tout est en place pour une théorie du calcul admise comme un modéle de la réalité du
calculable.

En comparaison, le A-calcul en appel par valeur parait beaucoup plus complexe. La régle de réduction
B, est suffisante pour obtenir des formes normales de téte & partir d’expressions closes non divergentes,
mais sa cloture observationnelle est plus complexe que celle du A-calcul en appel par nom. En particulier,
elle inclut la cloture observationnelle de sa traduction CPS. Sabry et Felleisen [SF93] ont décrit une
axiomatique du A-calcul CBV compléte vis a vis de la CPS (Moggi [Mog88] a une axiomatique équivalente
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compléte vis a vis d’une sémantique monadique). Cette axiomatique contient

(letup) El(Ayt)u] = (My.Eft])u
(Met)  (Az.Elz])t = EJt] si & n’apparait pas dans E
(mo)  Az(yz) =y

ou E est défini par E =0 | E M | (Az.M) E.

On peut connecter le A-calcul par valeur et le calcul pji, étendu avec abstraction et ’application (voir
la section 3.13.4). En fait, les deux premiéres régles s’interprétent méme dans le sous-systéme pfi, pur a
partir du moment o 'on interpréte un S-rédex comme un let-in. Ainsi E[(Ay.t) u] et (Ay.E[t]) u peuvent
s'interpréter comme {(pov. (uffiy.(t[a))|E) et (u|iz.(t[E)) et (\z.E[z]) t et E[t] peuvent s’interpréter
comme (t|az.(z|E)) et (t|E).

Ce que nous apprend donc le calcul symétrique, c’est que la premiére régle est une régle de calcul : elle
permet de mettre potentiellement en évidence un rédex E[t] (par exemple si E est de la forme (Az.u) O
et ¢ est une valeur). Autrement dit, c’est une coupure commutative (du méme style que la commutation
de la régle d’élimination de la disjonction avec les autres régles d’élimination en déduction naturelle — cf
Prawitz [Pra65]).

En revanche, ce que continue de nous apprendre le calcul symétrique, c’est que la régle n;,; est de
méme nature que de la régle 7;.

Ceci pose la question de trouver un critére permettant de distinguer, dans les axiomatiques de Sabry-
Felleisen et Moggi, le sous-ensemble des régles qui sont calculatoires (qui, informellement, assurent la
propriété de la sous-formule) et le sous-ensemble des régles (dont les régles d’n-conversion) dont le seul
role est la stabilité observationnelle.

Ainsi le statut de la complétude opérationnelle est incertain dans A-calcul en appel par valeur. Ceci
est di au fait que le rédex dit de téte d’une expression ne se trouve pas nécessairement a la racine de
I’expression. L’analyse de la correspondance avec le systéme pji étendu avec abstraction et contexte appli-
catif suggére de distinguer entre ce que nous appelerons complétude opérationnelle faible et complétude
opérationnelle forte.

Par complétude opérationnelle faible, on qualifie la capacité du systéme de réduction a produire a
partir d’expressions closes des formes « construites », c’est-a-dire des expressions commengant par un
constructeur. Ainsi, la §,-réduction est suffisante & la complétude opérationnelle faible.

Par complétude opérationnelle forte, on qualifie la capacité du systéme de réduction a révéler des
rédex résiduels dans des expressions non nécessairement closes. Typiquement 3, n’est pas complet en ce
sens. Par exemple, (Ax.Az.2)(y1y2)y est en forme normale vis a vis de (3, mais, en appliquant la régle
letype, on peut poursuivre la réduction vers (Az.((Az.2)y))(y1y2) puis (Az.z)(y1y2), voire encore vers yi ys.

2.12 Complétude observationnelle et 7-conversion

Aux systémes de réduction p,fi et ufi,, il convient d’ajouter deux régles d’n-conversion qui identifient
des expressions observationnellement égales. Ces régles, valables tant pour la restriction & I’appel par
nom que pour la restriction a I'appel par valeur sont les suivantes :

(ny)  pa(Via) \% o non libre dans V
(nz) pz(z|E) = FE z non libre dans F

Remarquons au passage qu’il n’est nécessaire que de considérer des expressions linéaires V' ou E
puisque si les expressions n’étaient pas linéaires, les réductions p ou i s’appliqueraient.

Ces régles d’n-conversion pour p et fi se plongent via la CPS en la régle standard d’n-conversion du
A-calcul. On a

m v
(& .

Proposition 8 Sie =, ¢ alors e =, et e’ =,3€". Siv=,, v alors v" =5 0" et v’ =, v
Proposition 9 (1) et (n,) font partie de la cloture observationnelle des restrictions en appel par nom

et en appel par valeur

PREUVE: Soit e =, €. Si e et ¢’ étaient séparables pour la réduction CBN, alors, pour c et ¢’ arbitraires,
il existerait une observation CBN (v, o) telle que (v|e[o]) =, cet (v]e[o]) =, ¢. Par traduction CPS CBN
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et proposition 6, on aurait alors €”[0™] v =3, ¢* et '"[0"]v™ =g, ¢ et " et ¢/" seraient séparables
dans le A-calcul usuel. Or, par la proposition 8, on a " =, ¢’" ce qui contredit leur séparabilité. Par
conséquent, e et ¢ ne sont pas séparables. Le raisonnement est alors identique pour la séparation CBV
et dual pour (1,). [ |

Dans le cas du sous-systéme pji sans connecteurs (c’est-a-dire E. et V. vides), on a un résultat
de complétude des réductions CBN et CBV étendus avec (1,) et (1;), puisque les seules expressions
normales sont (z|a) pour les commandes, x et pa.(z|3) pour les termes et « et fiz.(y|a) pour les
contextes d’évaluation linéaires.

Toutefois, il est probable, en appliquant le résultat de non séparabilité pour le Au-calcul de David
et Py [DPO01], qu’on puisse montrer que les restrictions appel par nom et appel par valeur ne sont pas
complétes en présence d’autres connecteurs vis & vis de I’équivalence observationnelle.

Intuitivement, cela s’explique au travers de la traduction CPS. Si ¢ et ¢’ sont des formes normales,
on a ¢ =u,n,n, ¢ implique c” =g, ¢ ssic” et ™ sont séparables dans le A-calcul. Or il se peut que
la séparation exige des contextes qui ne sont pas dans I'image de la traduction CPS, des contextes donc,
qui n’ont pas de correspondant dans le calcul \uji.

On étudiera dans le chapitre 4 une extension du calcul Aufi avec délimiteurs de continuations. Ces
délimiteurs de continuation ont la propriété de compléter la sémantique des calculs avec opérateurs de
controle (cf Felleisen-Sitaram [SF90| et Filinski [Fil94]). On conjecture qu’il en est de méme dans le Ajji.

2.13 Fragment intuitionniste

On définit le fragment intuitionniste minimal du sous-systéme pji en imposant que chaque occurrence
de p lie une et une seule variable de contexte d’évaluation.

On observe alors par induction que tout contexte d’évaluation et toute commande ont nécessairement
une et une seule variable de contexte d’évaluation libre et que tout terme est clos vis a vis des variables de
contexte d’évaluation. De plus les liaisons par p ne se chevauchent pas si bien que dans le cas du systéme
i pur, 'ensemble des variables de contexte d’évaluation peut-étre réduit & un singleton. Notons alors
pour 'unique nom de variable nécessaire.

Le sous-systéme pji intuitionniste est défini par la syntaxe

c = (v]e)
n= x| px.c
e u= x|jgx.c

La linéarité de la liaison de p a pour conséquence que la régle (u) commute avec la régle (i) sans
jamais ni 'effacer ni la dupliquer. En particulier, on a :

o, . . . . *
Proposition 10 Sic—, c1 et c —j ¢, alors il existe ¢’ tel que c1 —; ¢ et co —,, .

PREUVE: Si les deux réductions sont appliquées dans des sous-expressions disjointes, elles commutent
simplement. Sinon, soit ¢; = (v|fiz.c) la sous-commande sujette & la réduction (fi) et soit co = (ucv.c’|e) la
sous-commande sujette & la réduction (u). Si ¢z est sous-commande de ¢ ou si ¢1 est sous-commande de ¢/,
alors on a une commutation simple par compatibilité de la réduction avec la substitution. Si ¢y est sous-
commande de v alors la réduction (i) peut effacer ou dupliquer c¢s. Le diagramme se clot en appliquant
un nombre arbitraire de fois (u). Enfin, si ¢; est sous-commande de e, il continuera d’apparaitre sous
forme unique apreés réduction (i) et une unique étape (fi) est nécessaire pour faire converger la réduction.
|

Une autre conséquence est que l'appel par valeur devient une restriction de I'appel par nom.
Proposition 11 Si ¢ =, (v|x), alors ¢ >, (v]*).

En particulier, le systéme pfi dit « non-déterministe » est déterministe dans sa restriction intuition-
niste.
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2.14 Modélisation des machines abstraites

Du fait que le rédex de téte se trouve a la racine du terme, le sous-systeme pfi et plus généralement
le calcul Apjfi se préte bien a la modélisation des machines abstraites. A cette fin, on enrichit le calcul
avec des environnements et des constantes.

[l == []l[z:=V;p]|[o:=e;p]
n= .| vlp]
e u= ...|elp]

Voici par exemple le coeur d’une machine abstraite pour ’évaluation en appel par valeur.

Controle donné a l’évaluation

e)plle)

(vla = e plle/fer == e )

(p(@)]e)

L

Controle donné au contexte d’évaluation

(vle := Velp']; pllelz := Velo'); p])
(Velollp(a))

i

2.15 Typage simple du sous-systéme pji non-déterministe

On donne les régles de typage simple du sous-systéme pjfi non-déterministe et en particulier, on se
donne un ensemble de formules dont les éléments sont dénotés par les lettres A, B, etc. Les régles de
typage sont celles déja mentionnées en section 1.2 a ceci prés que les contextes de typage, dénotés par
les lettres ' ou A, sont maintenant des ensembles de formules indexées par des variables. Comme son
nom le suggére, un contexte d’évaluation linéaire est un contexte d’évaluation qui ne provient pas d’une
contraction. Pour expliciter la distinction entre expressions linéaires et non linéaires, nous introduisons
cinq types de séquents.

valeurs rkv:A; A
termes F'Fv:AlA
contextes d’évaluation linéaires I'; F: AF A
contextes d’évaluation I'le: AFA
commandes c: (THA)

Le passage d’une expression linéaire & une expression dont on oublie I'information de linéarité est
réalisé par des régles de « déréliction ». Le systéme de typage LK,; obtenu est le suivant :

Typage simple du systéme non-déterministe

AIL AZ'R
Pla:AFa: A A Fz: Ak z:AlA
Tz AR A) c:(Tha:AA)
fi 7
Tlaz.c: AFA Ik pac: AlA
I'E.: AFA 'EV.:A; A
Der;, — Derp —
I'E.:AFA FEV.: AlA

FFov:AJA Tle:AFA
Cut

c: (TFA)
Précisons que toute expression ne faisant pas référence aux constructeurs d’expressions linéaires est

typable : il suffit d’attribuer le méme type a toutes les variables. De méme la préservation du typage par
les régles de réduction (i) et (ji) est sans surprise.
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Proposition 12 Les régles de réduction non-déterministes du sous-systéme uji préservent le typage. Il
en est de méme des régles de conversion 1.

2.16 Typage simple du sous-systéme uji en appel par nom

Le systéeme de typage LK, ; du sous-systéme pfi en appel par nom introduit 'invariant supplémen-
taire que les variables de contexte sont linéaires. On obtient donc les régles d’inférence suivantes pour
lesquelles les contextes linéaires et les constructeurs de contextes linéaires sont typés par le méme type
de séquents.

Typage simple de ’appel par nom

A(EZ ACL’R
lNia:AkFa:AA Fx:Abxz:AlA
e Mz AR A) c:THa:AA)
fi [
T|pz.c: AFA 'k pac: A|A
I' E-AFA 'EV.:A; A
Der;, — Dergp —
N'E:AFA FEV.: A|lA

F'Fov:A|A Tle:AFA
Cut

(vle): (T FA)

Proposition 13 Les régles de réduction en appel par nom du sous-systéme pji préservent le typage en
appel par nom. 1l en est de méme des régles de conversion 1.

2.17 Typage simple du sous-systéme puji en appel par valeur

Le systéme de typage LK, ;, du sous-systéme ufi en appel par valeur est dual. Il introduit I'invariant
que les variables de terme sont linéaires. On obtient les régles d’inférence suivantes pour lesquelles les
valeurs et les constructeurs de valeurs sont typés par le méme type de séquents.

Typage simple de appel par valeur

A.TL AJZ%
Fla:AFa:AA Iz:AFxz:A; A
e (Mx: AFA) c:TrRa:AA)
i [
Ipz.c: AFA Ik pac: AlA
' E.:AFA T'EFV:A; A
Dery, —— Dergp —
I'E.:AFA FrFV:AIA

Ftov:A|JA Tle:AFA

Cut
(vfe) : (I'FA)

Proposition 14 Les régles de réduction en appel par valeur du sous-systéme up préservent le typage en
appel par valeur. 1l en est de méme des régles de conversion 1.
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2.18 ——-traduction

Au niveau du typage, la cible des traductions CPS est un A-calcul typé dans lequel on distingue un
type particulier que 'on note Lo. Dans ce A-calcul, on note ~A £ A — 1. Les traductions CPS de
termes simplement typés donnent des termes typés de type une ——-traduction des termes originaux.
Comme le systéme de typage n’a pas de connecteurs, la traduction des types est assez sommaire.

Proposition 15
On a, pour Uappel par nom
- Throv:A|A impliqgue =T, A F oV : 2 A
~T:;E:AF A impligue -T,A+ E" : A
-T]e: AF A impligue -T',AF e : == A
- (¢:TFA) impligue -T',AFc": L

On a, pour ’appel par valeur
~TFV:A; A implique T,-AF V" : A
-Thov: A|A impligue T, A F oV : ==A
-Tle: AF A impligue T',-AF e’ : =A
- (c:TFA) impligue T, ~A ¢’ : L

Notons que dans le cas de 'appel par nom, la traduction sur les types n’interpréte pas A d’une
maniére logiquement équivalente de part et d’autre de 'implication. Au contraire, la valeur logique de A
est niée par la traduction appel par nom. Ceci n’a pas d’importance puisqu’ici les formules ont un réle
inerte et se comportent comme des variables atomiques. On pourra voir en section 3.2.10 une extension
de la traduction au cas de I'implication.

On verra dans la section suivante que l’extension du typage avec types intersection et union n’est pas
aussi directe.

2.19 Types intersection et union

Cette section a été révisée en novembre 2008 afin 1) de corriger les régles de typage dont la formulation
était en contradiction avec les explications dans la version du mémoire présentée a la soutenance 2) de
préciser a quelles conditions on a bien la préservation du typage. Merci a Steffen van Bakel pour ses
remarques.

On étend le typage avec des types intersection et union finis?. On étend ’ensemble des formule avec
deux nouveaux constructeurs de type.

A == ...|ANB|AUB

L’ajout sans restriction de type union au sous-systéme appel par nom et de type intersection au
sous-systéme appel par valeur pose des problémes de typage de la réduction.

Le probléme s’exprime ainsi : si fiz.c est de type AU B parce qu’a la fois de type A (avec x de type
A) et de type B (avec x de type B) tandis que pa.c’ est de type AU B avec a de type AU B, alors la
réduction de (pa.d|fiz.c) en appel par nom produit une expression c[z «— pa.c'] qui n’est a priori pas
typable. Pour le typer, il faudrait pouvoir contraindre pa.c’ a étre soit de type A soit de type B, ce qui
nécessite que « soit de type A ou de type B, ce qui nécessite que tous les termes en interaction avec «
dans ¢’ (quitte & appliquer une expansion 7; pour que tout « soit en interaction) puissent eux-mémes se
voir uniformément attribuer soit le type A soit le type B, ce qui n’a aucune raison d’étre possible a priori
(prendre par exemple une commande ¢’ qui contient des sous-termes (t|a) et (¢'|«) avec t de type A sans
étre typable de type B et t' de type B sans étre typable de type A). Inversement, on pourrait essayer de
contraindre x & étre de type AU B dans ¢, ce qui nécessite que tout sous-terme e de type A en interaction
avec x (quitte a appliquer une expansion 7, pour que tout x soit en interaction) puisse étre contraint
a étre de type A U B. Comme ce sous-terme est aussi de type B dans le typage de jiz.c de type B, on
pourrait penser pouvoir unifier les deux dérivations de telle sorte que e ait le type AU B. Cependant ces

3Plus généralement, I’extension s’applique aux intersections et unions infinies, ce qui permet en particulier de représenter
les quantifications universelles et existentielles non calculatoires.
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dérivations de e de type A et de e de type B peuvent dépendre de variables locales de types distincts et
non nécessairement unifiables. Par exemple, en présence de I'implication (cf section 3.2), le sous-terme?
(y|x - B) (ou méme (y|pa.{x|a) - B)) avec y de type (A — C)N (B — C) et § de type C est typable tant
pour z de type A que pour x de type B sans pouvoir étre typé avec x de type AU B.

Une solution communément admise est de restreindre en appel par nom les contextes d’évaluation
de type union a provenir soit de contextes d’évaluation linéaires, soit de la liaison d’une variable déja de
type union. Symétriquement pour 'appel par valeur. Dans le cas du sous-systéme pji non déterministe,
cela signifie conjuguer les deux restrictions. Pour les versions appel par nom et appel par valeur du
sous-systéme pfi, on obtient les régles de typage suivantes pour 'union et 'intersection :

Appel par nom

Ile: A;F A F'Fv:A|A F'Fov:Az|A
ﬂ’LLi Nr
F|€2A1ﬁA2|_A FFU:A10A2|A
' E:AFA I'y E:AFA Pktov: A |A
Ur, UR;
F|EA1UA2|_A Fl_’UIAluAQ‘A

Appel par valeur

Ile: A;FA r-v:4:; A F'FV:Ay; A
N, Nr
F|€ZA10A2|_A FI—V:AlﬁAg;A
F|6:A1|—A F|6:A2|—A F}—UAAA
Ur UURi
F|€ZA1UA2}—A F"’UZA1UA2‘A

Proposition 16 La réduction préserve le typage des termes n,-1n;-expansés. Plus généralement, la ré-
duction préserve le typage des termes considérés modulo les regles n,, et n;.

2.20 Normalisation par évaluation

La syntaxe du calcul des séquents étant plus réguliére que celle de la déduction naturelle, et le rédex
de téte étant placé en téte (et non enfoui sous une série d’applications comme en déduction naturelle), il
est intéressant d’observer le contenu calculatoire des preuves de normalisation par réductibilité [Her01]5.

On donne ci-dessous le contenu calculatoire de la preuve de terminaison de la restriction a appel par
nom. Pour cette preuve, les ensembles de réductibilité sont définis par induction sur la catégorie des
expressions : contextes d’évaluation linéaire, termes, contexte d’évaluation, dans cet ordre.

On se donne en paramétre une définition de la réductibilité pour les constructeurs de contexte d’éva-
luation linéaire. On note ce paramétre [||A ] pour A donné. On note WN pour 'ensemble des expressions
(faiblement) normalisables. Les ensembles de réductibilité sont définis par

— E€]; AF] ssi E est une variable ou F € [||A H]
— v € [F Al] ssi pour tout contexte d’évaluation linéaire E € [A ], (v|E) est WN
— e € [AF] ssi pour tout terme v € [- A|], (v|e) est WN

On note en particulier que tout contexte d’évaluation linéaire vérifie la derniére clause, si bien qu’on
af; AF] C [AF] comme attendu.

4Cet exemple est une adaptation d’un exemple attribué par Barbanera, Dezani-Ciancaglini et De Liguoro [BDCD95] a
Benjamin Pierce pour le A-calcul avec union et intersection.

5Cette preuve qui traite de la réduction du calcul Apji étendu avec un opérateur de substitution explicite est incompléte.
En particulier, la preuve du lemme d’affaiblissement y est incorrecte. Toutefois, la structure de preuve, si I’on oublie le
traitement des substitutions explicites (pour lequel la notion de réductibilité n’apporte rien), reste pertinente pour prouver
la terminaison du calcul sans substitution explicite.
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On montre par induction sur la catégorie de l'expression (puis sur le type) que les ensembles de
réductibilité sont entre les variables et les expressions WN et qu’ils sont stables par expansion de la
réduction.

Lemme 1 Soit A un type, on a :
-AcC[; AF]C[|AF] CWN
-XC[FA|]]CWN
- WN, [; AF], [IAF] et [F A|] sont stables par expansion

Soit 7 une substitution CBN. On dit que 7 € [I' - A] si pour tout z : A dans T, 7(z) € [- A|] et
pour tout « : A dans A, 7(a) € [; A F]. On montre par induction sur la structure des expressions que
les termes typables sont dans les ensembles de réductibilité :

Lemme 2 (adéquation) Soit 7 € [I' - A], on a :
—c: (T'F A) implique c[r] € WN
-Throv:A|A implique v[T] € [- Al]

- T|e: AF A implique e[7] € [| AH]

On en déduit

Proposition 17
— toute commande typée est dans WN
— tout terme typé est dans WN
— tout contexte d’évaluation typé est dans WN

L’extraction par réalisabilité modifiée de ces lemmes donne un programme de normalisation (par
exemple en définissant ¢ € WN par 3¢ normal tel que ¢ —,, ¢). De maniére directe, les commandes sont
interprétées par des expressions dénotant des commandes en forme normale ; les contextes d’évaluation
linéaires sont interprétés par des expressions les représentant ; les termes sont représentés par des fonctions
qui produisent des commandes en forme normale quand appliquées & un contexte d’évaluation linéaire ;
les contextes d’évaluation sont interprétés par des fonctions qui produisent des commandes en forme
normale quand appliquées & des fonctions interprétant les termes.

(** Expressions *)

type command = term * context
and value_cstr
and term = VVar of string | Mu of string * command | ValCstr of value_cstr
and linear_context_cstr
and linear_context = EVar of string | LinCtxCstr of linear_context_cstr
and context = MuTilde of string * command | LinCtx of linear_context

(** Ensembles de réductibilité *)

type command_red = term * context
and linear_context_cstr_red
and linear_context_red =
EVarRed of string | LinCtxCstrRed of linear_context_cstr_red
and term_red = linear_context_red -> command_red
and context_red = term_red -> command_red

(** La réductibilité contient les variables et est contenue dans WN *)

(x A subset [| | |- |11 %)
let embedvare a = (EVarRed a : linear_context_red)

< [ | - 1] subset [| ; |- 11 %)
let embed_linear_context (e:linear_context_red) = ((fun v -> v e):context_red)
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(* [ | |- |] subset WN (pour extensions) *)
let rec embedsnlec e = failwith "To define"

G [I | I- 1] subset WN *)

and embedsnle = function

| EVarRed a -> EVar a

| LinCtxCstrRed e -> LinCtxCstr (embedsnlec e)

(* X subset [| |- ; |1 *)
and embedvarv x = ((fun e -> (VVar x,LinCtx (embedsnle e))) : term_red)

(* [l I-; |1 subset WN (pour extensions) *)
and embedsnv v (f:term_red) = match v with
| Mu (a,c) -> Mu (a,f (EVarRed a))

| v -> fst (f (EVarRed ""))

(* [l 51- 1] subset WN (pour extensions) *)
and embedsne e (g:context_red) = match e with
| MuTilde (x,c) -> MuTilde (x,g (embedvarv x))
| v -> snd (g (embedvarv ""))

(*#* Lemme d’adéquation *)

type term_env = (string * term_red) list
type context_env = (string * linear_context_red) list
type env = term_env * context_env

(* interpc : env -> command -> command_red *)
let rec interpc (rho:env) (v,e) = ((interpe rho e) (interpv rho v) : command)

(* interpv : env -> term -> term_red *)

and interpv (rho,sigma : env) = function

| VVvar x -> List.assoc x rho

| Mu (a,c) -> fun (e:linear_context_red) -> interpc (rho,(a,e)::sigma) c
| ValCstr v -> fun (e:linear_context_red) -> interpvc (rho,sigma) (v,e)

(* interpvc : env -> value_cstr -> linear_context_red -> command_red *)
and interpvc (rho,sigma : env) (v,e) = failwith "To define"

(* interple : env -> linear_context -> linear_context_red *)
and interple (rho,sigma : env) = function

| EVar a -> List.assoc a sigma

| LinCtxCstr e -> LinCtxCstrRed (interplec (rho,sigma) e)

(* interpe : env -> context -> context_red *)
and interpe (rho,sigma : env) = function
| MuTilde (x,c) -> fun (v:term_red) -> interpc ((x,v)::rho,sigma) c

| LinCtx e -> embed_linear_context (interple (rho,sigma) e)

(* interplec : env -> linear_context_cstr -> linear_context_cstr_red *)
and interplec env = failwith "To define"

(#* Calcul des variables libres *)

let rec remove x = function
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| y::1 when x=y -> 1
| y::1 -> y::remove x 1

I 00->1

let rec varsc (v,e) =
let (vvx,vva) = varsv v in
let (evx,eva) = varse e in
(vvxQevx,vvaQeva)

and varsv = function

| VWar x -> [x],[]

| Mu (a,c) -> let (vx,va) = varsc ¢ in (vx,remove a va)
| ValCstr v -> failwith "To define"

and varsle = function
| EVar a -> [],[a]
| LinCtxCstr e -> failwith "To define"

and varse = function
| MuTilde (x,c) -> let (vx,va) = varsc c in (remove x vx,va)
| LinCtx e -> varsle e

(** Substitution & alpha-conversion prés *)
let rec fresh x 1 = if List.mem_assoc x 1 then fresh (x~"’") 1 else x
let rec substc subst (v,e) = (substv subst v,subste subst e)

and substv (vs,es) = function

| VVar x -> List.assoc x vs

| Mu (a,c) -> let a’ = fresh a es in Mu (a’,substc (vs,(a,EVar a’)::es) c)
| ValCstr v -> failwith "To define"

and substle (vs,es) = function
| EVar a -> List.assoc a es
| LinCtxCstr e -> failwith "To define"

and subste (vs,es) = function
| MuTilde (x,c) ->

let x’ = fresh x vs in MuTilde (x’,substc ((x,VVar x’)::vs,es) c)
| LinCtx e -> LinCtx (substle (vs,es) e)

(** Preuve de 1l’existence d’une forme normale *)
let varssubst (vx,va) =

List.map (fun x -> (x,embedvarv x)) vx,
List.map (fun a -> (a,embedvare a)) va

let normalc ¢ = interpc (varssubst (varsc c)) c
let normalv v = embedsnv v (interpv (varssubst (varsv v)) v)

let normale e = embedsne e (interpe (varssubst (varse e)) e)
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2.21 Appel par valeur paresseux et appel par nom paresseux

L’évaluation paresseuse (appelée aussi appel par nécessité) du A-calcul est une optimisation de appel
par nom qui partage 1’évaluation des arguments qui sont effectivement nécessaires a la poursuite du calcul
(nous faisons ici référence a Ariola-Felleisen [AF93])

D’un point de vue sémantique, appel par nom et appel par nécessité produisent les mémes valeurs ou
formes normales dans le A-calcul pur (intuitionniste et avec non terminaison).

Quel sens prend I’évaluation paresseuse dans le contexte d’un systéme avec opérateurs de controle ?
Que devient ’évaluation paresseuse sous le regard de la dualité ?

On peut déja observer que ’évaluation paresseuse ne duplique pas les termes et ne substitue que des
valeurs. En ce sens, c’est un appel par valeur. Appelons-le donc appel par valeur paresseux, ce qui
laisse de la place pour le comportement dual que ’on pourra appeler appel par nom paresseux.

Contrairement a l'appel par valeur simple, ’appel par nécessité ne substitue une valeur que si elle
est réellement nécessaire pour la suite du calcul. On peut donc formaliser 1’évaluation paresseuse dans le
sous-systéme pji de la maniére suivante :

Réduction en appel par valeur paresseux

() (poc|B) By cla— E)

() (Vlze) S e V]

(L1v) (pov.c| pz.c' L. cla — fiz.c'] six est nécessaire dans ¢/
(fiw) (pov.c| fiz.c’) K siz & FV(d)

ou la propriété x est nécessaire dans c est définie inductivement par

— x est nécessaire dans (z|E),

— si z est nécessaire dans ¢’ alors il est nécessaire dans {(ua.c|py.c’).

Il est & noter que la nouvelle contrainte est assez restrictive. En particulier, on perd la propriété que
les commandes en forme normale de téte coincident avec les expressions de la forme (z|E.) ou (V.|a) ou
(z|e). Par exemple, l'expression (ua.c|fiz.(y|«)) est en forme normale (si ¢ 'est) sans étre de 'une des
deux formes ci-dessus. Toutefois, les termes clos normaux sont de la forme

(po.cp |z (pag.calizy. .. . (Ve|Ee) . ..))

pour (V,|E.) normal.

Notre définition différe légérement de celle de Ariola et Felleisen [AF93| : une fois réduit en valeur
un argument nécessaire est substitué partout ou il est apparait, alors que Ariola et Felleisen laissent
explicites les substitutions individuelles de chaque variable. Cela ne change pas la sémantique.

Par dualité, on définira I’appel par nom paresseux de la sorte.

Réduction en appel par nom paresseuz

()  (peeclB) B cla— B

(o) (Vliwe) i e < V]

() (pocliiz.c) S, c si g FV(c)

(fin) (pa.c|pz.c' inv c[x «— pa.c] si a est nécessaire dans ¢

Notons pour finir cet apergu que 'appel par valeur paresseux, ’appel par nom paresseux, ’appel
par nom et I'appel par valeur sont tous distincts entre eux (hors restriction intuitionniste bien str). En
particulier, si on pose

co £ (a1 (paz.(V]az)|ay.o) Az (ub.c' | irz (22 E)))

alors, on a
o —n B Elzs — ppd]]
co —uv  cly— Vi — fiy.d]
co =y — poz(V]az)
co —w B pra(z2|E)],
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la discrimination pouvant continuer dans un langage contenant des constructeurs d’expressions linéaires.

En présence de constructeurs d’expressions linéaires, on peut aussi considérer des régles de commu-
tation permettant de retrouver des formes normales de la forme (z|E.), (V.|a) ou (z|a). Par exemple,
en présence d’abstraction (cf section 3.2), on peut ajouter a 'appel par valeur paresseux la régle :

(pev.c|fiy.(\w.v]BY) =i (Aw.py. (el fiy-(v]))|8)

2.22 Reécursion et corécursion

La structure du sous-systéme pji permet aussi une description duale de la récursion et de la corécur-
sion.
n= v
e = ... |Dqe

La corécursion s’obtient simplement par un opérateur de point fixe v,.v qui permet de définir un
terme t faisant référence a lui-méme. Par dualité, on attend de la récursion qu’elle corresponde & définir
un contexte d’évaluation e pouvant faire référence a lui-méme.

La notation p souvent utilisée pour définir un point-fixe étant déja utilisée, on utilise la notation &
pour un contexte d’évaluation récursif.

Les définitions récursives de termes et de contextes d’évaluation viennent avec les régles de réduction
suivantes :

(v) Ve s v[x — vy )
2 Ve 25 ela — Uy.€]

On verra en section 3.11 le lien entre fonctions récursives et contexte d’évaluation récursif.
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Chapitre 3

Constructions logiques

3.1 Introduction

Maintenant que la structure calculatoire pji est en place, nous étudions comment ’étendre avec un
contenu logique et, pour cela, nous passons en revue diverses constructions associées a des connecteurs
ou des types standards.

Les principes généraux d’ajout de constructions logiques sont les suivants :

— chaque construction se caractérise par un ensemble de constructeurs de valeurs et un ensemble
de constructeurs de contextes d’évaluation linéaires ;

— les constructeurs de valeurs interagissent avec les constructeurs de contextes linéaires pour se dé-
composer en interactions plus élémentaires ;

— des types spécifiques peuvent étre associés aux constructeurs pour garantir que les interactions se
passent entre constructeurs associées a la méme construction;

— des regles d’n-conversion seront associées & chaque construction, tant du cété termes que du codté
contexte d’évaluation : leur role est de révéler 'aspect calculatoire implicite des variables relative-
ment & la construction considérée ; autrement dit, elles caractérisent le comportement observation-
nel des variables dans des interactions propres & la construction considérée en affirmant 1'unicité
de la maniére de construire un objet de cette construction;

— des restrictions de syntaxe correspondantes, conséquences de 1'n-conversion et spécifiques aux res-
trictions appel par nom et appel par valeur.

Danos, Joinet et Schellinx [DJS97] font une étude approfondie des plongements de LK et de certaines
restrictions dans la logique linéaire [Gir87]. De maniére générale, ajout, a la restriction appel par nom
(resp. appel par valeur) du systéme puji, de la forme la plus générale de chacune des constructions logiques
correspond & la version unicolore ¢ (resp. q) de LK (c’est-a~dire LK) chez Danos, Joinet et Schellinx.
En revanche, les ajouts des formes restreintes, spécifiques & chaque sémantique d’évaluation, semblent
correspondre aux (versions unicolores des) restrictions LK" que Danos, Joinet et Schellinx montrent
précisément étre conséquences de I'n-expansion.

Il semble que certaines de nos régles 7 soient appelées 6 chez Danos, Joinet et Schellinx. C’est une
terminologie & étudier.

3.1.1 Généralités sur I’n-conversion

C’est avant tout appliquées a des variables que les régles d’n-conversion sont pertinentes. Puisque
les variables sont instanciables par n’importe quelle catégorie de terme (resp. contexte d’évaluation),
linéaire ou pas, en appel par nom (resp. en appel par valeur), les régles d’n-conversion pourront avoir
pour conséquence de transformer des expressions non linéaires en expressions linéaires : tout terme
devient assimilable a une valeur en CBN et tout contexte d’évaluation devient assimilable & un contexte
d’évaluation linéaire en CBV. C’est cette identification, trés forte, qui induira des restrictions de syntaxe
spécifiques a I'appel par nom et a ’appel par valeur.

Pour indiquer qu'une régle d’n-conversion s’applique aux variables de terme ou aux variables de
contexte d’évaluation, a défaut d’une meilleure notation, on utilise respectivement les exposants R
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(comme « Right ») et L (comme « Left »), par référence au coté du séquents ot les termes et contextes
d’évaluation sont typés, et ceci bien que 1'n-conversion fasse du sens méme dans le calcul non typé).

Soit x = ¢(x) une régle d’n-conversion de termes (¢(z) est une expression close dépendant de z). En
appel par nom, on a

v o=y, pocfola)
= penfolie. ()
= ol (5@)a))
= po{p(v)]a)
= 0(0)

si bien que la régle devient applicable & tout terme. En appel par valeur, le méme raisonnement avec
(fiy) au lieu de (1) permet de dériver V = ¢(V).

Parallélement, si & = ¢(«) est une régle d’n-conversion de contextes d’évaluation, la régle E = ¢(E)
est dérivable en appel par nom, et la régle e = ¢(e) est dérivable en appel par valeur.

On utilise alors la lettre n en indice d’'un nom de régle d’n-conversion pour désigner la généralisation
de cette régle au cas d’'un terme arbitraire si la régle s’applique aux variables de terme, ce qui est
dérivable en appel par nom, et au cas d’un contexte d’évaluation linéaire arbitraire si la régle s’applique
aux variables de contexte d’évaluation.

Parallélement, on utilise la lettre v pour désigner la généralisation d’une régle d’n-conversion qui est
valide en appel par valeur.

En présence de plusieurs constructions, chacune équipée avec sa ou ses régles d’n-conversion, le
calcul devient dégénéré s’il n’est pas en plus équipé d’un systéme de typage. En effet, en I’absence de
contraintes de type, tout constructeur d’une construction devient égal & tout autre constructeur d’une
autre construction. Dans un cadre non typé, il convient donc d’orienter les régles n dans le sens de la
simplification de I’expression.

En présence d'un seul type de construction (par exemple dans le calcul non typé avec constructeurs
de Iimplication), on peut toutefois imaginer aller dans le sens de Iexpansion, mais ¢’est une option qui
moralement conduit & des « formes normales » expansées a Uinfini (typiquement des arbres de Nakajima).

Si’on oriente les régles dans le sens de la simplification des expressions, on se retrouve face a une perte
de confluence spécifique au extensions du systéme pfi. Pour chaque cas de constructeur, les n-réductions
associées nécessiteront donc de compléter le systéme de réduction afin de restaurer la confluence.

3.1.2 Classification des calculs étendus avec des constructions logiques

On dénotera chacune des constructions par le nom du connecteur logique qui lui est spontanément
associé. Comme connecteurs logiques on étudiera entre autres
— limplication, connecteur binaire dénoté par —,
— la conjonction, connecteur binaire dénoté par A,
— la disjonction, connecteur binaire dénoté par V,
— la soustraction, connecteur binaire dénoté par —,
— la négation, connecteur unaire dénoté par —,
— le vrai, connecteur constant dénoté par T,
— le faux, connecteur constant dénoté par L,
A chacun des connecteurs binaires, on associera une construction composée d’une part d’un constructeur
binaire (avec deux arguments) et d’autre part, au choix,
— d’un constructeur unique composé d’un lieur binaire, et appelé constructeur multiplicatif;
— d’un constructeur unique composé d’un lieur unaire, et appelé constructeur multiplicatif asymé-
trique ;
— ou de deux constructions distinctes non liantes, appelées constructeurs additifs.
A chacun de ces constructeurs, on associera une ou deux régles de réduction caractérisant I’interaction
avec le constructeur binaire :
— au constructeur multiplicatif, on associe une ou deux régles asymétriques notées avec l'indice ,,, (si
le connecteur est symétrique) et les exposants Lou?;
— aux constructeurs multiplicatifs asymétriques, on associe une régle écrite sans annotation ou avec
I'exposant + pour les connecteurs binaires asymétriques (— et —), et écrite avec les indices ,,,, ou
m, Dour les connecteurs binaires symétriques (A et V);
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— aux constructeurs additifs, on associe une régle notée avec 'indice , et les exposants ! ou 2.

On notera les constructions sur la base de leurs régles de réduction associées (sauf pour les construc-
teurs constants qui n’ont pas de régles de réduction associée et que ’on notera par le nom du connecteur
associé). Si la construction associée & un certain connecteur est basée sur des constructeurs additifs, on
la représentera par le nom du connecteur associé indexé par la lettre a. Si la construction est basée sur
un constructeur multiplicatif, on la représentera par le nom du connecteur indexé par la lettre m, et, si
une seule des deux régles possibles est présente, par un exposant ! ou 2. Finalement, si la construction
est basée sur un constructeur multiplicatif asymétrique, on la représentera par le nom de 'unique régle
associée.

Si une construction est restreinte, comme conséquence d’une propriété d’n-conversion, on ajoutera la
lettre n en exposant du nom de la construction.

Pour toute extension du sous-systéme uji (ou 'une de ses restrictions CBN ou CBV) avec un ensemble
de constructions, on notera le calcul résultat pf en ajoutant en exposant la liste des constructions
considérées. Pour un connecteur donné, la forme additive et I'un ou l'autre des formes multiplicatives
de la construction peuvent (virtuellement) coexister auquel cas le nom du connecteur apparait plusieurs
fois, chacune avec son annotation spécifique. Par exemple, le calcul

S N
Hpin
désigne la restriction appel par nom du calcul pfi étendu avec les constructions —, —,, A, (avec ses
deux régles de réduction) et T, sachant en particulier, que les constructions —, —, partagent le méme
constructeur de contexte d’évaluation mais présentent deux styles distincts de constructeurs de termes.
De plus, le constructeur que — et —, partagent est restreint par les conséquences de 1’'n-conversion en
appel par nom.

3.2 Implication (calcul \uji)

3.2.1 Abstraction et contexte applicatif

Dans cette section, nous considérons 'extension du sous-systéme ufi avec la construction impli-
cation. Celle-ci se décompose en un constructeur de valeur, ’abstraction, et en un constructeur de
contextes d’évaluation linéaires, qui remplace la notion d’application du A-calcul usuel, et que l'on ap-
pelle constructeur de contextes (d’évaluation) applicatifs.

Nous obtenons ainsi le i~ (appelé calcul A\uji dans [CHOO]) dont on caractérisera la version non-
déterministe et les restrictions a I'appel par nom et & 'appel par valeur, ainsi que la restriction intui-
tionniste.

Nous montrerons qu’a certaines conditions les versions CBN des calculs A\ufi et Ay sont isomorphes.
Le cas de I'appel par valeur est plus complexe (plus complexe & étudier dans le calcul Ap s’entend) et
nous ne le traiterons pas. De méme pour les variantes non-déterministes de Apy.

L’ajout de l'abstraction et de ’application au sous-systéme pfi avec implication se caractérise par
I’extension de grammaire suivante :

Vo u= ] Azw
E. == ... |v-e

Le constructeur de terme Az.v est standard. Quant a la construction v - e, elle forme le contexte d’évalua-
tion qui consiste a appliquer v puis & placer le résultat obtenu dans le contexte e. C’est la construction
équivalente au contexte d’évaluation e[ v] pour le A-calcul traditionnel, ¢’est-a-dire a I'instanciation du
trou du contexte e par le contexte [Jv.

La régle de réduction associée® est

(=) Qaof’-e) — (V]pz.(v]e))

Les connexions entre le calcul Aufi et le calcul Ay sont étudiées en section 3.13.

LCette régle est notée (—') dans [CHOO| tandis que le nom (—) est utilisé pour la régle qui sera notée (—@) dans la
section 3.2.5. Cette interversion de nom est justifiée par le fait que nous considérons en fait la nouvelle régle (—) comme
plus primitive
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3.2.2 n-conversion

Le role de I'n-conversion pour les connecteurs est d’identifier (si possible) une expression atomique
(une variable) avec une expression construite de méme comportement observationnel.

La conversion entre une variable de terme et une abstraction correspond & la régle standard d’n-
conversion du A-calcul, modulo une p-expansion rendue nécessaire par la syntaxe du Apji. Par uniformité
de notations, nous nommons cette conversion nﬁ.

(n®) y = Ar.poay|r-a) ety distincts
Dans le cas de la restriction CBN, par conjugaison avec la conversion 7, et la régle (ji), on obtient la
généralisation
(nf,) v = Ar.pa.(v|z-a) z et anon libres dans v

Notons au passage que le seul cas intéressant est celui d’'un pa.c car si v est une abstraction, la
conversion est équivalente a une réduction (—). On a retrouvé I’équivalent de 1'n-conversion standard du
A-calcul usuel.

Dans le cas de la restriction CBV, la généralisation n’est dérivable et valide que pour les valeurs (car
sinon le non-déterminisme réapparait). Par composition avec (fi,), on obtient la généralisation suivante,
équivalente a 1'n-conversion standard du A-calcul par valeur :

nZ,) V. = Xx.pa(V|z-a) et anon libres dans V

A la différence du A-calcul, le calcul pfi~ accepte aussi une n-conversion entre variables de contexte
d’évaluation et contexte applicatif. La régle est la suivante :

(n™) v = b Qrpa(z]B)) - iy-(Az.yly) B et v distincts

Symétriquement au cas des variables de terme, on a dans le cas CBN la généralisation suivante :
(nk.,) E = pp.Ox.pa(z|B)|E) - jy.(\x.y|E) B et y non libres dans E
Quant au cas CBV, on a la généralisation :
(n®.,.) e = pf.Ox.pa(z]|B)e) - fy.(A\z.yle) B et y non libres dans e

Notons aussi que cette régle, contrairement a (nf) n’est pas compatible avec la restriction intuition-
niste car la variable a n’y est pas liée linéairement.

Proposition 18
~ Les regles (L)) et (n2) font partie de la cléture observationnelle de =,,.
— Les regles (n) et (nft,) font partie de la cléture observationnelle de =,.

Nous étudions dans la section suivante les conséquences de ces n-conversions sur la syntaxe des
restrictions CBN et CBV, mais nous donnons d’abord quelques propriétés de 1'n-conversion en appel par
nom, en particulier que (n%,) est dérivable de (). Une analyse plus approfondie, d’une part de la
force de (nL)), et d’autre part des propriétés de I'n-réduction en appel par valeur reste & faire.

3.2.3 Conséquences de I’'n-conversion pour les termes en appel par nom

On a les propriétés suivantes.
Proposition 19 (Formes généralisées de 1’n-conversion)

Az.po.cla — z - af

=pR u,. po.c x non libre dans ¢
L
Az .c =pE 4., M_-.c x non libre dans c
_ L -
AT1.. ... ALy povcla «— x1 ... - al =pR u, HQ.C T, ..., T, non libres dans c

En particulier, la premiére équation est I’équivalent pour le A\uji de la régle (v) du calcul A\ de David et
Py [DPO1].

38



PREUVE: La premiére propriété est directe (cf David et Py [DPO01]) :

Ar.pocla —x-o =, Az.pa(poc|r - o)
:nR n Hno.c
uant a la seconde, c’est un cas particulier de la premiére, et la troisiéme, une généralisation. |
b ] )

Proposition 20 (Décomposition additive de ’abstraction)

pB.-Aep_ O paclBB)  =yr ua—  Azpovc
,U,ﬂ <>‘ e ()‘T H_ P”[)’)"ﬂ> —nE  pnfi— )\I.,LLOL.C
Mr.p_ . (A_.pa.c|E)|E) =0R i (AT.poec|E)
(A _.pa.(Ax.u_.c|E)|E) =0R i (AT.poec|E)

PREUVE: On a

pB-Aw.p_ (A _poc|B)B) =yr, Az.po(pB(Az.p_(A_.po.c|B)|B)|x - o)
=4, Az.po Az (N pac|z - a)|z - @)
AT.pee.c

——fipn
La deuxiéme équation se prouve de la méme maniére et les deux derniéres équations s’obtiennent alors
des premiéres par interaction avec E et réduction f,. |

Proposition 21 En appel par nom, nf implique n*,
PREUVE: On a
B (xlB)l) - Ay A _yly) =n, AzeluBQap (2]B) ) - Ay yl))
= Bzlpe(zlup.Qap_(z]B)]a) - fy-(A_yla))y)
=p i, B2 poc(2uB- Qe p_(@]B)|e - o) - fiy-(A_ylz - o))
EX’E oz pB (] B) - fy-Cyla)) |
(

= un ‘LNLZ

=nun Bz (Az.po(zz - a)|y)
= fizz]7)

g v

3.2.4 La restriction de syntaxe pour 'implication en appel par nom

En présence de (nf), on a

vepxe =y, fy(ylv- fe.c)
=g By-(Az.paylz - a)|v- p.c)
=— Ay {vliz{paylz - a)lpz.c))

=5 iw-(olizcle — po. (i )
—h yele < iyl ]
Toute expression contenant des sous-contextes de la forme v-jiz.c est donc équivalente a une expression
qui ne contient que des sous-contextes d’évaluation de la forme v - E. De plus ce genre de contexte est
stable par substitution CBN. On peut donc restreindre le calcul en appel par nom a la syntaxe suivante :

Syntaze restreinte de l’implication en appel par nom

Ve u= | dzw
E. == ...|v-E

On appelle ce calcul contraint le calcul i, fi~" ot la restriction obtenue procéde du méme mécanisme
que le passage de la version unicolore ¢t de LK & la version unicolore ¢t de LK" dans Danos, Joinet
et Schellinx [DJS97] (normalisation d’une coupure obtenue par n-expansion d’une régle d’axiome). La
section suivante analyse comment poursuivre la simplification sans perte d’expressivité.

Notons que le calcul p,i~" est nommé calcul A\ufip dans [CHOO).
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3.2.5 Le calcul en appel par nom restreint \u,

L’opérateur i n’apparaissant plus dans les commandes en forme normale du calcul p,i~", on peut
aller plus loin en supprimant /i de la syntaxe et en combinant (—) et (/i) en une unique régle. Nous
obtenons ce que nous appelons le calcul Ay, (cf [CHOO]) :

Calcul Min
¢ u= (v]|E)
v = poac|z| iz
E := a|v-F

Reégles de réduction

() (poclE) 5 o E]

(=) Qe -B) L (uz —)|E)

Dans cette restriction, la régle d’n-conversion n; disparait et la régle d’'n-conversion 7, est orientable
sans souci dans le sens de la décroissance de la taille de ’expression. En revanche, l'orientation de la
régle d’'n-conversion (n%,) pose probléme. Si on l'oriente dans le sens de la décroissance de la taille de
I'expression, on perd la confluence car Az.pa.{uB.c|z - a) se réduit par (n%,) en uf.c et se réduit par
(n) en Az.pa.c[B < x - o] sans possibilité de convergence (cf David et Py [DP01| pour une analyse du
probléme). En revanche, si P'on oriente (n%,) dans le sens de I'expansion, ce que nous faisons ci-dessous,
la confluence est raisonnablement conjecturable mais on perd la notion de forme normale puisque tout
terme est expansable.

Reégles dm-réduction

(mu)  pa(v]|e) LA a non libre dans v

k) v LA Az.pa(v|x - @) x et a non libres dans v

Notons aussi que cette restriction entraine une légére perte d’expressivité au niveau des contextes
d’évaluation puisque les expressions normales de la forme fiz.c (a I'exception de celle de la forme fiz.(z|v)
avec x non libre dans ¢) n’ont plus d’équivalent.

Relecture du calcul i, avec les notations du A-calcul

Il peut étre instructif de relire le calcul Ay, avec une syntaxe proche de celle du A-calcul en intégrant
la catégorie syntaxique des contextes d’évaluation & celle des commandes.

Calcul M, en notation « \-calcul »

¢ = [Blvvr...v, (pour n > 0)
poc| x| Azw

<
|

Reégles de réduction

() Bl(pec)vr.va) S cla— [8)(Qvr ... v,)]
(=) [Bl((Azw) v vy ... vy,) LA [B](v[z «— v]v1...v,)

ot cla « [B]0w; ... v,] désigne la substitution sans capture des sous-termes de la forme [a](v o] ...v],)
dans ¢ par [B](vv] ... v, v1 ... V,).

Regles d’n-réduction
(M) poc[a]v 2, « non libre dans v

(Uﬁn) Az ool (v x) LA z et o non libres dans v

On s’apergoit que les régles 3 et n du A-calcul usuel sont tout prés. Si on change le point de vue

de telle sorte que (Az.v) v’ soit considéré comme sous-terme de [B]((Az.v)v' vy ...v,) (ce qu'il n’est pas
dans le calcul Auy,), on peut simplifier la régle (—?) en la régle standard
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(z.v) 0’ 2, vz — '],

De méme, & partir du moment o vz est considéré comme un sous-terme de [«](v ), on peut, grace
a (1), simplifier (nf,)) en la régle standard

Az.(v ) 2w pour z non libre dans v.

3.2.6 La restriction de syntaxe pour I’implication en appel par valeur

En présence de (nff,), on a pour I'appel par valeur,

pp.c-e =n.  py(ylpp.c-e)
=pr. 1y-Az.pa(ylz - a)|uB.c-e)
= y{uBclizpartyle - ale)
= y(pp.cliiz(y|z - ¢))

=u  yc[B— fiz.(y|z - €)]

On en déduit que toute expression contenant des sous-contextes de la forme pa.c - e est équivalente
4 une expression qui ne contient que des sous-contextes d’évaluation de la forme V - e. De plus ce genre
de contexte est stable par substitution CBV. On peut donc restreindre le calcul en appel par valeur a
la syntaxe suivante que l'on appelle au choix pfi;” " (si Pon suit le schéma canonique de nommage) ou
Afi (si Pon suit la terminologie de [CHOO]).

Syntaze restreinte de l'tmplication en appel par valeur

Vo u= .| Azw
E. == ...|V-e

Comme pour le calcul p,fi~", la restriction obtenue procéde du méme mécanisme que le passage de
la version unicolore q de LK & la version unicolore ¢ de LK" dans Danos, Joinet et Schellinx [DJS97].

On trouvera par ailleurs des preuves de confluence (par la méthode des réductions paralléles) de la
restriction appel par nom équipée de la régle (—7) et de la restriction appel par valeur équipée de la
régle (—) dans la theése de Livakec [Lik05].

Résumé de la description du calcul pji,” !

Calcul uﬂjn
= (vle)

n= x| Azw
n= V|pac
w= a|V-el|px.c

®C<Q

Reégles de réduction

(V]az.(v]e)
v Cla— €

clx — V)

(=) OalV-e)
(1) (pacle)
(fi) (Vljiz.c)

De plus, les régles d’'n-conversion sont orientables en un systéme que l'on peut raisonnablement
conjecturer confluent (notons que (7,) ne devient pertinent qu’en téte).

l= = |=

Reégles dm-réduction

(Mw)  po(v]a) Loy a non libre dans v
(ma)  pz(zle) L x non libre dans e
ME,) Mz, @) (V]z-a) & Vv x et o non libres dans V
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3.2.7 Le calcul en appel par valeur contraint \j,

Par analogie avec le calcul Ay, dans lequel fi a disparu, on peut définir un calcul Aji, pour Iappel
par valeur dans lequel opérateur u ne figure plus explicitement. Ce calcul vient de [CHO0].

Par application de (7,), on peut identifier tout terme de la forme Az.v avec un terme de la forme
Az.pa.e, quitte & expanser v en pa.(v|a) s'il n'est pas déja sous la forme pa.c. Si lon accepte une
légére perte d’expressivité pour les termes, du méme ordre que la perte en expressivité pour les contextes
d’évaluation dans le calcul Au,, on peut utiliser I'abstraction double de la section 3.4 pour représenter
tout sous-terme de la forme Az.ua.c par A(z,«).c et ainsi renoncer complétement a 'opérateur u. La
perte d’expressivité, c’est celle des expressions de la forme pa.c (type d’expression qui ne peut d’ailleurs
exister qu’en téte dans les formes normales du calcul pji;").

Par ailleurs, ’argument d’une application étant nécessairement une valeur, on peut, comme dans le
calcul Ay, contracter les régles (—) et (i) en une unique régle (—#?) comparable a la 3,-réduction du
A-calcul usuel par valeur. Le calcul contraint est stable par réduction, nous I'appelons calcul Afi, :

Calcul i,
c == (Vle)
V o= z|Mz,a).c
e == «a|V-e|px.c

Regles de réduction

(o) (V]az.c) 2 e V]

(=) A@a)dV-e) & clr—V]a—e

De plus, les régles d’n-conversion (hors 7, qui a disparu) sont orientables en un systéme que ’on peut
raisonnablement conjecturer confluent.

Regles d’n-réduction

(ma)  px.(xle) 2, 2 non libre dans e

e
(Uiv) Mz, a)(V]z - a) L \%4 z et o non libres dans V'

Relecture du calcul \ji, avec les notations du \-calcul

A titre indicatif, on peut relire le calcul Afi, dans une syntaxe proche de celle du A-calcul (on s’inspire
ici de la section 6 de [CHOO]) en intégrant la catégorie syntaxique des contextes d’évaluation a 'intérieur
de celle des commandes.

Calcul Mi, en notation « \-calcul »

o
|

= [V V) | leta =V V...V, in ¢ (pour n > 0)
V o= x| Mz, a).c

Reégles de réduction
(fiy let x =Vinc 2, clx — V]

)
(=8 B((A(=z,a).c) VVi... V) b e V][ — [BOVA ... V]
(—2) let 2 = (\N(z,0).c)VVi...V,in ¢ clr — V][a+—let 2 =0V;...V, in (]

|

=
h
=

ou « est choisi frais pour éviter une collision avec les variables de V3 et la notation clae «— [B]OV; ... V,,]
(resp. cla «— let z =0OV; ...V, in ¢/]) désigne la substitution sans capture des sous-termes de la forme
[)(VV{...V!)dans cpar [B(VV]...V,,Vi...V,) (resp. let x =V V/ ...V, V1...V,in ¢).

Regles d’n-réduction

(Tliv) Az, a).[a](V ) A, \%4 z et o non libres dans V'

ot la régle (1) ne fait plus de sens puisque la catégorie syntaxique des contextes d’évaluation a disparu.
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Polarisation du calcul )\ji, et interprétation en termes de jeux

Par application de (7)), on peut contraindre les contextes applicatifs & étre de la forme V' - fiz.c. On
obtient un calcul dont les formes normales sont décrites par la syntaxe suivante :

Commandes normales du calcul N, polarisé

¢ == (2| My, ).c- pz.c)| Mz, a).c|8)

Cette syntaxe de formes normales est a la base de 'interprétation de ’appel par valeur en termes de
jeux de Honda et Yoshida [HY97].

Dans sa version intuitionniste, il n’y a qu’une unique variable de contexte d’évaluation que nous
noterons . L’expression (z|A(y,*).c- fiz.c) correspond a une attaque de la valeur liée a x par le joueur
principal. Cette attaque est réalisée en annongant détenir une valeur, en 'occurrence A(y, *).c, comme
argument de z. Il y a deux réactions possibles de I'opposant & cette attaque : soit attaquer & son tour
P’argument en associant une valeur a y, soit répondre par une valeur qui sera associée a la variable y.

L’expression (A(z, %).c|*) correspond & une réponse du joueur principal. Cette réponse annonce détenir
une valeur, en 'occurrence A(y,*).c. L’unique réaction possible de lopposant est alors d’attaquer en
retour cette valeur en annongant détenir une valeur comme instance de x.

On voit que la syntaxe fournit de maniére directe une extension possible de cette notion de jeux au
cas de I'appel par valeur classique. 11 suffit de libéraliser la notion de réponse de telle sorte qu’une réponse
ne réagit pas forcément a la derniére attaque mais & n’importe quelle attaque antérieure (a la maniére
de ce qui est fait pour 'appel par nom dans [Her97]).

3.2.8 Le calcul en appel par valeur Xn,u/]v

A linverse, on peut ne pas restreindre la syntaxe du calcul uji;” mais prendre en compte 1'y-conversion,
orientée dans le sens de la simplification de ’expression. Le calcul obtenu n’est pas confluent puisque

Az.pec(ylz - a)|uB.c-e)
/nﬂ \—w
(ylv - fiz.c) c[B — pz.(ylz - e)]

avec le terme de gauche en forme normale de téte et celui de droite pas nécessairement réductible vers
une commande de la forme (y|e).

Il faut alors compléter le calcul avec une régle que nous nommons (—>¢,‘) et qui expanse les u en partie
gauche d’un contexte applicatif. On obtient alors le calcul suivant que nous conjecturons confluent.

Calcul Xn Ay
n= (v]e)

x| Az.v
V| pa.c
n= alv-e|fiz.c

®C<Q
|

Reégles de réduction

h
(W) (pacle) B o
~ ~ h
(i) (V]py.c) =y V]
h ~ SR
(=) Qo' -e) = (V]az.(v]e))
(=) (pac)-e LN fay.cla — px.(y|z - e)) x et y frais
Regles d’n-réduction
(Mu)  po(v]a) 2w a non libre dans v
(nz)  px(x]e) Loe « non libre dans e
(Uiv) Az.pa(V]z - a) oy z et a non libres dans v
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3.2.9 Typage de I'implication

Abstraction et constructeur de contexte applicatif se typent sans difficulté et produisent des expres-
sions linéaires pour donner le systéme de types simples LK 7 :

Iz: At v:B|A) F'Fov:AlA I'le:BEFA

'Xzw:A— B; A I'v-e:A—-BFA
La nouvelle régle de réduction, ainsi que 1'n-conversion, préservent le typage.

Proposition 22 La régle de réduction (—) préserve le typage, o la fois dans le sens réduction et dans
le sens expansion.

Les conversions (n®) et (n%)) sont bien typées dans le sens perte d’information et ne sont bien typées
dans le sens expansion que si l’expression d’origine a le type implication.

Notons que les restrictions de syntaxe liées aux restrictions CBN (resp. CBV) ont pour conséquence
que la régle de construction de contextes applicatifs voit sa prémisse de droite (resp. de gauche) typée
par un jugement d’expression linéaire. On obtient alors les systémes LK, et LK .

Dans LK, ;, toute forme normale est 1% -convertible & une expression ot chaque variable a est de
type atomique. Ceci suggére d’orienter la régle n dans le sens d’une expansion de la taille du terme de
telle sorte que toute commande normale est de 'une de ces deux formes

(x]a)

(| Az11 « - T1py HOTCL e AT e T, Oy oy L)

avec chaque a de type atomique?.

3.2.10 Plongement dans le \-calcul par passage de continuation

L’extension des traductions ", ™, ¥ et *! de la section 2.10 au cas de 'implication nécessite (ou du
moins est simplifié par) 'ajout d’un constructeur et d’un destructeur de paire au A-calcul en appel par
nom. L’extension, appliquée aux calculs restreints spécifiques de ’appel par nom et de ’appel par valeur,
est obtenue comme suit :

(v-E)Y & (v E™) Azv)® & N, k)" k

(V . e)?)

Au niveau du typage, on pose

Ap.z Volev Azv)?t & Aza®

—-A" AN B®
A’U — _‘_‘B’U

> >

tout en gardant A” £ A et A¥ £ A sur les formules non construites. On vérifie la proposition

Proposition 23
On a, pour lappel par nom
-TkFov:A|A impliqgue =TI, A™ vV 1 2 A"
~T'; E: AF A impliqgue =T, A" - E™ : A?
-Tle: AF A implique -T™, A" | €™ : == A"
(c:TFA) impliqgue -I'"™ A™ " : L

2 Accessoirement, c’est la base pour une interprétation du calcul Aufi par nom en termes de jeux telle que décrite
dans [Her97|. Une forme normale (z|Az11... %10, po1.C1 ... - AZml ... Tmng, -U0m .Cm - ) (avec m > 1) correspond &
une question du joueur sur la valeur ultime de I’application de x a ses arguments. Cette question ouvre la possibilité pour
l’adversaire de questionner a son tour un des m arguments de & ou bien de répondre en donnant un résultat pour . Une
forme normale (z|a) correspond & une réponse par le joueur principal & une question de I’adversaire sur un argument dont
la valeur était attendue sur le canal a (c’est-a-dire que cet argument se terminait par une expression de la forme pa.c).
Cette réponse n’ouvre en retour la possibilité d’aucun nouveau coup pour ’adversaire.
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On a, pour l’appel par valeur

~TFV:A; A implique TV, ~AV F VIV : AY
- Thwv: A|A implique TV, AV F v¥ : == AY
-T]e: AF A impliqgue TV, ~AY - e : =AY
- (¢:TFA) implique T?, ~A" ¢ : L

Notons que le typage de la traduction CPS CBN (qui vérifie A équivalent a —A'™ ou A’ provient de
A par négation des formules atomiques) correspond a la traduction de Streicher-Lafont [LRS93|. Notons
aussi qu’on aurait pu tout aussi bien définir (A — B)" comme —(AY A =BY).

3.3 De 'implication a la soustraction

3.3.1 Le calcul avec soustraction

L’implication est fonciérement asymétrique. Une étude de la dualité conduit donc naturellement a
se poser la question du dual de I'implication, & savoir de la soustraction qui fut étudiée notamment par
Rauszer [Rau74] et Crolard [Cro01]. On notera A — B la soustraction des formules A et B.

Plus particuliérement, 'implication a une régle d’introduction binaire & deux prémisses et 'autre
unaire & une prémisse. Les deux prémisses de la régle binaire sont duales puisque I'une concerne un terme
tandis que 'autre concerne un contexte d’évaluation. En revanche la conclusion de la régle construit arbi-
trairement un terme alors qu’elle aurait pu construire, tout aussi arbitrairement, un contexte d’évaluation.
C’est 1a qu’intervient la soustraction.

La soustraction aura une régle d’introduction binaire ayant les mémes prémisses que la régle d’intro-
duction binaire de I'implication (puisque ces prémisses sont invariantes par dualité) mais en introduction
droite plutdt que gauche. On notera v — e les objets ainsi construits. En ce qui concerne la régle d’intro-
duction unaire, elle prendra, par dualité, un contexte d’évaluation e en prémisse et construira un autre
contexte noté Aa.e par liaison d’une variable de contexte «. On abrégera 5\041. o S\an.e en 5\041 ... Qg€
voire en A@.e. En résumé, on a :

Vo o= .. Jv—e
E. == ...|Ae

que 'on pourra typer avec les régles

F|6ZA|‘O¢:B,A I‘}—U;A|A F|e:B|—A

[';Ave: A—BFA 'rv—e:A— B; A
La régle de calcul associée est duale de celle de I'implication :
(=) (v —eJAae) — (ua.(vfe)le’)

On note i~ le calcul pji étendu avec la soustraction et pi—~ le systéme étendu avec la soustraction
et Iimplication. On note respectivement LK ; et LKH_;L_ les systémes de types simples correspondants.
On note pn i, pily, , Unit "~ et pfi,”~ les restrictions respectives & ’appel par nom et & I’appel par
valeur des calculs non typés.

3.3.2 Dualité dans le calcul pa—~

La soustraction permet d’étendre la dualité du sous-systéme pfi au cas de 'implication :

(v-e)° & e —2°
Az.v)° & Aag.°
(,13 _ 6)0 L e . p°

(Aa.e)® £ Azg.e°



3.3.3 Reégles d’n-conversion et restrictions induites

Sur le modeéle de l'implication, et via le principe de dualité, on peut caractériser les régles d’n-
conversion spécifiques de la soustraction.

e = Xa.jz(z—ale)
E = S\Qﬂx@ — a|E) ) s
v uB-(v[Ae.B) — fy.(v|Aa.fiz(y| o))

3
=R SRS

<
~

3
~

—~ o~~~
I 3

3

Vo= uBVIAa.8) — iy VIda.jiz.(y]a))
Ces régles d’n-conversion induisent le méme genre de restriction sur les fragments CBN et CBV.

Syntazxe restreinte de la soustraction en appel par nom (pnﬂ’n)

Ve u= ...|v—FE
E. == ...| e

Syntaze restreinte de la soustraction en appel par valeur (,uﬂ,;n)

Vo o= ...]Aaw
E. == ...|V—-e
On vérifie en particulier que la dualité © est une dualité entre p, i~ " et pfi,”~, ainsi qu’entre p, p "
ot uiiy” "

3.3.4 Plongement dans le \-calcul par passage de continuation

Le plongement des constructeurs restreints dans le A-calcul par passage de continuation s’obtient par :

(V—ept & (e, V) (A\3.e)’ 2 Azgp,y).e’y

(v— E)" Az.x E™M " Aae)™ 2 Azg.e”
pour une traduction sur les types donnée par

Bn — —|—\An
-BY A AV

1> 1>

En particulier, en étendant la dualité aux types par

(A— By
(A- By

B° — A°
B° — A°,

L
L

on a les propriétés suivantes, sur les types, expressions et expressions linéaires :

vl — ©° 5 nl
nl _ o ° vl
v — o o n
n — o o v

3.3.5 Soustraction et restriction intuitionniste

En présence de la soustraction, I'invariant que les commandes et contextes d’évaluation avaient une
et une seule variable libre de contexte et les termes aucune est remis en question.

La soustraction intuitionniste a été étudiée par Crolard [Cro01]. Notre définition du fragment intui-
tionniste (cf section 2.13) est-elle compatible avec ’analyse de Crolard ?
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3.4 Implication et Modus Tollens

L’arbitraire des régles d’implication ne se situe pas que dans le co6té d’introduction choisi (menant a
la soustraction si on choisit autre coté), il se situe aussi dans la catégorie syntaxique de la prémisse de
la régle unaire.

On peut par exemple s’intéresser a une abstraction qui lie aussi une variable de contexte, comme

suit :
Vo = Mz, a).c
E. == ...|lv-e

Pour cette abstraction double, on a alors le choix entre les deux régles de réduction suivantes :

(=1) Az,a)cv-e) — (v (pacle))
(=2) Mz, a)clv-e) — (ua(o]pz.c)le)

Malgré le coté asymétrique de ces régles, toutes deux se comportent de maniére identique que ce soit
en appel par nom ou en appel par valeur. De fait, comme conséquence de la proposition 4, on a :

Proposition 24 (Indifférence de ’ordre de séquentialisation de ’abstraction double)
- C :_’lﬂnﬁ Cl SSZ & :_’2Hn}1 C/
/ ; /
— C=—up, € SSLC=_,up, C

Le typage correspondant est

c:(Tyx: Ak a: BA) F'Fv:AlA T'le:BFA

' XMz,a)c: A— B; A I'v-e:A—-BFA

On peut aussi exiger que I’abstraction ne lie qu'une variable de contexte, et aucune variable de terme,
comme suit :

Vo o= .. |ABe

E. == ...]v-e
Une telle construction suggére 1'idée de « Modus Tollens » : une preuve de A — B, c’est un objet
qui & partir d’un contexte d’évaluation de type B (vu comme une continuation de type B') construit

un contexte d’évaluation de type A (vu comme une continuation de type AL).
La régle de réduction associée est alors :

(=) (ABefv-e) — (uB.(v

3

e’)
Les régles de typage sont :
Tle: A+ a:B,A Ftov:AlA I'le:BFA

I'tXae:A— B; A I'sv-e:A— BEFA

3.5 Produits

3.5.1 Produits a constructeurs additifs et multiplicatif

Le produit est associé du coté terme a la paire et du coté contexte d’évaluation & un contexte de
décomposition de la paire.

La paire peut étre une paire de valeurs (4, V5) ou plus généralement une paire de termes arbitraires
(v1,v2). Le contexte de décomposition de la paire peut étre soit additif, ¢’est-a-dire construit & partir de
projections (comme le connecteur additif « avec » de la logique linéaire), soit multiplicatif, ¢’est-a-dire
construit & partir d’un lieur des composantes de la paire (comme le connecteur multiplicatif « tenseur »
de la logique linéaire), appelé aussi let destructurant, ou déstructuration liante de la paire.

L’analyse du comportement calculatoire de LK via la logique linéaire a été explorée par Danos, Joinet
et Schellinx [DJS97]. On trouvera aussi d’excellents commentaires dans les notes de Selinger sur la dualité
catégorique entre CBN et CBV (sections 2 et 3 de [Sel03]). Ces références nous ont servi de repére.
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On notera m[e] et male] les constructeurs de contexte d’évaluation additifs. Ces contextes prennent
respectivement la premiére ou la deuxiéme composante de la paire avec laquelle ils interagissent puis
continuent l'interaction avec e. Informellement, les régles de réduction associées sont donc

(AL) (i, v)lmile) 2 (vi]e)
(A2) ((vi,v2)Imele]) 2 (va]e)

On notera (z,y).c (avec la contrainte = # y) le constructeur de contexte d’évaluation multiplicatif.
C’est une forme de « let » destructurant & la ML. On se donne deux régles de réduction : ce contexte
interagit avec une paire dont il lie les deux composantes aux variables x et y avant de continuer le
calcul avec c. Informellement, il y a deux régles de réduction associées. Ces régles sont individuellement
asymétriques mais symétriques 'une de I'autre.

h ~ i~
(Am) (v, 02)| (@1, 22).c) = (vi]fper-(v2] i)
h ~ T~
(A7) (v, 02)[ (21, 22).c) = (v2] i (V1] fi1.c))
On laissera de coté le cas du calcul non-déterministe (qui est de toutes fagons non confluent) et on
ne s’intéressera qu’aux relations qu’entretient le produit avec les restrictions CBN et CBV.

Une premiére observation est que (AL) et (A2,) forment une paire critique qui est convergente en
CBN (car les variables x1 et xo sont distinctes) mais pas en CBV. De fait, en CBN, on a

(vl i@y (va|fiwz.c)) —p clzr — vi][we — va] 5 (val fwz-(vi] w1 .c))
tandis que pour v1 = p_ (z1]a1) et va = p_ (z2]as) on a en CBV

(vl i@y (va|fiwz.c)) —p (z1]an)
(va] iz (vi [ fir1.c)) —p (w2l oz)

Une seconde observation est que les contextes additifs et multiplicatifs sont interdéfinissables en CBN.
En effet, quelque soit e, et quelque soit ¢ dépendant de z; et x5 on a

) Donr g (va]e)
) 1 s (vale)
| <zum[m <7uw [n«g D))
5. (zmi Az .d)])

(V1| iy (va| fize.c))

2
2 (V2] fwe.(v1 | iy .c))

)
)

si bien que les contextes d’évaluation additifs sont définissables a partir du contexte d’évaluation multi-
plicatif par

A

((
((
((
((

<
[y
<
N
D

==

Al
a
ALA
a

(21, _)-(z1]e)

(_,z2)(22]e€)

et, inversement, le contexte d’évaluation multiplicatif du produit peut étre défini a partir des contextes
additifs au choix par

71'1[6

> >

T2 |€

fiz(z|ma|fize- (2|71 [z .c])])
fiz{zlm [y (s ia-o)) )
Le tout s’étend aux interactions avec les termes qui ne sont pas des valeurs.

Une troisiéme observation est que cette simulation peut dégrader la complexité en CBN, puisqu’une
interaction telle que

(21, x2).c
(z1,22).C

> 1>

(o d |z (z|mi [ (2| ma[pa.c)])) - —n (paed|mlpe (pa.d |m[rs.c))])
la = m[fuzy - (po.d|ma[fizs.c])]]
n Cla—mpx;.ca — mlfize.c]]]]

|

—

peut dupliquer Pexpression mo[fize.c] et les rédex que cette derniére expression peut créer au carré du
nombre d’occurrences de .
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La quatriéme observation est que les contextes d’évaluation additifs sont simulés en CBV par les
contextes multiplicatifs seulement dans les interactions avec des paires de valeurs. Sinon, les évaluations
divergent. Par exemple,

(Vi Gaoloo (@1, )-(zle)) o (wovo) tant pour AL que pour AZ,
(V. i_(zolvo)) el — (V]e)

Toutefois, les contextes multiplicatifs restent définissables & partir des contextes additifs.

Tout ceci suggére de ne considérer en CBV que la forme additive du produit. Quant au CBN, les
deux formes étant mutuellement définissables, autant considérer la forme additive par similarité avec le
CBYV, a moins de souhaiter aussi la forme multiplicative pour des soucis de complexité algorithmique,
mais alors présentée avec la régle de réduction

(A7) ((v1,02)|(z1,22)-¢) 2 clwy — v)[za — vy

afin d’éviter de briser arbitrairement la symétrie des régles.
En résumé, on définira donc le produit par les constructions suivantes :

Vo == ... ] (v,v)
Ee w= ... |mle]|mle]
et les régles de réduction suivantes :
(A (Enwlmle) S ()
(AZ) (o1, v2)[male]) 2 (vae)

Notons que la forme additive des contextes permet une forme de réduction faible des paires en appel
par valeur. En effet, ((vy,v2)|m[e]) se réduira en (v |e) sans avoir a évaluer vy, alors que I'usage dans les
langages de programmation en appel par valeur est d’avoir une réduction forte de la paire, c’est-a-dire
une réduction des deux composantes méme si 'une des composantes (voire les deux d’entre elles) est
inutile pour la suite du calcul. Bien siir, la paire forte de v; et vo, forcément arbitrairement asymétrique,

peut se définir via une fi-expansion telle que pa.(vq|fizy.(vo|fixe. (21, 22)]))).

3.5.2 Produit a constructeur multiplicatif asymétrique

Une autre approche pour les constructeurs de contexte multiplicatifs du produit est de leur associer
d’emblée une syntaxe asymétrique. On a ainsi un destructeur privilégiant ’évaluation de la composante
de gauche dont la syntaxe peut étre notée :

E. == ...|M\ze
et dont la régle de réduction associée est :

(Amy) (v, v2)Mzre) B (or]fz.(vs]e))

et un destructeur, symétrique du précédent, privilégiant ’évaluation de la composante de droite dont la
syntaxe peut étre notée :

E. == ...|\ze
et dont la régle de réduction associée est :
h ~ T
(Ams,) ((v1,v2)[Agw2.) = (va|ftwa.(vi]e))

En particulier, A\jz1.fixa.c équipé avec (A, ) est équivalent & (21, 22).c équipé avec la régle (AL), et
symétriquement pour Aazs.fiz1.c avec (Apm,) et (A2).

En CBN, \z1.fzs.c et Aoxa.fizy.c se comportent de la méme maniére, 1'utilité de A\jz.e et \oz.e se
résumant a des allégements de syntaxe.

En CBV, \izy.fixs.c et Aoxo.fixy.c se comportent différemment mais ’asymétrie de la syntaxe est
alors en accord avec 'asymétrie de la réduction.
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3.5.3 Produit et n-conversion

Trois régles d’n-conversion pour le produit additif sont susceptibles d’étre étudiées :

n, @ = (pealmlal), uB(z|m(6]))
U = pzz|mlpe. (2wl ((z, y)|))])
me o = jz(z|meliy.(zlm (2, y)[a)])])

La question se pose de déterminer s’il est justifié de qualifier les régles nfl et n/L\2 de régles d’n-
conversion. Par exemple, Danos, Joinet et Schellinx [DJS97] semblent appeler ces réglesaﬁ.

Les restrictions spécifiques des calculs en appel par nom et en appel par valeur impliquées par ces
régles restent a étre étudiées.

Par exemple, on conjecture que la restriction a I’appel par valeur ne construit des paires que de
valeurs.

3.5.4 Typage des produits
L’introduction de la paire est typable comme suit

F|_U1:A1|A F"Uz:AglA

'+ (’Ul,vg) cALTNAg s A
et I'introduction des constructeurs de contexte additifs du produit comme suit

F|€IA1FA F|€IA2FA

F;7T1[€]ZA1/\A2FA F;?TQ[S]ZAl/\AQFA

Les formes multiplicatives symétrique et asymétriques du contexte d’évaluation lié au produit sont

quand & elles typables par
C: (F,J}l : Al,aﬁg : AQ H A)

F; (1‘1,1‘2).6:141 /\AQ"A
Dix:Aj|le: AsF A Dix:Asle: At FA

I'; Mze: Ay NAsEA I'; doze: Ay NAs E A

Il n’y a pas de raison a priori d’utiliser des connecteurs différents pour les produits additifs et multi-
plicatifs : les constructeurs de paire sont les mémes et rien ne semble empécher de laisser les deux types
de constructeurs de contextes d’évaluation des paires coexister en CBN (voire en CBV si les paires sont
restreintes & des paires de valeur).

3.6 Sommes

3.6.1 Sommes a constructeurs additifs et multiplicatif

Venons-en aux sommes. Par dualité, on obtient les sommes a constructeurs additifs avec la syntaxe

V., o a() | ea(v)
E. == ...|[ec¢]

Les expressions t1(v) et 1o(v) représentent des injections tandis que lexpression [e1,es] est un
contexte d’évaluation qui effectue une analyse de cas sur son argument, et, selon que cet argument est
construit avec I'une ou l'autre des injections, applique I'argument de I'injection au contexte correspon-
dant.

Les régles de réduction sont

(V1) (@)[E,E)) 5 (] Er)
(v2) (2@)I[EL Ee) 5 (v]E2)
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Pour les sommes a constructeurs multiplicatifs, la syntaxe est

Vo = o] [oa,agc
E. == ...|[e¢€]

ol [ag, as).c (avec la contrainte que les noms «a; et ap sont distincts) est une forme de A-abstraction
qui lie deux contextes d’évaluation (c’est une implantation de la régle d’introduction droite du connecteur
2 de la logique linéaire). Les régles de réduction sont :

(Vi) (lo, az.c|[er, e2]) % (pon (paz.cles)|er)

(Vi) (lan, az.c|[er, e2]) (naz.(pai.cler)|ez)

Ces régles introduisent une paire critique qui est convergente en CBV (car les noms a; et ay sont
par définition distincts) mais pas en CBN.

Comme pour le produit, la somme & constructeurs additifs est plus primitive que la somme a construc-
teur multiplicatif dans la mesure ou la seconde est simulable avec ses régles de réduction a partir des
premiéres.

De plus, la compatibilité de la somme & constructeur multiplicatif avec le fragment intuitionniste est
problématique du fait que le constructeur multiplicatif lie deux variables de contexte distinctes.

Les constructeurs additifs s’intégrent eux directement au fragment intuitionniste.

3.6.2 Somme a constructeur multiplicatif asymétrique

Comme dans le cas du produit, une autre approche pour les constructeurs de valeur multiplicatifs de
la somme est de leur associer d’emblée une syntaxe asymétrique. On a ainsi un constructeur privilégiant
I’évaluation de la composante de gauche dont la syntaxe peut étre notée :

Ve o= ...l haw

et dont la régle de réduction associée est :

(Viny) (Mraroffern,ea) B (par.(vfez)]er)

et un destructeur symétrique du précédent privilégiant 1’évaluation de la composante de droite dont la
syntaxe peut étre notée :
Ve = ] Aaee

et dont la régle de réduction associée est :

(Viny) Moazollerel) 5 (pas.(u]er)]ez)

En particulier, A\jaq.pae.c équipé avec (V,y,, ) est équivalent & [ag, az].c équipé avec la régle (V2)), et
symétriquement pour Agae.piag.c avec (V) et (V2).

En CBV, A\ja;.puas.c et Asas.pa.c se comportent de la méme maniére, l'utilité de \ja..v et Asa..v
se résumant & des allégements de syntaxe.

En CBN, Ajaj.puas.c et Agag.puary.c se comportent différemment mais 'asymétrie de la syntaxe est
alors en accord avec ’asymétrie de la réduction.

Notons qu'un tel constructeur asymétrique de la somme a été considéré par Pym et Ritter lors de
leur étude de la sémantique du calcul Ay avec disjonction [PRO1]. Ce constructeur asymétrique sera aussi
utile lors de l'interprétation du systéme p,fi avec lieurs dynamiques de contextes d’évaluation dans un
langage sans lieurs dynamiques (voir section 4.4).

3.6.3 Typage de la somme

Les constructeurs additifs de la somme sont typable par

Thov:A|A Phov:As|A

Phko(v): A1 VA A Ik oug(v): AV Ay A
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tandis que le constructeur de contexte de la somme est typable par

F|612A1|_A F|€22A2|‘A

F; [61762]2A1VA2|_A

Les formes multiplicatives symétrique et asymétriques du terme lié a la somme sont quant a elles

typables par
c:(Thay: A, a0 Ay A)

FF[O&MOZQ].CSAl \/A2|A
FFv:Aj|a: As, A FFov:As|a: AL A

'k Xaw: A1 VA A I'EXMav:AiVAy; A

3.7 Constructeurs additifs de 'implication et de la soustraction

L’utilisation de constructeurs additifs peut aussi s’appliquer aux cas de I'implication et de la soustrac-
tion. Pour I'implication, la construction de contexte, qui est une construction binaire, reste inchangée.
Ce qui est nouveau est la construction additive de terme qui est maintenant basée sur des injections :

Ve u= o ]ule)]e(v)
E. == ...|lv-e

Les régles associées sont sans surprise :

h
(—a)  A{ule)vi-e2) = (vifer)
h
(—2)  (e2(v)|vr-e2) = (v2]ez)
Les régles de typage des nouvelles constructions sont :
'Fv:B|A Ile:AFA

I'ki(v): A— B|A I'ku(e): A— B|A

De méme, on peut utiliser un constructeur additif de contexte d’évaluation pour la soustraction :

Vo == ...]e-w
Ee w= ... |mv]|mle]
avec les régles associées :
() (e-almlal) * (o)
(-2)  (m—ealmls) B (o)
et les régles de typage :
I'Ne:BFA 'Fv:AlA

I'|mle]:B—AFA I|mv]:B—AFA

Notons que rien n’empéche de combiner les constructeurs additifs de 'implication et de la soustraction
avec les constructeurs multiplicatifs.

Comme pour le produit et la somme, les constructeurs multiplicatifs sont dérivables des constructeurs
additifs en posant :

pra (e (i (12 (v) o)) | )
f(x |7y [po (x| male])])

ALV

> 1>

:\oz.e

En particulier, on vérifie que (—) et (—) sont alors dérivables de (—1), (—2), (=1) et (=2).
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Notons que la simulation de A n’est pas valide dans la restriction intuitionniste puisqu’une liaison
non linéaire de variable de contexte est nécessaire. D’ou l'intérét majeur de la A-abstraction dans la
conception d’un calcul compatible avec I'intuitionnisme.

Comme pour le produit et la somme, la définition des constructeurs additifs a partir des constructeurs
multiplicatifs est soumise & restrictions. Plus précisément, la réduction en CBN n’est simulée que lors
d’une interaction avec un contexte de la forme v- E et elle n’est simulée en CBV que lors d’une interaction
avec un contexte de la forme V - e.

Proposition 25 Les constructeurs additifs de limplication et leurs régles de réduction associées sont
simulables dans les calculs uﬁ:n et pnfi™" en posant

te) 2 Az (z|e)
AN
= A w

Notons que la simulation de ¢; n’est pas valide dans la restriction intuitionniste puisqu’une liaison
non linéaire de variable de contexte est nécessaire.
Par dualité, on a

Proposition 26 Les constructeurs additifs de la soustraction et leurs régles de réduction associées sont
simulables dans les calculs uﬂ;n et pnfi~ en posant

m1[v]
male

> |l>

Sovfi_(v]a)
A o.e

Notons la que la définition de 7 n’est pas valable dans le fragment intuitionniste.

3.8 Quantificateurs

Les quantificateurs universels et existentiels peuvent étre interprétés non calculatoirement auquel cas
ils sont respectivement interprétés au niveau du typage par des types intersection et union. Ils peuvent
aussi étre interprétés calculatoirement auquel cas ils sont respectivement interprétés par un produit
dépendant et une somme dépendante.

On suppose donné un domaine de quantification dont les éléments sont notés par la lettre ¢ et ses
dérivés (ce domaine peut étre un domaine d’individu de premier ordre, mais aussi de types, auquel cas
la quantification est de second ordre). On utilise la lettre a pour désigner les variables parcourant le
domaine de quantification. On réutilise pour le produit dépendant les notations de I'implication :

Ve o= ... |Aaw
E. == ...|t-e

La régle d’évaluation correspondante est
(M) (avft-e) = (oo —f]e)

ol v[a « t] désigne une substitution sans capture. La régle est compatible tant avec ’appel par nom que
I’appel par valeur
La régle de typage correspondante est

Tle: Ala—t]FA F'Fv:AlA
HL HR
I';t-e:Mla.AFA I'FXawv:Ila.A; A

avec la restriction que a n’apparait pas libre dans I' et A pour la régle I1g.
La somme dépendante s’obtient par dualité avec la syntaxe

Vo == . ](tv)
E. == ...|)\ae
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et la régle d’évaluation correspondante est

h
() (to)|rae) = (v]efa —t])
La régle de typage correspondante est

Tle:AFA Phov:Ala —t]|A
Y )

I'; dae:Ya.AFA Tk (tv):Xa.A; A

avec la restriction que a n’apparait pas libre dans I et A pour la régle Xj,.

3.9 Vrail et faux

L’ajout de constructions correspondant aux connecteurs T (connecteur vrai) et L (connecteur faux)
est direct. Le connecteur T est lié & I'ajout d’une constant de terme X que nous appelons unité.

Ve u= .| X

Cette nouvelle constante n’a pas de contexte avec lequel interagir, aussi, elle ne vient avec aucune
régle de réduction. En revanche, on peut lui associer une régle naturelle d’n-conversion qui s’avére assez
violente dans un cadre non typé.

(mr) x = =
Le typage de la construction associée au connecteur vrai se fait simplement avec la régle
Tp —
FEx:T|A

La régle d’n-conversion affirme alors que I'unique habitant du type T est Kx.

Par dualité, le connecteur 1 est lié & I'ajout d’une constante x dans la catégorie des contextes
d’évaluation.
E. == ...|x

Cette constante n’a pas de terme associé avec lequel interagir, aussi aucune régle de réduction n’est

associée. On peut la typer avec
1y

I|x:1lFA

La reégle associée d’'n-conversion est

() »x = «

3.10 Négation

La négation peut étre construite via un constructeur unaire de valeur et un constructeur unaire de
contexte d’évaluation linéaire, chacun permettant d’échanger la catégorie de ’expression concernée.

Ve o =(e)
E. == ...|"v]
La régle de réduction naturelle associée est
h
=) =) = (vle

Les régles de typage associées sont

F'Fv:AlA I'e: AFA
I;-(v):—AFA 'k —le]: =45 A

54



3.11 Des contextes d’évaluation récursifs aux fonctions récursives

Gréace a la soustraction, on peut coder n’importe quelle fonction récursive définie par une équation
récursive de la forme :
fx) £ ¢(f,2)

En effet, grace a la soustraction, on peut poser

f 2 Xz pa (e, )|5.90)

ou
U & My fiy.- (Y (O pa (o, 2)]8), y) 1)

En effet, on a alors I’équation

{(flv- E)

n

(B, 0)l75.5)
(B, )iy (9 O (0, D730, 9) 1))
YOz pa (fo, D [75-05), 0) | B

(£.0)1E)

Dans le cas ou les appels & f dans ¢ sont finals (« tail-recursive »), 1’ n’a pas besoin de propager
une variable de continuation et on peut définir f plus simplement par

L1

n

(
n
(
G

f 2 Az poc (P, g)

ou _
Yoy = By (OO (z]5),y) )

Notons aussi qu’une présentation duale des notions de récursion et corécursion apparait dés Fi-
linski [Fil89a, Fil89b].

3.12 Quelles notations pour le systéme uji et ses extensions ?

Nous avons pour l'essentiel repris les notations développées dans [CHO0]. L’expérience aidant, la barre
centrale dans la notation de la coupure, en simple exemplaire dans [CHO0], a ici été doublée, suivant
la suggestion de Dougherty, Ghilezan et Lescanne [DGLO04]. Cela permet de mieux séparer les deux
composantes de la coupure.

Avec les notations de [CHO0], il est difficile de décomposer une expression complexe du systéme pji en
ses différents éléments, et en particulier de déterminer 1’étendue visuelle des composantes des coupures,
d’autant plus que les coupures sont souvent imbriquées.

Pour pallier ce probléme, nous avons adopté le principe de surligner les coupures sous-termes d’une
autre coupure. De plus, ces coupures sous-termes sont imprimées en léger grisé pour les faire ressortir de
la partie de I’expression la plus externe. Par ce biais, la structure arborescente des expressions est plus
facilement saisie par 1’ceil.

A la réflexion, nous pensons qu’une amélioration notable de la lisibilité serait atteinte si I’on adoptait
le principe que la coupure n’est pas nécessairement écrite dans l'ordre terme-contexte mais qu’elle peut
I’étre aussi dans ’ordre contexte-terme. En particulier, nous pensons que les coupures dont 'un des cotés
est une variable devraient étre écrites en commencant par la variable, qu’elle soit une variable de terme
ou de contexte d’évaluation. A la maniére des quantifications de la forme Va > longue-expression ou
Vz < longue-expression qui s’arrangent pour avoir la variable en premier et choisissent en conséquence
le signe > ou <, nous pensons que dans une coupure avec une variable et une expression qui n’est pas
une variable, la pensée est d’abord pour la variable, et qu’il est pertinent de ’écrire d’abord. Comme, la
plupart des expressions intéressantes sont précisément constituées de coupure dont 'un des cotés est une
variable, nous pensons que ce genre d’heuristique permettrait d’écrire et de lire les expressions comme
on les pense. Quitte & ce qu’il y ait une part d’arbitraire dans le cas de coupures entre deux variables.

Voici par exemple comment ’on écrirait la preuve du tiers-exclu :

pec(afu(Ae.p_ (ol (x))))
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On remarque en particulier que c’est une notation qui rapproche de la syntaxe du calcul Au.

A coté des questions de représentation graphique de la coupure, on trouve les questions relatives a la
symeétrie du calcul. Les contrastes entre u et fi et entre (vi,v2) et [e1, e2] sont intéressants mais manquent
d’uniformité.

Nous avons renoncé a 'opposition entre Az.v et SA.e de [CHO0] en raison de la difficulté a lire SA
(sans doute parce que le 8 n’est pas délimité par le A et le point comme lest le x dans Az.v, mais
peut-étre aussi parce qu’on ne retrouve pas ’orientation de la barre principale du A vers la variable liée,
et que la lecture de gauche a droite se retrouve embarrassée avec un J dont le role ne se fait connaitre
qu’a la lecture du A, ou peut-étre est-ce simplement la force de 'usage du Ax que l'on arrive pas a
retrouver dans le SA). Nous lui avons préféré la notation S\H.e qui a 'avantage d’avoir la méme structure
nom-du-lieur /nom-de-la-variable /séparateur /objet-quantifié que le A\x.v, et de suivre le méme principe
de symeétrie que u et fi.

Nous n’avons pas trouvé a ’heure actuelle de notations pour les injections et les projections qui soient
a la fois symétriques et réminiscentes de 'usage.

Le constructeur de terme de la soustraction était noté e - v dans [CHO0|. L’ordre entre e et v est tel
que la confusion avec le contexte applicatif v - e est évitée, mais cela reste non complétement satisfaisant
pour les raisons suivantes : 1) e - v est censé représenter « v moins e », on se serait attendu a ce que
Pordre soit v puis e, 2) le contexte contre lequel un tel terme est appliqué lie d’abord le contexte e, 1a
encore on se serait attendu a ce que l'ordre soit inversé. C’est pourquoi nous avons plutét utilisé ici la
notation v — e. Reste qu’il n’y a pas de symétrie graphique entre le trait et le point de v - e. Une autre
notation pour v — e aurait pu étre v * e, avec la méme opposition qu’entre A et \ et qu’entre u et fi,
... sauf que cette fois, le tilde apparait dans la catégorie des termes. Peut-étre plus troublant qu’autre
chose.

L’orientation gauche-droite de la lecture fait qu'une coupure (ua.une-longue-expression|e) est plus
difficile & saisir que la coupure duale (v|jaz.une-longue-expression). La possibilité d’échanger Pordre
des composantes de la coupure pourrait parfois améliorer la situation (on écrirait par exemple plutot
(e| pa.une-longue-expressiony).

D’un autre coté, les notations adoptées par Wadler [Wad03| sont remarquablement symétriques. En
particulier la notation (¢).« pour pa.c est parfaitement symétrique de la notation z.(c¢) pour jz.c. Un
défaut peut-étre est le manque de signes distinctifs, hors le point et la parenthése associée, permettant
de saisir d’emblée le role de = et de o dans 'expression. Mais cela peut étre une question d’habitude.

3.13 Relation entre les calculs \uji et \u

La structure fine des calculs A\ufi et A différe par la forme des applications (en Aujfi, la fonction
est en téte de terme alors qu’elle est enfouie au fond de la structure applicative dans le calcul Ap). En
particulier, les étapes élémentaires de propagation de la substitution dans les deux calculs ne sont pas
isomorphes. Toutefois, on peut établir plusieurs relations entre les calculs Aufi et A

Déja, la coupure et le constructeur de contexte applicatif du calcul Aufi sont plus élémentaires que
I'application du calcul Ay dont ils fournissent précisément une décomposition fine. Ainsi, on peut définir
des plongements compositionnels (c’est-a-dire invariant par passage au contexte) du calcul Ay dans le
calcul A\pfi. Deux plongements compositionnels canoniques seront étudiés en section 3.13.2. Chacun des
plongements enverra le calcul Ay par nom vers le calcul Auji par nom, modulo un ensemble de régles
de réduction linéaires mais le premier plongement enverra le calcul Au par valeur gauche-droite vers le
calcul \ufi par valeur tandis que c’est le calcul Ay par valeur droite-gauche que le second plongement
enverra, vers le calcul A\pji par valeur.

A coté des plongements compositionnels, on peut aussi s’'intéresser a des plongements, qui sont non
compositionnels mais qui préservent les formes normales. On peut en particulier définir de tels plonge-
ments, tant pour I’appel par nom et que pour 'appel par valeur. On verra en sections 3.13.3 et 3.13.4
a quelles conditions on peut faire de ces plongements des isomorphismes, ce qui donnera une idée des
différences structurelles entre les calculs Ay et Ajufi.

La question des connexions entre A\uji non-déterministe et Ay non-déterministe reste ouverte.
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3.13.1 Le calcul \u
Nous rappelons la syntaxe du Au-calcul de Parigot [Par92].

V o= z|Azw
v = V]vov|pac
¢ = [av

Plusieurs systémes de réduction peuvent étre considérés. Nous mentionnons d’abord les réductions dé-
terministes : I’appel par nom, originellement introduit par Parigot, 'appel par valeur avec évaluation
des applications de gauche a droite tel qu’étudié par Ong et Stewart [OS97], appel par valeur avec
évaluation des applications de droite & gauche tel que mentionné dans ’article fondateur de Parigot.
Nous mentionnons ensuite les systémes de réduction non-déterministe : le calcul non-déterministe CBN
et CBV R et le non-déterministe CBN, CBVr et CBV g, tel qu’étudié par David et Nour [DN05]. Ces
deux calculs mériteraient d’étre comparés au calcul A\ifi non-déterministe.

Aux différents calculs, on associe aussi les régles d’n-réduction suivantes :

(W) pofalv A v « non libre dans v
(ny) Az (V) N z non libre dans V'
(n) Ax.(ve LA v z non libre dans v

ou (1) est valable pour tous les calculs, (17y) est pour les calculs par valeur déterministes et (1) est pour
le calcul par nom et les calculs non-déterministes.
Dans tous les cas, si F est un contexte d’évaluation défini par

E = O|vE|Ev
alors la notation ¢[8 <« [a]E] désigne la substitution (sans capture) des sous-termes de la forme [G]v

dans ¢ par [o](E[v]).
Appel par nom

8) (Az.w)d' 2, v[z — ']
(ur)  (nae)v’ B pancla — [a](@0)]
(toar) [alpBc 2 [ — [a]O]

Appel par valeur (gauche-droite)?

B)  Qao)V D wfr V]

(pr)  (poc)v % poca — [o)(Dv)]
(tro)  (zv) (pone) = povcla — [o](Az.v) O)]
(ttvar)  [aJuBec 2 c[8 — [a)O)

Appel par valeur (droite-gauche)

(By) Azw)V LA vz — V]
(L)  (na0) Vo 5 pacla «— [a)(@V)]
(ur)  v(pae) B pacla — [o](vD)]
(toar)  [uBee B c[f — O]

Non-déterministe appel par nom et appel par valeur (gauche-droite)

3Les régles (ur) et (1Lry) sont respectivement appelées ((run) et (Carg) dans Ong et Stewart [0S97]. La régle (Carg) est
en fait plus générale puisqu’elle s’applique aussi au cas ou Az.v est remplacé par une variable. Toutefois, puisque de toutes
fagons, le calcul est « incomplet » vis & vis de la réduction des termes ouverts, nous avons écarté les instances manifestement
non closes de la régle.
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(8) (Az.w) v 2, v[x — V']

(ur)  (nac)v % paccla — [a)(Dv))
(ro)  (Azw) (pae) 2 paccla — [a](Azw) D)
(toar)  [a)pB.c L R m)

v[x — V']

pa.cla — [o](@v)]
povcla — [o](v0)]
el — [a]0]

= l=]=|=

3.13.2 Plongements compositionnels du calcul Ay dans le calcul \uj

Les deux plongements compositionnels suivants viennent de [CHOO] :

x = X

(A\z.v)> 2 Izw>

(v v')> f pa (v - @) pour « frais
(pa.c)> = pa.c”

([eJv)> = (v”]a)

< £

Az.v)< 2 Apw< -

(v )< % pou (v < | iz (v<]z - o)) pour z et « frais
(pa.c)< = pa.cs

(o)< = (v<]a)

Le premier plongement (dont on peut remarquer que la restriction au A-calcul est essentiellement le
plongement de la déduction naturelle dans LJ de Gentzen [Gen35]) a la propriété de plonger les calculs
A par nom et par valeur gauche-droite vers les restrictions appel par nom et appel par valeur du calcul
Apfi. Avec le second plongement?, c’est en revanche le calcul Ay par valeur droite-gauche qui est envoyé
vers la restriction appel par valeur du calcul Aufi (tandis que le calcul Ay par nom reste envoyé vers le
calcul Aufi par nom).

Aucun des deux plongements ne préservent les formes normales. Par exemple, la traduction de zy z
par > est pa.{ua’ (z|y - ')z - &) dont la forme normale est pa.(z|y - z - a).

Sur la restriction intuitionniste, on vérifie la propriété suivante :

Proposition 27 Le plongement > est un morphisme pour (3) (resp. (B,)) du A-calcul vers la restriction
intuitionniste du calcul Aufi en appel par nom (resp. en appel par valeur)

PREUVE: On a
(Azw)v')> = po{Az.o” v - a)
I e X e
—p pon (v [z — v ]|a)
— V7 [z — 0]
= v[x — ']
De méme pour g,. [ ]

Sur le fragment non intuitionniste, en revanche, la simulation n’est pas immédiate. On a

Proposition 28 Sit — t' dans le calcul Ay en appel par nom alors, il existe v tel que t> —, v ‘iu t'>.

4Sur I'isomorphisme entre les calculs Ay par valeur gauche-droite et par valeur droite-gauche, on lira avec intérét ’analyse
de Selinger [Sel03].
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PREUVE: On remarque d’abord que

cla — [a](Bv)]” “u Cla—val
cla — [a](Az0) D Sun o fiz (v o)
D’out
(no.cv)> = pno! {pae”|v> - o)
—u pd o= v - df]
Ly (palclo — [o]@))
((Azw) (pa.c))> = pe! (Az.v”|pa.c” - o)
——  pd(pa.c”|fiz{v>|a’))
D Ty %)

p— (ned.cla — [o((Az.v) O)))~
Par ailleurs
(Bluy-e)> = {uy-c[B)
— 7[f 1]
= (c[y < [BIO))~
|

Quant a la simulation de ’appel par valeur gauche-droite, elle n’est pas trés élégante en raison de

la confusion entre let-in et g-rédex. Telles que les régles du calcul Ay par valeur gauche-droite sont
exprimées, on a :

Proposition 29 Sit — t' dans le calcul M\ en appel par valeur gauche-droite alors, il existe v tel que
t> —, v ‘iuﬂ t'>.

PREUVE: Ceci est dii au fait que

o [((Ae0) D) S o ji(v”a)]

D’ou
((Azw) (pa.c))> = pe! (Az.v”|pa.c” - o)
——  pd(pa.e” (o= a’))
—u pd .o — px.(v o))

*

s (pd o< [a)((Azv) O)])>

Le plongement < a été étudié par Rocheteau [Roc05]. On peut reformuler ses résultats comme suit :

Lemme 3 (Rocheteau) On a les correspondances suivantes, des réductions du calcul A\ vers les ré-
ductions du calcul A\pfi :

sit —gt' alors t= —_jiln, t'<

= sit—pg, t' alors t< —_u, t'

— sit —,, t' alors il existe v tel que t< — v S

Ay pt i,

t’ alors il existe v tel que t< —

., I<
Sit—y,, t Hﬂv(iﬂllilt

— sit —u, t' alors il existe v tel que t= —, v <—Hz t'<

~ sit—y,, talorst< —, t'<
ot pl et it désignent des applications linéaires des régles p et ji (c’est-a-dire des applications pour
lesquelles la variable liée apparait une fois et une seule).

Proposition 30 (Rocheteau)

Sit 5t dans le calcul A\ par nom alors il existe v tel que t< =, v H“lul t'<

Sit 5t dans le calcul A\ par valeur droite-gauche alors il existe v tel que t= L v Huzﬂz t'<

En fait, Rocheteau montre plus, & savoir que < constitue un isomorphisme modulo les réductions

linéaires = .1 entre
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— d’une part le calcul Ay par nom (avec les régles (3), (ur), (fvar) €t (1)) et le calcul Aufi par nom
(avec les régles (—?), (1n), (i), (1) et la restriction des contextes applicatifs & la forme v - E)

— d’autre part le calcul Ay par valeur droite-gauche (avec les regles (3,), (1Lv), (UR), (var) €t (14))
et le calcul Apji par valeur (avec les régles (—2), (u), (fiy), (1) et la restriction des contextes
applicatifs a la forme V - e).

Il est probable qu’un tel isomorphisme pourrait étre prouvé avec > pour l'appel par nom et pour

I’appel par valeur gauche-droite.

3.13.3 Conditions d’un isomorphisme entre les calculs A\ et \uji en appel
par nom

Le plongement N suivant vient de [CHO0] (ot il est noté V) :

x 2

Azo)N 2 ApoN

(pa.o)N 2 pa.cN

)N & pa(vo)N pour « frais

([eJo)" = ol

o) £ o,

oN 2 (v]e) si v n’est pas une application

Ce plongement étend au cas non typé le plongement des formes normales de la déduction naturelle
classique (en appel par nom) vers le calcul des séquents par Prawitz® [Pra65]. Il explicite le fait que la
cible de la traduction de Prawitz est le calcul des séquents en appel par nom.

La condition nécessaire du résultat suivant vient de [CHOO0].

Proposition 31 v est normal dans le calcul A\ en appel par nom ssi vN est normal dans le calcul Xjuji.

Par exemple, la traduction d’une expression normale de la forme

ATy ... Ty pal[Bly v .. vp

est
Azt g pa (Yo v - B)

A certaines conditions, le plongement N sera un isomorphisme entre les variantes CBN des calculs Ap
et Apji. Le prix pour obtenir un isomorphisme est de restreindre le calcul Ay & une sous-classe de termes
expansés vis & vis de la régle (1,) et de décomposer la régle de réduction (p) du caleul Apjfi. De fait,
la réduction du calcul Ap substitue les contextes de maniére incrémentale. Pour espérer une simulation,
il faut transposer ce principe de substitution incrémentale des contextes d’évaluation au cas du Auji.
Remplacons donc la régle (1) du Apji par les régles suivantes

(happ) — (uB.clo-E)  — (uf.(c[B —v-B)|E)
(Hvar) (uB.cla)y — ¢l —a]

On appelle réduction y-atomique le remplacement de la réduction (p) par la décomposition ci-dessous.
La traduction N envoie différents termes du calcul Ay vers le méme terme du calcul Auji. Par exemple
Az.(zy) et Az.po[o](zy) ont la méme image. Les deux expressions différent par une 7,-conversion :

pa.fajv = v sia n’apparait pas dans ¢

5La transformation de Prawitz, présentée pour un calcul des séquents dont les contextes de formules sont des ensembles
de formules est hypothético-amalgamante (cf page 1.2) méme si la déduction naturelle source n’est pas, elle, définie de
maniére hypothético-amalgamante. De plus, la transformation telle que présentée est incorrecte dans le cas classique pour
les séquents mentionnant la formule L en position arbitraire (’hypothése d’induction qui sépare les hypothéses de la
déduction naturelle en hypothéses ou conclusions du calcul des séquents n’est pas compatible avec I’hypothése d’induction
attendue lors de ’étape de traduction de Modus Ponens appliqué a une formule de la forme (C; — L) — C5). Avec cette
restriction sur les occurrences de 1, les dérivations de | en déduction naturelle s’interprétent comme des dérivations de
séquents sans formule non nommeée (au sens de Parigot), c’est-a-dire que L joue le rdle de L au sens du calcul )‘C—tp de
Ariola et al [AH03, AHS05a, AFHO5].
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Pour faire de N une injection, on restreint les termes du calcul Ay & certains représentants de classes
d’ny-équivalence. On dit qu'un terme du calcul Ay est 77;PP-expansé si on ne peut remplacer aucun sous-
terme applicatif v par pa.[a]v (pour « frais) sans créer de rédex. Par exemple, Az.pa.[a](x pB.[0](y 2)),
Ar.z et pa.af(zy) sont niPP-expansés mais pas Az.(z (y 2)) ni (zy).

L’image du calcul Ay par N ne contient pas de termes contenant un fi. Pour faire de N une surjection,
on se restreint donc a la restriction sans fi du calcul Aufi. En absence de fi, il convient de fusionner les
régles (—) et (f1) du calcul Auji en une nouvelle régle (—?) (ce qui correspond par ailleurs & l’action
de la G-réduction du calcul Ap qui dans les faits inclut la substitution). Cette restriction correspond au
calcul Ap,, défini en section 3.2.5.

Ainsi, si on considére N allant du fragment n,PP-expansé du calcul Ay vers le fragment sans () du
calcul A\ufi, on obtient un isomorphisme. En particulier, la clause (vo’)N de la définition de N devient
inutile.

Proposition 32 La traduction N constitue un isomorphisme entre le calcul A nPP -expansé en appel
par nom et le calcul M, @ réduction p-atomique.

PREUVE: On vérifie d’abord que v[z « v'|N = vN[z « v/N] (et notamment que v[z « U/]S[IHUIN] =
o[z — v'N]). Soit alors (Az.v) v’ un rédex (). Par la condition d’expansion n4?P, ce rédex est sous-terme
d'un terme de la forme po.[B]((Az.v) v vy ...v,) dont la traduction est pa.(Az.oNJo™ -0V . . oN . 3).
On vérifie que la traduction du réduit du rédex (3) est pa. (N[ — v/NJJoN - ... - 0N . 3), lui-méme obtenu
par réduction (—7).

Comme [BJoN = vg et [B](vv')N = UL\',Nﬂ on en déduit que va « [B](OV)|N = N[a « /N - 3] (et
notamment que v[a «— [§](0O ”I)]EI[aHU'N-ﬁ} = oN[a « v'N. 3]) ce qui permet de vérifier la correspondance
entre (ur) et (papp) dans tout contexte 7;PP-expansé.

La correspondance entre les régles 1,4, de chaque calcul est sans difficulté. [ |

Nous donnons & titre indicatif le plongement inverse :

N 2 N’ 2 [aJv

—1 —1 —1 —1
()\m.v)Nil 2 Az UN,] (v - EN £ ’Dl(v,N—l)
(pov.c)N 2 pa.cN

(WIEYN £ ENC

3.13.4 Conditions d’un isomorphisme entre les calculs A\ et \uji en appel
par valeur

Nous essayons dans cette section d’établir un lien entre le calcul Ap en appel par valeur (gauche-droite)
et le calcul A\ujfi. Le premier probléme est de caractériser la théorie du calcul Ay en appel par valeur
(gauche-droite). En particulier, I’ensemble de régles (8,), (pr), (tro) €t (fivar) donné en section 3.13.1
est suffisant pour évaluer des termes clos en des expressions de la forme po.[a]V ou V, mais pas suffisant
pour évaluer sous des abstractions (ou plus généralement des termes ouverts). Par exemple, 'expression
(Ax.A\y.x) (21 22) z3 est normale pour (5,), (pr), (trw) €t (Lyer) mais 'on pourrait encore transporter
z3 vers le Ay qui lattend et obtenir (Az.z) (21 22) qui lui-méme pourrait encore étre simplifié en z; z5.
C’est du moins ce que nous apprennent les axiomatiques complétes du A-calcul, ces axiomatiques qui
sont complétes vis a vis de la traduction CPS de I'appel par valeur. On va voir que cette notion de
complétude coincide aussi avec ce que nous apprend le calcul Apjfi par valeur.

Une axiomatique du calcul Ay par valeur (gauche-droite)

Il n’existe pas & notre connaissance de description précise d’une axiomatisation compléte du Au non
typé. En adaptant les résultats de Selinger [Sel03] sur laxiomatisation de la théorie en appel par valeur
(gauche-droite) d’un sur-ensemble de la variante typée de de Groote [dG94] et Ong [Ong96] du calcul
A de Parigot, ainsi que les résultats de Sabry et Felleisen [SF93] (calcul non typé) et Hofmann [Hof95]
(calcul typé) sur Paxiomatisation de la théorie en appel par valeur du A-calcul étendu avec callce et abort,
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et enfin de Paxiomatique de Moggi [Mog88] pour le A-calcul, nous arrivons & l’axiomatique suivante que
nous admettrons compléte vis & vis de la traduction CPS du A-calcul en appel par valeur gauche-droite
vers le A-calcul en appel par nom équipé de 3 et 7.

La définition de cette axiomatique repose sur les notions de contexte d’évaluation par valeur,
noté FE,, et de brique de contexte d’évaluation par valeur, notée F;,, dans le calcul Ay

F, == Ov|(Azw)O
G, == 0O|G,v
E, = G,|(A\xw)G,

Les notations F,[v], E,[v] désignent alors les termes reconstruits par substitution de v dans les
contextes F, et F,. On donne les régles de réduction

(By) Az.v)V — vz V]

(ho)  Folpod] = poecla — [a]F]

(Hoar) — [e]ufBv — 0B — [o0]]

(letyr)  Fyp[(Az.v)v'] —  (Ax.Fyv]) o

(er) O lBlo) v — e [)((Ow0) o)

() v pa.e —  (Az.pacla — [o](z0)])v

et les régles d’n-conversion

(ny)  Az.(Vz) - V 2 non libre dans V
(ﬁu) pefalv — v « non libre dans V
(Mer) (Az.Ey[z])v — E,[v] x non libre dans E,

Nous ne connaissons pas de présentation d’axiomatiques complétes du calcul Ay par valeur dont les
équations soient orientées en un ensemble confluent. Nous conjecturons que le systéme orienté ci-dessus
est confluent et, que dans le cas typé, il est fortement normalisant. En particulier, la régle (ul) est
redondante et ne sert qu’a la confluence (elle est dérivable des régles (i), (1) €t (Miet))-

Signalons quelques connexions avec les axiomatiques de Sabry et Felleisen, de Selinger, et de Hofmann :

— La régle (1e¢), avec I'aide de (1,) permet de dériver les axiomes (Bfiqt), (Ba) et (Biq) de Sabry et

Felleisen, les axiomes (id) et (letqp,) de Moggi (repris par Selinger) et les axiomes ASS et ApP de
Hofmann.

— La régle (n,) correspond a 'axiome éponyme de Selinger, & Paxiome (Ceim) de Sabry et Felleisen

et a axiome C-APP de Hofmann.

— La régle (letys) est équivalente a I'axiome (Gy5) de Sabry et Felleisen et elle permet de dériver les

axiomes (comp) de Moggi (repris par Selinger).

— La régle (ftyar) permet de dériver 'axiome (/3,) de Selinger.

— La régle () permet de dériver axiome (¢) de Selinger et I’axiome C-NAT de Hofmann.

Le réle du let-in

Il est d’usage d’interpréter une expression (Az.v) v’ du A-calcul en appel par valeur comme un let z =
v’ in v. Dans un souci de décrire les formes normales d’une maniére telle que la propriété de la sous-
formule soit vérifiée dans un cadre typé, nous ajoutons un opérateur let-in primitif au calcul. A la
différence d’une forme normale de la forme (Az.v)v" qui introduit un objet de type fonctionnel (de type
le type de x fleche le type de v) alors méme que le résultat ne mentionne pas ce type (perte de la
propriété de la sous-formule), la forme normale let x = v/ in v ne nécessite pas d’introduire des types
plus complexes® que ceux figurant dans le jugement (en particulier le type de 2 sera un sous-type d’une
des variables de v bloquant son évaluation). L’approche poussant a considérer la construction let-in
comme primitive, qui est en accord avec ce que nous enseigne le calcul Auji, nous méne au calcul Aot
suivant :

6Moggi avance un argument comparable pour justifier le let-in primitif : celui-ci existe de maniére autonome (dans les
modéles catégoriques du calcul) sans que I'abstraction et application soient forcément présents.
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Vv = z|Azw

v u= V]vv|pac|let z=vinv
c = |aJv

F, == v|letz=0inv

G, == 0O|G,v

E, = G,|letz=G,inv

let z =vin v’

(Biet) (Az)w —

(let,) letz=Vinw — vz V]

() Fulpos] ~ pasfo o [o]F]

(Hvar) — [opBv — o[B8 [oU]]

(letyp) Fyllet z =0 in v] — let x = in F,[v]

(iet)  (let z =" in pa.[flv) — pa.fllet 2 =0 inwv

() v pc — let x = v in pa.cla — [af(z0)]

(M) Az.(V z) -V « non libre dans V
(M) pa[alv — v a non libre dans V'
(Mer)  let z =wvin E,[z] — B[] x non libre dans F,

ou la régle (8,) a profité de la nouvelle régle (let,) pour étre décomposée en une nouvelle régle (8t) et
(lety).

Vers une connexion avec le calcul \ifi par valeur

Pour simplifier la connexion entre les calculs Ay et Auji par valeur (et en particulier sa restriction
sur les contextes applicatifs spécifique a lappel par valeur), nous restreignons la syntaxe du Au-calcul
en forgant les applications a étre de la forme v V. Cette restriction est obtenue en appliquant systémati-
quement la régle (p!) partout o elle est applicable. Le calcul obtenu reste stable par réduction si bien
que (1) peut disparaitre du systéme de réduction. On nomme ce calcul Auyy.

Vv = z|lzw

v = V]|vV|pac|let x=vinwv
c = |aJv

F, = letxz=0inwv

G, = 0O|G,V

E, = Gylletz=G,inv

let  =vin v’

letyp) Fyllet z =11in ]
tier)  (let z =0 in pa.[Bv)

let © =l in F,[v]
po.[fllet x = v’ in v

(Biet)  (Azv)v —

(let) let z=Vinv — vz V]

(o) F,[pov] —  povfa — (o] Fy
Eﬂvar) [a]uB.v — o[B8« [oO]

( —

(1) Az.(V x) -V x non libre dans V
(M) poalv - « non libre dans V'
(Met)  let . =vin E,[z] —  E,[v] « non libre dans E,
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Saturation en rédex 7,

Pour permettre un isomorphisme avec le A\ufi par valeur, il convient de contraindre encore un peu
plus le Ap-calcul en expansant au moyen de la régle 7, les expressions de la forme let = v in o/
ou vV ...V, qui sont sous-termes immeédiats d’une abstraction. Cette expansion, que nous nommons
nfft*“p”—expansion, est comparable & la n;PP-expansion qui avait été considérée pour permettre un iso-
morphisme dans le cas appel par nom.

Autrement dit, un terme du calcul Ay avec let-in est nift’“pp—expansé si on ne peut remplacer aucun
sous-terme d’un terme v de la forme let © = v' in v ou v V5 ...V, par pa.[a]v (pour « frais) sans créer
de rédex (autre que 7,,). Dans la pratique, cela veut dire qu’un terme est nfft_am’—expansé s’il ne contient
aucun sous-terme de la forme Az.let y = v in v’ ou de la forme Az.(v Vi ...V,,). Le calcul résultant, le

Mgy nl€'~“PP-expansé, calcul ot 1), n’apparait plus, est décrit par la syntaxe suivante :

V. ou= x|zt

t = V|pac

v = tlvV]letz=vinwv
¢ u= J[aj

F, == 0OV]|letz=0Oinv

O|G,V
Gyllet =G, inv

sk
|

<

(Biet)  (Azt)v — letz=vint

(let,) letx=Vinwv — vz V]

(o) Fylpad] = pavfe — [o]F)

(fivar)  la]piB0 ~ b[f e (o0

(letyp) Fyllet x =1in v] — let z =1in F,[v]

(iet)  (let z =" in pa.[Blv) — pa.ffllet 2= inwv

(n) Az.po[a](V ) - V x et « non libres dans V/
(Miet)  let x =vin E,[z] —  E,[v] x non libre dans E,

On peut maintenant décrire le plongement V.

x £
z. = Az

Az.t)V £ atY

(pov.c)V 2 pacY

([a]v)Y = vy
0 2 ()

(v V)\e/ = U¥V~e

(let z=vinv)Y £ (pa.(V|iz.o’Y)|e) pour a frais et si e différent d’une variable
(let r =vino)Y = U;\E/x.'u’v

dont on vérifie que 'image est bien dans le calcul Apjig.
Une analyse des formes normales du calcul A\u?,, nllft_app—expansé montre qu’elles sont décrites par
la syntaxe suivante :

V o= x|t

t = V]pac

v = Vi]letz=Ilinwv|l
l = zV|IV

c == [
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On observe que les formes normales sont respectées par le plongement V, y compris pour les réduc-
tions 7.

Vv

Proposition 33 v est normal dans le calcul A\, nllft*“pp—ea:pansé ssi v’ est normal dans le calcul

Xuﬂv-
En particulier, toute expression normale de la forme
Aoy xgpecfllet yr =z VIV LV i L det gy = 2, VPV LV in 2 VLV

est traduite en

Ay e (2 [V VLV g ([ VI VIV By (2 V]V B)))

Nm p

Commutation du let-in et retardement du p

Le plongement ¥ n’est pas injectif (et donc pas bijectif sur son image dans le calcul uﬁjn) mais il le
deviendrait si on retirait la clause let = v in v’ \c{ pour e différent d’une variable.

L’objectif de cette clause est de traiter les rédex de la forme let x = (let y = v in ¢’) in v”
ou (let y = v in v")V et de les différencier de leur contracta let y = v in let 2 = v’ in v” ou
let y = v in (v' V). Nous n’avons pas réussi a définir une traduction qui soit a la fois bijective sur les
formes normales et respectueuse de la simulation des rédex Fi.[let x = v in v'].

Pour rétablir la bijectivité de la traduction, une possibilité est d’étendre le calcul pji,” " avec une copie
de Popérateur p spécifiquement dédiée a la simulation des rédex de la forme Fi[let = v in v']. Cette
copie de p, notée [i, est appelée opérateur de retardement du p. Cet opérateur ne lie des variables
que linéairement, si bien que 1’on peut se contenter pour représenter cette liaison d’un unique nom de
variable que I'on note x. La syntaxe élargie des commandes est

¢ i= (ve) | (fix cle)

En plus de la linéarité de %, Pexpression (fix .c|e) obéit & des contraintes sur la forme de c et e. Soit
e un contexte d’évaluation. On définit la conclusion de e, notée ccl(e) par les clauses suivantes

ccl(a) 2 a (y compris si « est )
ccl(V - e) 2 ccl(e)
ccl(fiz.{v]e)) 2 ccl(e)
ccl(fiz.(fix .cle)) = ccl(e)
Si de plus, e est de la forme Vi -...-V, - «, on dit que e est applicatif.

On peut maintenant caractériser 'image de ¥ comme l’extension du calcul Mﬂjn avec les termes de
la forme (fix .(v|e’)|e) sous la condition que e n’est pas une variable et que €’ est de conclusion * sans
étre applicatif. On qualifie le calcul obtenu de calcul u/lv_’" & opérateur de retardement du u.

On peut alors modifier le plongement ¥ en remplacant la clause définissant (let = = v in v')Y pour e
différent d’une variable par

(let z=vinv)Y £ (ix.(0V|az.v'Y)|e) sie difféerent d’une variable

On peut alors maintenant définir la traduction réciproque.

xV71 2 4 O[Xil 2
Qzo)V A AzaV (V-e)V' £ BX(T/V*)
(poe)V & ey (iz.(W|e))Y 2 letz=vineY,
eV = [oz]e:)/v__l1 ou a = ccl(e)
T —1 -1
(x (vleNle)¥ ™ £ ¥

e’V
‘UV 1

ol par construction de i, ccl(e’) est nécessairement x dans la derniére clause.
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Comparaison des mécanismes de commutation de contextes

Maintenant que nous avons caractérisé 'image de la traduction, il reste a faire correspondre les régles
de réduction. La principale difficulté est dans la régle de commutation de contexte autour d’un p ou d’'un
let-in.

En effet, les appels & a sont placés de maniére trés différente entre le calcul Ap et son image dans le
calcul Apji : dans le calcul Ay, les [a] sont mitoyens des p3 alors que dans le calcul A\ufi, les o sont &
l'opposé, au plus profond des contextes d’évaluation. Ainsi, toute substitution de o par un morceau de
contexte F, dans le calcul Ay va mettre en jeu plusieurs étapes de commutation de let-in avant que ce
contexte n’atteigne la position qu’il aurait atteint instantanément si la substitution avait eu lieu dans le
calcul Apji. Par exemple,

po e VY- i oV g GV VBB — V'
—, po{z VY- iy (VL Y (2| V] Vv O

tandis que

(ne[Bllet yy =z VL. VL in Lo det gy = 2, VI VI in 2 VLUV (B < [B1(O V)]

iS]

=y, pecBl(let yy =z VLV in L et g = 2 VLV in 2 VL V) VY
S paBllet yr =z VLV in L (let g, = 2, VI V™ in 2V V)V
— e pecBlet yp =z Vi ..anl in ... lety, =z, V" ...V," in 2 V] ... V]V

Pour simuler la substitution du calcul Ay, il faut donc décomposer U'action de la régle () du calcul
Aufi en une multitude d’étapes, et ce sans confusion entre 'étape (i1, ) et les étapes (j¢). Cest 1a que fi
va intervenir : pu symbolisera les étapes (u,) tandis que les étapes (pe¢) seront explicitées par un i qui
de fait sera a liaison linéaire.

Commengons par simuler (1). Nous avons besoin pour cela de caractériser les sous-calculs qui envoient
ultimement leur résultat vers o pour « une variable de contexte d’évaluation donnée. Si e est un contexte
d’évaluation de conclusion «, on définit la substitution dans e de la conclusion o de e par o', notée
el ~ o], comme I'unique ¢’ de conclusion o tel que €Y = = e’;FI pour un x arbitraire.

La substitution retardée de « par e dans ¢, notée c[a < e], différe de la substitution standard par
Pexpansion que crée la traversée d’un contexte fix.c de conclusion la variable substituée. La définition
est la suivante :

(i cle)[o = €] = (fix.cla < e]le’[a < e])

(v]e’) o < €] 2 (px . (v]a < e]|e'[a ~ «[a < e])|e) si €’ non applicatif de conclusion «
(v]€’) o < €] 2 (v]a « €]l [a < e€]) sinon

(uB-c)l—=e] = pp.cla e

(Az.v)[a < €] 2 Azwfa ¢

x[a — €] 2

(iz.c)|a <« €] £ jz.cla < €

(v-e)|a— ¢ 2 yfa e ea ¢

Bla — ¢ 2

afa — € £ e

ou les variables liantes sont choisies afin d’éviter toute capture.
On peut alors définir les régles suivantes en remplacement de la régle (u).

(Happ) {peclV €)= (pacla = V- al|e)
(i) (po.c|px.c' 2, (pa.cla « (px.c)[B ~ o]]|8) sl jgz.c” de conclusion
(tvar)  (pa.c|B) —  cla— f] si B différent de x
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Pour lopérateur (f), les régles sont
(Trapp) (A .(v]e)|V - €) 2, (ax (v]|e[x — V -x])|e’) sie différent d’une variable
(1) (fix (v]e)|e’ LN (v]e[* < €') si ¢’ de la forme V - 8 ou fix.c
(n7) (ox Av|pz.(x]e))|e) 2, (v]e'[x < e]) si « non libre dans ¢’

En particulier, on vérifie que toute instance de (u) peut se décomposer en une suite de réductions
(tapp), (1) et finalement (ftyer), et de réductions (fiqpp) et (fi) pour les rédex créés par la substitution. On
appelle I'ensemble des régles (tapp), (1a)s (Hvar); (flapp) €t (i) régles de substitution incrémentale
et retardée des contextes d’évaluation. Quant a la régle (nu), elle correspond & une interaction
particuli¢re de la régle (1) avec Popérateur f.

11 reste le cas de la régle () dont 'image dans le calcul pfi,’ " donne les régles

(Hup) (V'] (pa.c|y)) }—h> (po. (v | px.c)|y)

(Wap) (x| (peclx))le) = (pa.(v'|aw.c)le)

pour laquelle « est choisi de maniére a éviter toute capture dans v’. Il reste aussi le cas de la régle (let,)
qui peut détruire un j :

(i) (px V]az.leN]e) = (ofe < V]le'x < e])

On a alors

Proposition 34 Le plongement "V est un isomorphisme entre le calcul Ay, nl” PP _expansé et le calcul

wiy, —~" & opérateur de retardement du p et équipé des regles de substitution incrémentale et retardée des
contextes d’évaluation et des regles (ny), (fup), (H3y) et (%)

En particulier, on a la correspondance suivante entre les régles :

(Biet) (
(lety) (
(o) (n) e
(Mvar) (,uvar)
(letiigt) (1
(Hetet) (
(1) (
(Met) (

Commentaires

La complexité de ’analyse précédente montre a quel point la syntaxe stricte du calcul A\ se préte mal
a une définition simple de I'appel par valeur. Entre le calcul Aji,, qui admet une formulation relativement
simple en syntaxe A-calcul (cf la section 3.2.7) et le calcul Au de base, il y a un intermédiaire & trouver.

Notons que le cas intuitionniste est plus simple car seul i reste nécessaire pour la simulation (le p du
calcul A\ufi,, qui servait a interpréter le o du calcul Ap, perd son utilité). I suffit alors de renommer i
en g pour que la simulation reste & 'intérieur de la syntaxe du calcul pfi,” " sans nécessiter d’opérateur
supplémentaire”.

"Dans le fragment intuitionniste, on a la correspondance suivante entre les régles :

(Bret) (=)

(letv) (B) et (i*)
(letyige) () et (fapp)
(nw) (nk,)

(Miet) (na) et (n3)

let—app

ce qui confirme que u n'est plus utile et qu'un A, sans Nh -expansion est en correspondance avec le fragment

intuitionniste de pfiy”
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3.14 Autres calculs symétriques et connexions

3.14.1 Le calcul symétrique de Filinski

Le A-calcul symétrique de Filinski (SLC, pour « Symmetric Lambda-Calculus ») est (& notre connais-
sance) la premiére formulation d’un A-calcul présentant une symétrie explicite entre « valeurs » et
« continuations » et équipé de deux interprétations dénotationnelles symétriques 'une de l'autre, la
premiére pour l’appel par nom et la seconde pour 1’appel par valeur [Fil89a, Fil89b].

Le A-calcul symétrique de Filinski lui-méme n’est pas équipé d’un systéme de régles de réduction. Il
est partiellement équipé d’égalités (deux versions duales de 8 et 1) qui pourraient étre orientées mais il
n’y a pas de paire critique dont la déterminisation correspond au choix CBN ou CBV, comme c’est le cas
dans le systéme pii. Malgré tout, I’analyse de la dualité y est remarquablement poussée, allant jusqu’a
une dualité entre paire paresseuse du CBV et analyse de cas « stricte » du CBN, ou entre récursion et
corécursion (cf sections 2.6 et 2.5.2 de [Fil89b]).

Le calcul contient trois catégories d’objets : les valeurs, les continuations et les préfonctions (« function
templates » en anglais). Les premiéres correspondent respectivement aux termes et contextes d’évaluation
du systéme pfi et sont symétriques I'un de l'autre. Les préfonctions sont invariantes par symétrie, comme
les commandes du systéme pufi, mais elles s’en distinguent par le fait que ce sont des « tuyaux », c’est-
a-dire des termes & deux trous, destinés & étre connectées d’'un co6té & une valeur et de 'autre & une
continuation, alors que les commandes sont des expressions sans trou.

Le calcul a pour connecteurs le produit et son dual la somme, I'implication (notée [A — B] comme
type de valeurs) et son dual la soustraction (notée [A < B] comme type de continuations), ainsi que le
type unité et son dual le type vide.

Le calcul a deux classes de variables, I'une pour dénoter des valeurs, ’autre pour dénoter des conti-
nuations. Nous utiliserons dans la suite x, y, ... pour la premiére classe et «, 3, ... pour la seconde classe
(au lieu de z, 2/, ... et y, ¢/, ... dans la présentation originelle).

Contrairement & la version originelle, nous ne prendrons pas en compte la gestion de valeurs primitives
(telles que entiers, opérations arithmétiques, etc.).

Pour simplifier, nous ne considérons aussi les abstractions que sur des motifs non imbriqués. Par
exemple le motif ((z,y), z) n’est pas pris en compte et la fonction ((x,y), z) = E devra s’écrire (¢, z) =
((z,y) = E 1 2'). C’est une simplification du langage compatible avec les sémantiques tant CBN que
CBV, et, de toutes fagons, aucune régle (en dehors de la sémantique dénotationnelle) n’est donnée chez
Filinski [Fil89b] pour évaluer les motifs avec imbrication.

La syntaxe ainsi modifiée du A-calcul symétrique de Filinski est la suivante :

Préfonctions F == X=FE|E<«C|E|C
Valeurs E == z|FTE|Q|(E,E)|TF"
Continuations C == «a|C|F|{}|{C,C}|.Fa
Motifs de valeur X == z|0|(z,v)

Motifs de continuation Z == «al{}|{«, [}

On peut associer aux termes un systéme de types simples dont les types sont définis par la grammaire
suivante :

A B:=X|[A=B]|[B< A]|Ax B| A+ B| unit | null

Le A-calcul symétrique original de Filinski est considéré simplement typé méme si la version non
typée reste pertinente. Dans Filinski [Fil89a, Fil89b], les contextes de typage ne sont pas explicitement
considérés, mais nous les explicitons ici. En particulier, les valeurs, continuations et préfonctions sont
respectivement interprétées par des jugements de la forme ' F : A;A et TC: AR Ajet F: (T;AF
B; A). Dans les jugements, les contextes sont considérés a l'ordre prés. Les régles sont les suivantes :

z:Adans T «a: A dans A
'kFz:AA Ia:AFA
F:(T;AFB;A) THE:AA I;C:BFA F:(T;AF B;A)

'EFTE:BA IClF:AFA
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'F(): unit; A
Fl‘EllAl;A F"EQAQ,A

Li{}:null- A
F;CliAll_A F,CQA2|_A

'k (El,EQ)IAl XAQ;A
F:(T;AF B;A)

F;{Cl,CQ}SA1+A2 FA
F:(T;AF B;A)

FFTF7:[A— B;A
Ne:AFE:B;A

Iy FL: [B— AlFA
IC:AFp(B: B, A

r=FE:(T;AF B;A)
I'-E:BA

Bb<C:(IT;AF B;A)
IC:AFA

()= E: (T;unit - B; A)
F7{E12A1,{L‘2:A2|_EIB;A

{} «C: (T AF null; A)
IC:AvF By :By,B2: By, A

(x1,22) = E: (T; A1 X A2 F B; A)

'HE:[A— B;A

E:(T;AF B;A)

{B1,62} < C: (I Ak By + By A)

IC:[B—AFA

C:(I'AF B;A)

Notons que ce calcul (en fait d’inspiration catégorique) est hybride. La construction F' | E est typée
par un Modus Ponens et la construction C' | F' par son équivalent pour la soustraction. L’association de
motifs aux déclarations du contexte de typage (tel que considérée dans la version originelle) n’existe pas
non plus dans le systéme de typage du systéme pji et de ses extensions.

On va maintenant plonger le A-calcul symétrique de Filinski dans le systéme pjfi. On utilise deux
noms de variables spéciaux, e pour les termes et m pour les contextes d’évaluation, pour désigner les
« entrées » et « sorties » des préfonctions.

[«] £

[F1E] = ym([E]|f e [F])

[0] 2 x

[(E1, E2)] 2 po([Bd| ey ([Bo] | s (21, 22)[e)))
["F7] 2 Ae,m).[F]

[e] £«

[C1F] = je . (um[F][C])

[{}] 2

[{C1. C2}] 2 (pen (pas(z][ar, az]) [ [C2))[C1])
[LF4] 2 (e, m).[F]

[z = E] 2 (o] fiz.(E]m))

[a < C] 2 (ua.(e|C)|m)

[0 =E] = (o]a_([E]|m))

[{} <] 2 (u_(o[[C])]m)

[(z1,22) = E] 2 (o] gz (w|m [z (x| m[azs ([E][)])])
{an,as} < C1 2 (ualis(pa (ia(paz.(o[[CT))[a))|a) |m)
[E] = ([E]]e-m)

IC] = (e —u[C])

Au niveau du typage, la traduction donne



[A — B]* £ A - B

[B — AJ* £ A* - B*

(A x B)* £ A*AB*

(A+ B)* £ A*vB*

unit” £ T

null* £ 1

X* £ X

[THE:AA] L2 I*F[E]: A% A
[T;C: A A] £ T%[C): A" - A*

A

[F:(T;AF B;A)] [F]:(T* e: A* - m: B*; A*)

Nous conjecturons que la composition de l'interprétation avec les transformations CPS des calculs

L [LH*AmV}nTL et iy, ™ T coincident avec les sémantiques dénotationnelles spécifiques de appel

par nom et de appel par valeur du A-calcul symétrique, telles que données par Filinski [Fil89a, Fil89b].
Notons qu'’il reste a vérifier si les traductions de (Eq, E2) et {C1,C2} ne pourraient pas en fait se
simplifier en ([E1], [E2]) et [[C1], [Co]].

3.14.2 Le A-calcul symétrique de Barbanera et Berardi

Le M-calcul symétrique A°¥™ de Barbanera et Berardi [BB96] est un calcul typé non déterministe.
On va montrer que pour un quotient « naturel » de la syntaxe du A-calcul symétrique, on obtient un
isomorphisme avec le calcul LKZEA“H““ non déterministe.

La syntaxe du calcul AS¥™ est

Termes t,u == x| (tt)]o1(t)]o2t) | Ax.c
Commandes c = txt
et les régles de réduction sont
(B)  Az.cxt L w1
(BL) txAr.c 2, clx —t]
(1) (tite) xoi(t) 2 tixt  i=12
(1) oi() * (t1,ta) 2 txt;  i-12
() Az.(txx) ot x non libre dans ¢
() Az.(x*t) oy 2 non libre dans ¢

Notons que Barbanera et Berardi donnent aussi des régles de simplification (Az.C[t * 2] — ¢ si C' ne
lie pas de variables dans t) que nous ne considérerons pas ici.

Les types du systéme de typage sont définis & partir de types atomiques positifs et de types atomiques
négatifs que 1’'on désigne respectivement par les symboles X, Y, ... et X+ Y, ... La syntaxe des types
est

AB = X|Xt|AVB|AAB

On définit une opération de dualité sur les types par

(- & xt
(xHt & X
(AvB)t =& AtaBt
(AnB)t =& Atvpt

On étend la notion de types positifs et négatifs des atomes aux types arbitraires :
— X est positif,
— X est négatif,
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— AN B et AV B sont positifs si B est positif, sinon, ils sont négatifs
Les régles d’inférence du systéme de typage sont

Fz:AFc: L

Me:AkFz: A I'FAz.c: At

't A I'u:B

I'F(tu): ANB

't A I'+¢t:B

'koi(t): AVB 'kos(t): AVB

F'Ft: AL Tru:A

PFtxu: L

Clairement, le calcul A°¥™ est équipé de constructeurs additifs pour le produit. Si’on essaie d’associer
aux expressions de type positif un terme et aux expressions de type négatif un contexte d’évaluation, on
s’apercoit que les paires peuvent étre des paires de termes, ou des paires de contextes d’évaluation, ou des
paires hybrides, ce qui revient & considérer aussi les constructeurs additifs de la somme, de 'implication,
et de la soustraction.

On montre alors que le calcul A%¥™ est en correspondance avec la version non-déterministe du calcul
LKZEA“_’“_“ dans lequel p et fi sont tous deux identifiés avec le A du A9¥™ et les réductions appel par
nom et appel par valeur sont superposées.

On définit 1’« aplatissement » suivant de pfi¥e e ~a~a vers le langage du calcul A\5¥™ :

ne) 2 g bla) 2 a,
P((v1,02)) 2 (P(v1),P(v2)) b(ler,e2]) = (dler),d(ea))
Ble-v) 2 ((e) () blo-e) 2 (), b))
Pu) 2 o) b(mle) 2 aiwle)
Blale) 2 oi(b(e) b(ml) 2 o)
Y(pae) 2 Azadb(e) Ylire) 2 Aea(c)
P(vle) = P(v) xP(e)
Soit I'extension de ce morphisme aux types de LK;:&A“'_)”'_“

P(X) = X

W(ANaB) = $(A)AY(B)

W(B-oA) = (A AY(B)

W(AVeB) = $(A)Vy(B)

W(A—,B) £ P(A)rViy(B)

ot l'on observe que ¥(A) est positif par construction quelque soit A (Iapparente incohérence de la
coincidence de la notion de la positivité pour A A B et AV B vient de l'intervertion des arguments de
B —, A dans la traduction).

On vérifie que ¥ est un isomorphisme entre les types de LKX&A

a7a"a

(qui sont construits a partir
des atomes avec Vg, Ay, —4 et —4) et les types positifs de A5¥™.

On étend alors ¢ aux contextes de typage I' et A de maniére compositionnelle et on vérifie que ¥
envoie bien les jugements de LK;/E/\“_)@_“ vers des jugements du calcul A\5¥™.

[Fo: AJA YD), p(A) = p(v) : (A)
Proposition 35 T'|e: A+ A 3 implique { (1), (A)L F(e) : p(A)*
c: (THA) (), (A = p(e) : L

On vérifie aussi que 1 respecte les régles de réduction.
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Proposition 36 Soit ¢ une commande
~ Sic—, d alors Y(c) —g Y(c)
= Sic—pc alors Y(c) —gL P(c)
= Sic—pi ¢ ouc—_i ¢ alors P(c) =z P(c)
= Sic—yi ¢ ouc—_i c alors P(c) =1 P(c)
= Sic—y, ¢ alors (c) —, ()
~ Sic—y, ¢ alors P(c) —,1 ()
Et pareillement pour la réduction d’un terme ou d’un contexte d’évaluation.

La fonction 1 est donc un morphisme de LKQEV“*“_“ vers A9¥™ . (est en fait méme un morphisme de
pfi eV e a vers 'extension non typée de A5¥™. Toutefois, nous aurons besoin des types pour contraindre
1) & étre bijectif.

En fait, méme en se restreignant au fragment typé, ¢ n’atteint pas tous les termes du calcul \S¥™.
En particulier, dans la traduction ¥ (v) * ¢ (e) de {v|e), on observe que ¥ (v) a un type positif et ¢ (e)
un type négatif. Ainsi, pour espérer que v soit surjective, il faut restreindre le calcul A5¥™ aux cas des
expressions dont les sous-expressions de la forme ¢ x u vérifient ¢ de type positif. Ceci revient en fait a
considérer le calcul A3¥™ quotienté par la relation d’équivalence ~ engendrée par lidentification entre
txu et u*t, ce qui, aprés tout, correspond a l'intention de ce calcul dont les régles duales compensent
la séquentialisation arbitraire que la syntaxe impose. Ainsi, sur le quotient, les paires de régles duales
coincident si bien que les nouvelles régles, sur A2Y™, sont simplement (83), () et (n). Soit 1) la composition

de 1 avec la projection de AS¥™ dans A2Y™. On a

Proposition 37 Soit ¢ une commande
. / / p Y
- Sic—, d ouc—yd oalors P(c) —g () A A
~ Sic—opi ouc—_i d ouc—yi  ouc—_i d alors P(c) —x P()
“ “ “ “
= Sic—y, ¢ ouc—y, c alorsp(c) —, ()
Et pareillement pour la réduction d’un terme ou d’un contexte d’évaluation.

On définit maintenant un morphisme ¢ que 'on prouvera étre le morphisme réciproque de 1& On
prend dans chaque classe d’équivalence de )\iym le représentant pour lequel chaque partie droite de x a
un type positif. Le morphisme ¢ se décompose en une fonction ¢p qui envoie un terme de type positif P
vers un terme de type ¢~ !(P) dans LK ﬁgv“ﬂ“”, une fonction ¢y qui envoie un terme de type négatif
N vers un contexte d’évaluation de type ¢~1(N1) dans LK QEV”H“”, et une fonction ¢ qui envoie les
termes de type L vers les commandes de LK ;\EV“H““.

¢(txu) = (pp(t)|¢psr(u))  tdetype P

op(x) £ on () £
Opap,(t1,t2) = (6p,(t1), ¢, (t2)) NN, (un,u2) (o, (1)@, (uz)]
dnnp(u,t) £ on(u)-op(t) dpyn(t,u) £ ¢p(t) - on(u)
opvr(0it) = wilop, (1)) OnuaN: (oi(w) & mi[on, (u)]
onvp(oi(u) = (o (u)) opan(oi(t)) & m[op(t)]
dp(Az.c) £ pag.é(c) N (Az.c) £ x.g(c)

On a alors

Proposition 38 Les fonctions ¢ et ¢ constituent un isomorphisme entre les calculs typés /\iym et
LKQEV"_’“_“. Plus précisément :
— ¢p et constituent un isomorphisme entre les jugements de la forme Q- t: P et ceuz de la forme
FHov:yp~ Y (P)|A
— ¢nN et constituent un isomorphisme entre les jugements de la forme QA t: N et ceux de la forme
Cle:y (N FA
— ¢ et constituent un isomorphisme entre les jugements de la forme Q- t: L et ceux de la forme
c: (T'FA)
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Il est difficile d’étendre la correspondance au cas d’une généralisation non typée de )\iym. Par exemple,
la classe d’équivalence de Ay.(y+y) n’est pas dans 'image de 1& puisque cela exige que y soit a la fois une
variable de terme et une variable de contexte d’évaluation, ce qui n’est pas possible dans le calcul pji.

On pourrait imaginer étendre le calcul )\iym avec une régle d’n-conversion pour le produit additif,
telle que

(MA,) Az.(tx (), Ae.(t*xa(z))) = ¢ x non libre dans v .

Tout terme de la forme y x y serait alors équivalent & un terme de la forme

yx (Axy.(y*xe1(x1), Axa.(y x t2(x2)))

pour lequel y est toujours du méme c6té du symbole x. Mais I'image de ¥ vérifie aussi I'invariant que
Pargument de droite u d’une paire (¢, u) & droite du symbole * est 'image d’un contexte d’évaluation et
que Pargument u’ d’un (') & droite du symbole * est aussi un contexte d’évaluation. Cela impose que
To soit & la fois une variable de terme et une variable de contexte d’évaluation, ce qui n’est toujours pas
possible.

3.14.3 Le calcul dual de Wadler

Le « calcul dual » de Wadler [Wad03] fait suite & la conception du calcul Az [CHOO]. C’est un calcul
typé dont la syntaxe est celle du systéme pji”eVe™, c’est-a-dire du ufi équipé des connecteurs produit
et somme avec leurs constructeurs additifs, ainsi que du connecteur négation. Le calcul dual de Wadler
est équipé de deux systémes de réduction symétriques I'un de l'autre, le premier pour ’appel par nom
et le second pour 'appel par valeur. La réduction des constructeurs est « forte » dans le sens o, en
appel par valeur (resp. en appel par nom) les arguments des constructeurs de valeurs (resp. de contextes
d’évaluation linéaires) qui sont des termes (resp. des contextes d’évaluation) doivent étre évalués en
constructeurs linéaires & leur tour avant de pouvoir interagir. En particulier, ’évaluation des paires
(resp. des contexte d’analyse de cas) est asymétrique en appel par valeur (resp. en appel par nom) : dans
la pratique la premiére composante des constructeurs binaires est évaluée en premier. Ceci est réalisé par
des régles d’expansion similaires a la régle (—4) définie en section 3.2.8.

Nous conjecturons que le calcul dual de Wadler correspond aux extensions canoniques obtenues, selon
le modéle du calcul X,, Wiy, par ajout des régles d’n-conversion nfa, 77/1(1 (et de leurs versions duales pour
la somme) aux versions appel par nom et appel par valeur du calcul J[LA“V“.

Par ailleurs, nous pouvons plonger le calcul dual de Wadler dans le calcul pfi”eVe™ en interprétant les
constructeurs d’expressions linéaires par leur expansion évaluant les arguments a avance (par exemple la

paire (v1, v2) est interprétée par pa. (v |z .(va|izs.{(x1, 22)|a))). Nous conjecturons que le plongement
obtenu est un morphisme a la fois pour 'appel par nom et pour 'appel par valeur, ce qui permet de voir
le calcul dual de Wadler comme sous-ensemble d’un calcul non-déterministe dont les restrictions a 'appel
par nom et a I’appel par valeur s’obtiennent par déterminisation d’une unique paire critique. Toutefois,
ce morphisme ne respecte pas les formes normales.

3.15 Les limites de la structure ;i

3.15.1 Coupures croisées

Lors de sa preuve de cohérence de l'arithmétique par élimination des coupures, Gentzen [Gen3§|
utilisa une forme d’élimination appelée coupures croisées qui entrelace les répétitions (les contractions)
de part et d’autre de la coupure, d’'une maniére radicalement distincte de approche Ap-calcul (ou logique
linéaire) qui donne priorité a un coté qui duplique 'autre avant de laisser Pautre dupliquer les valeurs
sous-termes du premier coté.

Une méthode d’élimination similaire aux coupures croisées a été présentée dans [CH94]. Cela reste a
intégrer au cadre du systéme pfi.

3.15.2 Théorie des types dépendants

Dés qu’on en vient & la théorie des types, et plus spécialement a la théorie des types avec produit
dépendant, une orientation des séquents se met en place pour gérer la dépendance et la dualité est mise
a mal.
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On peut par exemple étendre la régle de typage du produit dépendant de la section 3.8 en une régle
de typage du produit dépendant de la théorie des types pour lequel le domaine de quantification est le
langage des preuves lui-méme

I'le: Blx —v]FA z:AFv: B(x)|A
HL HR
IF;v-e:Mz: AB(x)F A FFAzw:lz: AB(z)| A

avec la restriction que x ne figure pas dans les formules de T" et A.
Un premier probléme se pose : I'extension directe de la régle de réduction de 'implication au cas du
produit dépendant

(Murong)  (Azvfv' ) —  (v'|fz.(v]e))

n’est plus typable car v est de type dépendant B(x) alors que e est de type B(v'). Dans le cas de Pappel
par nom, on peut adopter la régle typable

(I17)  Qaofo’-e) — (vfz —']le)

mais le cas de I'appel par valeur continue de poser probléme.
On pourrait essayer de se rabattre vers la régle de réduction suivante

@M Oaole’-¢) — (pon(fiz.@la)le) o frais

dans laquelle on gélerait le rédex (pa. .. .|e) tant que le sous-rédex (v'|fz.(v]a)) n’est pas réduit.

Cette approche est vaine pour les cas o v’ duplique son contexte d’évaluation car le pa se mettrait
a lier des occurrences de « de types distincts (du style B(V1), B(V2), ... pour chaque sous-valeur de v’
se retrouvant ultimement en interaction avec fx.(v|a)). L’adéquation avec le type B(v') de e est alors
sans espoir.

Le cas intuitionniste (c’est-a-dire v’ liant linéairement son contexte d’évaluation) reste sans doute
gérable mais la solution la plus simple pour intégrer ’appel par valeur semble étre de restreindre d’emblée
la régle de formation des contextes applicatifs du produit au cas de ’application de valeur

I'le: Bz —V]FA

157
I'y Vee:llz : AB(z) F A

de telle sorte que la régle contractée

(1) Azo]Vie) — (vfz — Vle)
soit typable.

Passons a I’étude de la soustraction dépendante (notons-la dz : A.B(x)). Cette fois, en raison de
lorientation de la dépendance de type de la gauche vers la droite, on se retrouve avec un jugement de
typage de A3.e dont le type de (3 fait référence a un terme qui ne sera connu qu’au moment ot 'expression
A(.e sera intégrée & une commande. On représente cette dépendance par une variable spéciale e, ce qui
donne :

I'le: At §:B(e), A I'le: Blx —v]F A F'Fv:AlA
-L —R
T; ABe:dx: AB(z)F A FFov—e:dx: AB(x); A

avec la restriction que z ne figure pas dans les formules de T" et A.
La régle de réduction

(6) (v—elrse) — (uB.(ve)]e’)

est typable & condition de généraliser la régle de typage de la coupure au cas d’une dépendance du type
du contexte d’évaluation envers le terme mis en interaction avec ce contexte :

F'Fov:A|A Tle: A A(e)
Cut

(v]e) : (T'F A(v))
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Tant que le flux de calcul va du terme vers le contexte d’application, on peut espérer garder une
certaine cohérence en présence de e, mais si le flux s’inverse, alors, & moins d’étre dans le fragment
intuitionniste de telle sorte que les occurrences de B(e) ne soient pas dupliquées, on va droit vers une
logique incohérente. C’est d’ailleurs ce qui a été montré dans [Her05] pour une théorie des types classique
avec types 2 (les types ¥ ne différent calculatoirement de la soustraction dépendante que par la nature
de l'objet de type dépendant : terme au lieu de contexte).

Il semble clair que la dualité trouve ainsi dans la théorie des types dépendants de fortes limites.

(0]



76



Chapitre 4

Opérateurs de liaison dynamique du
contexte d’évaluation

L’étude théorique des opérateurs de controle et de leurs délimiteurs

La deuxiéme moitié des années 1980 vit une certaine effervescence autour de I’étude théorique et de
la conception de nouveaux opérateurs de controle.

C’est I’époque ou, motivés par le souci de développer un cadre formel de type A-calcul pour étudier les
opérateurs de continuations du type du call-with-current-continuation de Scheme, Felleisen, Duba
et Kohlbecker, étudiants du groupe de Daniel Friedman a 'université d’Indiana, introduisirent I’opérateur
C et le calcul \¢ qui allait, via Griffin, faire prendre conscience aux théoriciens de la démonstration que
la logique classique était implémentable.

C’est aussi le moment ot la notion de délimiteur de continuation vit le jour. Par analogie avec le role
de la boucle interactive de Scheme, cet opérateur fut appelé prompt (notation #) et finalement décrit
dans un article de 1988 [Fel88|, conjointement avec un autre opérateur a la sémantique assez complexe,
Popérateur F, qui finit par étre finement analysé par Shan [Sha04].

De 'autre coté de I’Atlantique, c’est aussi I'effervescence, au Danemark, ou Danvy et Filinski mettent
au point un opérateur de composition de continuations dénommé shift [DF89], opérateur fonctionnant
de pair avec un délimiteur de continuation nommé reset (notation { ) de méme nature que le prompt
de Felleisen).

Contrairement a 'opérateur F et au délimiteur prompt dont la sémantique fut originellement décrite
par un systéme de réduction, 'opérateur shift et le délimiteur reset furent initialement définis par leur
comportement dans le langage cible de la traduction par passage de continuation de ’appel par valeur
(« call-by-value continuation-passing-style », ou CPS CBV) de Fisher-Plotkin [Fis72, Fis93, Plo75].

Du )¢-calcul au Ap-calcul

Il existe deux variantes du calcul A¢. La premiére, de 1986 [FFKDS86|, mélangeait régles locales et
régles applicables uniquement a la racine du terme. La seconde, de 1992 [FH92], s’affranchissait des régles
applicables uniquement a la racine, mais en échange, afin de préserver la confluence, ne permettait pas, en
appel par valeur, de réduire systématiquement les termes vers une valeur. En particulier, les expressions
C(AE.V) et C(Ak.EV) était des formes normales de téte qui ne pouvaient pas étre réduites plus avant.

Les défauts de ce calcul compliquérent la tache de Griffin lorsqu’il s’agit de montrer que C était
typable de type I’élimination de la double négation.

En comparaison, le calcul A de Parigot [Par92| peut étre vu comme une présentation « propre »
du calcul A¢. Un des points important de ce succés est 'utilisation d’une substitution structurelle des
contextes d’évaluation alors que le calcul A\¢ repose sur une réification des contextes d’évaluation en
continuations.

Une transcription du calcul Ay dans la syntaxe du calcul A¢ fut présentée dans Ariola et al [AHO3]
et une analyse comparative des versions appel par valeur de la révision de 1992 de A¢ et de cette version
de A\¢ isomorphe au Ap-calcul est donnée dans Ariola et al [AFHO5].
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De shift/reset aux extensions monadiques

En 1994, Filinski [Fil94] explicita le fait que reset pouvait étre identifié avec prompt et que shift
pouvait se simuler & partir de C et prompt (ou, pour étre plus précis, il explicita que la CPS CBV de
Az.C(Ak.x(Ay.#(ky))) était celle définissant shift).

Dans le méme article, Filinski prouva un résultat remarquable qui allait donner de la vigueur a I’étude
de shift et reset. Il prouva que shift et reset ont exactement le pouvoir de représenter toutes les extensions
monadiques exprimables en A-calcul pur.

Dans le méme article, Filinski proposait aussi une implantation de shift et reset a base de callce, abort
et une cellule mémoire (c’est-a-dire a base de C et une cellule mémoire, a ceci prés qu’il n’existe pas
d’implantation standard de C alors qu'il existe des implantations de callec en Scheme et ML).

Le fait que shift et reset correspondent exactement & ’ajout d’une variable d’état & un calcul telle
que A¢ ou le Ap-calcul, a été formalisé par Ariola et al [AHS04, AHS05b] qui donnent par ailleurs une
décomposition fine, tant de shift que de C et de reset dans un calcul nommé \ cip

Intuitivement, la monade de continuations s’obtient en ne gardant que C (le délimiteur est inutile) ;
la monade d’exceptions s’obtient en restreignant C au cas d’un simple abort (c’est-a-dire un K-rédex)
qui joue le role du lanceur d’exception (le « throw ») et en gardant le délimiteur qui joue alors le role de
rattrapeur d’exception a liaison dynamique (le « handle »).

Dans le but de mieux comprendre la place des délimiteurs dans la dualité, mais aussi de comprendre
si, a terme, les délimiteurs ont un role & jouer pour la complétude observationnelle du calcul A\uji, nous
donnons ci-aprés une reformulation du calcul A cp dans la syntaxe du calcul \ufi.

4.1 Le calcul A\pjifi

Le calcul A\pfifi est une simple extension du calcul Auji avec un lieur dynamique de contexte d’évalua-
tion noté 1. On se donne un nouvel ensemble de noms pour les variables dynamiques. On note ces noms
avec des lettres minuscules grecques grasses, telles que &, B, etc. La nouvelle construction id.c, lorsque
placée dans un contexte e, bloque la capture de e par & et fait barriére entre I’évaluation de ¢ et e. De
fait, la liaison étant dynamique, on ne peut pas déterminer quelles occurrences de & dans ¢ vont étre
liées au fi& considéré tant que ¢ ne sera pas en forme normale de téte (c’est-a-dire sous la forme (z|E) ou
(V]a&) ou (V]ay)). Ce n’est donc que lorsque ¢ se réduira en (V|&) que le délimiteur se débloquera pour

~ A

contracter (Aa.(V]a)|e) en (Ve). Si ¢ se réduit en revanche en (V[ 3), alors le lieur fié ne liera rien et

(fia.(V|3)]e) se contractera en (V| 3).

La construction pda.c étant bloquante, elle ne capture pas son contexte et se comporte donc & ce
niveau la comme une valeur. Toutefois, en appel par valeur, elle sera réduite en une valeur avant d’étre
substituée. Pour caractériser ce comportement double de ji¢.c nous introduisons la catégorie des pré-
valeurs que ’on représente par la lettre majuscule W. La syntaxe du calcul A\ujifi est :

= (o)

x| Azw
V| pé.c
W | pa.c
w= E|pz.c
n= alv-e|d

me s <o
Il

On considére les expressions & a-conversion prés des noms de variables statiques de contextes et de
termes mais pas des noms de variables dynamiques. Les régles de réduction qui concernent la partie non
dynamique sont inchangées

(=) Qzaifoa-e) B (waliz.(ur]e))
(1) (uacle) B cla ¢
(i) (Wlz.c) 5z — ]

a ceci prés que la substitution capture les variables dynamiques au passage de opérateur .
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En raison de la liaison dynamique de f, la réduction (ficv.c|e) — c[& < e] n’est pas correcte. Les deux
formes bridées suivantes sont toutefois correctes :

(@er)  (idcla) e
LA

(nz) pa (V@) 14

Ceci se ressent au niveau du typage. Le non engagement en faveur de ’appel par valeur ou 'appel
par nom implique que toutes les variables de méme nom susceptibles d’étre liées dynamiquement sont
de méme type, d'un type qui est global a toute la dérivation.

Dans la suite, on note 2 un contexte de typage des noms de variables liées dynamiquement. Le
systéme de typage suivant est un systéme de types simples pour X,u/lﬁl

Fkov:AlA;Q Dle: AFA;Q

(vle) : (T'F A; )

I'a:AFa: A A Q Iz:AFz:A; A;Q
I'E:AFAQ TEV:A; A;Q
TIE:AFAQ FTEV:A|IAQ

c: (T,x: A A;Q) c:(TFa:B,A;Q)
U |pz.c: AR A Q 'k pac: Bl A;Q

c:(THA;G: A Q)

Tla: AFA;a: AQ Dk pde: A|Aa: A Q
Thov: AlA;Q I'le: BFEA;Q Fix:AbFv:B|A;Q
I'v-e:A— BEFA;Q I'FXxw:A— B; A Q

Proposition 39 Le typage est préservé par réduction.

4.2 Le calcul \yjifi par valeur

Cette section a été révisée en juin 2007 afin de corriger quelques petites erreurs et de détailler la
preuve de la proposition 41. Des remarques post-soutenance d’Andrzej Filinski ont aussi été prises en
compte.

Danvy et Filinski montrérent qu’on pouvait donner un typage plus précis & base de types simples
pour le A-calcul avec shift et reset CBV a condition d’annoter les implications avec des « effets ».
On peut adapter leur systéme au calcul Augi CBV comme suit :

AB,C,D == X|Apr—r A

LY Fo: A|A;Q Dle: AFA; QY

(vle) : (T F A; )

Dla:AFa: Ag, A Q Tez:Abxz:A; A
'EV:A; A

OV :A|IAQ

1Ce systéme étend au cas de variables dynamiques multiples le premier systéme de type de [AHS05b]| [ajout 06,/2007].
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c:(T,x: AFA;Q) c¢: (T a: Ba,A; Q)

| jpzc: AFA;Q ;Y F pac: BIA;Q
si & : A est dans §2 c:(CkHA;a:AQ)
Tla: A A;Q [;6a:B,QF fd.c: Al A;éa: B,
;0 Fv:A; AQ T'le: BFA; QY Tz: A;Q Fv: BlAQ
Llv-e: Ag—qr BEA;Q 'EXxw:Aqg—qB; A

Le calcul Aujfifi en appel par valeur peut étre plongé dans le calcul A\iufi étendu avec la soustraction
(cf section 3.3.1).

La traduction est donnée ci-dessous. Soit (&;)1<i<n une énumération finie de variables dynamiques.
Soit & une suite finie de contextes d’évaluation en Eorrespondance avec les (&;)1<i<n- La traduction
s’applique aux expressions dont les variables dynamiques sont incluses dans (&;)1<i<n. On note A\d.e

pour Aaj. . ..5\a_;l.e et v—€pourv—eq...e,.
[wle)]e = ([vlelle])
[«] 2
Dao] 2 A pp (| A ([v]2]6))
[Vle 2 [V]-¢
[[//ZOAQ.C]]E‘ = (/’Lai'IIC]]51~~'ei—105iei+l-~~en) —€
[B.dde = wpBlde
(5] = p
[v-e] = Ad.[v] - [€]
[ax.c] % px’ (2’ |Ad.fiz.[c] &)

)\O?.Oéi

[a:]
ou les @ sont un lot de variables fraiches de contexte de longueur n.
La traduction s’étend au systéme de types en appel par valeur comme suit :

X £ X

(AQ/—>QB)* L (A*—Q*)H(B*—Q/*)
(e)* 2 ¢ (contexte vide)
T,z : A)* L& T g A*

(A a: Ag)* 2 At a:AF - QF

[[FI—V A; A = FV]:A*; A*

[0;0 F o A|Aa Tl 2 F[v]e: (A% — U*)| A*
[Cle: Bt A;a:T] 2 1*|[e] : (B* —T*) F A*
[e: TFA&:T)]s £ [c)e: (T* - A%)

ou 'on a supposé I'* | e; : T F A*.

Proposition 40 (Typage de la traduction) Soit € une substitution des variables dynamiques telle
que ™ |e; : T} F A*. On a

TEFV:A; A [TV :A;A]
NOkv:AlAG:T | [0;UFv:AlAG:T]s
Tle:BlAG:T Implque L g AR T
c:THAG: ) [e: (TFA;G: Tz
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En vue de I’énoncé de la complétude du systéme de réduction vis & vis de son plongement dans le
calcul avec soustraction, il convient d’ajouter la régle suivante :

@) (iaacind)e) B, (Gaci.Gacle)
dans laquelle il peut étre opportun de préciser que les deux occurrences liantes de & doivent bien étre de
méme nom.

On peut alors faire une comparaison avec axiomatique du calcul A\s (A-calcul étendu avec shift et
reset) de Kameyama et Hasegawa [KHO03|. La comparaison avec cette axiomatique, compléte vis & vis de
la transformation CPS du calcul As, est présentée en section 4.3. La complétude du calcul A\pfifi, vis a
vis de son plongement dans le calcul Auji, avec soustraction (conjecturée ci-dessous) suggére donc que
le calcul \ufi, avec soustraction est lui-méme complet vis & vis de sa transformation CPS.

Proposition 41 (Validité de la traduction)

Vv vl = v
sid v U,I dans A\pjifi,, alors [V :*} [Tz dans M\uifi, avec soustraction.
c—c [e]e = [¢]e
e [el: = [z
Notons que la regle 1, orientée dans le sens de la simplification de 'expression, est nécessaire dans

le calcul avec soustraction.

PREUVE: On remarque d’abord que les variables non dynamiques sont traduites par des variables. Par
conséquence la traduction est compatible avec la substitution des variables de terme par des valeurs
et par substitution des variables de contexte d’évaluation par des contextes d’évaluation arbitraires. Le
passage au contexte étant trivial, il suffit de vérifier la compatibilité de la traduction pour les différents
cas de réduction de téte :

[(Az.v1]vz - €)] [\z.01] — E|AG.[va]s - [e])
[Az.on][ve]e - [e])
Az’ pB(x' |\ ([v1] & 8)) [ [ve]e-ep)

(
(
(
([valel e’ {pB(a |G {[i ][ 5)) | [e]))
(
[

Le

[alel e’ (o' |AG. fuz([vrTa[Te]))
(vo] i (v1]€))]e

.

[(na.cle)]e = (pov[c]el[e])
= [celo — [e]]
= [cla < [e]ll
[(V]iz.c)]e = (V—élaz’ («'|Ad. . [c]))
— (V- b [da) »
= (V]az.[e)
— ez < [V]]
= elz — [VIlle
[[</70A‘ZC”6‘Z>H5 = <Hai'[[c]]€1--46171Qi€i+1...en - é1|A&aZ>
— <:ua7:'[[C]]el--<ei—10¢i€i+1---€n ”ei>
- [[C]]el...e,y,leieprl...en
= [de
[[/70%<V”dl>]]g = ,uaz.<[[V]] —€1...6,10€;47 ... 6n||/\54'041> — €
= poi([V]as) — e
— [V]-¢€
= [Vle
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On peut modifier la traduction précédente de telle sorte qu’on obtienne une traduction qui préserve les
formes normales. La traduction de fix.c est modifiée pour ne pas faire intervenir d’expansion 7; artificielle
(en contrepartie le résultat de simulation nécessite alors d’ajouter nmu au calcul avec soustraction). La
traduction des commandes est aussi optimisée lorsqu’on se trouve en présence d’un é.cf ou d’'un & qui
produirait un rédex (optimisations qui laissent la Proposition 41 correcte).

[fi.c]
[(Wla:)]e
[{fids.clo - )]

A jix.[d)a
(IW]le:)
[ele,...ei 1 (Il TeDessa .

(> 1> 1> >

[(iév;.c|fpz.c’) ]z [[C]]el ei—1(pz.[c']e )E¢+1-.. en

Proposition 42 (Validité de la traduction optimisée)

B V1= V]
/ o ! kY
sid VT U, dans A\ujifi,, alors, pour la traduction optimisée, [o]- j [[v, I dans Apfi, avec
c—>c/ [z =[]z
e—e [ele = [€']e

soustraction. Notons que les régles n, et nyu, orientées dans le sens de la simplification de ’expression,
sont nécessaires dans le calcul avec soustraction.

Proposition 43 (Préservation des formes normales pour la traduction optimisée) Si V, v, ¢
ou e sont en forme normale alors [V], [v]as...cn [lay...an €t [€] le sont aussi pour la traduction optimisée.
[t']=

Conjecture 1 (Complétude de la traduction) Si, pour tout €, [tz — dans \ufi, avec sous-

traction, alors t = t' dans Nufifi, .

4.3 Le calcul \pji# par valeur

On se restreint maintenant & une unique variable dynamique de contexte d’évaluation que I’on note
tp dans la lignée de Ariola et al [AHS04, AHS05b]. On adopte pareillement la notation #c pour désigner
utp.c de telle sorte que I'aspect dynamique de la variable tp devient implicite. La version CBV du calcul
obtenu, que I'on appelle \jufi, # est décrite par la syntaxe :

(v]e)

x| Az.v

V| #c

W | po.c
fiz.clalv-e|tp

®®%<(‘J

et les régles de réduction ou conversion

(=) (awfes-e) %<wm@m

(1) (pav.cle) =y cla e

() (V]az.c) Ly V]

(#) (#c|tp) e

#0)  (#Fa)e) Ly (el #Te))

B, dzpaVi]z-a) = V z non libre dans V'
(77;4) po.(v]a) = v « non libre dans v
(77[) fx.(z|e) = e z non libre dans e
(ng)  #Wltp) = W

En exprimant ces régles dans une syntaxe proche de celle du A¢-calcul, on peut établir une corres-
pondance informelle avec 'adaptation au A¢ des régles du calcul A\s de Kameyama et Hasegawa [KHO03]
(on a remplacé les régles sur shift par leurs versions équivalentes sur C) données sur la colonne de droite :
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(=) | e[(Az.v1)ve] L., letz=uvyin e[v1] partie générique « 5 » de 3,

(1) e[C(Aa.c)] L cla — €] C-lift

(fiy) |letx=Vinc A clx — V] partie spécifique « , » de 3,

(# tp (#c¢) lv c implicite dans C-reset

(#1%) | e[#let x = #cin ] L, letz=#cin e[#c'] | reset-lift

nE,) | dx.Ca.a(V x)) = V 1y + C-elim (z et o non libres dans V)
(ny) | CAa.aw) = v C-elim (z et « non libres dans v)

() let z=¢[]inz = ¢ef] B (z non libre dans e)

(ng) | #@pW) = W généralisation de reset-value

Enfin, en se basant sur [AHSO05b]|, les équivalents de shift et reset dans ce calcul devraient étre
définissables par

po(v|( Az (z|a)) - tp) pour z et « frais
#{vltp)

shift v

A
A
resetv =

4.4 Le calcul \ujiii par nom

Cette section contenait des erreurs dans la version du mémoire présentée & la soutenance. A ne
pas vouloir voir que limplication n’avait pas forcément exactement deux effets, j'en arrivais & rendre
incorrecte la régle de typage des contextes d’évaluation linéaires. Il faut en fait trois effets sur limplication
et aucun effet sur les contextes d’évaluation linéaires. Plus subtilement, pour valider la régle (1¥*"), il
faut aussi que les types des variables dynamiques incorporent le type qu’avaient ces variables avant d’étre
liées afin de pouvoir le restaurer au moment de l’application de ces variables. Alors, a l’ensemble de ces
conditions, on retombe sur un systéme qui fait du sens, dual sur le fragment up de celui pour ’appel par
valeur et qui de surcroit permet de modéliser le Au-calcul de Alexis Saurin [Sau05]. [modification faite
en janvier 2010/

On peut aussi donner une version appel par nom qui transfére I’état des variables du contexte d’éva-
luation vers le terme. On peut aussi donner une version appel par nom qui transfére ’état des variables
du contexte d’évaluation vers le terme (on pose T,U := Ap | L).

THo: AJA; QY ;e AR A Q

(v]e) : (T F A; Q)

I'sa:AFa: A A Dox:AgFax: A|A;Q
' E:AFA

TQE: A A Q
c: (Tyz: Ao F A Q) c:(TFa:A A Q)

L e : AF A Q Ik pac: A|A;Q
c:(CFA;6: A, Q)

;0,6 :T,Q|a: AFA; Q6 Ap, Qs Dk pae: A|AG:T,Q
Fov: A|A; QY 0" e: BEAQ T,x:Ag Fv:B|A; Q"
Tivoe:Ag—g BFA T'FAzw:Aggr B|A;Q

Le calcul A\ififi en appel par nom peut aussi étre plongé dans un calcul Ayt sans variable dynamique.
Cette fois, on utilise la somme avec un constructeur de valeur multiplicatif asymétrique (cf section 3.6.2).
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Plusieurs traductions sont possibles. Ci-dessous, nous en donnons une qui est compatible avec la ré-
duction dans le calcul avec soustraction et somme. Soit (&;)1<i<, une énumeération finie de variables dy-
namiques. Soit E une suite finie de contextes d’évaluation linéaires en correspondance avec les (&;)1<i<n.
La traduction s’applique aux expressions dont les variables dynamiques sont incluses dans (&;)1<i<n. On
note A\1@.v pour A\jqq....A\1ay,.0 et [E, E'] pour [Ey,...[E,, E']...].

[wlelz = ([lllelz)

[v] 2 \a.v]a

Lls 2 wbellE,8)

Mzo]lz £ (Aav]) - E

[Bdi.clg £ pailde,. B\ janEBEo.. B
[uB.clg = wBldg

loz.c]z = Azlds

[[di]]t é )\1041 [El 1 10élEi+1 e En, El}
[E]5 £ [E[E]]

[v-el % AQ.([v] - [elz)

E 6

ou les @ sont un lot de variables fraiches de contexte de longueur n (en particulier, dans [fé;.c], I'oc-
currence liante de «; dans A;d. ne lie aucune variable car I'occurrence liante de «; dans pc;. prend
précédence).

La traduction s’étend au systéme de types en appel par nom comme suit :

X* £ X

(A g B) L2 (VAT S QVBY) -
(e)* S (contexte vide)
(T,z: Aq) L& I x:QfVvA*

(A a: A)* 2 A*f oA

(& :T,Q)* L2 TrvOr

()" = 1

(Ar)* £ Trv A

1* £ 1

[CHv:A|A;G:T] L TrF o] s (TF v A%) | A
[CFo:AlAG:T]; = F*F[[v]]E:HA*|A*
[[;U|e: AFA5a:T]; 2 Tllelz: (U VA" FA*
[[; E: AR A% = F,[[E]] A* EA*

[e: (TFAG: Tz 2 [z (T F A%

ot 'on a supposé I'*; E; : T F A*.

Proposition 44 (Typage de la traduction) Soit E une substitution des variables dynamiques telle
que ' |E; : T = A*. On a

F"UZA'A;OZZ [[FI—v:A|A<§:f]] et[[Fl—v:A|A;§:f]]E
I';E:AFA L [T; E: A A]

N AI—A& implique 10| AI—A§ 7]

c:(THAG:T) [e: (THFA; & )]]

Il reste & montrer que la traduction est bien un morphisme pour la réduction de Apfifi, vers Apfin
avec somme et soustraction.
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Conclusion

Au dela de l'explication que le calcul pfi donne de la symétrie du calcul des séquents en termes d’une
symétrie entre appel par nom et appel par valeur et entre termes et contextes d’évaluation, et au dela de
I'impact de cette symétrie sur I’explicitation syntaxique d’une dualité entre appel par nom et appel par
valeur, on peut dire du calcul pfi qu’il se présente aussi comme un bon outil d’analyse des diverses notions
calculatoires, explicitant des dualités jusque la implicites telles que la dualité récursion/corécursion,
révélant des dualités inconnues telles que la dualité entre appel par valeur paresseux et appel par nom
paresseux, et posant les limites mémes de la dualité, par exemple en présence de types dépendants dans
le style de la théorie des types.

Ce mémoire peut étre vu comme 1’ébauche d’un projet de refonder au dessus du systéme pji une théorie
du calcul traitant uniformément de ’appel par nom, de 'appel par valeur et des calculs intuituitionniste
et classique. L’analyse de I'n-réduction et I'ouverture vers les délimiteurs de continuations peuvent par
exemple étre vues comme des étapes vers la formulation d’un théoréme de Béhm pour les extensions
du systéme pfi. Dans un mouvement de fertilisation inverse, ce mémoire suggére aussi que la simplicité
avec laquelle 'appel par valeur se caractérise dans le systéme pji peut déboucher vers de meilleurs outils
d’analyse de la théorie du A-calcul en appel par valeur, théorie qui, en comparaison de celle du A-calcul
usuel (c’est-a-dire en appel par nom), reste sensiblement sous-développée.
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L, 18
L, 18

abstraction, voir constructeur de valeurs

appel par nom, 17

appel par nom paresseux, 32

appel par nécessité, voir appel par valeur pares-
seux

appel par valeur, 18

appel par valeur paresseux, 32

CBN, voir appel par nom

CBYV, voir appel par valeur

commande, 15

complétude observationnelle, 21

complétude opérationnelle, 21

constructeur de contextes d’évaluation linéaires,

15, 35

contexte applicatif, 37, 52
contexte d’analyse de cas, 50
continuation toplevel, 54
déstructuration liante de la paire, 47
projection, 47

constructeur de valeurs, 15, 35
abstraction, 37
abstraction double, 47
constructeur de produit asymétrique, 49
constructeur de somme asymétrique, 51
constructeur multiplicatif de somme, 51
injection, 50
paire, 47
unité, 54

constructeur multiplicatif de somme, voir construc-

teur de valeurs
construction logique, 35
faux, 54
implication, 37, 52
négation, 54
produit, 47, 49
quantification calculatoire, 53
somme, 50, 51
soustraction, 45, 52
vrai, 54
contexte applicatif, voir constructeur de contexte
d’évaluation linéaires

94

contexte d’analyse de cas, voir constructeur de
contextes d’évaluation linéaires

contexte d’observation, 21

contexte d’évaluation, 15

contexte d’évaluation linéaire, 15

continuation toplevel, voir constructeur de con-
textes d’évaluation linéaires

corécursion, 33

CPS, voir traduction par passage de continua-
tion

dualité
dans le sous-systéme g/, 19
dans le systéme pup— ", 45
déstructuration liante de la paire, voir construc-
teur de contextes d’évaluation linéaires

n-conversion, 35
nk, 46
nk , 38
Nk, 46
L., 38
nivv 38
n, 46
nft, 38

R 46
nk,, 38
nﬁvv 38

faux, voir construction logique
focalisation, 12

implication, voir construction logique
injection, voir constructeur de valeurs

négation, voir construction logique

paire, voir constructeur de valeurs

produit, voir construction logique

projection, voir constructeur de contextes d’éva-
luation linéaires

quantification calculatoire, voir construction lo-
gique

régles de réduction
(_)7 45
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récursion, 33
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somme, voir construction logique
sous-systémes

it (non-déterministe), 16

i, (appel par valeur), 18

unfi (appel par nom), 18
sous-systemes typés

LK, (non-déterministe), 25

LK, , (appel par valeur), 26

LK, ; (appel par nom), 26
soustraction, voir construction logique
systémes

Afi, voir pji™

A, 40

N, 42

w37

B, 45

i 49

,u/f; W 46

fify” 5 41

finfi™ ;46

Pnft™ 5 39
systémes typés

LK, ;. 45
LK;,{, 45
LK, 44
LK, , 44
LK .. 44

Hnfl?
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séparabilité, 21, 22

terme, 15
terme linéaire, voir valeur
traduction par passage de continuation, 20

unité, voir constructeur de valeurs

valeur, 15
variables libres, 16
vrai, voir construction logique

évaluation paresseuse, 32



