Algorithmique

Michel Quercia

Ancien «el„eve de l’«Ecole Normale Sup«erieure Professeur en classes pr«eparatoires au lyc«ee Champollion de Grenoble

Corrections

La version � livre � di¸us«ee par Vuibert comporte quelques erreurs, d«ecouvertes apr„es impression, et qui sont corrig«ees dans cette version «electronique.

p. 62 : inversion des seconds membres dans les formules de distributivit«e. p. 154 (automate produit) : A et B sont suppos«es complets. p. 248 (exercice 10-5) : correction de l’expression r«eguli„ere pour L.

Table des matières

Préface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Cours et exercices

Chapitre 1 Méthodes de programmation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1-1 Description d’un algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1-2 It«eration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1-3 R«ecursivit«e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1-4 Diviser pour r«egner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1-5 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Chapitre 2 Structure de liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2-1 D«e˛nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2-2 Repr«esentation en m«emoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2-3 Parcours d’une liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 2-4 Recherche d’un «el«ement dans une liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 2-5 Insertion et suppression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 2-6 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Chapitre 3 Listes triées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 3-1 Insertion dans une liste tri«ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 3-2 Recherche dans une liste tri«ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 3-3 Fusion de listes tri«ees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3-4 Tri d’une liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 3-5 Tri „a bulles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3-6 Tri par fusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 3-7 Tri rapide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 3-8 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Chapitre 4 Évaluation d’une formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 4-1 Structure de pile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 4-2 Repr«esentation lin«eaire d’une formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 4-3 «Evaluation d’une formule post˛xe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 4-4 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Chapitre 5 Logique booléenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 5-1 Propositions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 5-2 Circuits logiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 5-3 Synth„ese des fonctions bool«eennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 5-4 Manipulation des formules logiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 5-5 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Chapitre 6 Complexité des algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 6-1 G«en«eralit«es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 6-2 «Equation de r«ecurrence T (n) = aT (n − 1) + f(n) . . . . . . . . . . . 79 6-3 R«ecurrence diviser pour r«egner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 6-4 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Chapitre 7 Arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 7-1 D«e˛nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 7-2 Repr«esentation en m«emoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 7-3 Parcours d’un arbre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 7-4 D«enombrements sur les arbres binaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 7-5 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

Chapitre 8 Arbres binaires de recherche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 8-1 Recherche dans un arbre binaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 8-2 Insertion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 8-3 Suppression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 8-4 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

Chapitre 9 Manipulation d’expressions formelles . . . . . . . . . . . . . . 115 9-1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 9-2 Repr«esentation des formules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 9-3 D«erivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 9-4 Simpli˛cation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 9-5 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

Chapitre 10 Langages réguliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 10-1 D«e˛nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 10-2 Op«erations sur les langages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 10-3 Appartenance d’un mot „a un langage r«egulier . . . . . . . . . . . . . 135 10-4 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

Chapitre 11 Automates finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 11-1 D«e˛nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 11-2 Simulation d’un automate ˛ni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 11-3 D«eterminisation d’un automate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 11-4 Le th«eor„eme de Kleene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 11-5 Stabilit«e et algorithmes de d«ecision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 11-6 Langages non r«eguliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 11-7 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

Problèmes

Tri par distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 Interpolation de Lagrange et multiplication rapide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 Plus longue sous-s«equence commune . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161 Arbres de priorit«e «equilibr«es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 Compilation d’une expression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 Recherche d’une cha^“ne de caract„eres dans un texte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

Travaux pratiques

Chemins dans Z^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 Files d’attente et suite de Hamming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 Recherche de contradictions par la m«ethode des consensus . . . . . . . . . . . . . . 176 Mod«elisation d’un tableur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 Analyse syntaxique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

Solutions des exercices

Chapitre 1 M«ethodes de programmation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 Chapitre 2 Structure de liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 Chapitre 3 Listes tri«ees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 Chapitre 4 «Evaluation d’une formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 Chapitre 5 Logique bool«eenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216 Chapitre 6 Complexit«e des algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 Chapitre 7 Arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 Chapitre 8 Arbres binaires de recherche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 Chapitre 9 Manipulation d’expressions formelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 Chapitre 10 Langages r«eguliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 Chapitre 11 Automates ˛nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

Solutions des problèmes

Tri par distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 Interpolation de Lagrange et multiplication rapide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 Plus longue sous-s«equence commune . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 Arbres de priorit«e «equilibr«es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272 Compilation d’une expression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 Recherche d’une cha^“ne de caract„eres dans un texte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

Solutions des travaux pratiques

Chemins dans Z^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 Files d’attente et suite de Hamming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 Recherche de contradictions par la m«ethode des consensus . . . . . . . . . . . . . . 287 Mod«elisation d’un tableur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289 Analyse syntaxique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290

Annexes

Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 Aide m«emoire de caml . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296 Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300

Préface

Cet ouvrage pr«esente un cours d’algorithmique dispens«e successivement au lyc«ee Carnot de Dijon puis au lyc«ee Poincar«e de Nancy en classes pr«eparatoires aux grandes «ecoles, option informatique. Il s’adresse donc en premier lieu aux «etudiants de ces classes pr«eparatoires, mais aussi aux «etudiants du premier cycle de l’Universit«e suivant un enseignement d’informatique. En˛n, il peut constituer une base de d«epart pour un enseignant de l’option informatique voulant construire son propre cours.

Le plan du livre est celui adopt«e pour l’expos«e des cours donn«es „a Dijon et „a Nancy, les chapitres 1 „a 5 recouvrent le programme de premi„ere ann«ee (m«ethodes de programmation, structure de liste, logique bool«eenne) et les chapitres 6 „a 11 celui de deuxi„eme ann«ee (complexit«e des algorithmes, structure d’arbre, manipulation d’expressions formelles, langage et automates). A la suite de ces onze chapitres, j’ai inclus quelques sujets de probl„emes et quelques sujets de travaux pratiques s«electionn«es pour leur originalit«e parmi les sujets qui ont «et«e donn«es aux «etudiants de Dijon ou de Nancy („a l’exception du sujet de TP intitul«e � Recherche de contradictions par la m«ethode des consensus � qui est inspir«e d’un exercice similaire pr«esent«e dans le cours de Luc Albert, et qui a «et«e donn«e aux «etudiants du lyc«ee Champollion de Grenoble). Tous les sujets propos«es sont accompagn«es d’un corrig«e plus ou moins d«etaill«e. Ces corrig«es sont regroup«es en ˛n d’ouvrage de fa‰con „a «eviter au lecteur la tentation de s’y reporter trop vite : un corrig«e n’est en aucune fa‰con la solution unique et incontournable au probl„eme pos«e, mais plutôt une r«eponse possible que le lecteur comparera avec sa propre r«eponse.

Conform«ement „a l’esprit du programme o‹ciel, l’accent a «et«e mis sur l’«ecriture e¸ective de programmes impl«ementant les algorithmes «etudi«es. En e¸et, les raisonnements th«eoriques sur le comportement d’un algorithme et notamment sur sa complexit«e temporelle ou spatiale sont facilit«es par la pr«ecision que conf„ere la r«edaction d’un v«eritable programme. En outre, la programmation e¸ective d’un algorithme et son ex«ecution sur machine permettent de confronter la th«eorie „a la r«ealit«e par une exp«erimentation pratique, de d«etecter et de corriger les erreurs «el«ementaires ou les insu‹sances d’un raisonnement ainsi que d’a¸ermir la compr«ehension du fonctionnement de l’algorithme. Le langage de programmation servant de support „a ce cours est le langage caml.

Le nom caml est l’acronyme de Categorical Abstract Machine Language, par r«ef«erence „a un mod„ele de machine abstraite utilis«e dans les ann«ees 1980 pour impl«ementer le premier compilateur caml. Les impl«ementations actuelles de caml n’utilisent plus ce mod„ele de machine abstraite, mais le nom est rest«e. Le syst„eme Caml-Light est une impl«ementation de caml pouvant tourner sur micro-ordinateur, il a «et«e d«evelopp«e „a partir de 1990 par Xavier Leroy. C’est

Pr«eface 7

ce syst„eme qui est actuellement utilis«e dans la majorit«e des classes pr«eparatoires aux grandes «ecoles pour l’enseignement de l’option informatique. Caml-Light est distribu«e gracieusement par l’INRIA via son site Internet :

http://pauillac.inria.fr/caml/index-fra.html

Le cours introduit au fur et „a mesure les «el«ements du langage caml n«ecessaires „a l’expos«e, et seulement ces «el«ements. Il ne constitue donc pas un manuel de programmation en caml. Pour une pr«esentation plus compl„ete de ce langage, on pourra consulter le manuel de r«ef«erence disponible sous forme «electronique sur le site de l’INRIA, ainsi le livre de Pierre Weis et Xavier Leroy cit«e en bibliographie. Le pr«esent ouvrage comporte en annexe un aide m«emoire pour le langage caml, mis en page de fa‰con „a pouvoir être photocopi«e en recto-verso sur une feuille de format A4.

Le mode de di¸usion de ce livre est assez inhabituel : le texte complet est disponible gratuitement sous forme «electronique sur le serveur de l’INRIA, et les «editions Vuibert ont accept«e de le publier sous forme � papier � permettant un plus grand confort de lecture. Je tiens „a remercier les «editions Vuibert pour l’aide qu’elles apportent ainsi, dans des conditions commerciales incertaines, „a la di¸usion de ce cours. Je remercie aussi chaleureusement Jean-Pierre Carpentier qui fut mon professeur de math«ematiques puis mon coll„egue en math«ematiques et informatique au lyc«ee Carnot de Dijon, et qui a bien voulu relire ce livre et a minutieusement contrôl«e toutes les d«emonstrations du cours, ainsi que les corrig«es des exercices et probl„emes. Ses remarques et critiques, toujours pertinentes, ont permis d’am«eliorer notablement la pr«esentation de certains points obscurs du cours, et de corriger les erreurs que comportait la version initiale. Je remercie en- ˛n messieurs G«erard Duchamp professeur „a l’universit«e de Rouen, et Olivier Bouverot professeur en classes pr«eparatoires au lyc«ee Jules Ferry de Versailles, qui ont particip«e „a la relecture ˛nale de ce livre.

Michel Quercia, Juillet 2002

Cours et exercices

Chapitre 1

Méthodes de programmation

1-1 Description d’un algorithme

Un algorithme est la description non ambigu-e en un nombre ˛ni d’«etapes d’un calcul ou de la r«esolution d’un probl„eme. Un programme est la traduction d’un algorithme dans un langage de programmation � compr«ehensible � par une machine. Une fonction est une relation entre chaque «el«ement d’un ensemble dit de d«epart et un unique «el«ement d’un autre ensemble dit d’arriv«ee. Consid«erons par exemple le probl„eme de la r«esolution dans R d’une «equation du second degr«e „a coe‹cients r«eels :

La fonction : f : { R^3 −→ P(R) (a, b, c) −→ {x tq ax^2 + bx + c = 0}

L’algorithme :

degr«e 2(a,b,c) : calcule les racines x^′, x^{′′} de l’«equation ax^2 + bx + c = 0 si a = 0 alors ERREUR sinon, soit ´ = b^2 − 4ac :

si ´ � 0 alors x^′ =

− b + √ ´ 2a , x^{′′} =

− b − √ ´ 2a sinon ERREUR ˛n La description est ˛nie (il n’y a pas de points de suspension), elle est non ambigu-e dans la mesure o„u l’on sait r«ealiser les op«erations math«ematiques (+, −, ∗, /, √ ) et o„u l’op«eration ERREUR est connue.

Le programme (en caml) :

let degré_2(a,b,c) =
  if a = 0.
  then failwith "équation incorrecte"
  else let delta = b **. 2. -. 4. *. a *. c in
    if delta >= 0.
    then ((-. b +. sqrt(delta))/.(2. *. a),
          (-. b -. sqrt(delta))/.(2. *. a))
    else failwith "discriminant négatif"
;;

Les symboles +., -., *., /. et **. d«esignent en caml les op«erations usuelles sur les nombres r«eels : addition, soustraction, multiplication, division et exponentiation. les op«erations entre nombres entiers sont not«ees +, -, *, / (division enti„ere) et mod (reste). Il n’y a pas d’«el«evation „a une puissance enti„ere pr«ed«e˛nie en caml.

La version suivante est un peu plus e‹cace car elle «economise la r«ep«etition des calculs de √ ´ et de 2a :

let degré_2(a,b,c) =
  if a = 0.
  then failwith "équation incorrecte"
  else let delta = b **. 2. -. 4. *. a *. c in
       if delta >= 0.
       then let d = sqrt(delta) and deux_a = 2. *. a in
            ((d -. b)/.deux_a, (-. d -. b)/.deux_a)
       else failwith "discriminant négatif"
;;

Remarquons que l’algorithme ne correspond pas tout „a fait „a la d«e˛nition de f : f(a, b, c) est correctement d«e˛nie même si a = 0 ou b^2 − 4ac < 0 mais ces situations ont «et«e «elimin«ees pour pouvoir plus facilement traduire l’algorithme en un programme (caml permet de produire un r«esultat qui peut être multiforme (vide, R, un singleton ou une paire) mais au prix d’une complication importante). Par ailleurs la d«e˛nition de f n’indique aucun moyen de calcul e¸ectif. Il pourrait exister plusieurs algorithmes fonci„erement di¸«erents r«ealisant le calcul de f (dans le cas de l’«equation de degr«e 2 on peut e¸ectuer une r«esolution par approximations successives au lieu d’appliquer la formule (−b ± √ ´)/(2a)), ou même aucun. La fonction f ci dessous est bien d«e˛nie mais n’est pas calculable :

f(x) = { 1 si π^x comporte une in˛nit«e de 13 dans son d«eveloppement d«ecimal ; 0 sinon.

On peut a‹rmer que f(0) = 0, f(ln(13/99)/ ln π) = 1, mais en l’«etat actuel des connaissances on ne peut pas d«eterminer f(1), f(2), f(π), . . .

L’algorithmique consiste, partant de la d«e˛nition d’une fonction f, „a «ecrire un ou plusieurs algorithmes d«ecrivant les «etapes du calcul de f(x), „a prouver que ces algorithmes sont corrects, c’est-„a-dire que le r«esultat calcul«e est bien f(x), et „a d«eterminer le temps et la quantit«e de m«emoire n«ecessaires „a l’ex«ecution de ces algorithmes. Le temps est mesur«e en nombre d’op«erations consid«er«ees comme

� «el«ementaires �, et la place m«emoire en nombre de valeurs � «el«ementaires �

dont on a besoin. Par exemple, l’algorithme degr«e 2 e¸ectue 4 op«erations pour calculer ´, 5 op«erations pour calculer x^′ et 5 pour x^{′′}, soit en tout 14 op«erations, 16 si l’on compte comme op«erations les tests si a = 0 et si ´ � 0 (on ne compte pas les op«erations e¸ectu«ees en cas d’erreur). L’espace m«emoire n«ecessaire est de 3 nombres : ´, x^′, x^{′′}. En pratique il est plus facile de raisonner sur un programme que sur un algorithme car le texte d’un programme est plus pr«ecis. Par exemple les deux programmes degré_2 ci-dessus correspondent au même algorithme mais le deuxi„eme e¸ectue trois op«erations de moins puisque la racine carr«ee de delta et le d«enominateur 2.*.a ne sont calcul«es qu’une fois, et le num«erateur de x^′ est calcul«e „a l’aide d’une soustraction au lieu d’un changement de signe suivi d’une addition. En contrepartie, ce deuxi„eme programme requiert deux places m«emoires suppl«ementaires pour conserver les valeurs d et deux_a.

1-2 Itération

L’it«eration consiste „a r«ep«eter plusieurs fois un sous-algorithme. Le nombre de r«ep«etitions peut être d«e˛ni lors de la r«edaction de l’algorithme, mais on peut aussi indiquer „a quelle condition l’it«eration doit se poursuivre ou non. Dans ce cas il est n«ecessaire de s’assurer que la condition d’arrêt sera remplie au bout d’un nombre ˛ni de tours de boucle pour garantir que l’algorithme comporte un nombre ˛ni d’«etapes (condition de terminaison).

Exemple, calcul de x^n :

(* calcule x^n pour x et n entiers, n >= 1 *)

    let puissance(x,n) =
      let p = ref x in
      for i = 2 to n do p := !p * x done;
      !p
    ;;

p = ref x signi˛e que p fait r«ef«erence „a un nombre entier variable et valant ini-

tialement x. Ce nombre est d«esign«e par !p dans la suite de la fonction puissance et l’instruction p := !p * x a pour e¸et de modi˛er la valeur de l’entier auquel p fait r«ef«erence. En langage machine on dit que p est un pointeur vers une zone m«emoire et que cette zone m«emoire doit être interpr«et«ee comme la repr«esentation machine d’un nombre entier.

L’identi˛cateur i est appel«e indice de boucle. Il d«esigne une valeur enti„ere variable qui augmente de 1 „a chaque it«eration. Bien que repr«esentant tous les deux des nombres variables, p et i n’ont pas le même statut : p est l’adresse d’une variable et !p est la valeur courante de cette variable, tandis que i est la valeur courante de la variable indice de boucle. On n’a pas acc„es en caml „a l’adresse „a laquelle i est rang«e en m«emoire.

La fonction puissance telle qu’elle est d«e˛nie ci dessus ne produit un r«esultat correct que lorsque l’argument n est entier au moins «egal „a 1. Cette restriction

˛gure en commentaire dans la d«e˛nition de puissance, mais il serait peut-être plus prudent de contrôler la validit«e de n dans le corps de puissance par un test appropri«e. Quoi qu’il en soit, si l’on fournit un argument n n«egatif ou nul alors la boucle n’est pas ex«ecut«ee, c’est une convention du langage caml, et donc puissance renvoie le r«esultat x. Une autre possibilit«e de r«esultat incorrect est due „a la limitation des nombres entiers en machine : le calcul de !p * x peut produire un r«esultat sup«erieur au plus grand nombre entier repr«esentable en machine. Dans ce cas, soit l’ordinateur d«etecte ce fait et interrompt le programme, soit, le plus souvent, ce d«ebordement n’est pas d«etect«e et les calculs continuent avec une valeur incorrecte pour !p. Sur un micro-ordinateur 32 bits c’est le cas et on observe que

puissance (10,10) = -737418240 . ..

Boucle avec arrêt conditionnel :

(* cherche le plus petit diviseur > 1 de n, n >= 2 *)

let diviseur(n) =
  let d = ref 2 in
  while n mod !d <> 0 do d := !d + 1 done;
  !d
;;

Preuve de correction : la boucle est ˛nie car il existe au moins un diviseur de n „a savoir n lui même et !d avance de 1 en 1 „a partir de 2 avec 2 � n par hypoth„ese. Lorsque la boucle se termine, !d contient un diviseur de n puisque c’est la condition d’arrêt, et c’est le plus petit „a part 1 car sinon la boucle se serait termin«ee plus tôt.

Calcul sur les polynômes. «Etant donn«es un polynôme :

P = a_0 + a_1X + . .. + a_nX^n

„a coe‹cients r«eels et un nombre r«eel x, on veut calculer la valeur P(x). La m«ethode na-“ve conduit „a calculer s«epar«ement les puissances de x : 1, x, . . ., x^n, „a les multiplier par les coe‹cients a_i correspondants et „a additionner le tout :

(* calcule p(x) pour un polynôme p en un point x *)

let valeur p x =
  let n = vect_length(p) - 1 (* n = deg(p) *)
  and xk = ref 1.0 (* !xk = x^k *)
  and vk = ref p.(0) (* !vk = a0 + .. + ak*xk *)
  in

  for k = 1 to n do
    xk := x *. !xk;
    vk := !vk +. p.(k) *. !xk
  done;
  !vk (* résultat *)
;;

Les coe‹cients de P sont conserv«es dans le vecteur p, c’est-„a-dire que p.(i) est la valeur du coe‹cient a_i. p.(i) est appel«e «el«ement d’indice i de p, i «etant un nombre entier compris entre 0 et vect_length(p)-1 o„u vect_length(p) est le nombre d’«el«ements de p. Par ailleurs la fonction valeur est d«e˛nie comme une fonction „a deux arguments � d«etach«es � : valeur p x et non valeur(p,x). Ceci permet (c’est une sp«eci˛cit«e de caml) de l’utiliser avec le premier argument seul sous la forme :

let f = valeur p;;

ce qui d«e˛nit f comme une fonction „a un argument de sorte que f(x) «equivaut „a valeur p x. On peut ainsi ne pas sp«eci˛er le polynôme p „a chaque calcul si l’on doit en faire plusieurs avec le même polynôme.

D«emontrons que cet algorithme calcule e¸ectivement le nombre P(x) : pour cela on montre par r«ecurrence sur k que, „a l’entr«ee dans la boucle, on a les relations :

(∗) !xk = x^{k−1}, !vk = a_0 + a_1x + . .. + a_{k−1}x^{k−1}

et „a la sortie :

(∗∗) !xk = x^k, !vk = a_0 + a_1x + . .. + a_kx^k

ce qui r«esulte clairement des expressions a¸ect«ees „a xk et „a vk dans le programme. La derni„ere valeur de !vk est donc a_0 +a_1x+ . .. +a_nx^n = P(x). Les propri«et«es (∗) et (∗∗) sont appel«ees invariant de boucle en entr«ee et invariant de boucle en sortie : tout algorithme comportant une boucle non triviale doit être accompagn«e de la sp«eci˛cation d’un tel invariant de boucle permettant de v«eri˛er ais«ement la correction de l’algorithme.

Temps d’ex«ecution : si l’on n«eglige le temps de calcul de vect_length(p)-1 et la mise „a jour de k au cours de l’it«eration, l’algorithme e¸ectue une addition et deux multiplication r«eelles „a chaque tour de boucle, donc au total n additions et 2n multiplications.

Algorithme de H-orner : on peut conduire plus rapidement le calcul de P(x) en e¸ectuant les op«erations „a l’envers :

(* calcule p(x) pour un polynôme p en un point x *)

let Hörner p x =
  let n = (vect_length p) - 1 in (* n = deg(p) *)
  let s = ref p.(n) in (* !s = a_k + ... + a_n*x^(n-k) *)
  for k = n-1 downto 0 do s := !s *. x +. p.(k) done;
  !s
;;

On d«emontre comme pr«ec«edemment que Hörner calcule e¸ectivement P(x), mais „a pr«esent il n’est e¸ectu«e qu’une multiplication par tour de boucle donc le temps de calcul est de n additions et n multiplications r«eelles. On peut esp«erer un gain en vitesse compris entre 33% et 50% en utilisant cet algorithme suivant que le temps d’une addition est n«egligeable devant celui d’une multiplication ou lui est comparable.

1-3 Récursivité

Récursivité simple

Un algorithme est dit r«ecursif lorsqu’il intervient dans sa description, c’est- „a-dire lorsqu’il est d«e˛ni en fonction de lui même. Tr„es souvent un algorithme r«ecursif est li«e „a une relation de r«ecurrence permettant de calculer la valeur d’une fonction pour un argument n „a l’aide des valeurs de cette fonction pour des arguments inf«erieurs „a n. Reprenons l’exemple du calcul de x^n vu pr«ec«edemment ; on peut d«e˛nir x^n par r«ecurrence „a partir des relations :

x^0 = 1, x^n = x ∗ x^{n−1} si n � 1.

La traduction en caml de ces relations est :

(* calcule x^n pour x et n entiers, n >= 0 *)

let rec puissance(x,n) =
  if n = 0 then 1 else x * puissance(x,n-1)
;;

ou plus «el«egamment :

let rec puissance(x,n) = match n with
 | 0 -> 1
 | _ -> x * puissance(x,n-1)
;;

( _ d«esigne une valeur quelconque en caml). Observons cet algorithme tourner :

trace "puissance";; puissance(5,3);;
The function puissance is now traced.
- : unit = ()
#puissance <-- 5, 3
puissance <-- 5, 2
puissance <-- 5, 1
puissance <-- 5, 0
puissance --> 1
puissance --> 5
puissance --> 25
puissance --> 125
- : int = 125

La machine applique la r„egle : puissance(x,n) = x * puissance(x,n-1) tant que l’exposant est di¸«erent de 0, ce qui introduit des calculs interm«ediaires jusqu’„a aboutir au cas de base : puissance(x,0) = 1. Les calculs en suspens sont alors achev«es dans l’ordre inverse jusqu’„a obtenir le r«esultat ˛nal. Comme pour les boucles avec condition d’arrêt, il faut s’assurer que le cas de base sera atteint en un nombre ˛ni d’«etapes sinon l’algorithme � boucle �. Pour la fonction puissance pr«ec«edente la terminaison est garantie si n est entier positif ou nul, il y a bouclage si n < 0. On peut «eliminer ce risque de bouclage en rempla‰cant le test if n = 0

1-3 R«ecursivit«e 15

par if n <= 0. Dans ce cas l’algorithme ne boucle plus mais il ne fournit pas pour autant un r«esultat correct lorsque n < 0.

Les fonctions v«eri˛ant une relation de r«ecurrence de la forme :

f(0) = f_0, f(n) = g(n, f(n − 1)) si n � 1,

se prêtent aussi facilement „a un codage it«eratif que r«ecursif. Les performances des programmes correspondants sont g«en«eralement comparables en termes de temps d’ex«ecution, mais une programmation r«ecursive produit autant de calculs en suspens que le nombre d’«etapes n«ecessaires pour arriver au cas de base, c’est-„a-dire n dans cet exemple. La quantit«e de m«emoire n«ecessaire pour ex«ecuter l’algorithme r«ecursif est donc proportionnelle „a n ce qui peut être gênant si n est grand, alors qu’elle est constante pour l’algorithme it«eratif.

Récursivité double

(* calcule le coefficient du binôme C(n,p), n >= p >= 0 *)

let rec binome(n,p) =
  if p = 0 or p = n then 1
  else binome(n-1,p) + binome(n-1,p-1)
;;

L’algorithme de calcul de C^p_n est d«eduit la relation de Pascal avec deux cas de base regroup«es : C^0_n = C^n = 1. Montrons que cet algorithme termine et fournit le r«esultat correct dans tous les cas o„u n � p � 0 :

{ On remarque d’abord que si 0 < p < n alors 0 < p � n−1 et 0 � p−1 < n−1 donc si le cas de base n’est pas atteint les deux appels r«ecursifs de binome ont des arguments convenables.

{ Ensuite, on d«emontre par r«ecurrence sur n la propri«et«e suivante :

si 0 � p � n alors binome(n, p) termine et retourne le coe‹cient C^p_n.

C’est «evident si n = 0 puisqu’alors p = 0, et si c’est vrai pour un entier n − 1 alors ‰ca l’est aussi pour n car pour p = 0 ou p = n on obtient le r«esultat correct C^p_n = 1, et si 0 < p < n alors la formule :

binome(n-1,p) + binome(n-1,p-1)

est calcul«ee par hypoth„ese de r«ecurrence en un nombre ˛ni d’«etapes et fournit la bonne valeur pour C^p_n.

La correction de binome est donc prouv«ee. Cependant cet algorithme est tr„es peu e‹cace. La ˛gure 1 montre la trace du calcul de C^3_5. La fonction binome a «et«e appel«ee 19 fois : en e¸et, on a C^3_5 = C^3_4 + C^2_4 et C^3_4 = C^3 + C^2_3, C^2_4 = C^2_3 + C^1_3, d’o„u C^3_5 = C^3 + 2C^2_3 + C^1_3 mais le calcul de C^2_3 est e¸ectu«e 2 fois. Au rang suivant, on a C^3_5 = C^3 + 2C^2 + 3C^1_2 + C^0_2 et l’on constate que C^2 est calcul«e deux fois et C^1_2 l’est 3 trace "binome";; binome(5,3);; binome --> 2
The function binome is now traced. binome <-- 2, 2
- : unit = () binome --> 1
#binome <-- 5, 3 binome --> 3
binome <-- 4, 2 binome --> 6
binome <-- 3, 1 binome <-- 4, 3
binome <-- 2, 0 binome <-- 3, 2
binome --> 1 binome <-- 2, 1
binome <-- 2, 1 binome <-- 1, 0
binome <-- 1, 0 binome --> 1
binome --> 1 binome <-- 1, 1
binome <-- 1, 1 binome --> 1
binome --> 1 binome --> 2
binome --> 2 binome <-- 2, 2
binome --> 3 binome --> 1
binome <-- 3, 2 binome --> 3
binome <-- 2, 1 binome <-- 3, 3
binome <-- 1, 0 binome --> 1
binome --> 1 binome --> 4
binome <-- 1, 1 binome --> 10
binome --> 1 - : int = 10

Figure 1 : calcul r«ecursif de C^p_n

fois... Tout se passe comme si la machine n’avait � aucune m«emoire � et refaisait sans cesse les mêmes calculs, ce qui est e¸ectivement le cas car le programme n’indique pas qu’il faut m«emoriser les calculs interm«ediaires. La programmation e‹cace d’une fonction doublement r«ecursive n«ecessite de coder la m«emorisation des valeurs devant servir plusieurs fois, par exemple dans un vecteur. L’exercice 1-7 propose une meilleure programmation du calcul de C^p_n.

Récursivité mutuelle

Deux algorithmes sont dits mutuellement r«ecursifs lorsque chacun des deux fait appel „a l’autre. Par exemple :

let rec pair(x) = match x with
| 0 -> true
| _ -> impair(x-1)

and impair(x) = match x with
| 0 -> false
| _ -> pair(x-1)
;;

Les deux d«e˛nitions doivent être donn«ees en une seule instruction de la forme : let rec ... and .... On peut sp«eci˛er un nombre quelconque de fonctions d«ependant les unes des autres. Les fonctions mutuellement r«ecursives apparaissent naturellement dans les probl„emes de parcours d’arbres ou d’analyse syntaxique, en particulier dans les «evaluateurs de formules et les compilateurs.

1-4 Diviser pour régner

La m«ethode � diviser pour r«egner � consiste „a ramener la r«esolution d’un probl„eme d«ependant d’un entier n „a la r«esolution de plusieurs probl„emes identiques portant sur des entiers n^′ < n ; en g«en«eral n^′ ≈ n/2. Il s’agit d’un cas particulier de r«ecursion avec une d«ecroissance tr„es rapide vers le cas de base.

Exemple, calcul de x^n. On a vu que x^n peut être d«e˛ni par la relation de r«ecurrence :

x^0 = 1, x^n = x ∗ x^{n−1}.

On peut aussi utiliser la relation math«ematiquement plus compliqu«ee :

x^0 = 1, x^1 = 1, x^{2k} = (x^k)^2, x^{2k+1} = x ∗ x^{2k}.

Ici n = 2k ou 2k + 1 et n^′ = k ≈ n/2.

let rec puiss_2(x,n) = match n with
 | 0 -> 1
 | 1 -> x
 | _ -> let y = puiss_2(x,n/2) in
        if n mod 2 = 0 then y*y else x*y*y
 ;;

La di¸«erence entre puissance telle qu’elle est d«e˛nie en 1-2 ou en 1-3 et puiss_2 se fait sentir d„es que n d«epasse la dizaine :

puissance(x,10) -> x ∗ x ∗ x ∗ x ∗ x ∗ x ∗ x ∗ x ∗ x ∗ x : 9 multiplications
puiss_2(x,10) -> (x ∗ (x^2)^2)^2 : 4 multiplications
puiss_2(x,100) -> ((x ∗ (((x ∗ x^2)^2)^2)^2)^2)^2 : 8 multiplications

Si l’on consid„ere que le temps d’une multiplication est constant (c’est-„a-dire ind«ependant des op«erandes), alors puiss_2 est deux fois plus rapide que puissance pour n = 10 et douze fois plus rapide pour n = 100. Cette hypoth„ese de constance du temps de multiplication est en pratique v«eri˛«ee si l’on op„ere sur des nombres de taille machine ˛xe, ce qui n’est pas r«ealiste lorsque n est grand. Elle est par contre v«eri˛«ee pour toute valeur de n dans le probl„eme de l’exponentiation modulaire : calculer x^n mod a o„u a est un entier naturel non nul donn«e, en rempla‰cant les expressions y*y et x*y*y par y*y mod a et x*y*y mod a. L’exercice 1-9 propose l’«etude des performances compar«ees de puissance et puiss_2 dans le cas de nombres de tailles arbitrairement grandes.

Multiplication de polynômes

Soient P(x) = a_0 + a_1x + . .. + a_px^p et Q(x) = b_0 + b_1x + . .. + b_qx^q deux polynômes donn«es par leurs coe‹cients (entiers, r«eels, .. . ) dont on veut calculer le produit R(x) = c_0 + c_1x + . .. + c_rx^r. En d«eveloppant le produit P(x)Q(x) on obtient la relation :

R(x) = p∑ i=0 q∑ j=0 a_ib_jx^{i+j} qui est impl«ement«ee dans le programme suivant :

(* calcule le produit polynomial des vecteurs p et q *)

let produit(p,q) =
  let dp = vect_length(p) - 1 (* degré de p *)
  and dq = vect_length(q) - 1 in (* degré de q *)

  let r = make_vect (dp + dq + 1) 0 in (* initialisation *)
  for i = 0 to dp do
    for j = 0 to dq do (* calcule tous les *)
      r.(i+j) <- r.(i+j) + p.(i) * q.(j) (* produits ai * bj *)
    done
  done;
  r (* résultat *)
;;

Le temps d’ex«ecution de ce programme est (p + 1)(q + 1) multiplications � «el«ementaires � et autant d’additions, soit de l’ordre de 2n^2 op«erations pour deux polynômes de degr«e n. Un algorithme de type � diviser pour r«egner � a «et«e pr«esent«e par Knuth en 1969 : on suppose que les polynômes P et Q sont de degr«es au plus n − 1, on note k = ⌊n/2⌋, ℓ = n − k = ⌈n/2⌉ o„u ⌊u⌋ et ⌈u⌉ d«esignent les parties enti„eres inf«erieure et sup«erieure d’un r«eel u, et on d«ecompose les polynômes P et Q de la mani„ere suivante :

P(x) = (a_0 + .. . + a_{k−1}x^{k−1}) + x^k(a_k + .. . + a_{n−1}x^{ℓ−1}) = P_0 + x^kP_1 ; Q(x) = (b_0 + .. . + b_{k−1}x^{k−1}) + x^k(b_k + . .. + b_{n−1}x^{ℓ−1}) = Q_0 + x^kQ_1.

On a alors :

R(x) = (P_0 + x^kP_1)(Q_0 + x^kQ_1)

= P_0Q_0 + x^k(P_0Q_1 + P_1Q_0) + x^{2k}P_1Q_1 = P_0Q_0 + x^k((P_0 + P_1)(Q_0 + Q_1) − P_0Q_0 − P_1Q_1) + x^{2k}P_1Q_1.

Cette formule fait appara^“tre trois multiplications de polynômes de degr«e au plus k − 1, ou ℓ − 1, deux additions de polynômes de degr«e au plus ℓ − 1 et trois additions de polynômes de degr«e au plus 2ℓ − 2 (le calcul de P_0Q_0 + x^{2k}P_1Q_1 peut être e¸ectu«e sans addition). Elle est impl«ement«ee dans le programme suivant :

(* multiplication de Knuth des polynômes p et q *) (* on suppose que p et q ont même longueur n *)

let rec mult_Knuth p q n =
  let r = make_vect (2*n-1) 0 in (* résultat <- 0 *)

(* cas de base : p et q sont constants *)

if n = 1 then r.(0) <- p.(0) * q.(0)

else begin (* cas général : on divise pour régner *)
  let k = n/2 and l = (n+1)/2 in
let p0 = sub_vect p 0 k (* découpe p,q en 2 *)
and p1 = sub_vect p k l
and q0 = sub_vect q 0 k
and q1 = sub_vect q k l in

let p01 = make_vect l 0 (* calcule p0+p1,q0+q1 *)
and q01 = make_vect l 0 in
for i = 0 to k-1 do
  p01.(i) <- p0.(i) + p1.(i);
  q01.(i) <- q0.(i) + q1.(i)
done;
if k < l then begin
  p01.(k) <- p1.(k);
  q01.(k) <- q1.(k)
end;

let r0 = mult_Knuth p0 q0 k (* récursion *)
and r1 = mult_Knuth p01 q01 l
and r2 = mult_Knuth p1 q1 l in

(* assemble les produits *)

    for i = 0 to 2*k-2 do r.(i) <- r0.(i) done;
    for i = 0 to 2*l-2 do r.(i+2*k) <- r2.(i) done;
    for i = 0 to 2*k-2 do
      r.(i+k) <- r.(i+k) + r1.(i) - r0.(i) - r2.(i)
    done;
    for i = 2*k-1 to 2*l-2 do
      r.(i+k) <- r.(i+k) + r1.(i) - r2.(i)
    done;
  end;
  r
;;

Temps de calcul : on se limite pour simpli˛er au cas o„u n est une puissance de 2 (voir la section 6-3 pour le cas g«en«eral). Soit M(p) le nombre de multiplications et A(p) le nombre d’additions/soustractions e¸ectu«ees pour multiplier deux polynômes de longueur n = 2^p. On a :

M(0) = 1, A(0) = 0, M(p) = 3M(p − 1), A(p) = 3A(p − 1) + 2· 2^{p−1} + 3· (2^p − 1) = 3A(p − 1) + 2^{p+2} − 3.

On obtient alors par r«ecurrence : M(p) = 3^p et A(p) =^{13}_2 · 3^p − 2^{p+3} +^3_2 . On a 3^p = 2^{p log2(3)} = n^{log2(3)}, donc le nombre total d’op«erations e¸ectu«ees est environ «egal „a^{15}_2 n^{log2(3)}. Pour n � 25, ce nombre est inf«erieur au nombre d’op«erations e¸ectu«ees par produit. Toutefois la complication de l’algorithme de Knuth le rend moins performant que produit pour de petites valeurs de n. Exp«erimentalement, mult_Knuth est aussi rapide que produit pour n = 128 et devient plus rapide pour n � 256.

n 1 2 4 8 16 32 64 128 256

produit 1 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536 }

additions

mult Knuth 0 5 28 113 400 1325 4228 13193 40600
   produit 1 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536 }

multiplications mult Knuth 1 3 9 27 81 243 729 2187 6561

Note historique : l’algorithme de multiplication rapide d«ecrit ci-dessus, bien que dû „a Knuth, est g«en«eralement appel«e � algorithme de Karatsuba � car il est d«eriv«e d’une id«ee similaire pr«esent«ee par Karatsuba en 1961.

1-5 Exercices

Exercice 1-1 : classement de trois nombres «Ecrire un algorithme ou un programme caml permettant de classer trois nombres en e¸ectuant le moins possible de comparaisons.

Exercice 1-2 : nombres parfaits Un nombre entier n � 2 est dit parfait s’il est «egal „a la somme de tous ses diviseurs stricts, 1 compris. «Ecrire un programme qui teste si son argument est un nombre parfait.

Exercice 1-3 : algorithme de H-orner et translation de polynômes On repr«esente un polynôme P = p_0 + p_1X + .. . + p_{n−1}X^{n−1} „a coe‹cients entiers par le vecteur p = [|p_0; . ..; p_{n−1}|]. En s’inspirant de l’algorithme de H-orner, «ecrire une fonction caml :

translate : int vect -> int -> int vect

telle que translate p a calcule le polynôme Q d«e˛ni par Q(x) = P(x + a).

Exercice 1-4 : décodage de nombres entiers

1. Soit s une cha^“ne de caract„eres repr«esentant un nombre entier naturel par son «ecriture d«ecimale. «Ecrire une fonction caml calculant la valeur (de type int) associ«ee „a s. La valeur d’un caract„ere repr«esentant un chi¸re d«ecimal peut être obtenue „a l’aide de la fonction suivante :

let valeur_chiffre(c) = int_of_char(c) - int_of_char(‘0‘);;

2. Soient s et s^′ deux cha^“nes de caract„eres repr«esentant les entiers naturels a et b. Il s’agit dans cette question de comparer a et b. Une premi„ere solution est de calculer en machine les nombres a et b puis de comparer les r«esultats, mais cette solution «echoue si a ou b d«epasse la capacit«e d’une variable de type int. On demande ici d’«ecrire un programme qui compare a et b sans les calculer et en fournissant un r«esultat correct quelles que soient les longueurs de s et s^′.

Exercice 1-5 : racine carrée La racine carr«ee d’un r«eel a > 0 peut être calcul«ee de fa‰con approch«ee par l’algorithme de Heron :

choisir x_0 > 0 et calculer x_1, ... , x_n, ... par la relation x_{k+1} = (x_k + a/x_k)/2. Alors la suite (x_n) converge vers √ a. 1. Montrer que la suite (x_n) est d«ecroissante „a partir du rang 1 et qu’elle converge e¸ectivement vers √ a. L’algorithme de Heron m«erite-t-il vraiment l’appellation d’algorithme ?

2. On suppose maintenant que a est entier et l’on souhaite calculer la racine carr«ee enti„ere de a, c’est-„a-dire l’entier naturel b tel que b^2 � a < (b + 1)^2. Plutôt que d’appliquer � l’algorithme � de Heron, on lui substitue une version enti„ere :

choisir x_0 entier strictement positif et calculer x_1, ... , x_n, ... par la relation x_{k+1} = ⌊(x_k + a/x_k)/2⌋ o„u ⌊u⌋ d«esigne la partie enti„ere de u. Arrêter les calculs d„es que l’on obtient deux valeurs successives x_n et x_{n+1} telles que x_n � x_{n+1} et n > 0. Retourner x_n.

D«emontrer que cet algorithme est valide (c’est-„a-dire qu’il termine et fournit le r«esultat correct).

Exercice 1-6 : calcul récursif de C^p_n Le programme suivant calcule C^p_n pour n et p entiers naturels en utilisant la formule de Pascal :

let rec binome(n,p) =
  if p = 0 or p = n then 1
  else binome(n-1,p) + binome(n-1,p-1)
;;

D«eterminer le nombre d’appels „a binome e¸ectu«es lors du calcul de binome(n,p) en fonction de n et p.

Exercice 1-7 : calcul amélioré de C^p_n Comment peut-on calculer C^p_n plus e‹cacement ?

Exercice 1-8 : dénombrement de chemins La ˛gure ci-dessous donne le plan d’une ville. «Ecrire un programme calculant le nombre de chemins reliant A „a B. B ↑

p sens uniques : ↑↗→

↓ A←−−−−−−n −−−−−−→

Exercice 1-9 : exponentiation rapide Les deux programmes suivants calculent x^n pour n entier naturel :

let rec puiss_1(x,n) = match n with
| 0 -> 1
| _ -> x*puiss_1(x,n-1)
;;

let rec puiss_2(x,n) = match n with
| 0 -> 1
| 1 -> x
| _ -> let y = puiss_2(x,n/2) in
       if n mod 2 = 0 then y*y else x*y*y
;;

On consid„ere que la multiplication de deux nombres de a et b chi¸res prend un temps proportionnel „a ab et que le r«esultat est cod«e syst«ematiquement sur a + b chi¸res. Comparer les temps d’ex«ecution de puiss_1(x,n) et puiss_2(x,n) lorsque x est un nombre de a chi¸res (on se limitera au cas o„u n est une puissance de 2).

Exercice 1-10 : exponentiation itérative «Ecrire un programme it«eratif calculant x^n en temps logarithmique par rapport „a n (on suppose ici que le temps d’une multiplication est constant).

Exercice 1-11 : exponentiation optimale Quel est le nombre minimal de multiplications n«ecessaires pour calculer x^{15} ?

Exercice 1-12 : suite de Fibonacci La suite de Fibonacci est d«e˛nie par les relations : F_0 = F_1 = 1, F_{n+1} = F_n + F_{n−1} pour n � 1.

1. «Ecrire un programme r«ecursif calculant F_n pour n � 0.

2. Pour am«eliorer le temps d’ex«ecution, «ecrire un programme r«ecursif calculant le couple (F_{n−1}, F_n).

3. D«emontrer la relation : ∀ n, p � 1, F_{n+p} = F_nF_p + F_{n−1}F_{p−1}. 4. En d«eduire un programme de calcul de F_n selon la m«ethode � diviser pour r«egner �.

Exercice 1-13 : une fonction mystérieuse

let rec f(x) =
   if x <= 1 then 1
   else if x mod 2 = 0 then 2*f(x/2)
   else 1 + f(x+1)
;;

1. Montrer que l’appel f(x) termine quel que soit l’entier x. 2. Montrer que pour tout x ∈ N le nombre f(x) + x est une puissance de 2. 3. Pouvez vous d«ecrire math«ematiquement la fonction f ?

Exercice 1-14 : calcul de ppcm Soient a_0, .. ., a_{n−1}, n nombres entiers naturels dont on veut calculer le plus petit commun multiple. On suppose disposer d’une fonction ppcm2 calculant le ppcm de deux entiers.

1. «Ecrire un programme it«eratif calculant ppcm(a_0, . .., a_{n−1}). Les nombres a_i seront plac«es dans un vecteur transmis en argument „a ce programme.

2. «Ecrire de même un programme utilisant la m«ethode � diviser pour r«egner � et comparer les performances de ces deux programmes.

Exercice 1-15 : multiplication rapide La multiplication de Karatsuba est construite sur l’application r«ecursive de la d«ecomposition du produit (a_0 + a_1x)(b_0 + b_1x) en trois multiplications :

(a_0 + a_1x)(b_0 + b_1x) = a_0b_0 + ((a_0 + a_1)(b_0 + b_1) − a_0b_0 − a_1b_1)x + a_1b_1x^2.

Chercher un algorithme permettant de calculer (a_0 + a_1x + a_2x^2)(b_0 + b_1x + b_2x^2) en cinq multiplications et en d«eduire un algorithme de multiplication polynomiale asymptotiquement plus rapide que celui de Karatsuba. Indication : le polynôme „a calculer est de degr«e au plus 4, donc il peut être d«eduit de la connaissance de ses valeurs en 5 points distincts.

Chapitre 2

Structure de liste

2-1 Définitions

Une liste est une suite ˛nie d’«el«ements not«ee L = (a_0, a_1, . . ., a_{n−1}) o„u n ∈ N est la longueur de la liste L et a_0, a_1, . . . , a_{n−1} sont le premier, le deuxi„eme, .. . , le n^{„eme} objet de L. Lorsque n = 0 la liste ne contient aucun objet, on dit que c’est une liste vide. Le premier «el«ement d’une liste est aussi appel«e tête de la liste, et la sous-liste L^′ = (a_1, . .., a_{n−1}) est la queue de L.

Exemples

{ Coordonn«ees d’un point dans le plan : L = (x, y). La longueur de L est 2 ; le premier objet est x (abscisse), c’est un nombre r«eel ; le deuxi„eme objet est y (ordonn«ee), c’est aussi un nombre r«eel.

{ Polygone dans un plan „a n sommets : L = (P_1, .. ., P_n). Le i^{„eme} objet est P_i = (x_i, y_i), un point rep«er«e par ses coordonn«ees. Par exemple la liste : L = ( (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) ) repr«esente un carr«e. Remarquer que les «el«ements de L sont eux-mêmes des listes.

{ Liste des «el„eves de la classe : chaque objet repr«esente un «el„eve sous la forme de son nom (cha^“ne de caract„eres), son pr«enom (cha^“ne de caract„eres) et sa moyenne g«en«erale (nombre d«ecimal). L’ordre de rangement dans la liste est par exemple l’ordre alphab«etique des noms.

{ Liste des termes d’un polynôme : chaque objet t_i est un couple (a, e) repr«esentant un monôme aX^e avec a ≠ 0. Les exposants sont distincts, et les termes sont class«es par ordre croissant des exposants. Par exemple le polynôme P = X^3 − X^2 + 2 est repr«esent«e par la liste L = ( (2, 0), (−1, 2), (1, 3) ) . Remarque : une liste peut contenir plusieurs fois le même objet „a des positions diff«erentes, par exemple un point du plan peut avoir deux coordonn«ees «egales.

2-2 Repr«esentation en m«emoire 25

Opérations usuelles sur les listes

{ Cr«eation et initialisation d’une liste.

{ Parcours d’une liste pour e¸ectuer un même traitement sur chaque «el«ement.

Par exemple imprimer l’«el«ement.

{ Recherche d’un «el«ement particulier dans une liste : cet «el«ement est sp«eci˛«e par son indice ou une partie de sa valeur. Par exemple dans la liste des «el„eves de la classe on peut chercher le troisi„eme dans l’ordre alphab«etique, ou celui dont le nom commence par MARTIN. On peut aussi chercher l’«el„eve ayant la plus forte moyenne g«en«erale. Lorsque plusieurs «el«ements de la liste v«eri˛ent le crit„ere de recherche, on peut les chercher tous ou seulement le premier ou le dernier.

{ Insertion d’un nouvel «el«ement : en d«ebut, en ˛n ou au milieu d’une liste. Si la liste ne doit pas contenir de r«ep«etition alors l’insertion peut être pr«ec«ed«ee d’une recherche de l’«el«ement „a ins«erer pour s’assurer qu’il n’est pas d«ej„a pr«esent dans la liste.

{ Permutation des «el«ements d’une liste pour respecter un nouvel ordre de classement. Par exemple trier les «el„eves de la classe par moyenne d«ecroissante.

{ Concat«enation ou fusion de deux listes L_1 et L_2 : la concat«enation produit une liste L constitu«ee de tous les «el«ements de L_1 puis tous les «el«ements de L_2 ; la fusion produit une liste L^′ constitu«ee de tous les «el«ements de L_1 et de L_2 class«es suivant un certain ordre. Pour la fusion on suppose que L_1 et L_2 sont d«ej„a tri«ees suivant l’ordre choisi.

2-2 Représentation en mémoire

Le langage caml d«e˛nit trois structures de donn«ees permettant de repr«esenter des listes.

Représentation par un n-uplet

La d«eclaration :

let A = (0,0) and B = (1,0) and C = (1,1) and D = (0,1);;
let L = (A,B,C,D);;

d«e˛nit A, B, C, D comme «etant des listes „a deux «el«ements entiers et L comme «etant une liste de quatre «el«ements couples d’entiers. Les listes d«e˛nies de cette mani„ere sont appel«ees � n-uplets � o„u n est la longueur de la liste ; elles sont essentiellement utilis«ees pour grouper plusieurs objets participant „a un même traitement, par exemple les deux coordonn«ees d’un point dans un programme de dessin. Les

«el«ements d’un n-uplet ne sont pas n«ecessairement de même type. L’acc„es aux «el«ements d’un n-uplet se fait en indiquant leur position :

let (_,_,x,_) = L in ...

� s«electionne � le troisi„eme «el«ement de L et le nomme x pour la suite des calculs.

La longueur d’un n-uplet est d«e˛nie implicitement par son «ecriture.

Représentation par un vecteur

Un vecteur est une liste d’objets de même type rang«es � cons«ecutivement � en m«emoire.

let V = [| 1.0; 2.0; 3.0; 4.0 |];;

d«eclare une variable V de type vecteur r«eel dont les «el«ements sont V.(0) = 1.0, V.(1) = 2.0, V.(2) = 3.0 et V.(3) = 4.0. La longueur de V est vect length(V) = 4.

En m«emoire V est repr«esent«e par un bloc de 5 cellules cons«ecutives :

4 1.0 2.0 3.0 4.0

ℓ V.(0) V.(1) V.(2) V.(3)

La premi„ere cellule contient la longueur du vecteur, les cellules suivantes contiennent les «el«ements plac«es par indice croissant. La longueur d’un vecteur n’est pas modi˛able mais chaque «el«ement peut être modi˛«e � sur place �, c’est-„a-dire sans avoir „a construire un nouveau vecteur.

Les vecteurs permettent donc de repr«esenter des listes de longueur constante, mais on peut aussi les utiliser pour repr«esenter des listes de longueur variable en

ne � remplissant � que le d«ebut du vecteur et en conservant dans une variable „a

part le nombre d’«el«ements e¸ectivement pr«esents.

Représentation par une liste chaînée

Une liste cha^“n«ee est une liste d’objets de même type rang«es en m«emoire de mani„ere non n«ecessairement cons«ecutive. A chaque «el«ement de la liste autre que le dernier est associ«e un pointeur qui contient l’adresse m«emoire de l’«el«ement suivant ; au dernier «el«ement est associ«e un pointeur sp«ecial marquant la ˛n de la liste.

let L = [ 3; 1; 4; 1 ];;

       hd L

3 objet pointeur

−−−−→

tl L

1 −−−−→ 4 −−−−→ 1

Le premier «el«ement de la liste est hd L = 3 et la queue de la liste est tl L = [1; 4; 1] (hd et tl sont les contractions de head et tail). Le deuxi„eme «el«ement est donc

2-3 Parcours d’une liste 27

hd(tl L) = 1, le troisi„eme hd(tl(tl L)) = 4 et ainsi de suite. Dans un programme caml les pointeurs sont repr«esent«es par l’op«erateur :: et les d«eclarations suivantes sont «equivalentes :

let L = [ 3; 1; 4; 1 ];;
let L = 3 :: [ 1; 4; 1 ];;
let L = 3 :: 1 :: [ 4; 1 ];;
let L = 3 :: 1 :: 4 :: [ 1 ];;
let L = 3 :: 1 :: 4 :: 1 :: [];;

mais : let M = [ 3; 1 ] :: [ 4; 1 ] est interpr«et«ee comme la demande de cr«eation de la liste : [ [ 3; 1 ]; 4; 1 ] ce qui provoque une erreur de typage (liste h«et«erog„ene).

2-3 Parcours d’une liste

Soit L = (a_0, .. ., a_{n−1}) une liste. Parcourir L consiste „a � passer en revue � chaque «el«ement a_i pour e¸ectuer un traitement. Par exemple pour conna^“tre la longueur d’une liste cha^“n«ee, on la parcourt en incr«ementant un compteur „a chaque «el«ement rencontr«e. De même le calcul de la somme ou du maximum d’une liste de nombres est une op«eration de type � parcours � de la liste.

(* Applique la fonction traitement aux éléments du vecteur v *)

let parcours_vect traitement v =
    for i=0 to vect_length(v)-1 do traitement(v.(i)) done
;;

(* idem pour une liste chaînée *)

let rec parcours_liste traitement l = match l with
| [] -> ()
| a::suite -> traitement(a); parcours_liste traitement suite
;;

Les fonctions parcours_vect et parcours_liste sont impl«ement«ees dans la biblioth„eque standard de caml sous les noms do_vect et do_list.

2-4 Recherche d’un élément dans une liste

Recherche d’un élément par son rang

«Etant donn«es une liste L et un entier i on veut conna^“tre le i^{„eme} «el«ement de L. Cette situation se pr«esente par exemple lorsque L est une table de valeurs d’une fonction f d«e˛nie sur les entiers de [[1, n]] : l’«el«ement cherch«e est alors la valeur f(i).

(* recherche dans un vecteur *)

let cherche_vect v i =
    if (i <= 0) or (i > vect_length(v))
       then failwith "rang incorrect"
       else v.(i-1)
;;

(* recherche dans une liste *)

let rec cherche_liste l i =
    if (i <= 0) or (l = []) then failwith "rang incorrect"
    else if i = 1 then hd l
                           else cherche_liste (tl l) (i-1)
;;

Comparaison de ces versions : la version � vecteur � s’ex«ecute en un temps constant tandis que la version � liste cha^“n«ee � n«ecessite un temps d’ex«ecution environ proportionnel „a i (pour i grand). Une liste cha^“n«ee se comporte comme une bande magn«etique, il faut d«erouler la bande depuis le d«ebut jusqu’„a la position d«esir«ee. De plus le test de non d«ebordement est e¸ectu«e „a chaque «etape dans le cas d’une liste cha^“n«ee car la longueur de la liste n’est pas connue.

Recherche d’un élément par sa valeur

«Etant donn«e une liste L on veut savoir s’il existe un ou plusieurs «el«ements de L v«eri˛ant une certaine propri«et«e et «eventuellement conna^“tre ces «el«ements. Consid«erons par exemple le travail d’un compilateur analysant un texte source. Il tient „a jour la liste des identi˛cateurs d«ej„a d«eclar«es, et doit acc«eder „a cette liste :

{ lors de la d«eclaration d’un nouvel identi˛cateur pour d«eterminer s’il n’y a pas double d«eclaration ;

{ lors de la compilation d’une expression faisant intervenir une variable pour v«eri˛er que cette variable a «et«e d«eclar«ee et d«eterminer son type, sa taille et son adresse en m«emoire.

Dans cet exemple la propri«et«e „a v«eri˛er est l’«egalit«e du nom de l’identi˛cateur avec le nom analys«e. En principe l’identi˛cateur cherch«e ˛gure au plus une fois dans la liste des identi˛cateurs d«eclar«es, mais il peut être pr«esent plusieurs fois si le compilateur supporte la notion de port«ee locale des identi˛cateurs, auquel cas la recherche doit retourner l’identi˛cateur le plus r«ecemment d«eclar«e ayant le nom analys«e. On peut supposer que la liste des identi˛cateurs est organis«ee de sorte que les d«eclarations les plus r«ecentes ˛gurent en d«ebut de liste, donc la recherche doit s’arrêter sur le premier «el«ement convenant en partant du d«ebut de la liste.

(* Recherche si le vecteur v contient un objet convenant, et *) (* renvoie le premier objet convenant s’il existe, sinon *) (* déclenche l’exception "non trouvé". *) (* "convient" est une fonction booléenne disant si un objet *) (* convient. *)

let cherche_vect convient v =
    let i = ref 0 in
    while (!i < vect_length(v)) & not(convient(v.(!i))) do
       i := !i+1
    done;
    if !i < vect_length(v) then v.(!i)
                          else failwith "non trouvé"
;;

(* idem pour une liste chaînée *)

let rec cherche_liste convient l = match l with
    | [] -> failwith "non trouvé"
    | a::suite -> if convient(a) then a
                  else cherche_liste convient suite
;;

Dans les deux versions on examine successivement tous les «el«ements de L jusqu’„a en trouver un convenant. Le temps de recherche est donc proportionnel „a la position de l’objet trouv«e ou „a la longueur de la liste si aucun «el«ement ne convient. Pour une liste � al«eatoire � de longueur n le temps de recherche est en moyenne de n/2 appels „a convient s’il y a un objet convenant, et le temps d’une recherche infructueuse est toujours de n appels „a convient.

2-5 Insertion et suppression

Ins«erer un objet x dans une liste L = (a_0, .. ., a_{n−1}) consiste „a construire une nouvelle liste L^′ contenant l’objet x et tous les «el«ements de L. Il existe plusieurs types d’insertion :

{ insertion en d«ebut de liste : L^′ = (x, a_0, .. ., a_{n−1}) ; { insertion en ˛n de liste : L^′ = (a_0, .. ., a_{n−1}, x) ; { insertion apr„es le i-„eme «el«ement : L^′ = (a_0, .. ., a_{i−1}, x, a_i, . . ., a_{n−1}).

La suppression d’un objet est l’op«eration inverse. Lorsque l’ordre de classement des «el«ements dans L est sans importance on choisit g«en«eralement l’insertion et la suppression en d«ebut ou en ˛n de liste car ces positions sont les plus accessibles. Par contre si L est une liste tri«ee et si l’on veut que L^′ soit aussi tri«ee, alors il faut chercher dans L deux «el«ements cons«ecutifs encadrant x et l’ins«erer entre ces

«el«ements. La suppression dans une liste tri«ee, quant „a elle, ne modi˛e pas le caract„ere tri«e. Par ailleurs si L ne doit pas comporter de r«ep«etitions il faut s’assurer que x /∈ L avant de proc«eder „a une insertion, en employant l’une des m«ethodes de recherche vues pr«ec«edemment.

Insertion et suppression à une extrémité de la liste

let insère_début_vect v x =
  let n = vect_length(v) in
  let w = make_vect (n+1) x in
  for i = 0 to n-1 do w.(i+1) <- v.(i) done;
  w
;;

let supprime_début_vect v =
  let n = vect_length(v) in
  if n = 0 then failwith "vecteur vide"
  else if n = 1 then [||]
  else begin
    let w = make_vect (n-1) v.(1) in
    for i = 2 to n-1 do w.(i-1) <- v.(i) done;
    w
  end
;;

(* insère_fin_vect et supprime_fin_vect sont analogues *)

let insère_début_liste l x = x :: l;;

let supprime_début_liste l = match l with
| [] -> failwith "liste vide"
| _::suite -> suite
;;

let rec insère_fin_liste l x = match l with
| [] -> [x]
| a::suite -> a :: (insère_fin_liste suite x)
;;

let rec supprime_fin_liste l = match l with
| [] -> failwith "liste vide"
| [_] -> []
| a::suite -> a :: (supprime_fin_liste suite)
;;

Remarquer que les op«erations � en ˛n de liste cha^“n«ee � imposent de parcourir toute la liste pour acc«eder au dernier «el«ement donc elles ont un temps d’ex«ecution environ proportionnel „a la longueur de la liste tandis que les op«erations � en d«ebut de liste cha^“n«ee � s’ex«ecutent en temps constant. En ce qui concerne les vecteurs, l’insertion et la suppression modi˛ent la longueur du vecteur consid«er«e et imposent d’allouer en m«emoire un nouveau vecteur et d’y recopier la partie utile de l’ancien, donc ont un temps d’ex«ecution environ proportionnel „a la longueur du vecteur initial. Par contre si l’on utilise un vecteur partiellement rempli alors l’insertion et la suppression peuvent être e¸ectu«ees � sur place � en temps constant si la position d’insertion ou de suppression est l’extr«emit«e � libre � du vecteur partiellement rempli.

Concaténation

Concat«ener L_1 = (a_0, . .., a_{n−1}) et L_2 = (b_0, .. ., b_{p−1}) consiste „a construire la liste (a_0, . . ., a_{n−1}, b_0, . .., b_{p−1}).

let concat_vect v1 v2 =
  let n1 = vect_length(v1) and n2 = vect_length(v2) in
  if (n1 = 0) & (n2 = 0) then [| |]
  else begin
    let x = if n1 > 0 then v1.(0) else v2.(0) in
    let w = make_vect (n1 + n2) x in
    for i = 0 to n1-1 do w.(i) <- v1.(i) done;
    for i = 0 to n2-1 do w.(i+n1) <- v2.(i) done;
    w
  end
;;

let rec concat_liste l1 l2 = match l1 with
| [] -> l2
| a::suite -> a :: (concat_liste suite l2)
;;

La fonction concat_vect comporte une di‹cult«e technique car on doit fournir „a make_vect un «el«ement servant „a initialiser le vecteur cr«e«e, même quand la longueur n_1 +n_2 est nulle. On utilise pour cela le premier «el«ement de l’un des deux vecteurs v_1 ou v_2 s’il en existe, et on cr«e«ee explicitement un vecteur vide dans le cas contraire.

Le temps d’ex«ecution de concat_vect est environ proportionnel „a la somme des longueurs des vecteurs „a concat«ener ; le temps d’ex«ecution de concat_liste est environ proportionnel „a la longueur de L_1. La biblioth„eque standard de caml comporte des fonctions de concat«enation not«ees concat_vect et @ (op«erateur in˛xe) cod«ees sensiblement de la même mani„ere que celles donn«ees ci-dessus.

2-6 Exercices

Exercice 2-1 : maximum d’une liste «Ecrire une fonction maximum qui renvoie le plus grand «el«ement d’un vecteur entier. Même question avec une liste cha^“n«ee.

Exercice 2-2 : itération sur une liste La fonctionnelle caml standard do_list prend en argument une fonction f et une liste l = [a_0; . ..; a_{n−1}] et calcule dans cet ordre les expressions f(a_0), f(a_1), .. . , f(a_{n−1}) (sans conserver les r«esultats). «Ecrire une fonctionnelle do_list_rev telle que do_list_rev f [a_0; . ..; a_{n−1}] calcule successivement les expressions f(a_{n−1}), . . . , f(a_1), f(a_0).

Exercice 2-3 : image miroir Soit L = (a_0, a_1, . .., a_{n−1}) une liste. L’image miroir de L est L^′ = (a_{n−1}, . .., a_0). La biblioth„eque standard de caml comporte une fonction rev calculant l’image miroir d’une liste. Donner deux impl«ementations possibles en caml de rev, une utilisant la concat«enation en queue @ et une utilisant la concat«enation en tête ::. D«eterminer les complexit«es asymptotiques de ces deux impl«ementations.

Exercice 2-4 : rotation d’une liste Soit L = (a_0, .. ., a_{n−1}) une liste et k ∈ [[1, n − 1]]. On veut faire tourner L de k positions vers la gauche pour obtenir la liste L^′ = (a_k, . .., a_{n−1}, a_0, . . ., a_{k−1}).

1. Donner des algorithmes r«esolvant ce probl„eme pour une liste cha^“n«ee et pour un vecteur ; «etudier leurs complexit«es asymptotiques.

2. Dans le cas d’un vecteur, on peut e¸ectuer une rotation sur place c’est-„a-dire sans utiliser de deuxi„eme vecteur, le vecteur initial «etant alors perdu. «Ecrire un programme r«ealisant une telle rotation.

3. Le professeur Tournesol a pr«esent«e le programme suivant :

let rotation v k =

(* fait tourner v de k positions vers la gauche *)

let n = vect_length v
and compte = ref 0
and i0 = ref 0 in
while !compte < n do
  let temp = v.(!i0)
  and i = ref !i0
  and j = ref((!i0 + k) mod n) in
  while !j <> !i0 do
    v.(!i) <- v.(!j);
    i := !j;
    j := (!i + k) mod n;
    compte := !compte + 1
  done;
  v.(!i) <- temp;

2-6 Exercices 33

    compte := !compte + 1;

    i0 := !i0 + 1

  done

;;

Malheureusement, il a oubli«e de r«ediger les commentaires permettant de com-

prendre son programme. Pourriez vous l’aider ? Indication : le faire tourner

„a la main sur quelques exemples, «etudier le cas particulier o„u k est un di-

viseur de n, puis le cas g«en«eral. Voyez vous un int«erêt „a ce programme ?

Exercice 2-5 : recherche d’un élément dans une liste

Un pr«edicat est une fonction retournant un r«esultat bool«een, true si le ou les ar-

guments pass«es v«eri˛ent un certain crit„ere, false sinon. «Etant donn«es un pr«edicat

f „a un argument et une liste cha^“n«ee l on veut d«eterminer si l contient au moins

un «el«ement satisfaisant le crit„ere d«e˛ni par f, et le cas «ech«eant retourner le dernier

«el«ement de l satisfaisant ce crit„ere. «Ecrire des fonctions caml contient et dernier

r«esolvant ces probl„emes.

Exercice 2-6 : recherche d’une sous-liste

Soient A = (a_0, . . ., a_{n−1}) et B = (b_0, .. ., b_{p−1}) deux listes dont les «el«ements

ont même type, B «etant non vide. On d«esire savoir si B est une sous-liste de A,

c’est-„a-dire s’il existe i tel que B = (a_i, . .., a_{i+p−1}). «Ecrire des fonctions caml

cherche_sous_liste et cherche_sous_vect qui r«epondent „a cette question pour des

listes cha^“n«ees ou pour des vecteurs et renvoient le rang de la premi„ere apparition

de B dans A s’il y en a une.

Exercice 2-7 : listes à double entrée

Une liste „a double entr«ee est une structure de donn«ees permettant de repr«esenter

une liste L = (a_0, . . ., a_{n−1}) et d’e¸ectuer en temps constant les op«erations d’in-

sertion en tête et en queue et l’extraction du premier ou du dernier «el«ement de la

liste. Les listes „a double entr«ee ne sont pas pr«ed«e˛nies en caml mais elles peuvent

être impl«ement«ees par des vecteurs circulaires c’est-„a-dire des vecteurs dont les

deux extr«emit«es sont conceptuellement � reli«ees �. Une liste occupe un segment

de ce vecteur d«e˛ni par son indice de d«ebut et son indice de ˛n, ou mieux, par

son indice de d«ebut et sa longueur e¸ective (on peut ainsi distinguer une liste vide

d’une liste pleine).

partie occup«ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

lg

↑ ↑

début fin

partie occup«ee partie occup«ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −−→ ←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

lg

↑ ↑

fin début

Donner les d«eclarations en caml pour ce type de donn«ees et les programmes

associ«es e¸ectuant les op«erations d’insertion en tête et en queue et d’extraction

du premier et du dernier «el«ement.

Chapitre 3

Listes triées

Une relation de comparaison sur un ensemble E est une relation binaire ≼ sur E r«e‚exive, transitive et telle que pour deux «el«ements quelconques a, b de E l’une au moins des relations a ≼ b ou b ≼ a est vraie. On dit que a et b sont «equivalents pour ≼ si l’on a „a la fois a ≼ b et b ≼ a, ce qui est not«e a ≈ b. Une relation d’ordre total est une relation de comparaison pour laquelle chaque «el«ement n’est «equivalent qu’„a lui-même.

Par exemple un dictionnaire peut être vu comme un ensemble de d«e˛nitions, une d«e˛nition «etant un couple (nom,texte) de cha^“nes de caract„eres : le nom que l’on d«e˛nit et la d«e˛nition proprement dite. L’ordre alphab«etique sur les noms est une relation de comparaison sur les objets du dictionnaire, c’est une relation d’ordre totale si chaque nom n’a qu’une seule d«e˛nition.

Une liste L = (a_0, . . ., a_{n−1}) d’«el«ements de E est dite tri«ee selon ≼ si l’on a a_i ≼ a_{i+1} pour tout i compris entre 0 et n − 2. Les listes tri«ees permettent de repr«esenter des parties d’un ensemble totalement ordonn«e avec la propri«et«e que deux parties sont «egales si et seulement si les listes associ«ees le sont.

3-1 Insertion dans une liste triée

Soit L une liste tri«ee par ordre croissant pour une relation de comparaison ≼. On veut ins«erer un objet x � „a la bonne place � dans L pour que la nouvelle liste soit encore tri«ee. L’id«ee est de chercher x dans L pour d«eterminer „a quelle place il doit être ins«er«e, puis de proc«eder „a l’insertion. On suppose disposer d’une fonction

compare telle que compare a b renvoie l’un des r«esultats PLUSGRAND lorsque a ≻ b,
PLUSPETIT lorsque a ≺ b et EQUIV lorsque a ≈ b o„u PLUSGRAND, PLUSPETIT et EQUIV

sont des constantes symboliques introduites par la d«e˛nition suivante :

3-2 Recherche dans une liste tri«ee 35

(* résultat d’une comparaison *)

type cmp_res = PLUSGRAND | PLUSPETIT | EQUIV;;

(* insertion dans un vecteur trié *)

let insère_vect compare v x =
  let n = vect_length(v) in
  let w = make_vect (n+1) x in

(* recopie les éléments de v inférieurs à x *)

let i = ref(0) in
while (!i < n) & (compare v.(!i) x = PLUSPETIT) do
  w.(!i) <- v.(!i);
  i := !i + 1
done;

(* recopie la fin de v (x est déjà en place) *)

   while !i < n do
     w.(!i+1) <- v.(!i);
     i := !i + 1
   done;

   w
;;

(* insertion dans une liste chaînée triée *)

let rec insère_liste compare l x = match l with
| [] -> [x]
| a::suite -> match compare a x with
    | PLUSPETIT -> a :: (insère_liste compare suite x)
    | _ -> x :: l
;;

Temps d’insertion : le temps d’insertion dans un vecteur tri«e de longueur n est O(n) puisqu’il faut recopier tout le vecteur. Le temps d’insertion dans une liste tri«ee de longueur n est approximativement proportionnel au nombre d’«el«ements de l inf«erieurs „a x, c’est aussi O(n) dans le pire des cas.

3-2 Recherche dans une liste triée

Consid«erons le probl„eme de la recherche d’un objet x dans une liste L tri«ee par valeurs croissantes pour une relation d’ordre total ≼. L’algorithme de recherche vu au chapitre pr«ec«edent peut être modi˛«e pour interrompre la recherche d„es que l’on rencontre un «el«ement a_i de L tel que a_i ≻ x. En e¸et dans ce cas x ne peut pas ˛gurer dans L apr„es a_i puisque L est tri«ee par valeurs croissantes, donc on est sûr que x /∈ L. Cette am«elioration ne diminue que le temps des recherches infructueuses : pour une liste al«eatoire de longueur n, le temps moyen d’une recherche infructueuse passe de n comparaisons pour une liste quelconque „a n/2 comparaisons pour une liste tri«ee. Une autre am«elioration consiste „a rechercher x dans L par dichotomie : on divise L = (a_0, . .., a_{n−1}) en deux sous-listes L_1 = (a_0, . . ., a_{i−1}), L_2 = (a_{i+1}, .. ., a_{n−1}) s«epar«ees par un «el«ement a_i puis on compare x „a a_i :

{ si a_i ≺ x, soit x /∈ L, soit x ∈ L_2 ; { si a_i ≻ x, soit x /∈ L, soit x ∈ L_1 ; { si a_i ≈ x, alors x ∈ L et on l’a trouv«e.

Dans les deux premiers cas on it„ere la m«ethode de dichotomie „a la sous-liste L_1 ou L_2 qui a «et«e d«etermin«ee.

(* Recherche si l’objet x figure dans le vecteur trié v. *) (* Si oui, renvoie un indice de x dans v, *) (* sinon lève l’exception "non trouvé". *) (* "compare" est la fonction définissant la relation d’ordre. *)

let dichotomie compare v x =
    let a = ref 0
    and b = ref (vect_length(v)-1)
    and trouvé = ref false in

    while (!a <= !b) & not(!trouvé) do

(* x n’a pas encore été trouvé, et s’il appartient à v *) (* alors son indice est compris entre a et b inclus. *)

      let c = (!a + !b)/2 in
      match (compare v.(c) x) with
      | PLUSGRAND -> b := c - 1
      | PLUSPETIT -> a := c + 1
      | EQUIV -> trouvé := true; a := c
    done;

    if !trouvé then !a else failwith "non trouvé"
;;

Preuve de l’algorithme : le commentaire plac«e dans dans la boucle while «enonce un invariant de boucle en entr«ee. V«eri˛ons sa validit«e.

{ Au d«ebut, x n’est pas encore trouv«e et s’il appartient „a v alors son indice est compris entre 0 et vect length(v) − 1, c’est-„a-dire entre a et b.

{ Si la propri«et«e est v«eri˛«ee au d«ebut de la k^{„eme} it«eration, et s’il y a une (k+1)- „eme it«eration alors :

1. L’indice c calcul«e est e¸ectivement compris entre a et b que a + b soit pair ou impair, 2. Les deux premiers cas du match modi˛ent a ou b sans changer le fait que x, s’il appartient „a v, se trouve entre les objets d’indices a et b de v.

{ La boucle while se termine n«ecessairement car tant que x n’est pas trouv«e la quantit«e b − a d«ecro^“t strictement „a chaque it«eration. En e¸et,

3-3 Fusion de listes tri«ees 37

si a + b = 2p alors c = p = (a + b)/2 donc :

(c − 1) − a = b − (c + 1) = (b − a)/2 − 1 < b − a ;

si a + b = 2p + 1 alors c = p = (a + b − 1)/2 donc :

(c − 1) − a = (b − a − 3)/2 < b − a; b − (c + 1) = (b − a − 1)/2 < b − a.

{ Quand la boucle est termin«ee, si trouvé vaut true alors x a «et«e trouv«e (troisi„eme cas du match) et son indice est a tandis que si trouvé vaut false alors on a a > b donc il n’existe aucun «el«ement de v d’indice compris entre a et b dans cet ordre et en particulier x /∈ v.

Remarque : si v comporte plusieurs «el«ements «egaux „a x alors dichotomie en trouve un, mais on ne sait pas si c’est le premier, le dernier ou un autre.

Temps d’exécution : notons n la longueur de v et a_k, b_k les valeurs de a, b au d«ebut de la k^{„eme} it«eration de la boucle while : on a b_1 − a_1 + 1 = n et tant que la boucle continue : b_{k+1} − a_{k+1} + 1 � (b_k − a_k + 1)/2 d’apr„es les calculs pr«ec«edents. Donc par r«ecurrence on a b_k − a_k + 1 � n/2^{k−1} s’il y a au moins k it«erations, mais b_k − a_k + 1 � 1 donc 2^{k−1} � n c’est-„a-dire k � log_2(n) + 1. Ainsi, le nombre de comparaisons e¸ectu«ees, qui est «egal au nombre d’it«erations, est au plus «egal „a ⌊log_2(n) + 1⌋ que x appartienne „a v ou non. Ce minorant est d’ailleurs atteint si x est strictement plus grand que le dernier «el«ement de v car on a alors par r«ecurrence a_k = ⌊(n + 1)(1 − 2^{1−k})⌋ et b_k = n − 1 au d«ebut de la k^{„eme} it«eration, donc a_k � ⌊n − 1/n⌋ = b_k tant que 2^{k−1} � n.

Lorsque n est grand on a log_2(n) + 1 = o(n) donc la m«ethode de recherche dichotomique est bien plus e‹cace que la recherche dans une liste non tri«ee. Voici par exemple quelques valeurs du nombre maximal de comparaisons e¸ectu«ees en fonction de n :

n 10 100 1000 10000 ⌊log_2(n) + 1⌋ 4 7 10 14

3-3 Fusion de listes triées

«Etant donn«ees deux listes L_1 = (a_0, . .., a_{n−1}) et L_2 = (b_0, .. ., b_{p−1}) d’objets de même type tri«ees par ordre croissant pour une relation de comparaison ≼, on veut constituer la liste L form«ee de tous les «el«ements de L_1 et L_2, tri«ee elle aussi par ordre croissant. L’op«eration passant de (L_1, L_2) „a L est appel«ee fusion de L_1 et L_2 dans L. La fusion appara^“t dans certains algorithmes de tri, mais aussi dans le cas de mise „a jour de ˛chiers tri«es : par exemple on peut vouloir fusionner les listes des «el„eves de deux classes pour obtenir la liste de tous les «el„eves de ces deux classes.

La m«ethode g«en«erale de fusion consiste „a comparer les têtes de L_1 et L_2, a_0 et b_0, et „a placer en tête de L le plus petit de ces «el«ements. Si c’est a_0 alors il reste „a fusionner la queue de L_1 avec L_2, si c’est b_0 alors il reste „a fusionner L_1 avec la queue de L_2.

Fusion de vecteurs

(* fusionne les deux vecteurs triés v1 et v2 dans v *) (* "compare" est la fonction de comparaison. *)

let fusion_vec compare v1 v2 v =

    let i = ref 0 (* indice de v1 *)
    and j = ref 0 (* indice de v2 *)
    and k = ref 0 (* indice de v *)
    in

    while (!i < vect_length(v1)) & (!j < vect_length(v2)) do
      match compare v1.(!i) v2.(!j) with
      | PLUSGRAND -> v.(!k) <- v2.(!j); k := !k+1; j := !j+1
      | _ -> v.(!k) <- v1.(!i); k := !k+1; i := !i+1
    done;

(* ici, un des deux vecteurs est épuisé *) (* on recopie la fin de l’autre *)

    while !i < vect_length(v1) do
       v.(!k) <- v1.(!i); k := !k+1; i := !i+1
    done;

    while !j < vect_length(v2) do
       v.(!k) <- v2.(!j); k := !k+1; j := !j+1
    done
;;

Preuve du programme

On d«emontre par une r«ecurrence imm«ediate la propri«et«e :

„a l’entr«ee de la premi„ere boucle while, les «el«ements v_1.(0 .. !i − 1) et v_2.(0 .. !j − 1) sont les !k plus petits «el«ements de v_1 ∪ v_2 et ont «et«e plac«es dans le bon ordre dans v.(0 .. !k − 1).

La boucle s’arrête quand !i � vect length(v_1) ou !j � vect length(v_2) ce qui se produit en un nombre ˛ni d’«etapes car l’une des quantit«es !i ou !j augmente d’une unit«e „a chaque it«eration. A la ˛n de la boucle un au moins des vecteurs v_1 ou v_2 a «et«e transf«er«e enti„erement dans v (et un seulement si v_1 et v_2 ne sont pas initialement vides, car la boucle ne place dans v qu’un seul «el«ement „a la fois). Les deux boucles while suivantes recopient s’il y a lieu la ˛n de l’autre vecteur „a la ˛n de v (au plus une de ces deux boucles est e¸ectivement ex«ecut«ee).

3-4 Tri d’une liste 39

Temps d’exécution

La premi„ere boucle while e¸ectue une comparaison entre un objet de v_1 et un objet de v_2 „a chaque fois qu’elle place un objet dans v. Les deux autres boucles n’e¸ectuant pas de comparaisons, le nombre total de comparaisons e¸ectu«ees, N_{comp}, v«eri˛e :

min(ℓ_1, ℓ_2) � N_{comp} � ℓ_1 + ℓ_2 − 1

o„u ℓ_1 et ℓ_2 d«esignent les longueurs des vecteurs v_1 et v_2. Ces deux bornes peuvent être atteintes : N_{comp} = min(ℓ_1, ℓ_2) lorsque le plus court des deux vecteurs vient enti„erement avant l’autre dans v, et N_{comp} = ℓ_1 + ℓ_2 − 1 lorsque le dernier «el«ement d’un vecteur est strictement compris entre les deux derniers «el«ements de l’autre.

Nombre de transferts : un transfert est la copie d’un objet d’un vecteur dans un autre. Comme chaque «el«ement de v est plac«e par un seul transfert, le nombre total de transferts e¸ectu«es est N_{transf} = ℓ_1 + ℓ_2.

Le temps d’ex«ecution d’une it«eration de la premi„ere boucle while est la somme des temps d’une comparaison, d’un transfert et de la gestion des variables i, j, k. En caml le temps d’un transfert est constant puisque le transfert se r«esume „a une copie de pointeur. Ainsi, en supposant que compare a un temps d’ex«ecution born«e, on voit que le temps de fusion de deux vecteurs de longueurs ℓ_1 et ℓ_2 est O(ℓ_1 + ℓ_2).

Fusion de listes chaînées

(* fusionne les listes l1 et l2. *) (* "compare" est la fonction de comparaison. *)

let rec fusion_liste compare l1 l2 = match (l1,l2) with
| ([], _) -> l2
| (_, []) -> l1
| ((a::suite1),(b::suite2)) -> match compare a b with
    | PLUSGRAND -> b :: (fusion_liste compare l1 suite2)
    | _ -> a :: (fusion_liste compare suite1 l2)
;;

Temps d’ex«ecution : chaque appel „a fusion_liste � place � un «el«ement dans la liste r«esultat en cours de construction par une comparaison et une concat«enation en tête, donc le temps de fusion de deux listes L_1, L_2 de longueurs ℓ_1, ℓ_2 est O(ℓ_1 + ℓ_2) si l’on suppose que compare a un temps d’ex«ecution born«e.

3-4 Tri d’une liste

Soit L = (a_0, . . ., a_{n−1}) une liste d’«el«ements comparables. Trier L consiste „a construire une liste L^′ tri«ee contenant les mêmes «el«ements que L, en conservant les r«ep«etitions. Trier sur place un vecteur consiste „a permuter les «el«ements du vecteur de sorte qu’ils forment une liste tri«ee, en utilisant une m«emoire auxiliaire de taille born«ee (ind«ependante de la taille du vecteur „a trier).

Les algorithmes usuels de tri se rangent en deux cat«egories :

{ tri en temps quadratique : le temps de tri est asymptotiquement proportionnel au carr«e de la taille de la liste „a trier (tri „a bulles) ;

{ tri en temps quasi lin«eaire : le temps de tri dans le pire des cas ou en moyenne est asymptotiquement proportionnel „a n ln(n) o„u n est la taille de la liste „a trier (tri par fusion, quicksort).

Un algorithme de tri par comparaisons est un algorithme de tri dans lequel il n’est e¸ectu«e que des comparaisons entre «el«ements pour d«ecider quelle permutation de la liste L doit être r«ealis«ee. On d«emontre qu’un tel algorithme doit e¸ectuer au moins ⌈log_2(n!)⌉ ≈ n log_2(n) comparaisons pour trier une liste quelconque de longueur n (cf. section 7-4). Un algorithme de tri par comparaisons ne peut donc avoir une complexit«e dans le pire des cas n«egligeable devant n ln(n). Le tri par fusion atteint cette complexit«e minimale si l’on suppose que le temps d’une comparaison est constant (constant signi˛e ici ind«ependant de n) ; on dit que c’est un algorithme de tri optimal.

En ce qui concerne la complexit«e moyenne, on d«emontre que le nombre moyen de comparaisons e¸ectu«ees par un algorithme de tri par comparaisons est sup«erieur ou «egal „a log_2(n! − 1) lorsque la moyenne est calcul«ee sur les n! permutations des «el«ements d’un ensemble totalement ordonn«e de cardinal n (cf. exercice 7-19). La complexit«e moyenne d’un algorithme de tri par comparaisons ne peut donc, elle non plus, être n«egligeable devant n ln(n) dans ce mod„ele d’«equir«epartition des permutations. Le tri par fusion et le quicksort atteignent cette complexit«e en moyenne lorsque le temps d’une comparaison est constant, ce sont des tris optimaux en moyenne.

Par ailleurs il existe des algorithmes de tri ne proc«edant pas par comparaisons, et donc pour lesquels les minorations de complexit«e pr«ec«edentes ne sont pas applicables. En particulier, le tri par distribution est un algorithme de tri ayant un temps d’ex«ecution approximativement proportionnel „a la taille de la liste „a trier (cf. le probl„eme � Tri par distribution � dans la partie � Probl„emes �).

Un algorithme de tri est dit stable si la disposition relative des «el«ements «equivalents dans L est conserv«ee dans L^′. Par exemple, si l’on dispose d’une liste alphab«etique des «el„eves de la classe que l’on veut trier par moyenne d«ecroissante, il est souhaitable que des «el„eves ayant même moyenne restent class«es par ordre alphab«etique pour ne pas faire de jaloux. Remarquons que l’on peut toujours rendre stable un algorithme de tri en d«e˛nissant la fonction de comparaison de telle sorte qu’elle tienne compte des indices des objets qu’elle compare lorsqu’ils sont «equivalents (ceci peut être obtenu en ajoutant „a chaque objet un champ contenant son indice initial).

3-5 Tri „a bulles 41

3-5 Tri à bulles

On parcourt la liste „a trier en examinant si chaque couple d’«el«ements cons«ecutifs, (a_i, a_{i+1}), est dans le bon ordre (a_i ≼ a_{i+1}) ou est mal class«e (a_i ≻ a_{i+1}). Dans ce dernier cas on «echange les «el«ements du couple et le processus est r«ep«et«e tant qu’il reste des couples mal class«es.

(* trie le vecteur v par ordre croissant *) (* compare est la fonction de comparaison *)

let tri_bulles compare v =

    let fini = ref false in
    while not !fini do

      fini := true; (* espérons *)

      for i = 0 to vect_length(v)-2 do
        if (compare v.(i) v.(i+1)) = PLUSGRAND
        then begin

(* un couple est mal classé, échange les éléments *)

           let x = v.(i) in
           v.(i) <- v.(i+1);
           v.(i+1) <- x;
           fini := false (* il faut refaire une passe *)
        end
      done (* for i *)

    done (* while not !fini *)
;;

Preuve de l’algorithme : notons N_{inv} le nombre de couples (i, j) tels que i < j et a_i ≻ a_j (N_{inv} est le nombre d’inversions du vecteur v) et examinons une it«eration de la boucle while :

{ s’il existe un indice i tel que a_i ≻ a_{i+1} alors ces «el«ements sont «echang«es et fini est mis „a false donc le nombre d’inversions diminue d’une unit«e et le test de ˛n de boucle sera n«egatif ;

{ si pour tout i on a a_i ≼ a_{i+1} alors v est tri«e et fini garde la valeur true tout au long de la boucle, donc cette it«eration est la derni„ere.

Donc l’algorithme ne s’arrête que lorsque le vecteur est tri«e, et il s’arrête n«ecessairement puisque N_{inv} diminue strictement „a chaque it«eration tant que le vecteur n’est pas tri«e.

On peut prouver l’arrêt d’une autre mani„ere en v«eri˛ant par r«ecurrence que, „a la ˛n de la k^{„eme} it«eration de la boucle while, les k derniers «el«ements de v sont les k «el«ements les plus grands et sont plac«es dans l’ordre croissant. Il en r«esulte que le nombre d’it«erations est major«e par la longueur de v. Par ailleurs, on peut remplacer la borne vect_length(v)-2 de la boucle for par une borne variable, initialis«ee „a vect_length(v)-2 et d«ecr«ement«ee d’une unit«e „a la ˛n de chaque it«eration de la boucle while.

Temps d’exécution : le temps total pass«e dans le bloc begin... end est environ proportionnel au nombre d’«echanges et on a remarqu«e que chaque «echange diminue d’une unit«e le nombre d’inversions, donc il y a exactement N_{inv} «echanges e¸ectu«es, et N_{inv} � C^2_n (nombre de couples (i, j) tels que i < j). Le nombre d’appels „a la fonction compare est «egal au produit de n − 1 par le nombre d’it«erations donc est major«e par n(n − 1). Ces majorants sont atteints quand le vecteur v est � tri«e „a l’envers � c’est-„a-dire quand a_i ≻ a_{i+1} pour tout i. Par cons«equent le temps d’ex«ecution maximal est O(n^2) en supposant que compare a un temps d’ex«ecution born«e.

Stabilité : soient a_i ≈ a_j avec i ≠ j. A chaque «echange la distance entre a_i et a_j ne peut diminuer que d’une unit«e au plus, et si ces «el«ements deviennent adjacents alors ils ne peuvent être «echang«es puisqu’un «echange porte toujours sur des «el«ements non «equivalents. Donc la disposition relative de a_i et a_j reste constante au cours du tri ; l’algorithme de tri „a bulles est stable.

Complexité spatiale : la fonction tri_bulles utilise seulement trois variables locales (fini, i et j) donc le tri „a bulles est un tri sur place.

3-6 Tri par fusion

On divise la liste L = (a_0, .. ., a_{n−1}) que l’on veut trier en deux demi listes, L_1 = (a_0, . . ., a_{p−1}) et L_2 = (a_p, .. ., a_{n−1}) que l’on trie s«epar«ement r«ecursivement, puis on fusionne les deux listes tri«ees obtenues L^′_1 et L^′_2.

Tri par fusion pour un vecteur

(* fusionne les sous-vecteurs triés v1(a..c) et v1(c+1..b) *) (* dans v2(a..b). On suppose a <= c < b. *)

let fusion compare v1 v2 a c b =
  ...

(* adapter ici le code de fusion_vect donné en section 3-3 *)

;;

(* Trie par ordre croissant v1(a..b) à l’aide du vecteur *) (* auxiliaire v2. Si vers_v1 = true, le résultat est placé *) (* dans v1(a..b), sinon dans v2(a..b). On suppose a <= b. *)

let rec tri_partiel compare v1 v2 a b vers_v1 =

    if a < b then begin
       let c = (a+b)/2 in
       tri_partiel compare v1 v2 a c (not vers_v1);
       tri_partiel compare v1 v2 (c+1) b (not vers_v1);

   if vers_v1 then fusion compare v2 v1 a c b
              else fusion compare v1 v2 a c b
end

(* cas a = b : transfère l’élément au besoin *)

    else if not vers_v1 then v2.(a) <- v1.(a)
;;

(* trie par ordre croissant le vecteur v *)

let tri_fusion compare v =
    let n = vect_length(v) in
    if n > 1 then begin
       let v’ = make_vect n v.(0) in
       tri_partiel compare v v’ 0 (n-1) true
    end
;;

Le tri est r«ealis«e avec un vecteur auxiliaire v^′ permettant de fusionner les deux sous-vecteurs qui ont «et«e r«ecursivement tri«es. A chaque niveau de r«ecursion la fusion se fait de v vers v^′ ou de v^′ vers v suivant la valeur de l’indicateur vers_v1.

Preuve de l’algorithme : on d«emontre la correction de tri_partiel par r«ecurrence sur n = b − a + 1. Pour n = 1 on a b = a donc le sous-vecteur v_1(a .. b) est d«ej„a tri«e, et il est correctement plac«e dans v_1 ou dans v_2 selon la valeur de l’indicateur vers_v1.

Supposons que tri_partiel fournit un r«esultat juste pour tous les sousvecteurs de longueur p ∈ [[1, n[[ avec n � 2, et consid«erons le tri d’un sous-vecteur v_1(a .. b) avec b = a + n − 1. On a c = ⌊(a + b)/2⌋ = a + ⌊(n − 1)/2⌋ ∈ [[a, b[[ donc les appels :

tri_partiel compare v1 v2 a c (not vers_v1);
tri_partiel compare v1 v2 (c+1) b (not vers_v1);

sont licites et portent sur des sous-vecteurs de longueurs :

⌊(n − 1)/2⌋ + 1 = ⌈n/2⌉ et n − ⌈n/2⌉ = ⌊n/2⌋.

Ces longueurs sont strictement inf«erieures „a n car n � 2, donc, d’apr„es l’hypoth„ese de r«ecurrence, les appels r«ecursifs trient v_1(a .. c) et v_1(c + 1 .. b) en pla‰cant le r«esultat dans v_2 ou dans v_1 selon que vers v1 = true ou vers v1 = false. La fusion les deux sous-vecteurs obtenus fournit alors le r«esultat attendu : un sousvecteur tri«e et plac«e dans le vecteur d«esign«e par l’indicateur vers_v1. Ceci ach„eve la d«emonstration de validit«e.

Temps d’exécution. Le temps n«ecessaire pour trier un vecteur v est de la forme :

T = αN_{comp} + βN_{transf} + γN_{rec}

«etape v v^′ a c b vers_v1 „a faire 1 31415 xxxxx 0 2 4 true 2: tri_partiel v v’ 0 2 false

3: tri_partiel v v’ 3 4 false
4: fusion v’ v 0 2 4

2 31415 xxxxx 0 1 2 false 5: tri_partiel v v’ 0 1 true

6: tri_partiel v v’ 2 2 true
7: fusion v v’ 0 1 2

5 31415 xxxxx 0 0 1 true 8: tri_partiel v v’ 0 0 false

 9: tri_partiel v v’ 1 1 false
10: fusion v’ v 0 0 1

8 31415 xxxxx 0 0 false v^′(0) ←− v(0) 9 31415 3xxxx 1 1 false v^′(1) ←− v(1) 10 31415 31xxx 0 0 1 v(0..1) ←− fusion(v^′(0..0), v^′(1..1)) 6 13415 31xxx 2 2 true 7 13415 31xxx 0 1 2 v^′(0..2) ←− fusion(v(0..1), v(2..2)) 3 13415 134xx 3 3 4 false 11: tri_partiel v v’ 3 3 true

12: tri_partiel v v’ 4 4 true
13: fusion v v’ 3 3 4

11 13415 134xx 3 3 true 12 13415 134xx 4 4 true 13 13415 134xx 3 3 4 v^′(3..4) ←− fusion(v(3..3), v(4..4)) 4 13415 13415 0 2 4 v(0..4) ←− fusion(v^′(0..2), v^′(3..4)) 11345

Figure 3 : tri par fusion du vecteur [|3; 1; 4; 1; 5|]

o„u N_{comp} est le nombre d’appels „a la fonction compare, N_{transf} est le nombre de transferts d’un «el«ement de l’un des vecteurs v_1 ou v_2 dans l’autre vecteur, et N_{rec} est le nombre d’appels r«ecursifs „a la fonction tri_partiel. Les coe‹cients α, β, γ repr«esentent les dur«ees d’une comparaison, d’un transfert et de la gestion des variables locales aux fonctions tri_partiel et fusion.

Notons N_{comp}(n), N_{transf}(n) et N_{rec}(n) les valeurs maximales de N_{comp}, N_{transf} et N_{rec} pour le tri d’un sous-vecteur v_1(a .. b) de longueur n = b − a + 1. Si n = 1 on a :

N_{comp}(1) = 0, N_{transf}(1) = 1, N_{rec}(1) = 1.

Si n � 2 alors on divise v_1(a .. b) en deux sous-vecteurs v_1(a .. c) et v_1(c + 1 .. b) de longueurs ⌈n/2⌉ et ⌊n/2⌋, que l’on trie r«ecursivement, d’o„u :

N_{comp}(n) = N_{comp}(⌈n/2⌉) + N_{comp}(⌊n/2⌋) + ⌈n/2⌉ + ⌊n/2⌋ − 1, N_{transf}(n) = N_{transf}(⌈n/2⌉) + N_{transf}(⌊n/2⌋) + ⌈n/2⌉ + ⌊n/2⌋, N_{rec}(n) = N_{rec}(⌈n/2⌉) + N_{rec}(⌊n/2⌋) + 1.

On en d«eduit, par r«ecurrence sur n :

N_{rec}(n) = 2n − 1 ;

N_{comp}(n) + N_{rec}(n) = N_{transf}(n) ;

si 2^k � n � 2^{k+1} alors (k + 1)n � N_{transf}(n) � (k + 2)n.

D’apr„es ces relations, N_{transf}(n) ∼ n log_2(n), N_{rec}(n) = o(n log_2 n) et donc N_{comp}(n) ∼ n log_2(n). Finalement :

le tri par fusion d’un vecteur de taille n s’ex«ecute en temps O(n log_2 n) si le temps d’une comparaison est constant.

Stabilité : la position relative de deux «el«ements «equivalents ne peut être modi˛«ee qu’au cours d’une fusion, et l’algorithme de fusion d«ecrit en section 3-3 ne permute jamais deux «el«ements «equivalents appartenant au même sous-vecteur, et place en premier les «el«ements du premier sous-vecteur en cas d’«equivalence avec des «el«ements du deuxi„eme. Il en r«esulte que l’algorithme de tri par fusion tel qu’il a «et«e d«ecrit est stable.

Complexité spatiale : l’algorithme de tri par fusion n«ecessite un vecteur auxiliaire v^′ de longueur n et une pile de r«ecursion dans laquelle sont stock«ees les variables locales aux di¸«erentes instances de tri_partiel et de fusion actives. La taille de cette pile de r«ecursion est proportionnelle au nombre maximum d’appels „a tri_partiel imbriqu«es, et on voit par r«ecurrence sur n que ce nombre est au plus «egal „a 1 + ⌈log_2 n⌉. Donc le tri par fusion d’un vecteur de longueur n a une complexit«e spatiale asymptotiquement proportionnelle „a n. En particulier, le tri par fusion n’est pas un tri sur place.

Tri par fusion pour une liste chaînée

(* Découpe l en deux sous-listes de tailles n et lg(l)-n *) (* Il est supposé que lg(l) >= n *)

let rec découpe l n = match n,l with
| 0,_ -> ([], l)
| _,x::suite -> let (a,b) = découpe suite (n-1) in (x::a, b)
| _,_ -> failwith "cas impossible"
;;

(* Trie par fusion la liste l de n éléments *)

let rec tri_partiel compare l n =
  if n <= 1 then l
  else let n1 = n/2 in
       let n2 = n-n1 in
       let (l1, l2) = découpe l n1 in
       fusion_liste compare (tri_partiel compare l1 n1)
                           (tri_partiel compare l2 n2)
;;

(* Trie par fusion la liste l *)

let tri_fusion compare l = tri_partiel compare l (list_length l)
;;

3-7 Tri rapide

Le tri rapide, aussi appel«e tri de Hoare, tri par segmentation, ou quicksort, consiste „a r«eorganiser une liste L = (a_0, . . ., a_{n−1}) en trois sous-listes :

L_1 = (b_0, . .., b_{p−1}), L_2 = (a_0), L_3 = (c_0, .. ., c_{q−1})

dont la concat«enation est une permutation de L et telles que tous les «el«ements de L_1 sont inf«erieurs ou «equivalents „a a_0 et tous les «el«ements de L_3 sont sup«erieurs ou «equivalents „a a_0. Pour trier L, il reste „a trier s«epar«ement L_1 et L_3 ce que l’on fait r«ecursivement.

(* échange les éléments d’indices i et j dans v *)

let échange v i j = let x = v.(i) in v.(i) <- v.(j); v.(j) <- x;;

(* On suppose a < b et on note x = v.(a). *) (* Réorganise v(a..b) de sorte qu’en sortie tous les éléments *) (* d’indice < c soient inférieurs à x, tous ceux d’indice > c *) (* soient plus grands que x et v(c) = x. *) (* Retourne c en résultat. *)

let segmentation compare v a b =

    let i = ref(a+1) and j = ref(b) and x = v.(a) in
    while !i <= !j do

(* ici, tous les éléments de v(a+1..i-1) sont <= x *) (* et tous les éléments de v(j+1..b) sont >= x *) (* avance i et recule j tant que cette propriété *) (* reste vraie et que l’on a i <= j. *)

while (!i <= !j) & (compare x v.(!i)) <> PLUSPETIT
do i := !i+1 done;
while (!j > !i) & (compare x v.(!j)) <> PLUSGRAND
do j := !j-1 done;

(* échange les éléments trouvés *)

  if !i < !j then begin
     échange v !i !j;
     i := !i+1;
     j := !j-1;
   end
   else if !i = !j then j := !j-1;

done; (* while !i <= !j *)

(* met x en place et retourne sa nouvelle position *)

    if a <> !j then échange v a !j;
    !j
;;

(* trie le sous-vecteur v(a..b) par ordre croissant *) (* on suppose a < b *)

let rec tri_partiel compare v a b =
    let c = segmentation compare v a b in
    if a < c-1 then tri_partiel compare v a (c-1);
    if c+1 < b then tri_partiel compare v (c+1) b
;;

(* trie le vecteur v par ordre croissant *)

let tri_rapide compare v =
    let n = vect_length(v) in
    if n >= 2 then tri_partiel compare v 0 (n-1)
;;

Preuve de correction pour la fonction segmentation : la propri«et«e plac«ee en commentaire au d«ebut de la boucle while !i <= !j se d«emontre ais«ement par r«ecurrence sur le nombre d’it«erations e¸ectu«ees. Lorsque cette boucle est termin«ee, on a !i = !j + 1, !j � a et v.(!j) ≼ x. L’«echange de v.(!j) et v.(a) est donc licite et produit les listes L_1, L_2 et L_3 annonc«ees. La ˛gure 4 illustre le tri rapide du vecteur [|1; 4; 1; 4; 2; 1; 3; 5|].

Temps d’exécution. Le temps n«ecessaire pour trier un vecteur v de longueur n avec n � 2 est de la forme :

T = αN_{comp} + βN_{ech} + γN_{rec}

o„u N_{comp} est le nombre d’appels „a la fonction compare, N_{ech} est le nombre d’appels „a la fonction échange et N_{rec} est le nombre d’appels „a la fonction tri_partiel. Les coe‹cients α, β, γ repr«esentent les dur«ees d’une comparaison, d’un «echange et de la gestion des variables locales aux fonctions tri_partiel et segmentation.

Chaque appel „a tri_partiel pour un sous-vecteur v(a .. b) tel que a < b met „a sa place d«e˛nitive au moins un «el«ement, v(c). On a donc N_{rec} � n.

Montrons par r«ecurrence sur n que le nombre d’«echanges est major«e par 1 2 n log_2(n). C’est imm«ediat si n = 2. Si n > 2, soit c l’indice retourn«e par la segmentation de v (avec a = 0 et b = n − 1). Si 2 � c � n − 3, alors :

N_{ech} � c log_2(c) + (n − c − 1) log_2(n − c − 1) 2 � (n − 1) log_2(n) 2 � n log_2(n) 2 par hypoth„ese de r«ecurrence. On obtient la même in«egalit«e lorsque c < 2 ou c > n − 3 en rempla‰cant le terme c log_2(c) ou (n − c − 1) log_2(n − c − 1) par 0.

v action

segmentation(0, 7)

[|1 4 1 4’ 2 1 3 5|] while !i <= !j i j [|1 4 1 4’ 2 1 3 5|] done j i 1 [|4 1 4’ 2 1 3 5|] c = 0

segmentation(1, 7)

1 [|4 1 4’ 2 1 3 5|] while !i <= !j i j 1 [|4 1 4’ 2 1 3 5|] done j i 1 [|4 1 4’ 2 1 3 5|] échange(1, 6) j i 1 [|3 1 4’ 2 1|] 4 [|5|] c = 6

segmentation(1, 5)

1 [|3 1 4’ 2 1|] 4 5 while !i <= !j i j 1 [|3 1 4’ 2 1|] 4 5 échange(3, 5) i j 1 [|3 1 1 2 4’|] 4 5 while !i <= !j ij 1 [|3 1 1 2 4’|] 4 5 done j i 1 [|3 1 1 2 4’|] 4 5 échange(1, 4) j i 1 [|2 1 1|] 3 [|4’|] 4 5 c = 4

segmentation(1, 3)

1 [|2 1 1|] 3 4’ 4 5 while !i <= !j i j 1 [|2 1 1|] 3 4’ 4 5 done j i 1 [|2 1 1|] 3 4’ 4 5 échange(1, 3) j i 1 [|1 1|] 2[| |] 3 4’ 4 5 c = 3

segmentation(1, 2)

1 [|1 1|] 2 3 4’ 4 5 while !i <= !j ij 1 [|1 1|] 2 3 4’ 4 5 done j i 1 [|1 1|] 2 3 4’ 4 5 échange(1, 2) j i 1 [|1|] 1[| |] 2 3 4’ 4 5 c = 2 1 1 1 2 3 4’ 4 5

Figure 4 : tri rapide du vecteur [|1; 4; 1; 4; 2; 1; 3; 5|]

En remarquant que segmentation e¸ectue n − 1 appels „a compare pour un vecteur de longueur n, on montre de même que N_{comp} �^1_2 n(n − 1). Ce majorant est atteint, entre autres, lorsque le vecteur v est d«ej„a tri«e : en e¸et dans ce cas, la segmentation de v compare v(0) aux n − 1 autres «el«ements de v et retourne c = 0, donc on est ramen«e au tri du sous-vecteur v(1 .. n − 1) lui aussi d«ej„a tri«e.

En conclusion, le tri rapide d’un vecteur de taille n s’ex«ecute en temps O(n^2) si le temps d’une comparaison est constant, et cette complexit«e quadratique est atteinte lorsque le vecteur est d«ej„a tri«e.

Ainsi le tri rapide n’est pas particuli„erement rapide si l’on consid„ere la complexit«e dans le pire des cas. Cependant, on montre que pour une liste � al«eatoire � de n «el«ements distincts, le nombre moyen de comparaisons e¸ectu«ees est de l’ordre de 2n ln(n) ≈ 1.4n log_2(n) (cf. exercice 8-6 et aussi [Knuth] vol. 3, p. 114). Il en r«esulte que le temps moyen d’ex«ecution du tri rapide est O(n ln n) si le temps d’une comparaison est constant.

Complexité spatiale : la segmentation d’un sous vecteur est e¸ectu«ee sur place puisque la fonction segmentation utilise une nombre ˛xe de variables locales. Par contre, la fonction tri_partiel ne s’ex«ecute pas sur place du fait des appels r«ecursifs. Dans le pire des cas il peut y avoir jusqu’„a n − 1 instances de tri_partiel en suspens si le vecteur v est initialement tri«e „a l’envers (c’est-„a-dire v(i) ≻ v(i + 1) pour tout i), donc la complexit«e m«emoire de tri_rapide dans le pire des cas est asymptotiquement proportionnelle „a n. L’exercice 3-12 montre que l’on peut e¸ectuer un tri rapide avec O(ln n) unit«es de m«emoire auxiliaire seulement, en ordonnant convenablement les appels r«ecursifs „a tri_partiel. En tout «etat de cause, le tri rapide n’est pas un tri sur place.

Stabilité : l’exemple du tri de [|1; 4; 1; 4; 2; 1; 3; 5|] montre que le tri rapide n’est pas stable (les deux 4 sont intervertis). On peut le rendre stable en utilisant un vecteur d’indexation, c’est-„a-dire un vecteur p „a «el«ements entiers dans lequel on calcule une permutation de [[0, n − 1]] telle que la liste (v.(p.(0)), . . ., v.(p.(n − 1))) soit tri«ee, avec conservation de la disposition relative des «el«ements «equivalents. Le vecteur p s’obtient en triant la permutation identit«e avec une fonction de comparaison entre indices qui compare les «el«ements de v ayant ces indices, puis compare les indices en cas d’«equivalence.

(* Calcule une permutation p telle que la liste *) (* [v(p(0)), .., v(p(n-1))] est triée par ordre *) (* croissant. En cas d’équivalence, utilise les *) (* indices des éléments pour les départager. *)

let tr_stable compare v =

  let n = vect_length(v) in
  let p = make_vect n 0 in
  for i = 1 to n-1 do p.(i) <- i done;

  let comp x y = match compare v.(x) v.(y) with
  | EQUIV when x < y -> PLUSPETIT

  | EQUIV when x > y -> PLUSGRAND
  | res -> res
  in

  tri_rapide comp p; p
;;

Avec cette m«ethode, on obtient un algorithme de tri stable qui ne modi˛e pas le vecteur „a trier, ce qui peut être int«eressant dans certaines applications.

3-8 Exercices

Exercice 3-1 : insertion sans répétition Modi˛er les fonctions insère_vect et insère_liste pr«esent«ees „a la section 3-1 pour qu’elles ne proc„edent pas „a l’insertion si le vecteur ou la liste fourni contient d«ej„a un «el«ement «equivalent „a x.

Exercice 3-2 : fusion sans répétition Programmer en caml les op«erations de fusion sans r«ep«etition pour des listes cha^“n«ees et pour des listes repr«esent«ees par des vecteurs (on supposera que les listes „a fusionner ne comportent pas de r«ep«etitions).

Exercice 3-3 : opérations sur les ensembles On repr«esente les parties d’un ensemble totalement ordonn«e E par des listes tri«ees sans r«ep«etitions. Comment peut-on r«ealiser e‹cacement les op«erations de r«eunion, intersection, di¸«erence et di¸«erence sym«etrique ?

Exercice 3-4 : polynômes creux On repr«esente les polynômes „a une variable „a coe‹cients entiers par des listes cha^“n«ees de monômes, un monôme aX^e «etant repr«esent«e par le couple d’entiers (a, e). Les monômes d’un polynôme sont class«es par degr«e croissant et chaque monôme a un coe‹cient a ≠ 0. «Ecrire une fonction d’addition de deux polynômes pour cette repr«esentation.

Exercice 3-5 : fusion multiple «Etudier les probl„emes suivants (on cherchera „a minimiser le temps d’ex«ecution compt«e en nombre maximal de comparaisons e¸ectu«ees) :

1. Fusion de trois listes tri«ees, L_1, L_2, L_3. 2. Fusion de quatre listes tri«ees, L_1, L_2, L_3, L_4.

Exercice 3-6 : tri à bulles Programmer l’algorithme du tri „a bulles dans le cas du tri d’une liste cha^“n«ee.

3-8 Exercices 51

Exercice 3-7 : complexité moyenne du tri à bulles On suppose que les «el«ements d’un vecteur v = [|a_0, .. ., a_{n−1}|] sont des entiers compris entre 0 et K − 1 o„u K et n sont des constantes, et que les K^n vecteurs de n «el«ements sont «equiprobables. D«eterminer le nombre moyen d’«echanges e¸ectu«es lors du tri „a bulles de v.

Exercice 3-8 : liste presque triée Soit p ∈ N. On dit qu’une liste L = (a_0, . . ., a_{n−1}) est p-presque tri«ee „a gauche si, pour tout entier i, le nombre d’indices j < i tels que a_j ≻ a_i est major«e par p. Soit L une liste p-presque tri«ee „a gauche.

1. Est-ce que L est aussi p-presque tri«ee „a droite, c’est-„a-dire le nombre d’indices j > i tels que a_j ≺ a_i est-il major«e par p ?

2. Montrer que la complexit«e asymptotique du tri „a bulles d’une liste p-presque tri«ee „a gauche est O(np).

Exercice 3-9 : le tri de caml La biblioth„eque standard de caml contient la fonction de tri suivante :

(* Merging and sorting *)

let merge order =
  merge_rec where rec merge_rec = fun
    [] l2 -> l2
  | l1 [] -> l1
  | (h1::t1 as l1) (h2::t2 as l2) ->
      if order h1 h2 then h1 :: merge_rec t1 l2
                     else h2 :: merge_rec l1 t2
;;

let sort order l =
  let rec initlist = function
      [] -> []
    | [e] -> [[e]]
    | e1::e2::rest ->
           (if order e1 e2 then [e1;e2] else [e2;e1])
        :: initlist rest in
  let rec merge2 = function
      l1::l2::rest -> merge order l1 l2 :: merge2 rest
    | x -> x in
  let rec mergeall = function
      [] -> []
    | [l] -> l
    | llist -> mergeall (merge2 llist) in
  mergeall(initlist l)
;;

Expliquer et justi˛er le fonctionnement de sort.

Exercice 3-10 : tri par fusion naturelle Soit L = (a_0, . .., a_{n−1}) une liste d’«el«ements comparables. On appelle s«equence croissante toute sous-liste (a_i, . .., a_j) tri«ee par ordre croissant, et s«equence croissante maximale toute s«equence croissante qui n’est pas contenue dans une autre s«equence croissante. «Etudier l’algorithme de tri suivant :

Pour trier L :

{ parcourir L en fusionnant deux par deux les s«equences croissantes maximales ;

{ recommencer jusqu’„a ce qu’il ne reste plus qu’une s«equence croissante maximale.

L’«etude consiste „a «ecrire un programme impl«ementant cet algorithme, „a en prouver la correction et „a en d«eterminer la complexit«e asymptotique.

Exercice 3-11 : tri rapide Programmer l’algorithme du tri rapide pour des listes cha^“n«ees.

Exercice 3-12 : dérécursification du tri rapide Pour «eliminer les appels r«ecursifs dans le tri rapide d’un vecteur, on utilise une liste auxiliaire dans laquelle on place les indices limites des sous-vecteurs restant „a trier. «Ecrire une fonction it«erative e¸ectuant le tri d’un vecteur suivant cette m«ethode. Montrer que la longueur de la liste auxiliaire peut être major«ee par 1 + log_2 n si l’on choisit de trier en premier le plus petit des sous-vecteurs produits par la phase de segmentation.

Chapitre 4

Évaluation d’une formule

4-1 Structure de pile

Une pile est une liste ne permettant des insertions ou des suppressions qu’„a une seule extr«emit«e, appel«ee sommet de la pile. Empiler un objet sur une pile P consiste „a ins«erer cet objet au sommet de P, et d«epiler un objet de P consiste „a supprimer de P l’objet plac«e au sommet. L’objet d«epil«e est retourn«e par la fonction de d«epilement pour être trait«e par le programme.

sommet de la pile ↓ c b a empiler d −−−−−−−−−→ d c b a d«epiler −−−−−−−−−→ c b a

↗ d

Figure 5 : fonctionnement d’une pile

Une propri«et«e remarquable des piles est qu’un objet ne peut être d«epil«e qu’apr„es avoir d«epil«e tous les objets qui sont plac«es � au dessus � de lui, ce qui fait que les objets quittent la pile dans l’ordre inverse de leur ordre d’arriv«ee. Pour cette raison une pile est aussi appel«ee structure LIFO (Last In, First Out). On peut comparer le fonctionnement d’une pile „a celui d’un journal t«el«edi¸us«e o„u le pr«esentateur donne la parole „a un reporter. Le reporter rend compte de son enquête et donne „a son tour la parole „a un t«emoin. Lorsque le t«emoin a ˛ni de t«emoigner, le reporter reprend la parole pour conclure et la rend en˛n au pr«esentateur.

En informatique une pile sert essentiellement „a stocker des donn«ees qui ne peuvent pas être trait«ees imm«ediatement car le programme a une tâche plus urgente ou pr«ealable „a accomplir auparavant. En particulier les appels et retours de fonctions sont g«er«es grâce „a une pile appel«ee pile d’ex«ecution : si au cours de l’ex«ecution d’une fonction A la machine doit ex«ecuter une fonction B alors elle place au sommet de la pile d’ex«ecution l’adresse „a laquelle le code de A est interrompu, ex«ecute le code de B et, lorsque B est termin«ee, reprend l’ex«ecution „a l’adresse ˛gurant au sommet de la pile, c’est-„a-dire l„a o„u A a «et«e interrompue. Ce m«ecanisme permet d’imbriquer des fonctions th«eoriquement sans limitation de profondeur, en pratique dans les limites de la m«emoire allou«ee „a la pile d’ex«ecution. La gestion des variables locales est r«ealis«ee de la même mani„ere en rangeant ces variables dans la pile d’ex«ecution ou dans une pile d«edi«ee.

Représentation d’une pile par un vecteur

On peut repr«esenter une pile en m«emoire par un couple constitu«e d’un vecteur sur-dimensionn«e et d’un entier indiquant la premi„ere position libre sur la pile. La repr«esentation ci-dessous utilise un record caml c’est-„a-dire un couple dont les deux composantes sont d«esign«ees par les noms symboliques objet et sommet plutôt que par leur position dans le couple. objet et sommet sont appel«es champs du record. Le champ sommet est d«eclar«e mutable ce qui signi˛e qu’on peut le modi˛er sur place.

type ’a v_pile = {objet:’a vect; mutable sommet:int};;

(* création d’une pile vide de taille maximale n *) (* x est un objet du type de ceux qui seront empilés *)

let crée_pile n x = {objet = make_vect n x; sommet = 0};;

(* empile x *)

let empile pile x =
    if pile.sommet >= vect_length(pile.objet)
    then failwith "pile pleine"
    else begin
      pile.objet.(pile.sommet) <- x;
      pile.sommet <- pile.sommet+1
    end
;;

(* dépile le sommet de pile et le retourne comme résultat *)

let dépile pile =
    if pile.sommet <= 0
    then failwith "pile vide"
    else begin
      pile.sommet <- pile.sommet-1;
      pile.objet.(pile.sommet)
    end
;;

(* dit si la pile est vide *)

let est_vide pile = (pile.sommet = 0);;

4-2 Repr«esentation lin«eaire d’une formule 55

Représentation d’une pile par une liste chaînée

On peut aussi repr«esenter une pile par une r«ef«erence sur liste cha^“n«ee, le sommet de la pile «etant la tête de la liste.

type ’a ch_pile == ’a list ref;;

(* création d’une pile vide *)

let crée_pile() = ref [];;

(* empile x *)

let empile pile x = pile := x :: !pile;;

(* dépile le sommet de pile et le retourne comme résultat *)

let dépile pile = match !pile with
    | [] -> failwith "pile vide"
    | a::suite -> pile := suite; a
;;

(* dit si la pile est vide *)

let est_vide pile = !pile = [];;

4-2 Représentation linéaire d’une formule

Une formule math«ematique peut être repr«esent«ee lin«eairement de trois mani„eres :

{ forme in˛xe : les op«erateurs binaires sont plac«es entre leurs arguments, des parenth„eses peuvent imposer un ordre d’ex«ecution des op«erations ;

{ forme pr«e˛xe : tous les op«erateurs sont plac«es avant leurs arguments ; { forme post˛xe : tous les op«erateurs sont plac«es apr„es leurs arguments.

Par exemple la formule : 3 + 2 √ 36 6 est repr«esent«ee sous .. .

forme in˛xe : ( 3 + 2 ∗ sqrt ( 36 ) ) / 6 forme pr«e˛xe : / + 3 ∗ 2 sqrt 36 6 forme post˛xe : 3 2 36 sqrt ∗ + 6 /

Formellement une formule est repr«esent«ee par une suite de lex„emes, un lex„eme «etant un nombre, un op«erateur unaire, un op«erateur binaire ou une parenth„ese. La valeur d’une formule est d«e˛nie r«ecursivement „a l’aide de r„egles de r«eduction rempla‰cant une partie de la formule par sa valeur. En notant x, y des nombres, f_1 un op«erateur unaire, f_2 un op«erateur binaire, f_1[x] et f_2[x, y] les r«esultats des applications de ces op«erateurs, on a les r„egles de r«eduction suivantes :

r«eductions d’une formule in˛xe

( x ) −→ x f_1 x −→ f_1[x] x f_2 y −→ f_2[x, y]

r«eductions d’une formule pr«e˛xe

f_1 x −→ f_1[x] f_2 x y −→ f_2[x, y]

r«eductions d’une formule post˛xe

x f_1 −→ f_1[x] x y f_2 −→ f_2[x, y]

Une suite quelconque de lex„emes, f, constitue une formule in˛xe, pr«e˛xe ou post˛xe correcte si et seulement si elle peut être r«eduite en un nombre „a l’aide des r„egles pr«ec«edentes. Dans le cas des formules pr«e˛xes ou post˛xes le nombre obtenu est ind«ependant de la suite de r«eductions utilis«ee (cf. exercice 4-1) et est la valeur de f. Dans le cas des formules in˛xes le nombre obtenu d«epend de la suite de r«eductions utilis«ee, la valeur d’une formule in˛xe est rendue non ambigu-e par utilisation de r„egles de priorit«e et d’associativit«e interdisant certaines r«eductions.

4-3 Évaluation d’une formule postfixe

Une formule post˛xe peut être «evalu«ee „a l’aide d’une pile par l’algorithme suivant :

{ initialiser la pile „a vide et parcourir la formule � de gauche „a droite � ; { „a chaque fois que l’on trouve une valeur, empiler cette valeur ; { „a chaque fois que l’on trouve un op«erateur unaire f, d«epiler le sommet de la pile, soit x, et empiler la valeur f[x] ;

{ „a chaque fois que l’on trouve un op«erateur binaire g, d«epiler les deux valeurs au sommet de la pile, soit x, y avec x d«epil«ee en premier, et empiler la valeur g[y, x] ;

{ lorsque le parcours de la formule est termin«e, la pile ne contient plus qu’une valeur qui est la valeur de la formule.

Par exemple la formule post˛xe :

3 2 36 sqrt ∗ + 6 /

est «evalu«ee selon les «etapes :

4-3 «Evaluation d’une formule postfixe 57

pile formule [ ] 3 2 36 sqrt ∗ + 6 / [ 3 ] 2 36 sqrt ∗ + 6 / [ 3 2 ] 36 sqrt ∗ + 6 / [ 3 2 36 ] sqrt ∗ + 6 / [ 3 2 6 ] ∗ + 6 / [ 3 12 ] + 6 / [ 15 ] 6 / [ 2.5 ] / [ 2.5 ]

On prouve la validit«e de cet algorithme en remarquant qu’„a chaque «etape la concat«enation de la pile et du reste de la formule est une formule d«eduite de la formule initiale selon les r„egles de r«eduction des formules post˛xes. Le nombre d’«etapes est «egal „a la longueur de la formule initiale, il est donc ˛ni. En˛n, si la formule initiale est une formule post˛xe correcte, alors la formule ˛nale obtenue est une formule post˛xe correcte constitu«ee uniquement de valeurs, donc elle contient une seule valeur qui est la valeur de la formule initiale.

(* éléments syntaxiques d’une formule portant *) (* sur des valeurs de type ’a *)

type ’a lexème =
| VALEUR of ’a
| OP_UNAIRE of ’a -> ’a
| OP_BINAIRE of ’a -> ’a -> ’a
;;

(* évalue une formule postfixe *)

let évalue formule =

  let pile = crée_pile() (* pile conservant les valeurs en attente *)
  and reste = ref(formule) (* reste de la formule *)
  in

  while !reste <> [] do

(* traite un lexème : si c’est une valeur, l’empile *) (* si c’est un opérateur, effectue l’opération et *) (* empile le résultat. *)

  begin match hd(!reste) with
  | VALEUR a -> empile pile a
  | OP_UNAIRE f -> let x = dépile pile in empile pile (f x)
  | OP_BINAIRE g -> let x = dépile pile in
                    let y = dépile pile in empile pile (g y x)
  end;
  reste := tl(!reste) (* retire le lexème traité *)

done;

(* normalement, la pile ne contient plus que le résultat *)

  let v = dépile pile in
  if est_vide(pile) then v else failwith "pile non vide"

;;

(* Exemple *)

évalue [ VALEUR 3.0;
         VALEUR 2.0;
         VALEUR 36.0;
         OP_UNAIRE sqrt;
         OP_BINAIRE mult_float;
         OP_BINAIRE add_float;
         VALEUR 6.0;
         OP_BINAIRE div_float ]
;;
- : float = 2.5

En pr«esence d’une formule incorrecte, évalue et d«eclenche l’erreur "pile vide" s’il manque un argument „a un op«erateur, et l’erreur "pile non vide" s’il y a plus qu’une valeur dans la pile apr„es «evaluation de tous les op«erateurs.

Temps d’exécution : en supposant que l’«evaluation des op«erations intervenant dans formule et les op«erations sur les piles ont un temps d’ex«ecution constant, le temps d’«evaluation d’une formule post˛xe de longueur n est O(n).

Remarque : l’usage des fonctions crée_pile, empile et dépile permet de coder l’algorithme d’«evaluation d’une formule post˛xe ind«ependamment de l’impl«ementation e¸ective des piles („a ce d«etail pr„es que dans l’impl«ementation des piles sous forme de vecteurs, la fonction crée_pile prend un param„etre de taille et un objet du type de ceux qui seront empil«es).

4-4 Exercices

Exercice 4-1 : non ambiguïté des formules postfixes D«emontrer que la valeur d’une formule post˛xe correcte est bien d«e˛nie, c’est-„adire est ind«ependante de l’ordre des r«eductions e¸ectu«ees.

Exercice 4-2 : expressions conditionnelles postfixes On envisage d’ajouter „a la liste des op«erateurs un op«erateur conditionnel du type : si condition alors exp_1 sinon exp_2. Quelles sont les modi˛cations „a apporter „a l’algorithme d’«evaluation d’une formule post˛xe pour traiter ce type d’expressions ?

4-4 Exercices 59

Exercice 4-3 : évaluation d’une formule préfixe «Etudier le probl„eme de l’«evaluation d’une formule pr«e˛xe.

Exercice 4-4 : évaluation d’une formule infixe à l’aide de deux piles L’«evaluation d’une formule in˛xe non compl„etement parenth«es«ee impose de d«e˛nir des r„egles de priorit«e de fa‰con „a rendre non ambigu-e les formules du type :

x f y g z

o„u x, y, z sont des nombres et f, g des op«erateurs binaires. On adopte ici la convention d’associativit«e „a gauche :

«evaluer les op«erations prioritaires en premier ; en cas de priorit«es «egales «evaluer l’op«eration de gauche en premier.

On peut alors «evaluer une formule in˛xe „a l’aide de deux piles, une pile de valeurs et une pile d’op«erateurs de la mani„ere suivante :

parcourir la formule en pla‰cant les valeurs rencontr«ees dans la pile des valeurs, les op«erateurs et parenth„eses ouvrantes dans la pile des op«erateurs et en e¸ectuant toutes les op«erations prioritaires empil«ees lorsqu’on doit empiler un op«erateur binaire ou une parenth„ese fermante. Une op«eration unaire est e¸ectu«ee au moment o„u l’on doit empiler l’argument correspondant. A la ˛n du parcours, e¸ectuer les op«erations en instance et retourner le sommet de la pile des valeurs.

Coder cet algorithme en caml. On utilisera la d«eclaration suivante pour repr«esenter les «el«ements d’une formule in˛xe :

type ’a lexème =
| VALEUR of ’a
| OP_UNAIRE of ’a -> ’a
| OP_BINAIRE of int * (’a -> ’a -> ’a) (* priorité, opération *)
| PARENTHÈSE_OUVRANTE
| PARENTHÈSE_FERMANTE
;;

Exercice 4-5 : compilation d’une formule infixe «Ecrire une fonction compile qui prend en argument une formule in˛xe f suppos«ee bien form«ee et renvoie une formule post˛xe f^′ constitu«ee des mêmes nombres et des mêmes op«erateurs et ayant même valeur que f.

Exercice 4-6 : non ambiguïté des formules infixes Montrer que si l’on remplace les valeurs par des variables ind«ependantes et si l’on ne fait aucune hypoth„ese sur la commutativit«e ou l’associativit«e des op«erateurs alors une formule in˛xe bien form«ee f admet une unique formule post˛xe f^′ «equivalente.

Chapitre 5

Logique booléenne

5-1 Propositions

Une proposition est une phrase non ambigu-e „a laquelle on peut attribuer une valeur de v«erit«e : vrai ou faux. Cette valeur peut d«ependre de param„etres contenus dans la proposition. Par exemple les phrases :

{ Il fait beau aujourd’hui.

{ x admet une racine carr«ee enti„ere. { π est un nombre n«egatif.

sont des propositions, la deuxi„eme d«ependant du param„etre x. Par contre les phrases :

{ Cette phrase est fausse. { Pourquoi pas ?

n’en sont pas.

En logique bool«eenne on ne s’int«eresse qu’„a la valeur de v«erit«e d’une proposition et on ignore le sens de la phrase associ«ee. Deux propositions p et q ayant la même valeur de v«erit«e sont dites identiques, ce que l’on note : p ≡ q. Par exemple avec :

p : Mercredi vient apr„es Mardi. q : Mardi vient apr„es Mercredi. r : No-el est un jour f«eri«e. s : π < 0.

on a p ≡ r et q ≡ s. Si les propositions p et q d«ependent de param„etres x_1, .. ., x_n, on convient que p ≡ q si et seulement si, pour toute valeur de (x_1, .. ., x_n), p(x_1, . .., x_n) et q(x_1, . .., x_n) ont même valeur de v«erit«e. Une proposition est une tautologie si elle est identique „a vrai.

Connecteurs logiques

«Etant donn«ees deux propositions p et q, on convient que les expressions suivantes sont aussi des propositions :

5-1 Propositions 61

{ non p : not«e aussi ¬p ou p. (non p) est vrai lorsque p est faux, faux lorsque p est vrai.

{ p et q : not«e aussi p∧q ou pq. (p et q) est vrai lorsque p et q valent vrai, (p et q) est faux dans les autres cas. L’op«eration et est appel«ee conjonction ou produit bool«een.

{ p ou q : not«e aussi p ∨ q ou p + q. (p ou q) est vrai lorsque l’une au moins des deux propositions vaut vrai, (p ou q) est faux lorsque les deux valent faux. L’op«eration ou est appel«ee disjonction ou somme bool«eenne.

{ p oubien q : not«e aussi p ⊕ q. (p oubien q) est vrai lorsqu’une et une seule des propositions p, q est vrai. On peut aussi dire que (p oubien q) vaut vrai si et seulement si p et q ont des valeurs de v«erit«es di¸«erentes.

{ p ⇐⇒ q : (p ⇐⇒ q) est vrai lorsque p et q ont la même valeur de v«erit«e. Cette notion est di¸«erente de l’identit«e ≡ : p ≡ q est un fait tandis que p ⇐⇒ q est une proposition qui peut être vraie ou fausse.

{ p =⇒ q : (p =⇒ q) est une proposition identique „a ((non p) ou q), ce qui se lit : l’implication p =⇒ q vaut faux si et seulement si p vaut vrai et q vaut faux ; dans tous les autres cas, en particulier lorsque p vaut faux, l’implication vaut vrai. Remarquons que l’implication bool«eenne ainsi d«e˛nie ne traduit pas un lien de cause „a e¸et entre p et q mais seulement une comparaison de leurs valeurs de v«erit«e. Par exemple les implications :

(Mercredi vient apr„es Mardi) =⇒ (2 + 2 = 4) (Il neige en Novembre) =⇒ (No-el sera en D«ecembre) valent vrai. De même, «etant donn«e trois propositions p, q, r quelconques et sans aucun rapport entre elles, la proposition :

(p =⇒ q) ou (q =⇒ r) vaut toujours vrai.

Tables de vérité

Soit f(p_1, .. ., p_n) une proposition d«ependant de param„etres p_1, .. . , p_n qui sont des propositions ind«etermin«ees. Les propositions p_1, . . . , p_n sont appel«ees : variables propositionnelles de f. On dit aussi que f est une fonction bool«eenne de n variables. La table de v«erit«e de f est un tableau donnant la valeur de v«erit«e de f(p_1, .. ., p_n) pour chaque valeur possible du n-uplet (p_1, . .., p_n). Chaque variable propositionnelle peut prendre la valeur vrai ou faux, donc l’ensemble des valeurs possibles pour (p_1, . .., p_n) est {vrai, faux}^n. En particulier, la table de v«erit«e de f a 2^n lignes. Ces lignes sont g«en«eralement class«ees par ordre lexicographique du n-uplet valeur de (p_1, . .., p_n). Les tables de v«erit«e des connecteurs logiques d«e˛nis „a la section pr«ec«edente sont :

p non p V F F V p q p et q p ou q p oubien q p ⇐⇒ q p =⇒ q V V V V F V V V F F V V F F F V F V V F V F F F F F V V

o„u V et F repr«esentent vrai et faux.

Une table de v«erit«e peut être utilis«ee pour d«e˛nir une fonction bool«eenne ou pour v«eri˛er une identit«e remarquable, c’est-„a-dire une tautologie. Par exemple la table :

p q p q q =⇒ p p =⇒ q V V F F V V V F F V F F F V V F V V F F V V V V

d«emontre l’identit«e : (p =⇒ q) ≡ (q =⇒ p) qui est „a la base du raisonnement par contraposition. On d«emontre de même les identit«es suivantes :

p ⊕ q ≡ non(p ⇐⇒ q) ≡ (p ⇐⇒ q) ≡ (pq + pq) p ≡ non(non p)

lois de de Morgan

{ non(p et q) ≡ p ou q

non(p ou q) ≡ p et q

associativit«e

{ p et (q et r) ≡ (p et q) et r p ou (q ou r) ≡ (p ou q) ou r

distributivit«e

{ p et (q ou r) ≡ (p et q) ou (p et r) p ou (q et r) ≡ (p ou q) et (p ou r)

On convient souvent de repr«esenter les valeurs de v«erit«e vrai et faux par les nombres 1 et 0 ce qui donne les tables de v«erit«e num«eriques :

p q p et q p ou q p ⊕ q p =⇒ q 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1

Ce tableau justi˛e la notation pq pour (p et q). L’op«eration ou ne correspond „a une addition que si l’on admet que 1 + 1 = 1 (!) et il aurait «et«e plus judicieux de noter max(p, q) pour p ou q. L’op«eration ⊕ correspond „a l’addition modulo 2, en particulier elle est associative et distributive sur et. En˛n l’implication peut être vue comme une op«eration de comparaison : (p =⇒ q) ≡ (p � q).

5-2 Circuits logiques 63

5-2 Circuits logiques

Un circuit logique est un dispositif physique («electronique, m«ecanique, optique ou autre) muni d’entr«ees et de sorties n’ayant que deux «etats stables not«es 0 et 1. Les «etats des entr«ees sont impos«es par � l’ext«erieur �, les «etats des sorties sont impos«es par le circuit en fonction des «etats des entr«ees. Le circuit est dit combinatoire si les «etats des sorties „a un instant donn«e ne d«ependent que des «etats des entr«ees „a cet instant, et s«equentiel si les «etats des sorties d«ependent aussi des «etats ant«erieurs des entr«ees. Les circuits logiques «el«ementaires sont repr«esent«es sur la ˛gure 6.

relais : E S = E

not: E S = E

and :

A B S = AB

nand :

A B S = AB or :

A B S = A + B

nor :

A B S = A + B

xor :

A B S = A ⊕ B

Figure 6 : circuits «el«ementaires

Le relais est utilis«e pour ampli˛er un signal logique dans un montage comportant beaucoup de circuits, il n’a pas d’utilit«e au sens logique. Les portes et et ou sont appel«ees ainsi car elles permettent de bloquer ou laisser passer un signal logique (cf. ˛gure 7).

E 1 S = E : porte passante

E 0 S = 0 : porte bloqu«ee

E 1 S = 1 : porte bloqu«ee

E 0 S = E : porte passante

Figure 7 : portes

Les portes nand et nor agissent comme des portes inverseuses : soit la porte est bloqu«ee, soit elle laisse passer la n«egation de son entr«ee libre. La porte oubien transmet ou inverse un signal pr«esent sur une entr«ee suivant que l’autre entr«ee est maintenue „a 0 ou „a 1.

Un circuit logique non «el«ementaire est constitu«e de circuits «el«ementaires inter-connect«es de sorte que toute entr«ee d’un composant est reli«ee soit „a une entr«ee du circuit complet soit „a une sortie d’un autre composant, et toute sortie d’un composant est reli«ee „a une sortie du circuit complet ou „a une ou plusieurs entr«ees d’autres composants. On d«emontre qu’un circuit est combinatoire si aucune sortie d’un composant n’est reli«ee „a une des entr«ees de ce composant, directement ou indirectement „a travers d’autres portes (c’est une condition su‹sante seulement).

A

B α

β S

circuit combinatoire

R

S

Q

Q^′

circuit s«equentiel

A B α β S 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0

R S Q Q^′ 1 1 x x 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1

Le circuit s«equentiel ci-dessus est appel«e bascule RS. Il constitue une m«emoire simpli˛«ee : on enregistre un 0 en mettant R „a 1 et S „a 0 puis en ramenant S „a 1. De même, en maintenant S „a 1, on enregistre un 1 en mettant R „a 0 puis en le ramenant „a 1. Lorsque R = S = 1, le bit m«emoris«e est disponible sur Q et son compl«ement est disponible sur Q^′. Les «etats de Q et Q^′ d«ependent donc du pass«e.

Remarque technique

Par assemblage de circuits «el«ementaires on peut r«ealiser n’importe quelle fonction bool«eenne (voir la section suivante). Cependant, lors de la r«ealisation physique, il faut tenir compte des points suivants :

{ Une sortie ne peut alimenter qu’un nombre limit«e d’entr«ees. La sortance d’un circuit est le nombre maximal d’entr«ees qui peuvent être connect«ees sur une sortie de ce circuit ; elle est g«en«eralement comprise entre 10 et 100 suivant la technologie employ«ee. Dans un circuit complexe il peut être n«ecessaire d’intercaler des relais ampli˛cateurs sur les sorties tr„es demand«ees.

{ Chaque porte a un temps de propagation non nul : lorsqu’une entr«ee change de valeur la sortie n’est garantie stable qu’au bout de ce d«elai de propagation. Le temps de r«eponse d’un assemblage de portes «el«ementaires est donc proportionnel au plus grand nombre de portes intercal«ees entre une entr«ee et une sortie du circuit complet. Ce nombre est appel«e profondeur du circuit et on a g«en«eralement int«erêt „a minimiser cette profondeur pour obtenir un fonctionnement rapide.

5-3 Synthèse des fonctions booléennes

Représentation et-ou-non

Théorème : soit f une fonction bool«eenne des variables p_1, ..., p_n. Alors f peut être exprim«ee uniquement „a l’aide des connecteurs et, ou, non, des variables p_i et des propositions constantes vrai et faux.

Conséquence : toute fonction bool«eenne peut être r«ealis«ee par assemblage de portes «el«ementaires and, or et not.

Démonstration : on proc„ede par r«ecurrence sur n. Pour n = 0, f est une proposition sans variable, donc f ≡ vrai ou f ≡ faux. Si le th«eor„eme est v«eri˛«e pour toute fonction bool«eenne „a n−1 variables, consid«erons une fonction bool«eenne f „a n variables et les deux fonctions :

g : (p_1, .. ., p_{n−1}) −→ f(p_1, . . ., p_{n−1}, vrai), h : (p_1, .. ., p_{n−1}) −→ f(p_1, . . ., p_{n−1}, faux),

de sorte que :

f(p_1, .. ., p_n) ≡ (p_n et g(p_1, . .., p_{n−1})) ou (p_n et h(p_1, .. ., p_{n−1})).

L’hypoth„ese de r«ecurrence appliqu«ee „a g et h fournit alors une d«ecomposition de f „a l’aide des connecteurs et, ou et non, des variables p_i et des constantes vrai et

faux.

Exemple : additionneur 1-bit. «Etant donn«es deux nombres A et B cod«es sur un bit (c’est-„a-dire compris entre 0 et 1) et une retenue, C cod«ee aussi sur un bit, on veut calculer la somme A + B + C (+ a ici le sens de l’addition des entiers naturels). Cette somme est comprise entre 0 et 3, donc peut être repr«esent«ee sur deux bits : A + B + C = 2S_1 + S_0. On peut «ecrire la table de v«erit«e de (S_1, S_0) :

A B C S_1 S_0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1

La premi„ere moiti«e donne la table de v«erit«e de (S_0, S_1) lorsque A ≡ 0. Il appara^“t que dans ce cas S^′_0 ≡ B ⊕ C et S^′_1 ≡ BC. De même, dans le cas A ≡ 1 on obtient : S^{′′}_0 ≡ B ⊕ C et S^{′′}_1 ≡ B + C (addition logique) ce qui donne :

S_0 ≡ A(B ⊕ C) + A(B ⊕ C) ;

S_1 ≡ A(B + C) + A(BC).

On a de même : B ⊕ C ≡ BC + BC, ce qui donne le circuit additionneur de la ˛gure 8.

Additionneur n-bits

Soient a = a_{n−1} . . .a_0^2 et b = b_{n−1} . ..b_0^2 deux nombres entiers naturels d«ecompos«es en base 2 et c = c_0^2 ∈ {0, 1}. Pour calculer la somme a + b + c, on peut

C

B

A

S_0

S_1

C B

C B

A BC

A B+C

B⊕C A

A

Figure 8 : additionneur 1-bit c a_0 a_1 a_{n−1} b_0 b_1 b_{n−1}

c c c a a a b b b s_0 s_0 s_0 s_1 s_1 s_1

s_0 s_1 s_{n−1} s_n

Figure 9 : additionneur n-bits

additionner les bits de même rang de a et b en propageant les retenues, c jouant le rôle de retenue entrante. Il su‹t donc de disposer n additionneurs 1-bit en cascade (cf. ˛gure 9). L’inconv«enient de ce montage est que son temps de r«eponse est proportionnel „a n car chaque additionneur 1-bit doit � attendre � que la retenue de l’additionneur pr«ec«edent soit disponible pour produire un r«esultat correct. On peut r«ealiser l’addition de deux nombres de n bits et d’une retenue entrante plus rapidement en calculant au pr«ealable toutes les retenues. Notons c_k la retenue entrant dans le k-„eme additionneur 1-bit, c’est-„a-dire la sortie s_1 du (k − 1)-„eme additionneur dans le montage pr«ec«edent (on convient ici de num«eroter les additionneurs „a partir de 0). c_k est une fonction bool«eenne des entr«ees a_0, . . ., a_{k−1}, b_0, . .., b_{k−1} et c_0 et on d«emontre par r«ecurrence sur k que l’on a :

c_k = f_k(a_0, . . ., b_{k−1}) + c_0g_k(a_0, .. ., b_{k−1})

avec :

x_i = a_i + b_i, y_i = a_ib_i, g_k(a_0, . .., b_{k−1}) = x_0 . ..x_{k−1}, f_k(a_0, . .., b_{k−1}) = y_0x_1 .. .x_{k−1} + y_1x_2 . ..x_{k−1} + . .. + y_{k−2}x_{k−1} + y_{k−1}.

Notons ˘_n(a, b, c_0) = (c_0, . .., c_{n−1}) et supposons que n est pair, n = 2p. En d«ecomposant a = a^′+2^pa^{′′} et b = b^′+2^pb^{′′}, on obtient les relations de r«ecurrence :

f_n(a, b) = f_p(a^′, b^′)· g_p(a^{′′}, b^{′′}) + f_p(a^{′′}, b^{′′}), g_n(a, b) = g_p(a^′, b^′)· g_p(a^{′′}, b^{′′}), ˘_n(a, b, c_0) = ˘_p(a^′, b^′, c_0) @ ˘_p(a^{′′}, b^{′′}, f_p(a^′, b^′) + c_0· g_p(a^′, b^′)),

o„u @ d«esigne la concat«enation des listes. Ces relations permettent de construire un circuit calculant r«ecursivement les coe‹cients f_n(a, b), g_n(a, b) et la liste compl„ete des retenues selon la strat«egie � diviser pour r«egner � (cf. ˛gure 10). Soient P_n la profondeur de ce circuit et K_n le nombre de portes qu’il contient. On a :

P_1 = 1, K_1 = 2, P_n = P_{n/2} + 2, K_n = 2K_{n/2} + 5.

D’o„u, lorsque n est une puissance de 2, P_n = 1 + 2 log_2(n) et K_n = 7n − 5. Il est ainsi possible de calculer la somme de deux nombres de n bits en temps logarithmique par rapport „a n et avec un nombre de portes lin«eaire en n (voir l’exercice 5-8 pour une minoration de la profondeur d’un additionneur n-bits quelconque).

c_0 a^′ b^′ a^{′′} b^{′′}

c^′ c^{′′} f g f^′ f^{′′} g^′ g^{′′}

FG FG

FG

˘˘

˘

Figure 10 : calcul rapide des retenues

Formes normales

Soient p_1, . . . , p_n des variables propositionnelles. On appelle litt«eraux les propositions p_1, . . . , p_n et p_1, . .. , p_n. Un monôme est un produit de litt«eraux comme par exemple m = p_1p_2p_3. Un minterme est un monôme dans lequel chaque variable p_i appara^“t une et une seule fois, avec ou sans n«egation. Il y a donc 2^n mintermes de n variables, et un minterme m donn«e vaut vrai pour une et une seule distribution de v«erit«e des variables p_1, . . . , p_n : celle pour laquelle p_i vaut vrai si p_i est facteur de m et faux si p_i est facteur de m.

Soit f une fonction bool«eenne des variables p_1, . .., p_n. Un monôme m est appel«e impliquant de f si la proposition m =⇒ f est une tautologie, c’est-„a-dire si f vaut vrai „a chaque fois que m vaut vrai.

Théorème : toute fonction bool«eenne f est la somme bool«eenne des mintermes l’impliquant.

En e¸et f et la somme de ses mintermes ont la même table de v«erit«e. Ceci permet d’exprimer f comme une disjonction de mintermes, donc uniquement „a l’aide des connecteurs et, ou et non. La d«ecomposition de f ainsi obtenue est appel«ee forme normale disjonctive. Par exemple, pour l’additionneur 1-bit «etudi«e pr«ec«edemment, on a d’apr„es la table de v«erit«e de (S_1, S_0) :

S_0 ≡ A.B.C + A.B.C + A.B.C + A.B.C

S_1 ≡ A.B.C + A.B.C + A.B.C + A.B.C

A B C

S_0 S_1

Figure 11 : additionneur 1-bit

Cette expression permet de r«ealiser l’additionneur „a l’aide de portes „a 3 ou 4 entr«ees (cf. ˛gure 11). De mani„ere g«en«erale, en utilisant la forme normale disjonctive on peut r«ealiser n’importe quelle fonction bool«eenne avec un circuit de profondeur au plus 3, mais ceci impose d’utiliser des portes et et ou „a plus que deux entr«ees (jusqu’„a n entr«ees pour les portes et et jusqu’„a 2^n entr«ees pour les portes ou) ce qui peut poser des probl„emes de r«ealisation technique.

En intervertissant les rôles des connecteurs et et ou on peut aussi repr«esenter une fonction bool«eenne de n variables comme un produit de sommes de n litt«eraux o„u chaque variable appara^“t une et une seule fois dans chaque somme. Cette repr«esentation est appel«ee forme normale conjonctive. Pour obtenir la forme normale conjonctive de f il su‹t d’appliquer les r„egles de de Morgan „a la n«egation de la forme normale disjonctive de f.

5-4 Manipulation des formules logiques

Une formule logique est une repr«esentation d’une fonction bool«eenne au même titre qu’une expression arithm«etique est une repr«esentation d’une fonction alg«ebrique. Par exemple si p, q, r sont trois variables bool«eennes alors les formules : p et (q et r), (p et q) et r sont di¸«erentes par leur forme mais elles repr«esentent la même fonction bool«eenne, celle qui vaut vrai si et seulement si les propositions p, q et r valent vrai. On «etudie ici les probl„emes suivants :

{ repr«esentation en m«emoire d’une formule logique ;

{ «evaluation d’une formule lorsque les valeurs de v«erit«e des variables de la formule sont connues ;

{ satis˛abilit«e : existe-t-il une distribution de v«erit«e pour laquelle cette formule vaut vrai ?

{ tautologie : la formule «etudi«ee vaut-elle vrai pour toute distribution de v«erit«e ?

{ identit«e fonctionnelle : deux formules logiques repr«esentent-elles la même fonction bool«eenne ?

Les trois derniers probl„emes sont li«es. En e¸et, la formule f est une tautologie si et seulement si f n’est pas satis˛able, et les formules f et g sont identiques si et seulement si f ⇐⇒ g est une tautologie. Un probl„eme qui n’est pas abord«e est celui de la simpli˛cation d’une formule logique, ou de la recherche d’une formule logique � la plus simple possible � repr«esentant une fonction bool«eenne donn«ee.

Représentation en mémoire

La notion de formule logique est intrins„equement r«ecursive : une formule logique est soit une valeur constante vrai ou faux, soit une variable propositionnelle, soit l’application d’un connecteur logique (non, et, ou, oubien, nand, nor, =⇒ , ⇐⇒ ) „a une ou deux formules logiques. On d«e˛nira donc le type formule en caml par :

type formule =
| Const of bool (* valeur constante *)
| Var of string (* variable *)
| Mono of op1 * formule (* connecteur à un argument *)
| Bin of op2 * formule * formule (* connecteur binaire *)

and op1 == bool -> bool
and op2 == bool -> bool -> bool
;;

Les connecteurs logiques sont repr«esent«es par des fonctions op«erant sur le type

bool. Les connecteurs usuels peuvent être d«e˛nis par :

    let non = fun true -> false | _ -> true;;
    let et = fun true true -> true | _ _ -> false;;
    let ou = fun false false -> false | _ _ -> true;;
    let equiv = fun false false -> true | true true -> true | _ _ -> false
    ;;

    let nand x y = non(et x y);;
    let nor x y = non(ou x y);;
    let oubien x y = non (equiv x y);;
    let impl x y = ou (non x) y;;

La formule logique f = (p et (q ⇐⇒ r)) est donc repr«esent«ee par :

Bin(et, (Var "p"), Bin(equiv, (Var "q"), Mono(non, Var "r")))

En interne la formule est repr«esent«ee par un ensemble de cellules reli«ees par des pointeurs comme pour les listes cha^“n«ees (cf. ˛gure 12). Pour des raisons de commodit«e typographique, on pr«ef„ere d«ecrire les formules par des arbres syntaxiques tels que celui de la ˛gure 13.

      Bin et

Var p Bin ⇐⇒

Var q Mono non Var r

                                                  et

p ⇐⇒

q non r Figure 12 : repr«esentation Figure 13 :

m«emoire d’une formule repr«esentation abstraite

Pour analyser une formule, l’«evaluer ou plus g«en«eralement proc«eder „a un traitement quelconque, on est amen«e „a parcourir la formule, ce qui se fait suivant le sch«ema r«ecursif :

let rec parcours f = match f with
| Const(c) -> traite_constante(c)
| Var(v) -> traite_variable(v)
| Mono(op,g) -> traite_mono(op,g)
| Bin(op,g,h) -> traite_bin(op,g,h)
;;

o„u traite_constante, traite_variable, traite_mono et traite_bin sont des actions appropri«ees au traitement „a e¸ectuer. En g«en«eral les actions traite_mono et traite_bin proc„edent au parcours des sous-formules g et h.

Évaluation d’une formule logique

Pour «evaluer une formule logique il faut disposer des valeurs de toutes les variables apparaissant dans la formule. On peut repr«esenter une distribution de v«erit«e par une liste de couples (nom de la variable, valeur ) transmise en argument „a la fonction d’«evaluation. Comme les connecteurs sont directement repr«esent«es par des fonctions caml, il su‹t d’«evaluer r«ecursivement les arguments d’un connecteur puis d’appliquer la fonction associ«ee aux valeurs obtenues :

(* Recherche la variable de nom "nom" dans la distribution *) (* de vérité "distribution" et renvoie sa valeur. *)

let rec valeur_variable distribution nom = match distribution with
| [] -> failwith "variable inconnue"
| (x,y)::suite -> if x = nom then y else valeur_variable suite nom
;;

(* Évalue la formule f *)

let rec évalue distribution f = match f with
| Const(c) -> c
| Var(nom) -> valeur_variable distribution nom
| Mono(op,g) -> op (évalue distribution g)
| Bin(op,g,h) -> op (évalue distribution g) (évalue distribution h)
;;

Complexité : le temps n«ecessaire „a l’«evaluation de f d«epend de plusieurs param„etres. Chaque variable apparaissant dans f donne lieu „a une recherche s«equentielle dans la distribution de v«erit«e, n«ecessitant en moyenne n/2 comparaisons. L’«evaluation d’une constante ou d’un connecteur prend un temps constant une fois que les arguments du connecteur sont «evalu«es, donc le temps total d’«evaluation est de la forme :

T = aN + bVn

o„u a, b sont des constantes, N est le nombre de connecteurs et de constantes dans la formule, V est le nombre de variables de f compt«ees avec r«ep«etitions et n est la longueur de la liste distribution. Pour une formule de longueur ℓ le temps d’«evaluation est donc O(nℓ).

Satisfiabilité, reconnaissance de tautologies

«Etant donn«ee une formule logique f d«ependant de variables p_1, . . ., p_n, on veut d«eterminer une distribution de v«erit«e pour p_1, . . ., p_n qui rend f vrai. La m«ethode la plus simple est de � parcourir � la table de v«erit«e de f jusqu’„a trouver la valeur vrai. Il n’est pas n«ecessaire de construire explicitement cette table de v«erit«e, il su‹t d’engendrer l’une apr„es l’autre toutes les distributions de v«erit«e pour (p_1, . .., p_n) et d’«evaluer „a chaque fois f.

type résultat =
| TROUVÉ of (string * bool) list (* dist. de vérité trouvée *)
| NONTROUVÉ (* formule non satisfaite *)
;;

(* cherche une distribution de vérité satisfaisant la formule f *) (* vlibres est la liste des variables non encore affectées *) (* vliées est la distribution de vérité en construction *)

let rec satisfait vlibres vliées f = match vlibres with
| [] -> if évalue vliées f then TROUVÉ(vliées) else NONTROUVÉ
| p :: suite -> match satisfait suite ((p,true) :: vliées) f with
       | NONTROUVÉ -> satisfait suite ((p,false) :: vliées) f
       | res -> res
;;

(* détection d’une tautologie,

voir l’exercice 5-5 pour la définition de liste_variables *)

let tautologie f =
  (satisfait (liste_variables f) [] (Mono(non,f))) = NONTROUVÉ
;;

Complexité : pour une formule f „a n variables de longueur ℓ, la recherche d’une distribution de v«erit«e satisfaisant f peut n«ecessiter jusqu’„a 2^n «etapes, chacune de ces «etapes consistant „a construire une distribution de v«erit«e dans la liste vliées puis „a «evaluer f. Le temps d’ex«ecution d’une «etape est O(nℓ) donc le temps n«ecessaire pour constater qu’une formule „a n variables est une tautologie est O(n2^nℓ) car dans ce cas on parcourt e¸ectivement toute la table de v«erit«e. On peut obtenir un temps O(2^nℓ) si la distribution de v«erit«e est stock«ee dans un vecteur au lieu d’une liste cha^“n«ee, mais même avec cette am«elioration la d«etection des tautologies est impraticable pour des valeurs de n d«epassant la vingtaine.

Il existe d’autres m«ethodes pour reconna^“tre les tautologies, mais elles ont elles aussi un temps d’ex«ecution exponentiel dans le pire des cas : la m«ethode de Davis et Putnam consiste „a simpli˛er la formule „a contrôler „a chaque fois que l’on choisit la valeur de v«erit«e d’une variable. On utilise pour cela les r„egles de simpli˛cation des connecteurs et et ou ayant un op«erande constant ainsi que des r„egles similaires pour les autres connecteurs (cf. exercice 5-6). Ceci permet d’obtenir une formule plus courte, ayant au moins une variable de moins que la formule de d«epart, la variable que l’on vient d’a¸ecter. L’ordre dans lequel on a¸ecte les variables n’est pas indi¸«erent : on a int«erêt „a choisir parmi les variables encore libres celle qui donnera apr„es simpli˛cation la formule la plus simple en nombre de variables libres restant. La recherche de la meilleure variable „a a¸ecter complique le code du v«eri˛cateur et coûte du temps, mais semble être la m«ethode la plus e‹cace connue „a ce jour pour la v«eri˛cation de tautologies.

Une autre m«ethode de v«eri˛cation d’une tautologie consiste „a mettre la formule f sous forme conjonctive, non n«ecessairement normale, c’est-„a-dire „a transformer f en un produit de sommes de litt«eraux. On peut obtenir une telle forme pour f en traduisant tous les connecteurs „a l’aide des connecteurs de base et, ou, non, et en � faisant remonter � tous les et et � descendre � tous les non par les r„egles de de Morgan et la distributivit«e de ou sur et. Apr„es «elimination des sommes contenant un litt«eral et sa n«egation, il ne reste plus que des sommes non triviales qui fournissent les cas o„u f vaut faux. Donc f est une tautologie si et seulement si la forme conjonctive obtenue pour f est vide apr„es simpli˛cations. Cette m«ethode a aussi un coût exponentiel dans le pire des cas, car une forme conjonctive „a n variables peut contenir jusqu’„a 2^{n−1} facteurs di¸«erents (cf. exercice 5-3). Donc cette m«ethode est non seulement coûteuse en temps, mais aussi en m«emoire.

5-5 Exercices

Exercice 5-1 : synthèse des fonctions booléennes Montrer que toute fonction bool«eenne peut être exprim«ee uniquement „a l’aide du connecteur nand. Montrer qu’il existe des fonctions bool«eennes non exprimables uniquement „a l’aide des connecteurs et et ou.

Exercice 5-2 : logique ternaire Les Normands utilisent un syst„eme logique „a trois valeurs de v«erit«e : vrai, faux et peutetre avec les connecteurs suivants :

{ non(vrai) = faux, non(faux) = vrai, non(peutetre) = peutetre ; { p et q vaut vrai quand p = q = vrai, faux quand p ou q vaut faux et peutetre dans tous les autres cas ;

{ p ou q = p et q ;

{ p oubien q = (p ou q) et non(p et q).

1. Calculer vrai et (faux oubien peutetre).

2. «Ecrire en caml les d«e˛nitions du type normand et des connecteurs pr«ec«edents. 3. V«eri˛er que les identit«es usuelles des connecteurs logiques sont encore valables en Normandie (associativit«e, commutativit«e, distributivit«e). On pourra e¸ectuer cette v«eri˛cation par programme.

4. Est-ce que toute � fonction normande � est exprimable „a l’aide des connecteurs et ou et non ?

Exercice 5-3 : taille d’une forme conjonctive

1. Montrer que toute forme conjonctive (conjonction de disjonctions de litt«eraux, non n«ecessairement normale) qui «equivalente „a la formule logique f = p_1 ⊕ p_2 ⊕ .. . ⊕ p_n comporte au moins 2^{n−1} facteurs.

2. Existe-t-il des fonctions bool«eennes „a n variables n«ecessitant encore plus de facteurs, même apr„es simpli˛cations ?

Exercice 5-4 : forme normale exclusive Montrer que toute formule logique peut être transform«ee en une somme exclusive („a l’aide du connecteur ⊕) de produits de variables et des constantes vrai et faux. Montrer qu’il y a unicit«e d’une telle forme „a l’ordre des termes pr„es si l’on retire les produits nuls (c’est-„a-dire contenant un litt«eral et sa n«egation) et les produits r«ep«et«es (car f ⊕ f ≡ 0). Peut-on utiliser cette mise en forme pour d«etecter les tautologies ?

Exercice 5-5 : variables d’une formule logique Soit f une formule logique. «Ecrire une fonction caml liste_variables calculant la liste sans r«ep«etition des variables de f.

Exercice 5-6 : simplification d’une formule logique «Ecrire une fonction simplifie qui simpli˛e une formule logique en «evaluant les op«erandes constants. Noter que si un seul des op«erandes d’un connecteur binaire est constant alors la formule peut quand même être simpli˛«ee :

p et vrai ≡ p, p et faux ≡ faux, p oubien vrai ≡ p, .. .

Exercice 5-7 : additionneur 1-bit V«eri˛er que le circuit ci-dessous r«ealise l’addition de deux bits et d’une retenue. Existe-t-il un additionneur 1-bit comportant moins de 5 portes «el«ementaires ?

E_0

E_1

E_2

S_0

S_1

Exercice 5-8 : profondeur minimale d’un additionneur Montrer que tout additionneur n-bits constitu«e de portes „a une ou deux entr«ees a une profondeur au moins «egale „a log_2(n).

Exercice 5-9 : division par 3 Construire un circuit logique calculant le reste de la division par 3 d’un nombre entier naturel exprim«e sur n bits.

Exercice 5-10 : comparateur Un comparateur n-bits est un circuit logique comportant 2n entr«ees A_0 .. .A_{n−1}, B_0 .. .B_{n−1}, et trois sorties : I, E, S telles que si a et b sont les nombres repr«esent«es en binaire par A_0, . . ., A_{n−1}, B_0, . . ., B_{n−1} alors : I = 1 si et seulement si a < b, E = 1 si et seulement si a = b, et S = 1 si et seulement si a > b.

1. Construire un comparateur 1-bit. 2. Construire un comparateur 2-bits.

3. Construire un comparateur n^2-bits „a l’aide de n + 1 comparateurs n-bits.

4. Peut-on utiliser la technique pr«ec«edente pour construire un comparateur nbits quelconque ?

Exercice 5-11 : affichage 7 segments Concevoir un circuit logique „a 4 entr«ees, A, B, C, D et 7 sorties a, b, c, d, e, f, g permettant de repr«esenter un entier n = A + 2B + 4C + 8D suppos«e compris entre 0 et 9 sur un a‹cheur 7 segments dispos«es comme ci-contre (un segment est allum«e lorsque son entr«ee vaut 1).

a b

c d e f g

Chapitre 6

Complexité des algorithmes

6-1 Généralités

A˛n de comparer plusieurs algorithmes r«esolvant un même probl„eme, on introduit des mesures de ces algorithmes appel«ees complexit«es.

{ Complexit«e temporelle : c’est le nombre d’op«erations � «el«ementaires � effectu«ees par une machine qui ex«ecute l’algorithme.

{ Complexit«e spatiale : c’est le nombre de � positions m«emoire � utilis«ees par une machine qui ex«ecute l’algorithme.

Ces deux complexit«es d«ependent de la machine utilis«ee mais aussi des donn«ees trait«ees. Consid«erons par exemple les algorithmes prod1 et prod2 suivants qui calculent le produit des «el«ements d’un vecteur :

let prod1(v) =
  let p = ref(1.0) in
  for i = 0 to (vect_length(v)-1) do p := !p *. v.(i) done;
  !p
;;

let prod2(v) =
  let p = ref(1.0) and i = ref(0) in
  while (!i < vect_length(v)) & (!p <> 0.0) do
    p := !p *. v.(!i);
    i := !i + 1
  done;
  !p
;;

Si l’on fait ex«ecuter ces deux algorithmes par une machine caml, la complexit«e temporelle de prod1 est T_1 = 4n + 2 o„u n est la longueur de v (on a

6-1 G«en«eralit«es 77

compt«e 4 op«erations «el«ementaires dans le corps de la boucle : incr«ementation de i, acc„es „a v.(i), multiplication et a¸ectation du r«esultat „a p) tandis que la complexit«e temporelle de prod2 est T_2 = 6n + 4 si v ne comporte pas d’«el«ement nul, et T_2 = 6m + 5 si v comporte un z«ero, en notant m le rang d’apparition du premier z«ero de v. Si les deux algorithmes sont ex«ecut«es sur la même machine alors prod2 est plus e‹cace que prod1 s’il y a un z«ero dans les deux premiers tiers de v, moins e‹cace s’il n’y a pas de z«ero ou s’il est dans le dernier tiers. Cette limite approximative^2_3 ne vaut que pour la machine consid«er«ee o„u chaque op«eration prend une unit«e de temps : si l’on utilise une machine o„u une multiplication compte pour 100 op«erations «el«ementaires, on obtient T_1 = 103n + 2 et T_2 = 105n + 4 ou T_2 = 105m + 5 donc l’avantage revient „a prod2 si v comporte un z«ero situ«e „a au moins 2% de la ˛n du vecteur.

Si l’on veut s’abstraire de la d«ependance de la complexit«e par rapport „a la machine, on consid„ere que prod1 et prod2 e¸ectuent un nombre constant d’op«erations «el«ementaires „a chaque it«eration, auquel cas les complexit«es sont T_1 = a_1n + b_1 et T_2 = a_2n + b_2 ou T_2 = a_2m + b^′_2 pour certaines constantes a_1, b_1, a_2, b_2 et b^′_2. Il n’est plus possible dans ce cas de dire si prod1 est plus ou moins rapide que prod2.

Pour s’abstraire de la d«ependance de la complexit«e par rapport aux donn«ees pr«ecises trait«ees on consid„ere g«en«eralement la complexit«e dans le pire des cas, c’est- „a-dire la complexit«e maximale pour toutes les valeurs de v possibles. Si la taille n de v est born«ee alors prod1 et prod2 s’ex«ecutent en temps constant, constant signi˛ant en fait born«e. Si la taille n’est pas born«ee „a priori, on consid„ere le pire des cas pour un vecteur quelconque de taille n, ce qui donne : T_1 = a_1n + b_1 et T_2 = a_2n + b_2. Comme les constantes a_1, a_2, b_1 et b_2 sont ind«etermin«ees (c’est- „a-dire d«ependent de la machine utilis«ee), on peut ne retenir que les complexit«es asymptotiques : T_1 = O(n) et T_2 = O(n).

On peut aussi «etudier la complexit«e en moyenne, c’est-„a-dire la moyenne des complexit«es d’un algorithme pour toutes les valeurs possibles des donn«ees „a traiter selon un certain mod„ele de probabilit«e. Supposons par exemple que les «el«ements de v sont en fait des entiers al«eatoires compris entre 0 et 9, chaque «el«ement «etant ind«ependant des autres. Il y a donc „a n ˛x«e 10^n vecteurs v possibles qui se rangent en cat«egories suivant le rang d’apparition du premier z«ero :

m = 1 : 10^{n−1} vecteurs, m = 2 : 9 × 10^{n−2} vecteurs, . ..

m = k : 9^{k−1} × 10^{n−k} vecteurs, . ..

m = n : 9^{n−1} vecteurs. pas de z«ero : 9^n vecteurs.

La complexit«e moyenne de prod2 est alors :

T_2 = 1 10^n n∑ k=1 (a_2k + b_2) × 9^{k−1} × 10^{n−k} +

9^n 10^n

(a_2n + b_2)

= 1 10 n∑ k=1 (a_2k + b_2) × 0, 9^{k−1} + 0.9^n(a_2n + b_2)

−−−−→ n→∞ 1 10 ∞∑ k=1 (a_2k + b_2) × 0, 9^{k−1} = 10a_2 + b_2.

La complexit«e moyenne de prod2 est donc born«ee, alors que celle de prod1 est asymptotiquement proportionnelle „a n. Ce ph«enom„ene se produit quelle que soit la distribution de probabilit«e retenue, pourvu que les «el«ements de v soient ind«ependants et que la probabilit«e d’apparition de z«ero soit non nulle. Incidemment, on apprend que le rang moyen du premier z«ero est environ «egal „a 10 (ou plus g«en«eralement 1/p o„u p est la probabilit«e d’apparition d’un z«ero) lorsque n est grand, et non n/2.

La complexit«e spatiale mesure la quantit«e de m«emoire n«ecessaire „a l’ex«ecution d’un algorithme, en comptant les variables temporaires et le r«esultat, mais pas les donn«ees (de même qu’on ne compte pas le temps d’introduction des donn«ees dans la complexit«e temporelle). L’unit«e de mesure est le � mot m«emoire �, mais cette unit«e d«epend de la machine utilis«ee et on calcule g«en«eralement une complexit«e m«emoire asymptotique. Sur une machine s«equentielle o„u il y a un seul processeur ex«ecutant une seule instruction par unit«e de temps, la complexit«e m«emoire est au plus «egale „a la complexit«e temporelle puisqu’il faut au moins une unit«e de temps pour � remplir � une position m«emoire. Ceci n’est pas vrai sur des machines hautement parall„eles disposant d’un nombre arbitraire de processeurs. Par exemple le calcul du produit des «el«ements d’un vecteur de longueur n peut être e¸ectu«e selon la m«ethode � diviser pour r«egner � avec n/2 processeurs calculant en même temps les produits de deux termes cons«ecutifs, puis en calculant par la même m«ethode le produit des n/2 sous-produits obtenus (cf. ˛gure 14).

Figure 14 : multiplication parall„ele

On obtient ainsi le produit des termes d’un vecteur de longueur n = 2^p en p unit«es de temps, avec 1+2+4+.. .+2^{p−1} = n−1 processeurs utilisant chacun une position m«emoire pour leur r«esultat. Donc la complexit«e temporelle est T = O(ln n) tandis que la complexit«e spatiale est M = O(n).

L’exemple pr«ec«edent montre que l’on peut changer la complexit«e temporelle d’un probl„eme en augmentant la complexit«e spatiale (et la complexit«e mat«erielle). Un autre exemple est le calcul d’une suite v«eri˛ant une relation de r«ecurrence double :

    let rec fib1(n) = if n < 2 then 1 else fib1(n-1) + fib1(n-2);;

    let fib2(n) =
      let v = make_vect (n+1) 1 in
      for i = 2 to n do v.(i) <- v.(i-1) + v.(i-2) done;
      v.(n)
    ;;

fib1 et fib2 calculent toutes les deux le n-„eme terme de la suite de Fibonacci,

mais fib1 a une complexit«e temporelle exponentielle (cf. exercice 6-4) tandis que fib2 a une complexit«e temporelle lin«eaire. Dans cet exemple il n’y a pas augmentation de la complexit«e spatiale car fib1 a une complexit«e spatiale lin«eaire due au stockage des calculs en suspens. Par ailleurs, on peut «ecrire une fonction fib3 calculant F_n en temps lin«eaire et m«emoire constante, et même, par la technique

� diviser pour r«egner �, une fonction fib4 calculant Fn en temps logarithmique et

m«emoire constante (cf. exercice 1-12).

6-2 Équation de récurrence T (n) = aT (n − 1) + f(n)

Le calcul de la complexit«e d’un algorithme conduit g«en«eralement „a une relation de r«ecurrence, en particulier si cet algorithme est r«ecursif. On «etudie ici le cas o„u le temps T d’ex«ecution d’un algorithme pour une donn«ee de taille n suit une relation de la forme :

T (n) = aT (n − 1) + f(n)

o„u f est une fonction „a valeurs enti„eres donn«ee. Cela signi˛e que la r«esolution du probl„eme pour une donn«ee de taille n se ram„ene „a la r«esolution de a sous-probl„emes pour des donn«ees de taille n−1. f(n) repr«esente le temps n«ecessaire pour d«ecouper le probl„eme initial en sous-probl„emes et pour recombiner les r«esultats de ces sousprobl„emes.

Exemples

Parcours d’une liste de n «el«ements : T (n) = T (n − 1) + b o„u b est le temps n«ecessaire pour traiter un «el«ement.

L’algorithme de tri par s«election consiste „a parcourir un vecteur de longueur n en rep«erant la position du plus grand «el«ement, „a d«eplacer cet «el«ement en derni„ere position par «echange, puis „a trier le sous-vecteur de taille n − 1 restant. Le temps de recherche du plus grand «el«ement est proportionnel „a n (il faut parcourir tout le vecteur), le temps d’un «echange est constant, donc le temps de tri par s«election suit la relation : T (n) = T (n − 1) + bn + c.

Le probl„eme des tours de Hanoi : n disques de tailles distinctes sont empil«es sur un piquet A par tailles croissantes, il faut les empiler sur un piquet B en utilisant un piquet interm«ediaire C avec les contraintes de ne d«eplacer qu’un disque „a la fois et de respecter „a tout instant la condition de croissance des tailles des disques sur chaque piquet. Ce probl„eme se ram„ene „a trois sous-probl„emes :

{ d«eplacer les n − 1 premiers disques de A vers C en utilisant B comme piquet interm«ediaire ;

{ d«eplacer le dernier disque de A vers B ;

{ d«eplacer les n − 1 disques de C vers B en utilisant A comme piquet interm«ediaire.

Le nombre total de d«eplacements e¸ectu«es v«eri˛e donc : T (n) = 2T (n − 1) + 1.

On supposera dans toute la suite que a est un entier sup«erieur ou «egal „a 1, et que le temps de s«eparation-recombinaison, f(n), est strictement positif. L’objectif de l’«etude de ces «equations de r«ecurrence est d’obtenir, dans la mesure du possible, une expression asymptotique pour T (n).

Manipulation d’inégalités par récurrence

On consid„ere deux fonctions, T , U d«e˛nies sur N et v«eri˛ant les «equations :

T (n) = aT (n − 1) + f(n), U(n) = aU(n − 1) + g(n),

pour n � 1, o„u a ∈ N^∗ et f, g sont des fonctions de N^∗ dans N^∗. On a alors les propri«et«es suivantes :

1. Les fonctions T et U sont strictement croissantes.

2. Si T (0) � U(0) et si f(n) � g(n) pour tout n ∈ N^∗ alors T (n) � U(n) pour tout n ∈ N.

3. Si f(n) = O(g(n)) pour n → ∞ alors T (n) = O(U(n)) pour n → ∞.

En e¸et, 1 et 2 sont «evidentes. Pour 3, puisque f(n) = O(g(n)) et g(n) > 0, il existe une constante C telle que f(n) � Cg(n) pour tout n et, quitte „a augmenter C, on peut supposer que T (1) � CU(1) (car U(1) = aU(0) + g(1) > 0) donc T (n) � CU(n) pour tout n � 1 par r«ecurrence.

Cette propri«et«e permet de remplacer une «equation de r«ecurrence compliqu«ee par une «equation plus simple o„u l’on ne garde que le terme dominant du temps de s«eparation-recombinaison. Par exemple le coe‹cient c peut être ignor«e dans l’«etude du tri par s«election si l’on ne veut qu’une estimation asymptotique du temps de tri. Plus pr«ecis«ement, si T et U sont solution des «equations : T (n) = T (n − 1) + bn + c, U(n) = U(n − 1) + bn, alors on a T (n) = O(U(n)), mais aussi U(n) = O(T (n)), c’est-„a-dire que l’on ne risque pas d’obtenir une majoration trop grossi„ere en calculant U „a la place de T . On utilise la notation : T (n) = ^(U(n)) pour indiquer que les deux relations T (n) = O(U(n)) et U(n) = O(T (n)) ont lieu. Équation T (n) = T (n − 1) + f(n)

Cette «equation se r«esout de mani„ere imm«ediate :

T (n) = T (0) + n∑ k=1 f(k).

Il reste „a estimer asymptotiquement la somme^n ∑ k=1 f(k).

Théorème : (lemme de C«esaro)

Soient (u_n) et (v_n) deux suites de r«eels telles que :

v_n > 0, u_n v_n

−−−−→ n→∞ ℓ ∈ [0, +∞] et v_0 + v_1 + ... + v_n −−−−→_{n→∞} +∞.

Alors le rapport u_0 + u_1 + ... + u_n v_0 + v_1 + ... + v_n tend vers ℓ quand n → ∞.

Théorème : (variante)

Soient (u_n) et (v_n) deux suites de r«eels telles que : v_n > 0, u_n = O(v_n) pour n → ∞ et v_0 + v_1 + ... + v_n −−−−→_{n→∞} +∞.

Alors u_0 + u_1 + ... + u_n = O(v_0 + v_1 + ... + v_n) pour n → ∞.

Ces deux «enonc«es sont admis. Ils permettent d’obtenir un «equivalent ou un majorant asymptotique d’une somme en rempla‰cant le terme g«en«eral par celui d’une somme connue ou plus facile „a calculer. Par exemple pour l’«equation de r«ecurrence T (n) = T (n − 1) + f(n), si l’on sait que f(n) ∼ αn^p pour n → ∞ avec α > 0 et p � 0 alors on obtient : T (n) ∼ α

∑_n

k=1 k^p pour n → ∞. La somme des puissances p-„emes des premiers entiers est connue pour les petites valeurs de p : n∑ k=1 k^0 = n, n∑ k=1 k^1 = n(n + 1) 2 , n∑ k=1 k^2 = n(n + 1)(2n + 1) 6 , ce qui su‹t pour les r«ecurrences usuelles. Ainsi le temps de parcours d’une liste v«eri˛e : T (n) ∼ bn et celui du tri par s«election : T (n) ∼^1_2 bn^2. Dans le cas g«en«eral,

∑_n

k=1 k^p peut être estim«e par comparaison s«erie-int«egrale, et l’on a : n∑ k=1 k^p ∼ n^{p+1} p + 1 pour p � 0 et n → ∞.

Équation T (n) = aT (n − 1) + f(n)

On se ram„ene „a une «equation du type pr«ec«edent en posant U(n) = T (n)/a^n ce qui donne :

U(n) = U(n − 1) + f(n) a^n , U(n) = U(0) + n∑ k=1 f(k) a^k ,

T (n) = a^n ( T (0) + n∑ k=1 f(k) a^k ) . Si a � 2 alors le temps d’ex«ecution de l’algorithme «etudi«e est au moins exponentiel. Par exemple pour le probl„eme des tours de Hanoi :

T (n) = 2^n

(^n∑ k=1 2^{−k} ) = 2^n − 1.

Dans le cas g«en«eral on peut obtenir une conclusion plus pr«ecise selon la vitesse de croissance de f :

{ si la s«erie

∑_∞

k=1 f(k)/a^k converge (ce qui est en particulier le cas lorsque f(n) est „a croissance polynomiale) alors T (n) ∼ λa^n pour une certaine constante λ en g«en«eral non calculable explicitement ;

{ si f(n) ∼ λa^n pour n → ∞ alors T (n) ∼ λna^n ;

{ si f(n) ∼ λb^n pour n → ∞ avec b > a alors T (n) ∼ λb b − a b^n.

6-3 Récurrence diviser pour régner

Le principe � diviser pour r«egner � conduit g«en«eralement „a ramener la r«esolution d’un probl„eme de taille n „a celle d’un ou plusieurs sous-probl„emes de taille approximativement n/2 puis „a combiner les r«esultats. C’est en particulier le cas pour la recherche par dichotomie dans un vecteur tri«e, pour le tri par fusion, la multiplication rapide des polynômes (m«ethodes de Knuth et transformation de Fourier rapide), et dans une moindre mesure pour le tri � rapide � : dans ce dernier cas, il n’est pas garanti que la segmentation produise des sous-vecteurs de taille approximativement n/2. Les «equations de r«ecurrence pour les algorithmes de type diviser pour r«egner sont g«en«eralement de la forme :

T (n) = aT (⌊n/2⌋) + bT (⌈n/2⌉) + f(n) (n � 2)

o„u a et b sont des entiers naturels tels que a + b � 1 et f est une fonction de N^∗ dans N^∗ (le cas de base correspond „a n = 1 plutôt qu’„a n = 0).

Cas où n est une puissance de 2

Lorsque n est une puissance de 2, n = 2^p, on introduit une fonction auxiliaire U d«e˛nie par U(p) = T (2^p) et qui v«eri˛e donc :

U(p) = (a + b)U(p − 1) + f(2^p).

6-3 R«ecurrence diviser pour r«egner 83

On obtient alors :

T (2^p) = U(p) = (a + b)^p ( U(0) + p∑ k=1 f(2^k) (a + b)^k ) . Posons a + b = 2^α. D’apr„es la section 6-2, le comportement asymptotique de T (2^p) est li«e „a celui de la s«erie

∑_∞ k=1 f(2^k)/2^{kα}.

{ Si la s«erie

∑_∞

k=1 f(2^k)/2^{kα} converge, ce qui est r«ealis«e entre autres si f(n) = O(n^β) avec β < α, alors U(p) ∼ λ2^{pα} soit T (n) ∼ λn^α pour un certain λ > 0.

{ Si f(n) ∼ λn^α alors U(p) ∼ λp2^{pα}, soit T (n) ∼ λn^α log_2(n). { Si f(n) ∼ λn^β avec β > α alors U(p) ∼ μ2^{pβ}, soit T (n) ∼ μn^β avec

μ = λ

2^β 2^β − 2^α . Par exemple le tri par fusion v«eri˛e T (n) = T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉) + cn + d donc α = 1 et f(n) ∼ cn^1 ce qui implique : T (n) ∼ cn log_2(n) lorsque n est une puissance de 2. Pour la multiplication polynomiale de Knuth, on a :

T (n) = T (⌊n/2⌋) + 2T (⌈n/2⌉) + cn + d,

donc α = log_2(3) ≈ 1.58 et f(n) ∼ cn^1 d’o„u T (n) ∼ λn^{log2 3} pour un certain λ > 0.

Cas où n n’est pas une puissance de 2

Si f est croissante, on prouve par r«ecurrence que la fonction T est croissante. L’«enonc«e de r«ecurrence est :

H_n ⇐⇒ pour 1 � p � q � n, on a T (p) � T (q).

n = 1 : il n’y a rien „a d«emontrer.

n = 2 : il su‹t de constater que T (2) � T (1) ce qui r«esulte de l’hypoth„ese a + b � 1.

n − 1 =⇒ n : par transitivit«e de la relation � et en utilisant H_{n−1}, il su‹t de consid«erer le cas p = n − 1 et q = n. Comme n � 3 on a 2 � p < q donc on peut appliquer la relation de r«ecurrence „a T (p) et T (q) :

T (p) = aT (⌊p/2⌋) + bT (⌈p/2⌉) + f(p) T (q) = aT (⌊q/2⌋) + bT (⌈q/2⌉) + f(q).

Et l’on a 1 � ⌊p/2⌋ � ⌊q/2⌋ < n, 1 � ⌈p/2⌉ � ⌈q/2⌉ < n donc d’apr„es H_{n−1} et la croissance de f, on a bien T (p) � T (q).

L’hypoth„ese de croissance de f peut être di‹cile „a prouver si f est compliqu«ee, mais, comme „a la section 6-2, on constate que l’on peut remplacer f par une fonction «equivalente sans modi˛er le comportement asymptotique de T (n), et si l’on obtient un «equivalent de la forme λn^β alors la croissance de l’«equivalent est «evidente.

Maintenant que l’on sait que T est croissante, il su‹t d’encadrer n par deux puissances successives de 2 pour obtenir une estimation asymptotique de T (n). Si 2^p � n < 2^{p+1} et T (2^p) ∼ λ2^{pβ}, alors :

T (2^p) 2^{(p+1)β} � T (n) n^β � T (2^{p+1}) 2^{pβ}

et les deux termes extrêmes convergent pour n → ∞ vers λ/2^β et λ2^β donc le rapport T (n)/n^β est born«e, c’est-„a-dire : T (n) = ^(n^β). On obtient une conclusion similaire lorsque T (2^p) ∼ λp2^{pβ}, d’o„u le r«esultat g«en«eral :

Théorème : Soit T une fonction de N^∗ dans N^∗ v«eri˛ant une «equation de r«ecurrence de la forme : T (n) = aT (⌊n/2⌋) + bT (⌈n/2⌉) + f(n) avec a, b ∈ N et a + b � 1. On note α = log_2(a + b).

{ Si f(n) = O(n^β) avec β < α alors T (n) = ^(n^α). { Si f(n) = ^(n^α) alors T (n) = ^(n^α ln(n)). { Si f(n) = ^(n^β) avec β > α alors T (n) = ^(n^β).

Sch«ematiquement, on peut retenir que T (n) est g«en«eralement ^(n^α), sauf si le temps de s«eparation-recombinaison des sous-probl„emes est comparable ou sup«erieur „a cette borne, auquel cas T (n) est ^(n^α ln(n)) (cas comparable) ou ^(f(n)) (cas sup«erieur).

6-4 Exercices

Exercice 6-1 : calcul de déterminant

1. On veut calculer un d«eterminant n×n en d«eveloppant r«ecursivement suivant la premi„ere colonne. Quelle est la complexit«e temporelle de ce projet ?

2. Pour am«eliorer le temps de calcul, on d«ecide de m«emoriser tous les d«eterminants mineurs n«ecessaires de fa‰con „a «eviter de les calculer plusieurs fois. Quelle est la nouvelle complexit«e temporelle, et quelle est la complexit«e spatiale ?

Exercice 6-2 : multiplication matricielle Pour multiplier deux matrices n × n il faut e¸ectuer n^3 multiplications scalaires et n^2(n − 1) additions en utilisant la formule du produit matriciel. Strassen a pr«esent«e un algorithme permettant de multiplier deux matrices 2 × 2 avec 7 multiplications seulement et 18 additions/soustractions : ( a b c d )( e f g h ) = ( p_5 − p_7 − p_2 − p_3 p_1 + p_2 p_4 − p_3 p_1 − p_4 + p_5 − p_6 )

avec :

p_1 = a(f − h), p_4 = (c + d)e, p_7 = (d − b)(g + h). p_2 = (a + b)h, p_5 = (a + d)(e + h), p_3 = d(e − g), p_6 = (a − c)(e + f),

6-4 Exercices 85

De plus, cet algorithme peut s’«etendre „a des matrices n × n en e¸ectuant 7 multiplications et 18 additions/soustractions de matrices (n/2) × (n/2).

Si l’on utilise la m«ethode de Strassen r«ecursivement pour calculer les produits des matrices (n/2) × (n/2), quelle complexit«e atteint-on pour le produit de deux matrices n × n ?

Exercice 6-3 : temps moyen d’une comparaison Pour classer deux cha^“nes de caract„eres par ordre alphab«etique on compare leurs caract„eres de même rang jusqu’„a «epuiser une cha^“ne ou „a trouver deux caract„eres di¸«erents. Quel est le nombre moyen de comparaisons de caract„eres e¸ectu«ees pour comparer deux cha^“nes de longueur n en supposant que toutes les cha^“nes sont «equiprobables ? «Etudier de même le temps moyen de comparaison de deux cha^“nes de longueur inf«erieure ou «egale „a n.

Exercice 6-4 : relation de récurrence On consid„ere la relation de r«ecurrence :

T (n) = T (n − 1) + T (n − 2) + f(n)

o„u f est une fonction positive donn«ee „a croissance polynomiale.

1. Donner un exemple d’algorithme dont le temps d’ex«ecution v«eri˛e cette relation.

2. Chercher une estimation asymptotique de T (n).

Exercice 6-5 : relation de récurrence R«esoudre asymptotiquement la relation de r«ecurrence :

T (n) = 2T (⌈n/2⌉) + n log_2(n).

Exercice 6-6 : relation de récurrence R«esoudre asymptotiquement la relation de r«ecurrence :

T (n) = 2T (⌊(n − 1)/2⌋) + n.

Exercice 6-7 : comparaison d’algorithmes On veut calculer les termes de la suite (u_n) d«e˛nie par :

u_0 = 1, u_n = u_{n−1} 1 + u_{n−2} 2 + . .. + u_0 n pour n � 1.

Les deux programmes suivants calculent u_n :

let rec u_rec(n) = match n with
| 0 -> 1.0
| _ -> let s = ref 0.0 in
       for k = 1 to n do
         s := !s +. u_rec(n-k)/.float_of_int(k)
       done;
       !s
;;

let u_iter(n) =
   let v = make_vect (n+1) 0.0 in
   v.(0) <- 1.0;
   for p = 1 to n do
     for k = 1 to p do
       v.(p) <- v.(p) +. v.(p-k)/.float_of_int(k)
     done
   done;
   v.(n)
 ;;

Calculer les complexit«es asymptotiques temporelles et spatiales de ces fonctions.

Exercice 6-8 : comparaison d’algorithmes Même question avec la relation de r«ecurrence et les programmes suivants :

u_0 = 1, u_n = u_{⌊n/2⌋} + u_{⌊n/3⌋} pour n � 1.

let rec u_rec(n) =
   if n = 0 then 1 else u_rec(n/2) + u_rec(n/3)
;;

let u_iter(n) =
   let v = make_vect (n+1) 0 in
   v.(0) <- 1;
   for i = 1 to n do v.(i) <- v.(i/2) + v.(i/3) done;
   v.(n)
;;

Chapitre 7

Arbres

7-1 Définitions

Arbres généraux

Un arbre g«en«eral est un ensemble non vide et ˛ni d’objets appel«es nffuds et li«es par une � relation de parent«e � :

x F y ⇐⇒ x est un ˛ls de y

⇐⇒ y est le p„ere de x ;

x F^∗ y ⇐⇒ x est un descendant de y

⇐⇒ y est un ancêtre (ascendant) de x ⇐⇒ x = y ou il existe un chemin : x = x_0 F x_1 F . .. F x_n = y tel que chaque «el«ement est le p„ere de l’«el«ement pr«ec«edent ;

avec les propri«et«es :

{ il existe un unique «el«ement n’ayant pas de p„ere, appel«e racine de l’arbre ; { tout «el«ement „a part la racine a un et un seul p„ere ; { tout «el«ement est un descendant de la racine.

Vocabulaire :

{ Un nffud n’ayant pas de ˛ls est appel«e feuille ou nffud terminal et un nffud ayant au moins un ˛ls est appel«e nffud interne ou nffud int«erieur.

{ Les ˛ls d’un même nffud sont appel«es fr„eres.

{ Le degr«e d’un nffud est son nombre de ˛ls, le degr«e maximal de l’arbre est le plus grand des degr«es des nffuds.

{ La profondeur d’un nffud est le nombre d’ascendants stricts de ce nffud, la hauteur d’un arbre est la profondeur maximale de ses nffuds.

{ Le nombre de nffuds dans un arbre est la taille de l’arbre. { L’ensemble des descendants d’un nffud x forme un sous-arbre de racine x.

{ Une forêt est un ensemble ˛ni d’arbres sans nffuds communs ; l’ensemble des descendants stricts d’un nffud x forme une forêt, vide si le nffud est terminal. Les arbres de cette forêt sont appel«es branches issues de x.

{ Un arbre ordonn«e est un arbre pour lequel l’ensemble des branches issues d’un nffud est totalement ordonn«e.

{ Un arbre est «etiquet«e lorsqu’„a chaque nffud est associ«ee une information appel«ee «etiquette du nffud. Des nffuds distincts peuvent porter la même «etiquette.

Exemples d’arbres : (cf. ˛gure 15)

{ L’arbre d’une expression arithm«etique ou logique est un arbre dont les nffuds int«erieurs sont «etiquet«es avec les op«erateurs composant cette expression et les branches repr«esentent les op«erandes associ«es. C’est un arbre ordonn«e.

{ Un syst„eme de ˛chiers est repr«esent«e par un arbre dont les nffuds sont «etiquet«es avec des noms de ˛chiers ou de r«epertoires. Les nffuds int«erieurs correspondent aux r«epertoires non vides et les feuilles aux ˛chiers de donn«ees et aux r«epertoires vides.

{ Une taxinomie classe des objets suivant une description hi«erarchique. Chaque nffud correspond „a une sous-classe incluse dans celle du nffud p„ere.

{ Un arbre de d«ecision mod«elise la r«esolution d’un probl„eme par une suite de tests imbriqu«es.

{ L’arbre d’appels d’une fonction r«ecursive repr«esente le calcul de cette fonction, les feuilles correspondant aux cas de base et les nffuds int«erieurs aux cas r«ecursifs.

{ Un arbre dynastique repr«esente les descendants (g«en«eralement mâles) d’un individu et correspond „a la notion usuelle de parent«e. Un arbre g«en«ealogique repr«esente les ascendants d’un individu. Par d«erogation un arbre g«en«ealogique a sa racine en bas, mais il ne s’agit r«eellement d’un arbre que si l’on ne remonte pas trop loin dans le pass«e sinon un même ascendant risque d’appara^“tre dans plusieurs branches.

Arbres binaires

Un arbre binaire est un ensemble ˛ni, «eventuellement vide, de nffuds li«es par une relation de parent«e orient«ee :

x F_d y ⇐⇒ x est le ˛ls droit de y =⇒ y est le p„ere de x ; x^′ F_g y ⇐⇒ x^′ est le ˛ls gauche de y =⇒ y est le p„ere de x^′ ;

avec les propri«et«es :

{ si l’arbre est non vide alors il existe un unique «el«ement n’ayant pas de p„ere, appel«e racine de l’arbre ;

{ tout «el«ement „a part la racine a un et un seul p„ere ;

7-1 D«efinitions 89

sin − x ∗ y z expression sin(x − yz)

                C:\
dos windows caml

command.com win.ini system camlc emacs win32.dll syst„eme de ˛chiers

a = 0 ?

oui non b = 0 ? ´ ?

oui non > 0 = 0 < 0 c = 0 ?

oui non S = R S = ∅ S = {−c/b} S = {(−b ± √ ´)/2a} S = {−b/2a} S = ∅

arbre de d«ecision pour ax^2 + bx + c = 0 sur R

v«eg«etal

„a feuilles „a aiguilles

‚eur herbe sapin

taxinomie

C^2_4

C^1_3 C^2_3

C^0_2 = 1 C^1_2 C^1_2 C^2 = 1

C^0_1 = 1 C^1 = 1 C^0_1 = 1 C^1 = 1 arbre d’appels pour le calcul de C^2_4

Figure 15 : exemples d’arbres

{ tout «el«ement a au plus un ˛ls droit et au plus un ˛ls gauche ; { tout «el«ement est un descendant de la racine.

Si x est un nffud d’un arbre binaire, alors x poss„ede deux branches qui sont des arbres binaires : la branche droite est l’arbre des descendants de son ˛ls droit s’il existe, l’arbre vide sinon ; la branche gauche est l’arbre des descendants de son ˛ls gauche s’il existe, l’arbre vide sinon. Les notions d’arbre g«en«eral ordonn«e et d’arbre binaire di¸„erent par l’existence de l’arbre vide dans la cat«egorie des arbres binaires, et par le fait qu’un nffud d’un arbre binaire a toujours deux branches, «eventuellement vides. En particulier, un arbre binaire n’a pas de feuilles.

a a a

b b b

c d c d c d

arbres binaires di¸«erents arbre g«en«eral

7-2 Représentation en mémoire

Représentation des arbres binaires

type ’a b_arbre =
 | B_vide
 | B_noeud of ’a * (’a b_arbre) * (’a b_arbre)
;;

let étiquette(a) = match a with
| B_vide -> failwith "arbre vide"
| B_noeud(e,_,_) -> e

and gauche(a) = match a with
| B_vide -> failwith "arbre vide"
| B_noeud(_,g,_) -> g

and droite(a) = match a with
| B_vide -> failwith "arbre vide"
| B_noeud(_,_,d) -> d
;;

Un arbre binaire non vide est repr«esent«e par un triplet (e, g, d) o„u e est l’«etiquette de la racine et g, d sont les branches gauche et droite issues de la racine. B_vide et B_noeud sont des identi˛cateurs symboliques appel«es constructeurs permettant de discriminer les deux cas possibles pour un arbre binaire. En m«emoire un arbre binaire est repr«esent«e par le code du constructeur suivi des repr«esentations des arguments dans le cas B_noeud. En caml, avec la d«e˛nition pr«ec«edente, les sous-arbres gauche et droit sont mat«erialis«es par des pointeurs, de même que l’«etiquette e si elle est plus complexe qu’un entier, ce qui permet de garantir un temps d’acc„es constant „a chacune des composantes d’un nffud.

B vide B noeud e

g d La construction explicite d’un arbre peut être p«enible. Le code suivant :

let a = B_noeud(1,
           B_noeud(2, B_noeud(3, B_vide, B_vide),
                      B_noeud(4, B_vide, B_vide)),
           B_noeud(5, B_noeud(6, B_vide, B_vide),
                      B_noeud(7, B_vide, B_vide)))
;;

d«e˛nit l’arbre „a «etiquettes enti„eres : 1 2 5 3 4 6 7

Représentation par un vecteur

Les nffuds d’un arbre binaire peuvent être num«erot«es par profondeur croissante et � de gauche „a droite � „a profondeur «egale : 1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15

De mani„ere g«en«erale, le nffud num«ero i a pour ˛ls «eventuels les nffuds num«ero 2i et 2i + 1, et le p„ere du nffud num«ero j est le nffud num«ero ⌊j/2⌋. Cette num«erotation permet de mettre un arbre binaire a en correspondance avec un vecteur v : l’«etiquette du nffud num«ero i est plac«ee dans la cellule v.(i) et, lorsqu’un nffud n’est pas pr«esent dans a, la cellule correspondante est ignor«ee. Cette repr«esentation est surtout utilis«ee pour les arbres binaires parfaits o„u tous les niveaux de profondeur sauf le dernier sont complets et o„u les nffuds du dernier niveau sont situ«es le plus „a gauche possible.

Représentation des arbres généraux

type ’a g_arbre = G_noeud of ’a * (’a g_arbre list);;

let étiquette(a) = match a with
| G_noeud(e,_) -> e

and forêt(a) = match a with
| G_noeud(_,f) -> f
;;

Un arbre est repr«esent«e par l’«etiquette de sa racine et la liste des branches issues de la racine. Pour un arbre ordonn«e, l’ordre des branches dans cette liste est important et un ordre di¸«erent d«e˛nit un arbre di¸«erent ; pour un arbre non ordonn«e l’ordre des branches doit être ignor«e et un même arbre admet plusieurs repr«esentations, ce qui doit être pris en compte lors des tests d’«egalit«e entre arbres. Une feuille est un nffud dont la liste des branches est vide. L’expression arithm«etique sin(x − yz) peut être mise en arbre par la d«eclaration :

let expr = G_noeud( "sin",
             [G_noeud( "-",
               [G_noeud( "x", []);
                G_noeud( "*", [G_noeud("y", []); G_noeud("z",[])])
               ])
             ])
;;

Le constructeur G_noeud est en principe inutile puisqu’il n’y a qu’une forme possible pour un arbre : (racine, branches). On l’a introduit pour insister sur le fait qu’on manipule un arbre et non un couple quelconque. Cette coquetterie ne coûte rien car le compilateur caml actuel r«eserve toujours une place pour le code du constructeur, qu’il y en ait un explicite ou non.

En pratique cette d«e˛nition est trop g«en«erale, et on pr«ef„ere souvent d«e˛nir un type particulier mieux adapt«e aux arbres que l’on doit manipuler. Par exemple pour les expressions arithm«etiques, on peut d«e˛nir plusieurs types de feuilles (entiers, r«eels, variables, .. . ) et plusieurs types de nffuds internes (op«erateurs unaires, binaires, .. . ) ce qui permet de mieux re‚«eter la structure d’une expression :

type ’a expression =
| Const of ’a
| Variable of string
| Op1 of (’a -> ’a) * (’a expression)
| Op2 of (’a -> ’a -> ’a) * (’a expression) * (’a expression)
;;

(cf. l’«etude des expressions bool«eennes, section 5-4). L’avantage d’une description sp«ecialis«ee est une meilleure lisibilit«e du code, l’inconv«enient est que les algorithmes g«en«eraux de manipulation et parcours d’arbres doivent être r«e«ecrits „a chaque nouvelle d«e˛nition de type, et que la longueur du code augmente avec la multiplication des cas „a tester. On pourrait d’ailleurs sp«ecialiser encore plus la description d’une expression en listant tous les op«erateurs possibles (+, −, ∗, .. . ). Quoi qu’il en soit, la repr«esentation interne d’un nffud est semblable „a celle vue pour les nffuds d’arbres binaires, mais les di¸«erentes branches issues d’un nffud sont cha^“n«ees entre elles et le temps d’acc„es „a une branche particuli„ere d«epend de son rang (cf. ˛gure 16). On pourrait utiliser un vecteur au lieu d’une liste cha^“n«ee pour stocker les pointeurs vers les branches, une branche quelconque et le degr«e d’un nffud seraient alors accessibles en un temps constant.

G noeud e

              Liste Liste

˛ls_1 ˛ls_2

˛gure 16 : repr«esentation d’un nffud dans un arbre g«en«eral

Représentation ascendante

La repr«esentation (racine,branches) permet un acc„es facile aux nffuds de l’arbre en partant de la racine, ce qui correspond au mode d’acc„es le plus fr«equent. Il n’y a aucun moyen avec cette repr«esentation de conna^“tre le p„ere d’un nffud „a partir du nffud lui même. Dans certains cas pourtant, on peut avoir besoin de remonter vers la racine, par exemple „a partir du nom d’une ville retrouver son d«epartement, sa r«egion, son pays, .. . Les arbres binaires parfaits rang«es dans un vecteur permettent cette remont«ee. Dans le cas g«en«eral on adopte une repr«esentation inverse :

type ’a a_noeud = A_vide | A_noeud of ’a * (’a a_noeud);;

let étiquette(n) = match n with
| A_vide -> failwith "noeud vide"
| A_noeud(e,_) -> e

and père(n) = match n with
| A_vide -> failwith "noeud vide"
| A_noeud(_,p) -> p
;;

L’arbre g«eographique de la France est d«eclar«e par :

let france = A_noeud("France", A_vide);;
let ilefr = A_noeud("Île de France", france);;
let paris = A_noeud("Paris", ilefr);;
let bourg = A_noeud("Bourgogne", france);;
let dijon = A_noeud("Dijon", bourg);;
let auxr = A_noeud("Auxerre", bourg);;

La racine de l’arbre est reconnue comme telle par son p„ere particulier :

A_vide. Dans cette repr«esentation il n’est pas garanti que deux nffuds appartiennent bien au même arbre, il faut remonter jusqu’aux racines pour le constater. On repr«esente donc en fait une forêt non ordonn«ee plutôt qu’un unique arbre. En˛n, dans le cas o„u l’on a besoin de pouvoir monter et descendre dans un arbre, on peut utiliser une repr«esentation mixte o„u chaque nffud contient un lien vers son p„ere et un lien vers ses ˛ls.

Représentation � fils gauche - frère droit �

Dans cette repr«esentation chaque nffud contient un lien vers son premier ˛ls et un lien vers son fr„ere suivant appel«e � fr„ere droit � (cf. ˛gure 17). Chaque nffud n’a plus que deux liens, «eventuellement vides, ce qui transforme un arbre ordonn«e quelconque en un arbre binaire dont la racine n’a pas de ˛ls droit et une forêt d’arbres ordonn«es en un arbre binaire quelconque. Cette repr«esentation n’est pas fondamentalement di¸«erente de celle o„u tous les ˛ls sont rang«es dans une liste cha^“n«ee, mais elle est plus «economique en termes de m«emoire.

Figure 17 : repr«esentation ˛ls gauche - fr„ere droit

7-3 Parcours d’un arbre

Pour appliquer un même traitement „a tous les nffuds de cet arbre, par exemple les compter, les imprimer ou comparer leur «etiquette „a une valeur donn«ee, il faut parcourir l’arbre. On distingue deux m«ethodes de parcours.

Figure 18 : parcours en profondeur et en largeur

{ Le parcours en profondeur d’abord : partant de la racine, on descend le plus bas possible en suivant la branche la plus „a gauche de chaque nffud, puis on remonte pour explorer les autres branches en commen‰cant par la plus basse parmi celles non encore parcourues.

{ Le parcours en largeur d’abord : partant de la racine, on explore tous les nffuds d’un niveau avant de passer au niveau suivant.

La complexit«e temporelle d’un parcours d’arbre est au minimum proportionnelle au nombre de nffuds visit«es, donc „a la taille de l’arbre si le parcours n’est pas interrompu pr«ematur«ement. Il y a proportionnalit«e lorsque le temps de traitement d’un nffud, non compris le temps de traitement de sa descendance, est constant. La complexit«e spatiale d«epend du type de parcours : pour un parcours en profondeur il faut conserver la liste des branches non encore explor«ees, ce qui requiert un nombre ˛xe de mots m«emoire par ancêtre strict du nffud visit«e (un pointeur vers l’ancêtre et le num«ero de la premi„ere branche non explor«ee par exemple), donc la complexit«e spatiale est proportionnelle „a la hauteur de l’arbre. Pour un parcours en largeur il faut conserver une liste de pointeurs vers les branches du niveau en cours, et la complexit«e spatiale est proportionnelle „a la largeur de l’arbre (le plus grand nombre de nffuds de même niveau).

Ces estimations de complexit«e peuvent être modi˛«ees par une repr«esentation particuli„ere de l’arbre, par exemple un arbre binaire parfait stock«e dans un vecteur permet un parcours en largeur ou en profondeur „a m«emoire constante.

Parcours en profondeur d’un arbre binaire

let rec parcours(a) = match a with
| B_vide -> ()
| B_noeud(e,g,d) -> traitement préfixe;
                    parcours(g);

traitement infixe;

parcours(d);

traitement postfixe

;;

traitement pr«e˛xe, traitement in˛xe et traitement post- ˛xe d«esignent des actions ou calculs «eventuels „a e¸ectuer. L’ordre d’application de ces traitements est :

pr«e˛xe : nffud, descendants droits, descendants gauches. in˛xe : descendants droits, nffud, descendants gauches. post˛xe : descendants droits, descendants gauches, nffud.

L’ordre pr«e˛xe, l’ordre in˛xe et l’ordre post˛xe constituent des relations d’ordre total sur les nffuds d’un arbre binaire. L’ordre in˛xe est aussi appel«e ordre sym«etrique (cf. exercice 7-8). Le num«ero pr«e˛xe in˛xe ou post˛xe d’un nffud est son rang dans l’ordre correspondant. Par exemple le code suivant imprime les «etiquettes d’un arbre avec les num«eros post˛xe :

(* a = arbre, n = numéro postfixe *) (* retourne le prochain numéro postfixe *)

let rec imprime a n = match a with
| B_vide -> n
| B_noeud(e,g,d) -> let n’ = imprime g n in
                    let n’’= imprime d n’ in
                    print_int(n’’);
                    print_char(‘:‘);
                    print_string(e);
                    print_newline();
                    n’’+1
;;

let a = B_noeud("France",
          B_noeud("Ile de France",
            B_noeud("Paris",
              B_vide,
              B_noeud("5ème arr.", B_vide,B_vide)),
            B_noeud("Versailles",B_vide,B_vide)),
          B_noeud("Bourgogne",
            B_noeud("Dijon",B_vide,B_vide),
            B_noeud("Auxerre",B_vide,B_vide)))
in imprime a 1;;

1:5ème arr. France

Ile de France Bourgogne

Paris Versailles Dijon Auxerre

5„eme arr.

2:Paris
3:Versailles
4:Ile de France
5:Dijon
6:Auxerre
7:Bourgogne
8:France
- : int = 9

Remarque : l’arbre d’appels de la fonction parcours est un arbre binaire isomorphe „a l’arbre parcouru.

Parcours en profondeur d’un arbre général

La m«ethode est la même : e¸ectuer un traitement pr«e˛xe sur la racine, parcourir chaque branche en e¸ectuant «eventuellement un traitement entre deux branches, puis e¸ectuer un traitement post˛xe avant de quitter la racine. Si l’arbre est ordonn«e, c’est-„a-dire si l’ordre de succession des branches est d«e˛ni, alors on peut d«e˛nir l’ordre et la num«erotation pr«e˛xe et post˛xe des nffuds. Il n’y a pas d’ordre in˛xe. Par exemple l’«evaluation d’une expression arithm«etique mise sous forme d’arbre consiste „a parcourir l’arbre en «evaluant les branches puis en «evaluant les op«erations une fois que tous les op«erandes sont connus. L’ordre de traitement des nffuds est donc un ordre post˛xe (le nffud est trait«e apr„es sa descendance, mais celle-ci peut l’être dans n’importe quel ordre) et l’algorithme d’«evaluation est la transcription en termes d’arbres de l’«evaluation d’une formule post˛xe, la pile de r«ecursion de caml rempla‰cant la pile de valeurs.

type ’a formule =
| Valeur of ’a
| Op1 of (’a -> ’a) * (’a formule)
| Op2 of (’a -> ’a -> ’a) * (’a formule) * (’a formule)
| Opn of (’a -> ’a -> ’a) * ’a * (’a formule list)

(* Opn = opérateur binaire associatif : +,*,... *)

;; (* le 2ème champ est l’élément neutre associé *)

let rec évalue(f) = match f with
| Valeur(v) -> v
| Op1(op,g) -> op (évalue g)
| Op2(op,g,h) -> op (évalue g) (évalue h)
| Opn(op,neutre,l) -> évalue_liste(op, neutre, l)

and évalue_liste(op,accu,liste) = match liste with
| [] -> accu
| f::suite -> évalue_liste(op, op accu (évalue f), suite)
;;

Une formule est repr«esent«ee par un arbre dont les feuilles sont «etiquet«ees par des valeurs et les nffuds internes sont «etiquet«es par des op«erateurs unaires ou binaires. Le constructeur Opn correspond „a la r«ep«etition d’un op«erateur binaire associatif pour lequel on sp«eci˛e l’«el«ement neutre qui est retourn«e en guise de valeur dans le cas d’une liste vide. Le caract„ere post˛xe du traitement e¸ectu«e n’appara^“t pas clairement dans le code de évalue, mais r«esulte de la convention caml comme quoi les arguments d’une fonction sont calcul«es avant que le code de la fonction soit ex«ecut«e. Par exemple la ligne :

| Op2(op,g,h) -> op (évalue g) (évalue h)

est traduite par le compilateur caml en l’«equivalent machine de :

Si f est de la forme Op2(op,g,h) alors :
  calculer x = évalue(g)
  calculer y = évalue(h)
  retourner op x y.

De même, la fonction évalue_liste e¸ectue l’«evaluation r«ecursive des branches d’une op«eration multiple et un traitement in˛xe entre chaque branche, „a savoir le calcul et stockage des r«esultats partiels dans accu. Exemple :

let f = Opn(add_int, 0,
           [Op2(mult_int, Valeur 1, Valeur 2);
            Op2(div_int, Valeur 9, Valeur 3);
            Valeur 5;
            Opn(mult_int, 1, [Valeur 2; Valeur 3; Valeur 4])])
in évalue(f);;
- : int = 34

Parcours en largeur d’abord

Le parcours en largeur d’abord est surtout utilis«e dans les situations de recherche dans un arbre o„u l’on ne peut pas d«eterminer quelle est la branche „a explorer, et o„u l’on ne veut pas explorer l’arbre en entier. Par exemple la recherche des feuilles de profondeur minimum dans un arbre de jeu de grande hauteur (quel est le moyen le plus rapide de � mater � aux «echecs „a partir d’une position donn«ee ?) conduit „a un parcours en largeur. Ce type de parcours est mal adapt«e „a la repr«esentation hi«erarchique d’un arbre, mais peut-être e¸ectu«e en tenant „a jour la liste des branches restant „a visiter :

(* constitue la liste des branches d’une liste de noeuds *)

let rec liste_fils lnoeuds = match lnoeuds with
| [] -> []
| G_noeud(_,f)::suite -> f @ liste_fils(suite)
;;

(* parcours en largeur d’une forêt *)

let rec parcours traitement forêt = match forêt with
| [] -> ()
| _ -> do_list traitement forêt;
        parcours traitement (liste_fils forêt)
;;

(* parcours en largeur d’un arbre *)

parcours traitement [arbre];;

On utilise ici la repr«esentation («etiquette, liste des ˛ls) d’un arbre g«en«eral.

do_list est une fonction pr«ed«e˛nie en caml qui parcourt une liste et applique la fonction traitement „a chaque «el«ement. Par r«ecurrence sur sa hauteur, parcours applique traitement „a chaque nffud de forêt, par ordre de niveau et dans un même niveau � de gauche „a droite �. Si l’on veut e¸ectuer une recherche ou un calcul sur les nffuds de la forêt alors il su‹t de modi˛er en cons«equence l’instruction :

do_list traitement forêt.

Complexit«e : on suppose que traitement a un temps d’ex«ecution constant et donc que l’it«eration de traitement sur une liste a un temps d’ex«ecution proportionnel „a la longueur de cette liste. Le temps d’ex«ecution d’un appel „a liste_fils, sans compter les appels r«ecursifs qui en d«ecoulent, est de la forme T = ad + b o„u a et b sont des constantes et d le degr«e du nffud consid«er«e. Le temps d’ex«ecution de parcours pour une forêt de k nffuds ayant ensemble k^′ ˛ls, non compris le parcours de la forêt des ˛ls, est de la forme : T^′ = ak^′ + ck. Dans le parcours complet d’un arbre, chaque nffud coûte donc a + c unit«es de temps (c seulement pour la racine) et le temps total de parcours est lin«eaire par rapport „a la taille de l’arbre.

7-4 Dénombrements sur les arbres binaires

Calculs élémentaires

Théorème :

1. Un arbre binaire „a n nffuds poss„ede n + 1 branches vides. 2. Dans un arbre binaire „a n nffuds, le nombre de nffuds sans ˛ls est inf«erieur ou «egal „a (n + 1)/2. Il y a «egalit«e si et seulement si tous les nffuds ont z«ero ou deux ˛ls.

3. La hauteur d’un arbre binaire non vide „a n nffuds est comprise entre ⌊log_2 n⌋ et n − 1.

Démonstration :

1. Par r«ecurrence sur n.

2. Soient p le nombre de nffuds ayant un seul ˛ls et q le nombre de nffuds sans ˛ls. p + 2q = n + 1 (nombre de branches vides) donc q = (n + 1 − p)/2.

3. Dans un arbre de taille n la profondeur d’un nffud est son nombre d’ascendants stricts donc est inf«erieure ou «egale „a n − 1. La hauteur d’un arbre est la plus grande profondeur donc est aussi major«ee par n − 1.

Un arbre binaire non vide de hauteur h a au plus 1 + .. . + 2^h = 2^{h+1} − 1 nffuds. Soit a un arbre binaire de taille n et h = ⌊log_2 n⌋ : tout arbre binaire non vide de hauteur inf«erieure ou «egale „a h − 1 a au plus 2^h − 1 < n nffuds donc la hauteur de a est au moins «egale „a h.

Application aux calculs de complexité

Consid«erons un arbre de d«ecision binaire (chaque test n’a que deux issues) ayant N sorties. Une sortie est une branche vide (il n’y a plus de test „a faire) donc cet arbre poss„ede N − 1 nffuds et a une hauteur au moins «egale „a ⌊log_2(N − 1)⌋. Ceci signi˛e que le nombre de tests „a e¸ectuer dans le pire des cas est au moins «egal „a 1 + ⌊log_2(N − 1)⌋ = ⌈log_2 N⌉. On obtient ainsi une minoration de la complexit«e intrins„eque d’un probl„eme.

Par exemple le tri comparaisons de n «el«ements distincts a une complexit«e dans le pire des cas au moins «egale „a ⌈log_2(n!)⌉, complexit«e compt«ee en nombre de comparaisons, puisqu’une issue du tri est une permutation des «el«ements les remettant dans l’ordre, permutation bien d«e˛nie si les «el«ements sont distincts, et toutes les permutations sont possibles (voir l’exercice 7-19 pour une construction formelle de l’arbre de d«ecision associ«e „a un algorithme de tri par comparaisons). Cela prouve que la complexit«e intrins„eque dans le pire des cas du tri par comparaisons est ^(n ln n).

Le minorant obtenu par cette m«ethode n’est pas toujours aussi pertinent. La recherche du plus grand «el«ement dans une liste de taille n produit un arbre de d«ecision „a n issues (une issue est la la position de ce plus grand «el«ement), elle n«ecessite donc au moins ⌈log_2 n⌉ comparaisons. Mais en r«ealit«e il est impossible de conna^“tre le plus grand «el«ement sans les avoir tous examin«es, donc la complexit«e intrins„eque de ce probl„eme est ^(n).

Dans le même ordre d’id«ees, un calcul d«ependant de n variables et r«ealis«e par des op«erations binaires ne peut être conduit en moins de log_2(n) unit«es de temps dans le pire des cas même si l’on e¸ectue autant d’op«erations binaires en parall„ele que l’on veut. L’arbre exprimant le calcul „a e¸ectuer, dont les nffuds sont les op«erateurs binaires et les feuilles sont les variables, poss„ede n feuilles donc a une hauteur au moins «egale „a ⌈log_2 n⌉. Ainsi il est impossible de d«eterminer par comparaisons le plus grand «el«ement d’une liste de taille n sur une machine parall„ele en moins de ⌈log_2 n⌉ unit«es de temps, et le minorant est cette fois pertinent (cf. multiplication en parall„ele, section 6-1).

Arbres équilibrés

Un arbre binaire est dit «equilibr«e en hauteur s’il est vide ou si pour tout nffud x, les branches gauche et droite issues de x ont même hauteur „a une unit«e pr„es.

Figure 19 : arbres «equilibr«e et d«es«equilibr«e

Remarquons que la propri«et«e d’«equilibre est une propri«et«e globale valable pour l’arbre entier et pour tous ses sous-arbres.

Théorème : Soit h la hauteur d’un arbre «equilibr«e en hauteur „a n nffuds et ϕ =^{1+√5}_2 . Alors log_2(n + 1) � h + 1 < log_ϕ(n + 2).

Démonstration :

Pour h ∈ N soient m(h) et M(h) le plus petit et le plus grand nombre de nffuds d’un arbre «equilibr«e de hauteur h. On a pour h � 2 :

m(h) = 1 + m(h − 1) + min(m(h − 1), m(h − 2)), M(h) = 1 + M(h − 1) + max(M(h − 1), M(h − 2)).

Par cons«equent les fonctions m et M sont croissantes sur N^∗ et m(0) = M(0) = 1, m(1) = 2, M(1) = 3, donc elles sont croissantes sur N. On en d«eduit :

m(h) + 1 = (m(h − 1) + 1) + (m(h − 2) + 1), M(h) + 1 = 2(M(h − 1) + 1), et donc :

m(h) + 1 = aϕ^h + bϕ^h,

M(h) + 1 = c2^h,

o„u a, b, c sont des constantes ind«ependantes de h, ϕ =^{1+√5}_2 et ϕ =^{1−√5}_2 (voir l’«etude de la suite de Fibonacci dans le cours de math«ematiques). Compte tenu des conditions initiales, on obtient :

m(h) + 1 = (ϕ^{h+3} − ϕ^{h+3})/ √ 5, M(h) + 1 = 2^{h+1}.

La deuxi„eme «egalit«e donne h + 1 = log_2(M(h) + 1) � log_2(n + 1). La premi„ere implique ϕ^{h+3} = (m(h) + 1) √ 5 + ϕ^{h+3} < (m(h) + 2) √ 5 car ϕ^{h+3} < 1 < √ 5 donc :

h + 1 < log_ϕ(m(h) + 2) + log_ϕ( √ 5) − 2 < log_ϕ(m(h) + 2) � log_ϕ(n + 2).

En cons«equence, la hauteur d’un arbre «equilibr«e en hauteur est ^(ln n) ce qui signi˛e que les algorithmes de recherche en profondeur dans un tel type d’arbre ont une complexit«e logarithmique.

Dénombrement des arbres binaires à n nœuds

Soit C_n le nombre d’arbres binaires non «etiquet«es „a n nffuds. On a C_0 = 1, C_1 = 1, C_2 = 2, C_3 = 5 et C_4 = 14. De mani„ere g«en«erale, un arbre binaire „a n nffuds s’obtient en choisissant deux arbres binaires „a k et n − k − 1 nffuds ind«ependamment, et en les reliant „a une racine, l’arbre „a k nffuds «etant „a gauche. On a donc la relation de r«ecurrence :

C_n = n−1∑ k=0 C_kC_{n−k−1} (n � 1).

Notons C(z) =

∑_∞ n=0 C_nz^n la s«erie g«en«eratrice associ«ee. En multipliant la relation pr«ec«edente par z^{n−1} et en sommant de n = 1 „a ∞, on obtient :

C(z) − C_0 z = C(z)^2 ⇐⇒ zC(z)^2 − C(z) + 1 = 0 ⇐⇒ C(z) = 1 ± √ 1 − 4z 2z et C «etant de classe C^∞ au voisinage de 0, le ± est en fait un −. Il est ainsi prouv«e que, si la s«erie C a un rayon de convergence non nul alors, C(z) = (1− √ 1 − 4z)/2z.

Consid«erons alors la fonction d«e˛nie par :

f(z) = 1 − √ 1 − 4z 2z . f est d«eveloppable en s«erie enti„ere,

f(z) = ∞∑ n=0 −1 2 ( 1/2 n + 1 ) (−4)^{n+1}z^n = ∞∑ n=0 C^n_{2n} n + 1 z^n = ∞∑ n=0 a_nz^n pour |z| < 1, et les coe‹cients (a_n) v«eri˛ent la relation :

a_n = n−1∑ k=0 a_ka_{n−k−1}

pour n � 1 car les deux membres sont les coe‹cients des d«eveloppements en s«erie enti„ere de (f(z) − a_0)/z et f(z)^2, et ces fonctions sont «egales par construction de f. En˛n, comme a_0 = 1 = C_0, on peut conclure :

∀ n ∈ N, C_n = a_n =

C^n_{2n} n + 1 . Le nombre C_n est appel«e n-„eme nombre de Catalan, et l’on a d’apr„es la formule de Wallis : C_n ∼

4^n n^{3/2} √ π (n → ∞).

Profondeur moyenne d’un nœud

La m«ethode � s«erie g«en«eratrice � pr«ec«edente peut aussi être utilis«ee pour d«eterminer la profondeur moyenne d’un nffud dans un arbre binaire de taille n. Notons P_n la somme des profondeurs de tous les nffuds de tous les arbres binaires „a n «el«ements et P(z) =

∑_∞

n=0 P_nz^n. En d«ecomposant un arbre „a n nffuds en son sous-arbre gauche „a k nffuds et son sous-arbre droit „a n − k − 1 nffuds, et en observant que la profondeur d’un nffud augmente de 1 quand on passe du sous-arbre „a l’arbre complet, on obtient :

P_n = n−1∑ k=0 (C_{n−k−1}(P_k + kC_k) + C_k(P_{n−k−1} + (n − k − 1)C_{n−k−1}) )

= (n − 1)C_n + n−1∑ k=0 C_{n−k−1}P_k + n−1∑ k=0 C_kP_{n−k−1},

ce qui se traduit en termes de s«eries g«en«eratrices par : P(z) − P_0 z = C^′(z) −

C(z) − C_0 z + 2P(z)C(z)

avec P_0 = 0, d’o„u :

P(z) = zC^′(z) − C(z) + 1

1 − 2zC(z) = 1 1 − 4z − 1 z √ 1 − 4z + 1 √ 1 − 4z + 1 z . Comme pr«ec«edemment, la fonction d«e˛nie par l’expression ci-dessus est d«eveloppable en s«erie enti„ere et ses coe‹cients v«eri˛ent par construction la même «equation de r«ecurrence que les P_n, donc on peut les identi˛er, ce qui donne : P_n = 4^n − (n + 2)C_{n+1} + (n + 1)C_n (n � 1).

La profondeur moyenne d’un nffud dans un arbre binaire quelconque „a n «el«ements est donc :

p_n =

P_n nC_n ∼ √ nπ (n → ∞).

Arbres binaires construits aléatoirement

Le r«esultat pr«ec«edent a «et«e «etabli en supposant que tous les arbres binaires „a n nffuds sont «equiprobables. Un autre mod„ele de probabilit«e consiste „a consid«erer qu’un arbre binaire donn«e a «et«e construit par adjonction un „a un de nffuds dans un ordre al«eatoire. Plus pr«ecis«ement, on suppose qu’un arbre a de taille n s’obtient „a partir d’un arbre a^′ de taille n − 1 par transformation d’une branche vide en une branche „a un nffud, et que les n branches vides de a^′ sont choisies avec la même probabilit«e 1/n. Cette hypoth„ese est v«eri˛«ee dans le cas des arbres binaires de recherche si l’on proc„ede „a l’insertion � aux feuilles � des entiers 1, 2, . .., n dans un ordre al«eatoire (cf. section 8-2). Dans ce mod„ele de probabilit«e, il y a n! arbres binaires „a n nffuds (non tous distincts puisque C_n < n!) et la profondeur moyenne d’un nffud est la somme des profondeurs des tous les nffuds de ces n! arbres, divis«ee par n n!.

Pour un arbre binaire a on note L_i(a) la somme des profondeurs des n nffuds (longueur du chemin interne de a) et L_e(a) la somme des profondeurs des n + 1 branches vides (longueur du chemin externe de a), en convenant que la profondeur d’une branche vide est «egale „a la profondeur du nffud dont elle est issue augment«ee d’une unit«e. On note aussi L_i(n) et L_e(n) les sommes des quantit«es L_i(a) et L_e(a) pour les n! arbres binaires „a n nffuds.

Si a^′ est un arbre binaire „a n − 1 nffuds et si a se d«eduit de a^′ par transformation d’une branche de profondeur p en un nffud alors on a :

L_i(a) = L_i(a^′) + p, L_e(a) = L_e(a^′) + p + 2.

On en d«eduit :

L_i(n) = nL_i(n − 1) + L_e(n − 1), L_e(n) = (n + 1)L_e(n − 1) + 2 n!

avec les conditions initiales : L_i(1) = 0, L_e(1) = 2. On obtient alors successivement :

L_i(n) n! = L_i(n − 1) (n − 1)! + L_e(n − 1) n! , L_e(n) (n + 1)! = L_e(n − 1) n! + 2 n + 1 , L_e(n) (n + 1)! = 2 ( 1 2 + . .. + 1 n + 1 ) , L_i(n) n! = 2 n∑ k=2 ( 1 2 + . .. + 1 k ) . Comme 1/2 + . . . + 1/k ∼ ln(k) lorsque k → ∞, on peut appliquer le lemme de C«esaro : L_i(n) n! ∼ 2 n∑ k=2 ln(k) = 2 ln(n!) ∼ 2n ln(n).

Ainsi, la profondeur moyenne d’un nffud dans un arbre binaire de n «el«ements construit al«eatoirement est :

L_i(n) n n!

∼ 2 ln(n).

7-5 Exercices

Exercice 7-1 : relation entre les nombres de nœuds Si un arbre a contient n_0 nffuds de degr«e 0 (feuilles), n_1 nffuds de degr«e 1, .. . , n_p nffuds de degr«e p, quelle relation y a-t-il entre n_0, n_1, . .. , n_p ?

Exercice 7-2 : nombre moyen de fils On suppose ici que tous les arbres binaires „a n nffuds sont «equiprobables. Dans un arbre binaire de taille n, combien un nffud a-t-il de ˛ls en moyenne ? Combien a-t-il de ˛ls droits en moyenne ?

Exercice 7-3 : ordre des feuilles Montrer que l’ordre pr«e˛xe et l’ordre post˛xe induisent la même relation d’ordre sur les feuilles d’un arbre.

Exercice 7-4 : reconstitution d’un arbre à partir des ordres préfixe et postfixe Soient x, y deux nffuds d’un arbre a. Montrer que x est un ascendant de y si et seulement si x pr«ec„ede y en ordre pr«e˛xe et succ„ede „a y en ordre post˛xe.

Exercice 7-5 : représentation fils gauche, frère droit «Ecrire une fonction caml transformant une forêt d’arbres g«en«eraux en un arbre binaire suivant la convention � ˛ls gauche - fr„ere droit � et une fonction e¸ectuant la transformation inverse.

Exercice 7-6 : représentation fils gauche, frère droit Soient a un arbre g«en«eral ordonn«e et a^′ l’arbre binaire associ«e „a a dans la repr«esentation ˛ls gauche, fr„ere droit. Quel rapport y a-t-il entre les ordres pr«e˛xe et post˛xe des nffuds de a et les ordres pr«e˛xe, post˛xe et in˛xe des nffuds de a^′ ?

Exercice 7-7 : arbres binaires parfaits Soit a un arbre binaire parfait „a n nffuds rang«e dans un vecteur v. Peut-on calculer en m«emoire constante les indices des successeurs d’un nffud d’indice i pour les ordres pr«e˛xe, in˛xe, post˛xe ?

Exercice 7-8 : ordres de parcours inverses Le parcours pr«e˛xe inverse d’un arbre consiste „a traiter un nffud d’abord puis ensuite „a parcourir les branches issues de ce nffud en commen‰cant par la derni„ere branche. On d«e˛nit de même l’ordre post˛xe inverse et, pour un arbre binaire, l’ordre in˛xe inverse. Comparer ces ordres aux ordres de parcours directs.

Exercice 7-9 : fonctions de parcours «Etudier les fonctions de parcours suivantes (quel est l’ordre de parcours, quelle est la complexit«e asymptotique du parcours r«ealis«e en supposant que traitement a un temps d’ex«ecution constant) :

let rec parcours traitement forêt = match forêt with
| [] -> ()
| G_noeud(e,f)::suite ->
    traitement(e); parcours traitement (f @ suite)
;;

let rec courspar traitement forêt = match forêt with
| [] -> ()
| G_noeud(e,f)::suite ->
    traitement(e); courspar traitement (suite @ f)
;;

Exercice 7-10 : transformation d’un arbre binaire en liste «Ecrire une fonction liste_préfixe qui constitue la liste des «etiquettes des nffuds d’un arbre binaire suivant l’ordre pr«e˛xe. Analyser sa complexit«e temporelle (il existe une solution de complexit«e lin«eaire par rapport „a la taille de l’arbre).

Exercice 7-11 : impression textuelle d’un arbre «Ecrire une fonction imprime_arbre_binaire qui prend en argument une fonction de conversion ’a -> string et un arbre binaire „a «etiquettes de type ’a et l’imprime sous forme semi graphique. Par exemple, on devra avoir :

imprime_arbre_binaire
       string_of_int
       (B_noeud(1, B_noeud(2, ...)));;

            ______1______
           / \
        __2__ __9__
       / \ / \
      3 6 10 13
     / \ / \ / \ / \
    4 5 7 8 11 12 14 15

Exercice 7-12 : reconnaissance de sous-arbres On donne deux arbres binaires a et b.

1. «Ecrire une fonction est_sous_arbre qui dit si a est un sous-arbre de b (un sous-arbre est l’ensemble des descendants d’un nffud).

2. «Ecrire une fonction est_inclus qui dit si a est inclus dans b (c’est-„a-dire si a s’obtient en supprimant certaines branches d’un certain sous-arbre de b).

Exercice 7-13 : arbre dynastique La ˛gure page suivante pr«esente un extrait de l’arbre dynastique de la maison de Bourbon. «Ecrire une fonction liste_rois qui, „a partir d’un tel arbre, donne la liste des personnes ayant r«egn«e.

Exercice 7-14 : représentation d’un arbre par une liste parenthésée On repr«esente un arbre a par une expression parenth«es«ee :

a ≡ (racine (˛ls-1) (˛ls-2) ... (˛ls-n))

o„u racine est l’«etiquette de la racine et (fils-i) est la repr«esentation de la i-„eme branche. Par exemple l’arbre ci-contre est repr«esent«e par : (1 (2 (3) (4)) (5)).

Henri IV 1553{1610

Louis XIII 1601{1643

Louis XIV 1638{1715

Louis le Grand Dauphin 1661{1711

Louis Philippe Charles 1682{1712 1683-1746 1686{1714

Louis XV Philippe 1710{1774 1748{1765

Louis Philippe 1729{1765 1730{1733

Louis Louis XVI Louis XVIII Charles X 1751{1761 1754{1793 1755{1824 1757-1836

Louis-Joseph Louis XVII Louis-Antoine Charles-Ferdinand 1781{1789 1785{1795 1775-1844 1778-1820

Henri 1820-1883

arbre dynastique des Bourbons

source : Initiation „a l’histoire de la France, Pierre Goubert ,

On demande :

1. Une fonction caml qui calcule l’expression parenth«es«ee d’un arbre. 2. Une fonction caml qui calcule l’arbre associ«e „a une expression parenth«es«ee.

Les expressions parenth«es«ees seront repr«esent«ees par des listes selon la d«eclaration :

type ’a terme = Pargauche | Pardroite | Etiquette of ’a;;
type ’a expression_parenthésée == ’a terme list;;

Exercice 7-15 : impression d’une formule avec le minimum de parenthèses On repr«esente les expressions arithm«etiques par le type suivant :

type formule =
| Valeur of string (* valeur *)
| Op1 of string * formule (* opérateur unaire, argument *)
| Op2 of string * int * formule * formule
;; (* op. binaire, priorité, arguments *)

o„u les champs de type string contiennent la repr«esentation en cha^“ne de caract„eres de l’«el«ement consid«er«e et le champ de type int code la priorit«e d’un op«erateur binaire. «Ecrire une fonction d’impression pour ce type de formules en imprimant le minimum de parenth„eses n«ecessaires pour respecter la priorit«e des op«erateurs binaires. L’argument d’un op«erateur unaire sera syst«ematiquement mis entre parenth„eses.

Exercice 7-16 : arbre binaire équilibré en poids Soit^1_2 � α < 1. On note |A| la taille d’un arbre binaire A et on dit qu’un arbre A est α-«equilibr«e en poids si pour tout sous-arbre B de branches G, D, on a : |G| � α|B| et |D| � α|B|. Montrer qu’un arbre α-«equilibr«e de taille n a une hauteur ^(ln n).

Exercice 7-17 : arbre binaire équilibré en hauteur Un arbre binaire est dit «equilibr«e en hauteur „a k pr„es si pour tout nffud x les branches gauche et droite de x ont même hauteur „a ±k pr„es (k � 1). Montrer que la hauteur d’un tel arbre „a n nffuds est ^(ln n).

Exercice 7-18 : dénombrement des arbres à n nœuds Soient G_n le nombre d’arbres g«en«eraux ordonn«es non «etiquet«es de taille n et B_n le nombre d’arbres binaires non «etiquet«es de taille n.

1. Quelle relation y a-t-il entre ces quantit«es ?

2. A un arbre g«en«eral A on associe l’expression parenth«es«ee, u = [u_0, . .., u_{2n−1}] o„u u_i est une parenth„ese ouvrante ou fermante (cf. exercice 7-14). Montrer qu’une suite de 2n parenth„eses repr«esente e¸ectivement un arbre de taille n si et seulement si elle contient autant de parenth„eses ouvrantes que de fermantes et si toute sous-suite [u_0, . . ., u_i] avec i < 2n − 1 contient strictement plus de parenth„eses ouvrantes que de fermantes. Une telle suite sera dite

� admissible �.

3. Soit u = [u_0, . .., u_{2n−1}] une suite de parenth„eses contenant autant d’ouvrantes que de fermantes avec u_0 = (. On d«e˛nit la suite :

T (u) = [u_0, u_2, u_3, .. ., u_{2n−1}, u_1]

(on fait tourner toutes les parenth„eses sauf la premi„ere). Montrer qu’une et une seule des suites u, T (u), T^2(u), .. ., T^{2n−2}(u) est admissible (faire un dessin repr«esentant la di¸«erence entre le nombre d’ouvrantes et de fermantes dans [u_0, .. ., u_{i−1}] en fonction de i et interpr«eter g«eom«etriquement l’op«eration T ).

4. Retrouver ainsi l’expression de B_n en fonction de n.

Exercice 7-19 : Complexité en moyenne du tri par comparaisons

1. Soit a un arbre binaire non vide „a n nffuds. Montrer que la longueur du chemin externe de a est minimale („a n ˛x«e) si et seulement si tous les niveaux de a sauf peut-être le dernier sont complets. En d«eduire que, dans le cas g«en«eral, on a L_e(a) � (n + 1)⌊log_2 n⌋.

2. On consid„ere un algorithme de tri par comparaisons A op«erant sur des listes de n entiers avec n � 2. Si σ est une permutation de [[1, n]], on note T_σ le nombre de comparaisons e¸ectu«ees par A pour trier la liste (σ(1), . .., σ(n)). Le nombre moyen de comparaisons e¸ectu«ees par A est :

T_n = 1 n! ∑ σ T_σ

o„u la somme porte sur toutes les permutations de [[1, n]]. En mod«elisant A par un arbre de d«ecision, montrer que T_n � ⌊log_2(n! − 1)⌋.

Chapitre 8

Arbres binaires de recherche

8-1 Recherche dans un arbre binaire

Un arbre binaire non vide «etiquet«e est appel«e arbre binaire de recherche si les «etiquettes appartiennent „a un ensemble totalement ordonn«e et s’il v«eri˛e l’une des deux conditions «equivalentes suivantes :

1. la liste des «etiquettes en ordre in˛xe est croissante au sens large ; 2. pour tout nffud x d’«etiquette e, les «etiquettes des «el«ements de la branche gauche de x sont inf«erieures ou «egales „a e et les «etiquettes des «el«ements de la branche droite de x sont sup«erieures ou «egales „a e.

Remarques :

{ La condition 2 implique que l’«etiquette d’un nffud est comprise entre celles des ses ˛ls gauche et droit quand ils existent, mais il n’y a pas «equivalence.

{ Par d«e˛nition même, tout sous-arbre non vide d’un arbre binaire de recherche est encore un arbre binaire de recherche.

{ Pour un ensemble donn«e d’«etiquettes il existe plusieurs arbres binaires de recherche contenant ces «etiquettes, en particulier deux arbres lin«eaires assimilables „a des listes ordonn«ees et des arbres � mieux «equilibr«es � (cf. ˛gure 21).

Figure 21 : arbres binaires de recherche ayant mêmes «etiquettes

On utilise les arbres binaires de recherche pour repr«esenter des ensembles ˛nis ou des tables d’association. Leur int«erêt vient de la propri«et«e 2 : pour d«eterminer si une «etiquette x donn«ee ˛gure dans un arbre binaire de recherche, il su‹t de la comparer „a l’«etiquette r de la racine de l’arbre, puis si x ≠ r de chercher r«ecursivement x dans le sous-arbre gauche ou droit selon le sens de la comparaison entre x et r. On «elimine ainsi une branche „a chaque comparaison, ce qui «elimine environ la moiti«e des nffuds si l’arbre est «equilibr«e.

(* détermine si l’étiquette x appartient à l’arbre donné *) (* compare est la relation d’ordre entre étiquettes *)

let rec recherche compare x arbre = match arbre with
| B_vide -> false
| B_noeud(e,g,d) -> match compare x e with
   | EQUIV -> true (* EQUIV = égal *)
   | PLUSGRAND -> recherche compare x d
   | PLUSPETIT -> recherche compare x g
;;

La correction et la terminaison de recherche s’«etablissent par r«ecurrence sur la hauteur de l’arbre consid«er«e. Le temps d’ex«ecution est proportionnel au nombre de sous-arbres examin«es, soit O(h) pour un arbre de hauteur h. Lorsque l’arbre est «equilibr«e on a h = O(ln n) et le temps de recherche est logarithmique par rapport „a la taille de l’arbre, mais si l’arbre est ˛liforme alors h = O(n) et la complexit«e de recherche est lin«eaire par rapport „a la taille de l’arbre. La complexit«e spatiale est en principe constante car la fonction recherche est r«ecursive terminale, c’est- „a-dire qu’il n’y a rien „a faire apr„es l’appel r«ecursif.

Figure 22 : arbre de recherche et arbre de d«ecision

Un arbre binaire de recherche peut être vu comme un arbre de d«ecision, les nffuds correspondant aux comparaisons „a e¸ectuer avec trois branches par nffud : continuer la recherche „a droite, „a gauche, ou conclure „a la pr«esence de x. Les feuilles de cet arbre de d«ecision sont les nffuds de l’arbre de recherche et les branches vides repr«esentant les intervalles d«elimit«es par les «etiquettes de l’arbre (cf. ˛gure 22). Remarquer par ailleurs la similitude entre la recherche dans un arbre binaire de recherche et la recherche par dichotomie dans un vecteur tri«e. Dans ce dernier cas l’arbre correspondant est «equilibr«e en hauteur puisque les branches issues d’un pivot ont même taille „a une unit«e pr„es.

A la di¸«erence d’un vecteur, un arbre binaire ne permet pas d’acc«eder en temps constant „a un «el«ement par son rang. Toutefois on peut trouver le plus grand ou le plus petit «el«ement en O(h) «etapes : il su‹t de � descendre � le plus

8-2 Insertion 111

„a gauche possible (recherche du minimum) ou le plus „a droite possible (recherche du maximum) :

let rec minimum(a) = match a with
| B_vide -> failwith "arbre vide"
| B_noeud(e,B_vide,_) -> e
| B_noeud(_,g,_) -> minimum(g)
;;

8-2 Insertion

«Etant donn«es un arbre binaire de recherche a et une «etiquette x, on veut construire un nouvel arbre binaire de recherche b contenant les «etiquettes des nffuds de a et x. Noter que b n’est pas enti„erement sp«eci˛«e dans ce probl„eme car plusieurs arbres peuvent correspondre au même ensemble d’«etiquettes. La m«ethode la plus simple consiste „a d«eterminer dans quelle branche issue de la racine de a on peut ins«erer x, et „a r«ealiser cette insertion r«ecursivement.

let rec insère compare x a = match a with
| B_vide -> B_noeud(x,B_vide,B_vide)
| B_noeud(e,g,d) -> match compare x e with
   | PLUSGRAND -> B_noeud(e,g,insère compare x d)
   | PLUSPETIT -> B_noeud(e,insère compare x g,d)
   | EQUIV -> a
;;

La correction de insère est imm«ediate par r«ecurrence sur la hauteur de a. En pratique, insère suit le même chemin dans l’arbre que la fonction recherche jusqu’„a trouver une branche vide, et remplace cette branche par un nffud d’«etiquette x. Le nouvel arbre est alors reconstruit de proche en proche depuis cette branche vers la racine, sans modi˛er les branches non explor«ees. Le retour vers la racine est e¸ectu«e par le jeu normal de d«epilement des appels imbriqu«es sans qu’il soit n«ecessaire de le coder explicitement.

La complexit«e temporelle de insère est O(h) pour un arbre de hauteur h et la complexit«e spatiale «egalement pour deux raisons : il faut une pile de r«ecursion de hauteur O(h) pour atteindre le point d’insertion car la r«ecursivit«e n’est pas terminale, et il y a cr«eation de O(h) nouveaux nffuds.

La m«ethode d’insertion ci-dessus est appel«ee insertion aux feuilles car elle place le nouvel «el«ement sur une branche vide de l’ancien arbre (certains auteurs appellent � feuilles � les branches vides d’un arbre binaire) en modi˛ant � aussi peu que possible � la structure de ce dernier. En particulier la racine est conserv«ee sauf dans le cas d’un arbre vide. Le mod„ele probabiliste d’arbre construit al«eatoirement correspond „a ce type d’insertion : si σ est une permutation al«eatoire des entiers 1, 2, . .., n et si l’on cr«ee un arbre binaire de recherche en ins«erant successivement les «etiquettes σ(1), . .., σ(n) dans un arbre initialement vide, alors σ(n) est ins«er«e

    insère racine 9

insère 9

      supprime 10

Figure 23 : insertion et suppression dans un arbre binaire

sur la k-„eme branche vide en ordre in˛xe si et seulement σ(n) = k, ce qui se produit avec une probabilit«e 1/n ind«ependante de k.

Une autre m«ethode d’insertion, appel«ee insertion „a la racine, consiste „a placer l’«etiquette „a ins«erer „a la racine du nouvel arbre. Pour cela on d«ecoupe l’arbre initial en deux arbres dont les «etiquettes sont respectivement inf«erieures „a x et sup«erieures ou «egales „a x, puis on rassemble ces arbres sous une nouvelle racine :

(* découpe l’arbre a en deux arbres séparés par l’étiquette x *)

let rec découpe compare x a = match a with
| B_vide -> (B_vide,B_vide)
| B_noeud(e,g,d) -> if (compare x e) = PLUSGRAND
   then let (b,c) = découpe compare x d in (B_noeud(e,g,b),c)
   else let (b,c) = découpe compare x g in (b,B_noeud(e,c,d))
;;

(* insère l’étiquette x dans a à la racine *)

let insère_racine compare x a =
  let (b,c) = découpe compare x a in B_noeud(x,b,c);;

8-3 Suppression 113

Comme pour l’insertion aux feuilles, les complexit«es temporelle et spatiale sont O(h).

8-3 Suppression

Soit a un arbre binaire de recherche et x un nffud de a que l’on veut supprimer. Si x n’a pas de ˛ls on le remplace par une branche vide, et s’il n’a qu’un ˛ls, y, on remplace la branche de racine x par celle de racine y. Dans les deux cas on obtient encore un arbre binaire de recherche car aucun nffud ne change de position par rapport „a ses ascendants. Lorsque x a un ˛ls gauche y et un ˛ls droit z, soient y^′ le pr«ed«ecesseur et z^′ le successeur de x dans l’ordre de parcours in˛xe. y’ est le plus „a droite des descendants de y et z^′ est le plus „a gauche des descendants de z. On peut alors au choix : retirer y^′ de la descendance de y ou retirer z^′ de la descendance de z et mettre l’«etiquette du nffud retir«e „a la place de celle de x. Dans les deux cas la propri«et«e d’un arbre de recherche est conserv«ee : toutes les «etiquettes „a gauche sont inf«erieures „a celle de la racine qui est inf«erieure „a toutes les «etiquettes „a droite.

(* supprime l’élément le plus à droite d’un arbre *) (* renvoie l’étiquette supprimée et le nouvel arbre *)

let rec suppmax(a) = match a with
| B_vide -> failwith "suppression impossible"
| B_noeud(e,g,B_vide) -> (e,g)
| B_noeud(e,g,d) -> let (e’,d’) = suppmax(d) in
                        (e’,B_noeud(e,g,d’))
;;

(* recherche si l’étiquette x figure dans a et la supprime *)

let rec supprime compare x a = match a with
| B_vide -> failwith "x n’est pas dans a"
| B_noeud(e,g,d) -> match compare x e with
   | PLUSGRAND -> B_noeud(e,g,supprime compare x d)
   | PLUSPETIT -> B_noeud(e,supprime compare x g,d)
   | EQUIV -> if g = B_vide then d
             else if d = B_vide then g
             else let (e’,g’) = suppmax(g) in B_noeud(e’,g’,d)
;;

Compte tenu de ce qui pr«ec„ede, la correction de supprime est «equivalente „a celle de suppmax et celle-ci s’«etablit par r«ecurrence sur la hauteur de l’arbre consid«er«e. La complexit«e temporelle dans le pire des cas de suppmax est proportionnelle „a la hauteur de l’arbre dont on supprime le maximum, et la complexit«e temporelle dans le pire des cas de supprime est proportionnelle „a la hauteur h de l’arbre initial. Il y a cr«eation de O(h) nouveaux nffuds et r«ecursion non terminale, donc la complexit«e spatiale est aussi O(h).

Si l’on part d’un arbre vide et si l’on ins„ere des «etiquettes distinctes dans un ordre al«eatoire, alors la profondeur moyenne d’un nffud est O(ln n) et donc l’op«eration de recherche, insertion ou suppression suivante a une complexit«e temporelle et spatiale moyenne O(ln n). Mais cette propri«et«e n’est pas r«ecurrente : apr„es une suite d’insertions et de suppressions al«eatoires la distribution de probabilit«e des arbres obtenus n’est pas celle des arbres � construits al«eatoirement �, et n’est pas connue th«eoriquement. Exp«erimentalement il semble que les arbres bien «equilibr«es sont plus fr«equents que dans le mod„ele � arbres construits al«eatoirement � et que la profondeur moyenne reste O(ln n) ([Knuth] vol. 3, ch. 6).

8-4 Exercices

Exercice 8-1 : contrôle d’un arbre de recherche «Ecrire une fonction testant si un arbre binaire est bien un arbre de recherche.

Exercice 8-2 : complexité de la création d’un arbre de recherche Soit T_n le temps maximal de cr«eation d’un arbre binaire de recherche „a partir d’une liste quelconque de n «el«ements en proc«edant uniquement „a des comparaisons entre ces «el«ements pour d«ecider des positions dans l’arbre o„u les placer. Montrer que n ln n = O(T_n).

Exercice 8-3 : transformation d’un vecteur trié en arbre de recherche On dispose d’un vecteur tri«e de n «el«ements. «Ecrire une fonction caml construisant un arbre binaire de recherche «equilibr«e contenant ces «el«ements.

Exercice 8-4 : comparaison entre l’insertion aux feuilles et à la racine On constitue un arbre binaire de recherche par insertion de n «el«ements dans un arbre initialement vide. Quel rapport y a-t-il entre les arbres obtenus par les deux m«ethodes d’insertion ?

Exercice 8-5 : fusion de deux arbres de recherche «Ecrire une fonction r«ealisant la fusion de deux arbres binaires de recherche. Analyser sa complexit«e temporelle.

Exercice 8-6 : analyse du tri rapide Soit σ une permutation des entiers de [[1, n]]. Montrer que le nombre de comparaisons e¸ectu«ees lors du tri rapide de la liste (σ(1), . . ., σ(n)) est «egal au nombre de comparaisons e¸ectu«ees lors de l’insertion aux feuilles de σ(1), .. . , σ(n) dans cet ordre dans un arbre binaire de recherche initialement vide. En d«eduire que le nombre moyen de comparaisons e¸ectu«ees pour trier rapidement une permutation al«eatoire de [[1, n]] est ^(n ln n). Le code du tri rapide est :

let rec découpe a liste = match liste with
| [] -> [],[]
| x::suite -> let (u,v) = découpe a suite in
              if x < a then (x::u,v) else (u,x::v)
;;

let rec quicksort liste = match liste with
| [] -> []
| a::suite -> let (u,v) = découpe a suite in
              (quicksort u) @ (a :: (quicksort v))
;;

Chapitre 9

Manipulation

d’expressions formelles

9-1 Introduction

On s’int«eresse ici „a la manipulation d’expressions arithm«etiques contenant des constantes, des variables, des fonctions et les op«erateurs binaires usuels +, -, *, / et «eventuellement ^ (puissance). Un syst„eme de calcul formel est d«e˛ni par deux caract«eristiques :

{ la repr«esentation interne des expressions ; { les manipulations que l’on veut e¸ectuer.

La repr«esentation interne, g«en«eralement sous forme d’arbre, n’est importante que par son in‚uence sur la complexit«e temporelle et spatiale des manipulations que l’on veut e¸ectuer, elle doit donc être choisie une fois que ces manipulations sont sp«eci˛«ees. Parmi les manipulations courantes on peut citer :

{ L’«evaluation d’une formule quand certaines variables sont connues. Lorsque toutes les variables sont connues, l’«evaluation peut produire une constante, mais aussi une formule sans variables. Par exemple l’«evaluation de la formule √ x + 1 + √ y − 1 avec les conditions x = 1, y = 2 peut produire la constante 2.4142136 ou la formule 1 + √ 2. { Les transformations «el«ementaires : d«eveloppement d’un produit, factorisation, substitution. Le d«eveloppement est relativement simple „a e¸ectuer mais produit g«en«eralement une formule de grande taille : (1 + x)^{100} est transform«e en une somme de 101 termes. La factorisation est nettement plus d«elicate : on peut facilement factoriser une somme autour d’un facteur commun pr«esent dans chaque terme, mais factoriser un polynôme tel que x^4 + x^2 + 1 en (x^2 + x + 1)(x^2 − x + 1) est bien plus d«elicat. De même que le d«eveloppement, la factorisation peut produire une formule plus grande que celle dont on est parti, par exemple :

x^{20} − 1 = (x − 1)(x + 1)(x^2 + 1)(x^4 + x^3 + x^2 + x + 1) ∗ (x^4 − x^3 + x^2 − x + 1)(x^8 − x^6 + x^4 − x^2 + 1).

{ La simpli˛cation : transformer une formule donn«ee en une formule «equivalente mais plus simple, par exemple :

x − 1 x^2 − 1 ≡ 1 x + 1 ; ln(x + √ x^2 + 1) + ln(−x + √ x^2 + 1) ≡ 0.

Comme la factorisation, la simpli˛cation est une op«eration di‹cile, et ceci d’autant plus que le r«esultat attendu est d«e˛ni de mani„ere ambigu-e. On peut d’ailleurs objecter que (x − 1)/(x^2 − 1) et 1/(x + 1) ne sont pas r«eellement «equivalentes, la deuxi„eme expression est d«e˛nie pour x = 1 mais pas la premi„ere.

{ La d«erivation par rapport „a une variable : l„a le calcul est facile „a conduire en appliquant les r„egles de d«erivation. Le probl„eme essentiel de la d«erivation est la simpli˛cation du r«esultat. L’op«eration inverse, la primitivation, est tr„es di‹cile „a conduire car on ne dispose pas d’algorithme pour cela (mais il existe des cas particuliers importants dans lesquels la primitivation peut être automatis«ee, notamment pour les fractions rationnelles et pour les expressions dites � «el«ementaires � constitu«ees uniquement d’exponentielles, de logarithmes et de racines d’«equations polynomiales (algorithme de Risch)).

L’«evaluation a d«ej„a «et«e «etudi«ee lors du parcours d’un arbre g«en«eral (cf. section 7-3). On se limitera dans ce chapitre „a la d«erivation formelle et aux simpli- ˛cations «el«ementaires : regrouper les termes identiques dans une somme ou dans un produit, regrouper les constantes, «eliminer les op«erations inutiles (0 + x ≡ x, x^0 ≡ 1, .. . ).

9-2 Représentation des formules

On pourrait reprendre la description des formules vue en 7-3, mais pour automatiser les simpli˛cations alg«ebriques il est pr«ef«erable de d«e˛nir de mani„ere symbolique les op«erateurs binaires :

type ’a expression =
| Const of ’a (* constante *)
| Var of string (* variable *)
| Fct of string * (’a expression) (* fonction *)
| Plus of (’a expression) * (’a expression) (* somme *)

| Moins of (’a expression) * (’a expression) (* différence *)
| Mult of (’a expression) * (’a expression) (* produit *)
| Div of (’a expression) * (’a expression) (* quotient *)
| Puiss of (’a expression) * (’a expression) (* puissance *)
;;

Une fonction est identi˛«ee par son nom. On supposera qu’il existe des fonctions caml feval et fder renvoyant le code d’«evaluation et la d«eriv«ee d’une fonction de nom donn«e.

Le type des constantes n’est pas sp«eci˛«e (’a) ce qui permet th«eoriquement d’«ecrire des algorithmes ind«ependants de la repr«esentation e¸ective des constantes, mais il faudra bien coder les op«erations binaires (Plus, Moins, Mult, Div et Puiss) entre constantes. Une possibilit«e est de transmettre en argument aux fonctions de manipulation les op«erateurs associ«es ainsi que les constantes «el«ementaires 0, 1 et −1, mais elle alourdirait le code de ces fonctions. On supposera pour simpli˛er que les constantes sont de type float. Il s’agit certainement d’un mauvais choix car les calculs sur les � r«eels machine � sont approch«es et les erreurs d’arrondi peuvent gêner la simpli˛cation. En pratique, il vaudrait mieux prendre des constantes de type entier et accepter des expressions constantes comme 3 − √ 2, mais cela conduirait „a d«evelopper une biblioth„eque de calcul sur les entiers de longueur arbitraire et les nombres alg«ebriques sortant largement du cadre de ce cours.

Le probl„eme principal de la repr«esentation pr«ec«edente est la complication qu’elle entra^“ne pour les simpli˛cations «el«ementaires : (x+y)−(y+x) est repr«esent«e par l’arbre : − + + x y y x

et il n’est pas imm«ediat de constater sur l’arbre que les x et les y s’en vont. De même, 2 ∗ (x/2) est repr«esent«e par : ∗ 2 / x 2 et les 2 qui se simpli˛ent sont relativement loin l’un de l’autre. Ce probl„eme est dû au fait que l’on ne prend pas en compte dans la repr«esentation interne la commutativit«e et l’associativit«e de + et ∗, ni les caract„eres � r«eciproques � de + et − ou ∗ et /. Une meilleure solution consiste „a d«e˛nir deux op«erateurs n-aires, la combinaison lin«eaire et le produit avec exposants d’une liste d’expressions :

    type ’a expression =
    | Const of ’a (* constante *)
    | Var of string (* variable *)
    | Fct of string * (’a expression) (* fonction, argument *)
    | CL of (’a * ’a expression) list (* comb. linéaire *)
    | PG of (’a * ’a expression) list (* produit généralisé *)
    ;;

CL [(a_1, e_1); .. .; (a_ne_n)] repr«esente l’expression a_1e_1+. ..+a_ne_n o„u les a_i sont des

constantes et les e_i des expressions. De même, PG [(a_1, e_1); . ..; (a_ne_n)] repr«esente le produit g«en«eralis«e e^{a1}_1 ∗ .. . ∗ e^{an}_n . La notation est alourdie, f + g est cod«ee par CL [(1, f); (1, g)], mais en contrepartie il n’y a plus que deux op«erateurs au lieu de cinq. Remarquons qu’on a ainsi perdu l’«el«evation „a une puissance non constante, mais on peut la retrouver par la forme exponentielle. L’associativit«e et la commutativit«e de + et ∗ ne sont pas directement prises en compte, il faut pour cela des conventions de repr«esentation :

{ aucun terme d’une combinaison lin«eaire n’est lui-même une combinaison lin«eaire ;

{ aucun facteur d’un produit g«en«eralis«e n’est lui-même un produit g«en«eralis«e ; { il est d«e˛ni une relation d’ordre total sur les expressions, et les termes d’une combinaison lin«eaire ou d’un produit g«en«eralis«e sont tri«es suivant cet ordre, deux termes successifs «etant distincts.

La condition de tri des termes permet de garantir une sorte d’unicit«e de la repr«esentation m«emoire d’une formule ce qui est indispensable pour tester si deux formules sont «egales et aussi pour les classer, mais elle ne su‹t pas. La principale cause de non unicit«e est la pr«esence des constantes, et on ajoute les conventions suivantes :

{ dans une combinaison lin«eaire aucun coe‹cient n’est nul et toutes les constantes sont regroup«ees en une seule avec coe‹cient 1 si elle est non nulle, en aucune sinon ;

{ dans un produit g«en«eralis«e aucun exposant n’est nul et il n’y a pas de facteur constant ;

{ un produit g«en«eralis«e comporte au moins deux facteurs ou un seul facteur avec un exposant di¸«erent de 1.

En e¸et, les facteurs constants dans un produit g«en«eralis«e peuvent être � sortis � du produit et plac«es en coe‹cient d’une combinaison lin«eaire, donc cette interdiction de facteurs constants dans un produit ne porte pas „a cons«equence (mais elle ne serait pas d«efendable si l’on voulait g«erer des constantes symboliques comme 2^{1/2} sans les convertir en approximation num«erique).

Les conventions pr«ec«edentes font partie de la repr«esentation interne des expressions, même si elles n’apparaissent pas en tant que telles dans la d«eclaration caml du type expression. Il est donc possible de construire des expressions � non normalis«ees �, mais il faut s’engager „a les mettre sous forme normale „a la ˛n des calculs. Remarquons en˛n que les simpli˛cations du type : x − 1 x^2 − 1 ≡ 1 x + 1 , ln(x + √ x^2 + 1) + ln(−x + √ x^2 + 1) ≡ 0, ne sont pas prises en compte : la premi„ere rel„eve d’algorithmes de factorisation et la deuxi„eme de r„egles de simpli˛cation fonctionnelles. Relation d’ordre

Une mani„ere simple de comparer deux expressions consiste „a les parcourir simultan«ement en profondeur d’abord jusqu’„a ce que l’on trouve une di¸«erence. On d«eclare la premi„ere expression plus grande ou plus petite que l’autre en fonction de cette premi„ere di¸«erence si l’on en trouve une, «egale „a l’autre si l’on n’en trouve pas :

let rec compare e e’ = match (e,e’) with

| (Const(a),Const(b)) -> if a < b then PLUSPETIT
                    else if a > b then PLUSGRAND else EQUIV
| (Const(_),_) -> PLUSPETIT
| (_,Const(_)) -> PLUSGRAND

| (Var(a),Var(b)) -> if a < b then PLUSPETIT
                    else if a > b then PLUSGRAND else EQUIV
| (Var(_),_) -> PLUSPETIT
| (_,Var(_)) -> PLUSGRAND

| (Fct(f,u),Fct(g,v)) -> if f < g then PLUSPETIT
                    else if f > g then PLUSGRAND else compare u v
| (Fct(_),_) -> PLUSPETIT
| (_,Fct(_)) -> PLUSGRAND

| (CL(l),CL(l’)) -> compare_listes l l’
| (CL(_),_) -> PLUSPETIT
| (_,CL(_)) -> PLUSGRAND

| (PG(l),PG(l’)) -> compare_listes l l’

and compare_listes l l’ = match (l,l’) with
| ([],[]) -> EQUIV
| ([],_) -> PLUSPETIT
| (_,[]) -> PLUSGRAND
| ((a,x)::b,(a’,x’)::b’) -> if a < a’ then PLUSPETIT
                       else if a > a’ then PLUSGRAND
                       else match compare x x’ with
                       | EQUIV -> compare_listes b b’
                       | c -> c
;;

< d«esigne „a la fois l’op«erateur de comparaison entre r«eels et celui entre cha^“nes de caract„eres. La fonction compare ci-dessus compare successivement tous les nffuds des expressions e et e^′ dans l’ordre pr«e˛xe, et termine d„es qu’une di¸«erence est d«etect«ee, soit dans un constructeur soit dans une «etiquette (valeur d’une constante ou d’un coe‹cient, nom d’une variable ou d’une fonction). L’ordre parmi les constructeurs est d«e˛ni arbitrairement par :

Const < Var < Fct < CL < PG.

Par r«ecurrence sur la taille de e, compare e e’ termine et renvoie un r«esultat PLUSPETIT, PLUSGRAND ou EQUIV, ce dernier si et seulement si e = e^′. La relation ainsi d«e˛nie est bien une relation d’ordre total : total puisqu’un appel „a compare termine ; r«e‚exive, transitive et antisym«etrique par r«ecurrence sur la plus grande taille des formules „a comparer. Il s’agit en fait d’un cas particulier de relation d’ordre sur un produit cart«esien appel«ee ordre lexicographique parce que c’est l’ordre utilis«e pour classer les mots dans un dictionnaire. Dans le langage caml la relation < est en fait une relation polymorphe classant deux objets de même type quel que soit ce type pourvu qu’il ne contienne pas de valeurs fonctionnelles. Elle est grosso modo impl«ement«ee comme la fonction compare ci-dessus, mais les comparaisons � «el«ementaires � portent sur les repr«esentations binaires des objets „a comparer ce qui lui conf„ere son caract„ere polymorphe. En pratique on pourra donc utiliser < „a la place de compare, le r«esultat d’une comparaison «etant alors un bool«een.

On peut donc comparer deux expressions. Le temps de comparaison dans le pire des cas est proportionnel „a la plus petite des tailles des expressions compar«ees, mais si l’on compare deux expressions al«eatoires alors on peut consid«erer que le temps moyen de comparaison est constant (cf. exercice 6-3).

9-3 Dérivation

Soit e une expression et x une variable (une cha^“ne de caract„eres). L’objectif est de calculer une expression e^′ «equivalente „a ∂e/∂x. Notons qu’il n’y a pas unicit«e du r«esultat, même si l’on impose „a e^′ de respecter les conventions de repr«esentation des expressions normales. Par exemple l’expression :

e = x cos(x) sin(x)

admet pour d«eriv«ees par rapport „a x les deux expressions suivantes (entre autres) :

e^′_1 = cos(x) sin(x) + x cos(x)^2 − x sin(x)^2, e^′_2 = cos(x) sin(x) + x(cos(x)^2 − sin(x)^2).

Par ailleurs, bien qu’il soit souhaitable de retourner une expression sous forme normale, on se limitera dans un premier temps au calcul d’une expression de ∂e/∂x non simpli˛«ee, quitte „a la simpli˛er apr„es coup (voir cependant l’exercice 9-7 „a ce sujet).

Le calcul de e^′ s’e¸ectue r«ecursivement en appliquant les r„egles usuelles de d«erivation :

• ∂c

∂x = 0 pour toute constante c ; • ∂x

∂x = 1 ; • ∂y

∂x = 0 si y est une variable di¸«erente de x ; • ∂f(u) ∂x = f^′(u) ∗ ∂u ∂x pour une fonction f et une expression u ; • ∂ ∂x (a^1e^1 + . . .+a^ne^n) = a^1

∂e_1 ∂x + . . . +a^n

∂e_n ∂x pour des expressions e^1, . . ., e^n et des constantes a_1, . .., a_n ; • ∂ ∂x (e^{a11} . ..e^{ann} ) = a^1

∂e_1 ∂x e^{a1−11} e^{a22} . ..e^{ann} +. ..+a^n

∂e_n ∂x e^{a11} .. .e

a_{n−1}

n−1 e^{an−1}_n pour

des expressions e_1, . . ., e_n et des constantes a_1, .. ., a_n.

    let rec dérive x e = match e with
    | Const(_) -> Const(0.0)
    | Var(v) -> if v = x then Const(1.0) else Const(0.0)
    | Fct(f,u) -> PG [(1.0,dérive x u); (1.0,fder f u)]
    | CL(liste) -> CL(map (dériveCL x) liste)
    | PG(liste) -> CL(map (dérivePG liste x) liste)

    and dériveCL x (a,e) = (a,dérive x e)
    and dérivePG liste x (a,e) =
         (a, PG( (1.0,dérive x e) :: (-1.0,e) :: liste ))
    ;;

map applique la fonction pass«ee en premier argument „a la liste pass«ee en deuxi„eme

argument. La fonction dérivePG accole „a liste (repr«esentant e^{a1}_1 ∗ . . . ∗ e^{an}_n ) les facteurs ∂e_i/∂x et e^{−1}_i et place le coe‹cient a_i, en accord avec la formule de d«erivation logarithmique d’un produit. L’expression n’est certainement pas simpli˛«ee puisque e^{ai}_i ˛gure dans liste, la fonction de simpli˛cation d«ecrite „a la section 9-4 recti˛era ceci.

La d«erivation des fonctions d’une variable fait appel „a une fonction fder charg«ee de constituer la d«eriv«ee d’une fonction sp«eci˛«ee par son nom et appliqu«ee „a une expression u. Le code de fder est de la forme :

let fder f u = match f with
| "exp" -> Fct("exp",u) (* exp’(u) = exp(u) *)
| "ln" -> PG [(-1.0,u)] (* ln’(u) = u^-1 *)
| "cos" -> CL [(-1.0,Fct("sin",u))] (* cos’(u) = -sin(u) *)
| "sin" -> Fct("cos",u) (* sin’(u) = cos(u) *)
   ...... (* autres dérivées usuelles *)
| _ -> Fct(f^"’",u) (* f’(u) = f’(u) *)
;;

La derni„ere ligne constitue la d«eriv«ee d’une fonction inconnue en accolant une prime „a son nom. On peut ainsi d«eriver des fonctions formelles.

Correction et complexité

La correction de dérive s’«etablit par r«ecurrence sur la taille ou la hauteur d’une expression. Il su‹t de constater que l’on a e¸ectivement cod«e les r„egles de d«erivation des fonctions usuelles et des op«erations (combinaison lin«eaire et produit). La complexit«e est plus d«elicate „a «evaluer : dérive x e s’ex«ecute en temps constant lorsque e est une constante ou une variable. En admettant que map a une complexit«e lin«eaire, le temps de d«erivation d’une combinaison lin«eaire, non compte tenu des appels r«ecursifs, est proportionnel au nombre de termes. La d«erivation de f(u) produit l’arbre : ∗ u^′ f^′ u donc il faut compter le temps de construction du sous-arbre : ∗ f^′ u qui est „a priori au moins «egal „a la taille de u. Lorsque f^′ est compliqu«ee, u peut appara^“tre plusieurs fois. Par exemple si l’on dispose dans la batterie des fonctions usuelles de la fonction s«ecante (sec x = 1/ cos x) alors la d«erivation de sec (u) produit l’arbre : ∗ u^′ sec tan u u car sec^′(x) = sec(x) tan(x) (ou sin(x)/ cos^2(x)). En fait, dans l’impl«ementation de caml, les sous-arbres ne sont pas recopi«es et toutes les donn«ees complexes sont r«ef«erenc«ees par des pointeurs, donc l’arbre pr«ec«edent est en r«ealit«e un graphe : ∗ u^′ sec tan u let e = expression "x^2 + cos(2*x+t)";;
e : float expression =
       _____CL_____
      / \
    _*_ ___*____
   / \ / \
 1.0 PG 1.0 cos
        | |
        ^ _CL__
       / \ / \
      x 2.0 * *
                     / \ / \
                   2.0 x 1.0 t

#let e’ = dérive "x" e;;
e’ : float expression =
          ____________________CL_____________________
         / \
    ____*_____ _____________*__________...
   / \ /
 1.0 CL 1.0 ______...
               | /
         ______*______ ____^_____
        / \ / \
      2.0 ______PG_______ __CL___ 1.0
               / | \ / \
              ^_ ^_ ^ *_ *_
             / \ / \ / \ / \ / \
           1.0 1.0 x -1.0 x 2.0 2.0 1.0 1.0 0.0

#simplifie(e’);;
- : float expression =
      ___CL____
     / \
    * ___*____
   / \ / \
 2.0 x -2.0 sin
                      |
                    _CL__
                   / \
                  * *
                 / \ / \
               1.0 t 2.0 x

Figure 24 : d«erivation et simpli˛cation

Pour cette impl«ementation, la d«erivation de f(u) prend un temps constant une fois que l’on conna^“t u^′, avec des fonctions usuelles raisonnables et en nombre d«etermin«e „a l’avance, la d«erivation d’une fonction formelle prenant un temps proportionnel „a la longueur du nom de cette fonction (car il y a recopie du nom pour accoler une prime). De même, la d«erivation d’un produit g«en«eralis«e produit un arbre dans lequel le produit complet est partag«e entre les di¸«erents termes de la d«eriv«ee : CL ∗ ∗ ∗

a_1 ∗ a_2 ∗ a_3 ∗

e^′_1 e^{−1}_1 e^′_2 e^{−1}_2 e^′_3 e^{−1}_3

e^{a1}_1 e^{a2}_2 e^{a3}_3

Le temps de construction de cet � arbre � est proportionnel au nombre de facteurs. La complexit«e temporelle de la d«erivation d’une expression e est donc proportionnelle au nombre de nffuds de e s’il n’y a pas de fonction formelle. Sous la même hypoth„ese, la complexit«e spatiale est «egalement lin«eaire par rapport au nombre de nffuds puisqu’il n’est cr«e«e qu’un nombre born«e de nouveaux nffuds „a chaque «etape ou aussi parce que la complexit«e spatiale sur une machine s«equentielle est major«ee par la complexit«e temporelle. Notons que la taille m«emoire de e peut être bien plus faible que son nombre de nffuds s’il y a d«ej„a partage de sous-arbres dans e, dans ce cas on calcule plusieurs fois la d«eriv«ee d’une même sous-expression.

9-4 Simplification

L’exemple ˛gure 24 illustre le caract„ere catastrophique de la d«erivation formelle sans simpli˛cation. «Etant donn«ee une expression e obtenue par d«erivation, substitution, «evaluation partielle ou toute autre manipulation formelle, il est n«ecessaire de transformer e en une expression e^′ «equivalente „a e et normalis«ee selon les conventions de la section 9-2. On consid„ere ici que deux formules sont «equivalentes si l’on peut passer de l’une „a l’autre par application des r„egles usuelles de commutativit«e, associativit«e, distributivit«e de ∗ sur + et de ^ sur ∗, et «evaluation d’expressions constantes. Le sch«ema g«en«eral de simpli˛cation est :

parcourir e en profondeur d’abord ; pour chaque nffud n simpli˛er r«ecursivement les branches de n puis simpli˛er n lui-même.

L’ordre de simpli˛cation est donc post˛xe. On peut aussi proc«eder „a une simpli˛cation pr«e˛xe, par exemple transformer un produit contenant z«ero en z«ero sans avoir besoin de simpli˛er les autres facteurs, mais il n’est pas garanti que cela su‹se, il se peut qu’un facteur s’av„ere nul apr„es simpli˛cation seulement. La validit«e de la simpli˛cation post˛xe est justi˛«ee ci-apr„es.

Algorithme de simplification

{ Une constante et une variable sont d«ej„a simpli˛«ees.

{ Soit e = f(u) o„u f est une fonction et u une expression : simpli˛er u en u^′ puis, si u^′ est une constante et f est «evaluable, remplacer e par la constante f[u^′] sinon par l’expression f(u^′).

{ Soit e = a_1e_1 + ... + a_ne_n o„u les a_i sont des coe‹cients et les e_i des expressions : simpli˛er chaque e_i en e^′_i. Si e^′_i est une combinaison lin«eaire, distribuer le coe‹cient a_i. On obtient ainsi une combinaison lin«eaire b_1f_1 + ... + b_pf_p o„u les b_j sont des coe‹cients et les f_j des expressions simpli˛«ees et ne sont pas des combinaisons lin«eaires. Trier la liste et regrouper les termes correspondant „a la même sous-expression, supprimer les termes ayant un coe‹cient nul, regrouper les constantes en une seule avec coe‹cient 1 si elle est non nulle, aucune sinon. Si la liste obtenue est vide, remplacer e par z«ero ; s’il ne reste plus qu’un terme, f, avec un coe‹cient 1, remplacer e par f sinon remplacer e par la combinaison lin«eaire obtenue.

{ Soit e = e^{a1}_1 ∗ ... ∗ e^{an}_n o„u les a_i sont des exposants et les e_i des expressions : simpli˛er chaque e_i en e^′_i. Si e^′_i est un produit g«en«eralis«e, distribuer l’exposant a_i. Si e^′_i est une combinaison lin«eaire „a un seul terme, e^′_i = af, la transformer en produit a∗f puis distribuer l’exposant a_i (il est possible ici que f soit aussi un produit, distribuer l’exposant sur chaque facteur dans ce cas). Trier la liste des facteurs obtenue en regroupant les facteurs «egaux et en supprimant les facteurs ayant un exposant nul. Regrouper toutes les constantes en une seule, c, et soit f la liste des facteurs restants. Si f est vide, remplacer e par la constante c ; si c = 0 remplacer e par z«ero ; si c = 1 et f ne contient qu’un terme g avec un exposant aussi «egal „a 1, remplacer e par g ; si c = 1 et f contient plusieurs facteurs ou un facteur avec un exposant di¸«erent de 1, remplacer e par PG(f) ; si c ≠ 1 et f ne contient qu’un terme, g, qui est une combinaison lin«eaire avec un exposant 1, distribuer c et remplacer e par la combinaison lin«eaire obtenue ; dans tous les autres cas remplacer e par la combinaison lin«eaire cPG(f).

Il s’agit presque d’un algorithme, il su‹t de pr«eciser certains d«etails comme la mani„ere de reconna^“tre si les expressions interm«ediaires sont de la forme attendue, la mani„ere d’e¸ectuer les op«erations entre constantes, la mani„ere de distribuer un coe‹cient ou un exposant et la relation de comparaison utilis«ee pour les tris. Le codage de cet � algorithme � en caml est fastidieux mais ne pose pas de probl„eme particulier, il fait l’objet de l’exercice 9-6.

Terminaison

Montrons par r«ecurrence sur la hauteur h de e que la simpli˛cation de e termine : pour h = 0, e est une feuille, donc une constante ou une variable et la terminaison est «evidente. Si la simpli˛cation termine pour toute expression de hauteur h−1 et si e est de hauteur h alors e est de la forme f(u) ou a_1e_1+. . .+a_ne_n ou e^{a1}_1 . ..e^{an}_n : la branche u ou les branches e_i sont simpli˛«ees par hypoth„ese en un temps ˛ni, et il reste „a v«eri˛er qu’on e¸ectue un nombre ˛ni d’op«erations apr„es simpli˛cation des branches. C’est imm«ediat si e = f(u).

Si e = a_1e_1 + . .. +a_ne_n il faut v«eri˛er qu’on n’appliquera pas une in˛nit«e de fois la r„egle de distributivit«e : on constate ici que l’algorithme est incompl„etement sp«eci˛«e puisqu’il n’est pas dit si l’on doit distribuer r«ecursivement le coe‹cient a_i dans le cas o„u e^′_i contient des combinaisons lin«eaires imbriqu«ees. On peut remarquer que ceci ne peut pas se produire si l’algorithme est correct puisque e^′_i est suppos«ee simpli˛«ee, mais la correction de l’algorithme n’est pas prouv«ee . . . Cette situation peut se r«egler de plusieurs mani„eres : d«emontrer d’abord la correction ou la d«emontrer ensuite mais en v«eri˛ant qu’on n’utilise pas l’hypoth„ese de terminaison, d«emontrer en même temps la correction et la terminaison puisqu’ici on a besoin de l’hypoth„ese de correction au rang h − 1 et non h, revoir la description de l’algorithme en pr«ecisant qu’on ne distribue pas r«ecursivement (cette pr«ecision ne changeant rien si l’algorithme est correct) ou remarquer que, même si l’on distribue r«ecursivement, il y a un nombre ˛ni de e^′_i chacun ayant un nombre ˛ni de descendants, donc on ne pourra pas appliquer une in˛nit«e de fois cette r„egle de distributivit«e. Une fois la distribution des coe‹cients e¸ectu«ee, le tri des termes, leur regroupement et l’«elimination des constantes prennent un temps manifestement ˛ni donc la simpli˛cation d’une combinaison lin«eaire de hauteur h termine.

Si e est un produit g«en«eralis«e de hauteur h, on constate comme dans le cas pr«ec«edent qu’on obtient en un temps ˛ni une liste de facteurs isol«es, la transformation des combinaisons lin«eaires „a un seul terme en produit ne pouvant être e¸ectu«ee une in˛nit«e de fois même si elle est appliqu«ee r«ecursivement. L’«elimination des facteurs constants et les simpli˛cations ˛nales ont aussi un temps d’ex«ecution ˛ni donc par r«ecurrence, l’algorithme de simpli˛cation termine !

Correction

D«ej„a, on montre par une r«ecurrence imm«ediate que l’expression e^′ d«eduite de e par simpli˛cation est «equivalente „a e sous l’hypoth„ese que les calculs sur les constantes sont exacts. Avec des constantes de type float il n’y a aucune garantie d’«equivalence et e^′ est seulement une approximation de e ce qui ne veut rien dire dans l’absolu. En supposant les calculs exacts, il reste „a prouver que e^′ satisfait aux conventions de normalisation d«e˛nies en 9-2, ce qui se fait encore par r«ecurrence sur la hauteur h de e :

{ Aucun terme d’une combinaison lin«eaire n’est lui-même une combinaison lin«eaire : si e est une combinaison lin«eaire, les termes simpli˛«es e^′_i ne contiennent pas de combinaisons lin«eaires imbriqu«ees par hypoth„ese de r«ecurrence et si e^′_i est une combinaison lin«eaire elle est «eclat«ee par distributivit«e donc e^′ ne contient pas de combinaison lin«eaire imbriqu«ee. Si e est un produit g«en«eralis«e, les facteurs e^′_i ne contiennent pas de combinaisons lin«eaires imbriqu«ees et e^′ est soit un produit de certains de ces termes (ou de leurs descendants), soit une combinaison lin«eaire de produit avec plusieurs facteurs ou un seul si son exposant est di¸«erent de 1, soit l’un des e^′_i ou un descendant. En aucun cas, e^′ ne contient de combinaison lin«eaire imbriqu«ee. Lorsque e est une constante, une variable, ou de la forme f(u) il n’y a pas cr«eation de nouvelle combinaison lin«eaire donc l„a encore e^′ ne contient pas de combinaison lin«eaire imbriqu«ee.

{ Aucun facteur d’un produit g«en«eralis«e n’est lui-même un produit g«en«eralis«e : par un raisonnement analogue.

{ Les sous-expressions d’une combinaison lin«eaire ou d’un produit g«en«eralis«e sont tri«ees, deux expressions successives «etant distinctes ;

{ dans une combinaison lin«eaire, aucun coe‹cient n’est nul et toutes les constantes sont regroup«ees en une seule (avec coe‹cient 1) si elle est non nulle, en aucune sinon ;

{ dans un produit g«en«eralis«e, aucun exposant n’est nul et il n’y a pas de facteur constant ;

{ un produit g«en«eralis«e comporte au moins deux facteurs ou un seul facteur avec un exposant di¸«erent de 1 :

par construction.

Complexité

Soit e une expression de taille n que l’on simpli˛e en e^′. Chacune des r„egles de simpli˛cation r«eduit le nombre de nffuds de l’expression manipul«ee, sauf peut-être la r„egle stipulant de remplacer un produit ayant un coe‹cient multiplicatif c ≠ 1 par une combinaison lin«eaire „a un terme de coe‹cient c. Mais il est impossible d’obtenir un coe‹cient c ≠ 1 s’il n’y a pas de facteur constant dans le produit apr„es simpli˛cation des facteurs et «eclatement des produits imbriqu«es. On cr«ee un nffud suppl«ementaire (la combinaison lin«eaire) en ayant supprim«e au moins un facteur (constant) donc cette derni„ere r„egle n’augmente pas le nombre de nffuds de l’expression „a simpli˛er. Ainsi, il est garanti que e^′ a moins de nffuds que e et que, au moins en ce sens, e^′ est plus simple que e.

Soit T (e) le temps de simpli˛cation de e. On a les relations de r«ecurrence :

T (e) � α lorsque e est une constante ou une variable, T (f(u)) � α + T (u), T (a_1e_1 + . .. + a_pe_p) � T (e_1) + . .. + T (e_p) + βn ln n,

T (e^{a1}_1 . ..e^{ap}_p ) � T (e_1) + . .. + T (e_p) + βn ln n,

en supposant que le temps d’«evaluation d’une fonction f est constant et que le temps du tri d’une liste de longueur inf«erieure ou «egale „a n est O(n ln n). Cette deuxi„eme hypoth„ese ne va pas de soi car il faut tenir compte du temps de comparaison de deux expressions de tailles arbitraires, ce temps est consid«er«e ici comme constant en moyenne. Si T_n d«esigne le temps de simpli˛cation d’une expression de taille n dans le pire des cas, on a donc :

T_1 � α, T_n � max(α + T_{n−1},

T_{n1} + .. . + T_{np} + βn ln n, p � 1, n_i � 1, n_1 + . .. + n_p = n − 1), pour n � 2.

Soit (X_n) la suite d«e˛nie par X_1 = α et X_n = X_{n−1} + α + βn ln n pour n � 2. On a X_n = nα + β

∑_n

k=2 k ln k, et si n_1 + .. . + n_p = n − 1 alors :

X_{n1} + .. . + X_{np} + βn ln n

= (n_1 + .. . + n_p)α + β

(^n1∑ k=2 k ln k + . .. +

n_p∑

k=2 k ln k )

n−p−1 termes

+βn ln n

� X_n.

Ceci permet de prouver par r«ecurrence que T_n � X_n et l’on a X_n = ^(n^2 ln n) par comparaison s«erie-int«egrale, donc T_n = O(n^2 ln n). Cette borne est atteinte par exemple lorsque e repr«esente une addition en cha^“ne (cf. ˛gure 25).

+ e_1 +

e_2 +

e_3 +

e_4 +

e_5 e_6

Figure 25 : cas extrême de simpli˛cation

Le temps de simpli˛cation d’une expression „a n nffuds dans le pire des cas est donc ^(n^2 ln n), si les comparaisons entre sous-expressions lors des tris prennent un temps moyen constant.

9-5 Exercices

Exercice 9-1 : compatibilité de la relation de comparaison avec les transformations d’expressions Soient e, e^′ et f trois expressions et x une variable. On note subst(x = f, e) l’expression obtenue en rempla‰cant chaque occurrence de la variable x dans e par l’expression f. On suppose e < e^′ o„u < d«esigne la relation d’ordre entre expressions d«e˛nie dans le cours. A-t-on, avant simpli˛cation, e + f < e^′ + f ? ef < e^′f ?

subst(x = f, e) < subst(x = f, e^′) ? Et apr„es simpli˛cation ?

Exercice 9-2 : substitution de sous-expressions Soient e et f deux expressions. On dit que f figure dans e si f est une sousexpression de e ou si f est une combinaison lin«eaire ou un produit g«en«eralis«e inclus dans une combinaison lin«eaire ou un produit g«en«eralis«e de e. Par exemple f = x + z ˛gure dans sin(x + y + z) mais pas dans sin(2x + y + z).

1. «Ecrire une fonction figure qui dit si f ˛gure dans e. e et f seront suppos«ees sous forme normale.

2. «Ecrire une fonction substitue qui remplace dans e chaque occurrence de f par une autre expression g. Il n’est pas demand«e de simpli˛er le r«esultat.

Exercice 9-3 : complexité de la dérivation Montrer que les complexit«es temporelle et spatiale de dérive sont O(n^2) pour une expression de taille n s’il y a recopie des sous-arbres lors de la d«erivation de f(u) ou de e^{a1}_1 . ..e^{ap}_p .

Exercice 9-4 : dérivation optimisée Si une expression e comporte des sous-arbres partag«es, peut-on «eviter de calculer plusieurs fois la d«eriv«ee d’un sous-arbre ?

Exercice 9-5 : taille d’un arbre avec partage Si l’on admet le partage des sous-arbres et si l’on consid„ere qu’un nffud „a p ˛ls occupe p + 1 mots m«emoire, quel est le plus gros arbre que l’on peut stocker dans n mots m«emoire ?

Exercice 9-6 : simplification Transcrire en caml l’algorithme de simpli˛cation du cours.

Exercice 9-7 : dérivation et simplification Quelle est la meilleure strat«egie : d«eriver puis simpli˛er, d«eriver et simpli˛er en même temps ?

Chapitre 10

Langages réguliers

La notion de langage est li«ee au probl„eme de codage des informations : la langue fran‰caise permet de coder des id«ees par des phrases ou des textes (suites de mots). Les mots eux-mêmes sont cod«es par des suites de lettres ou des suites de phon„emes pour la langue parl«ee. Un langage de programmation permet de coder un algorithme par une suite de d«eclarations, ces d«eclarations «etant elles-mêmes cod«ees par des suites de caract„eres alphanum«eriques. L’identit«e g«en«etique d’un individu est cod«ee par une suite de mol«ecules constituant une cha^“ne d’ADN. Une image ˛lm«ee par une cam«era est cod«ee par une suite de nombres repr«esentant la luminosit«e et la couleur de chaque point du capteur de la cam«era.

De mani„ere informelle, un langage d«e˛nit quels sont les symboles de base (lettres), quelles suites de lettres constituent des mots valides (lex„emes) et quelles suites de lex„emes constituent des phrases valides. Il s’agit ici d’une description grammaticale : quelles sont les phrases bien form«ees, ou comment former une phrase correcte. A un niveau sup«erieur, on peut aussi d«e˛nir une interpr«etation pour chaque phrase correcte, c’est le d«ecodage de l’information transport«ee par la phrase. Consid«erons par exemple les phrases :

1. Il fait beau 2. kzw30 xxx tfgrd 3. la maison mange le chat 4. x=3

Vues comme suites de caract„eres, chacune de ces phrases est bien form«ee ; vues comme suites de mots fran‰cais, les phrases 1 et 3 sont bien form«ees, la phrase 2 ne l’est pas car elle contient au moins un mot non fran‰cais. D’un point de vue grammatical, les phrases 1 et 3 sont aussi bien form«ees : sujet, verbe, compl«ement d’objet ; mais d’un point de vue s«emantique la phrase 3 n’a pas d’interpr«etation valide. La phrase 4 est bien form«ee selon les r„egles du langage caml, et admet une interpr«etation valide (expression bool«eenne disant si x vaut 3), elle est aussi bien form«ee pour le langage c et admet une interpr«etation di¸«erente (placer la valeur 3 dans la variable x). Les probl„emes li«es aux langages sont :

{ D«e˛nir un langage du point de vue lexical (lettres autoris«ees, r„egles d’assemblage des lettres en lex„emes), syntaxique (r„egles d’assemblage des lex„emes en phrases) et s«emantique (interpr«etation d’une phrase valide). Lorsque le langage n’autorise qu’un nombre ˛ni de suites, il su‹t de les lister toutes et de donner leur interpr«etation, c’est ce que fait un dictionnaire pour la description lexicale du fran‰cais. Par contre lorsque le langage est in˛ni, il s’agit de donner une description ˛nie et non ambigu-e de toutes les suites autoris«ees, et de leur interpr«etation.

{ D«ecomposer une suite de lettres en lex„emes (analyse lexicale), reconna^“tre si une suite de lex„emes est valide (analyse syntaxique) et d«eterminer son interpr«etation (analyse s«emantique).

{ Traduire une phrase valide pour un langage en une phrase valide pour un autre langage en respectant au mieux le sens de la phrase.

La division de la description d’un langage en une description lexicale et une description syntaxique permet de simpli˛er la description globale du langage. Par exemple pour le fran‰cais il est plus simple de donner la liste des mots, chaque mot «etant quali˛«e par un attribut (nom, adjectif, verbe transitif,. .. ) et les r„egles de formation des phrases :

sujet, verbe, compl«ement d’objet, "." verbe, sujet, compl«ement d’objet, "?" verbe, compl«ement d’objet, "!" ... plutôt que de donner toutes les phrases possibles (qui sont en nombre in˛ni dans le cas du fran‰cais compte tenu des propositions subordonn«ees).

En ce qui concerne les langages informatiques, l’analyse lexicale et syntaxique d’un texte est e¸ectu«ee par un compilateur ou un interpr«eteur. Le compilateur reconna^“t un programme source valide et le traduit en un programme ex«ecutable (liste d’instructions machine). L’interpr«eteur reconna^“t une phrase valide, la traduit en instructions machine et ex«ecute ces instructions avant de passer „a la phrase suivante. Il n’y a pas d’analyse s«emantique, aucun logiciel (connu de l’auteur „a ce jour) n’est en mesure de dire que le programme :

let rec mystère(a,b) = if b = 0 then a else mystère(b,a mod b);;

calcule le plus grand diviseur commun aux entiers strictement positifs a et b, ni même que ce programme est «equivalent en termes de r«esultat produit „a :

let rec énigme(a,b) = if b = 0 then a else énigme(b,abs(a-b));;

L’un des objectifs de la th«eorie des langages est de faciliter la r«ealisation de

� compilateurs de compilateurs �, c’est-„a-dire de programmes prenant en entr«ee la

description sous une forme ad«equate d’un langage de programmation et produisant en sortie un compilateur pour ce langage. Dans ce cours, on se limitera „a l’«etude des langages admettant une description simple et „a la r«ealisation d’analyseurs lexicaux pour ces langages.

10-1 Définitions

Un alphabet est un ensemble ˛ni non vide dont les «el«ements sont appel«es lettres. Un mot sur l’alphabet A est une suite ˛nie, «eventuellement vide, de lettres. On «ecrit u = a_1a_2 .. .a_n pour d«esigner la suite (a_1, .. ., a_n). Le mot vide est not«e ε. La longueur d’un mot u est not«ee |u|. Si u est un mot sur A et x une lettre de A, on note |u|_x le nombre d’occurrences de x dans u. L’ensemble de tous les mots sur A est not«e A^∗. Un langage sur A est un ensemble de mots, c’est-„a-dire un sous-ensemble de A^∗. Il peut être ˛ni ou in˛ni.

Exemples :

{ A = {0, 1} (chi¸res binaires). A^∗ est l’ensemble de toutes les suites ˛nies constitu«ees de 0 et de 1. L’ensemble L des suites de 0 et de 1 commen‰cant par un 1 constitue un langage sur A. L peut être interpr«et«e comme l’ensemble des repr«esentations en base 2 des entiers naturels non nuls, ceci constitue une interpr«etation de L. On peut aussi interpr«eter un mot de L comme la repr«esentation binaire d’un entier impair en lisant les chi¸res de droite „a gauche, ou comme une suite de tirages „a pile ou face commen‰cant par pile.

{ A = {a, b, c, .. ., z}, L = {mots fran‰cais non accentu«es et sans trait d’union}.

Ici L est un langage ˛ni.

{ A = {0, 1, .. ., 9, +, −, ∗, /, (, )}, L est l’ensemble des expressions arithm«etiques correctement parenth«es«ees (ceci constitue une description ambigu-e qu’il faudrait pr«eciser). Un mot de L peut en g«en«eral être interpr«et«e de plusieurs mani„eres : 3 + 4 ∗ 5 peut être interpr«et«e comme 3 + (4 ∗ 5) ou (3 + 4) ∗ 5, il faut ˛xer des r„egles de priorit«e pour d«ecider quelle est la � bonne � interpr«etation.

Opérations sur les mots

Deux mots u = a_1 .. .a_n et v = b_1 . . .b_p sur un même alphabet A peuvent être juxtapos«es pour former le mot uv = a_1 . . .a_nb_1 . ..b_p appel«e concat«enation de u et v. En identi˛ant les lettres de A et les mots „a une lettre, l’«ecriture a_1 . . .a_n peut être interpr«et«ee comme le mot constitu«e des lettres indiqu«ees ou comme le produit de concat«enation des mots „a une lettre indiqu«es. Ces deux interpr«etations d«e˛nissent clairement le même mot. On a les propri«et«es :

|uv| = |u| + |v| ;

ε est «el«ement neutre „a droite et „a gauche pour la concat«enation ; la concat«enation est associative mais non commutative, sauf si A ne contient qu’une lettre ;

(uv = uw =⇒ v = w) et (vu = wu =⇒ v = w).

10-2 Op«erations sur les langages 133

Pour u ∈ A^∗ et n ∈ N^∗, on note u^0 = ε et u^n = u u . . . u

n facteurs .

Si u et v sont des mots sur A, on dit que u est un facteur de v s’il existe deux mots v^′, v^{′′}, «eventuellement vides, tels que v = v^′uv^{′′}. Lorsque v^′ = ε on dit que u est un pr«e˛xe de v, et lorsque v^{′′} = ε on dit que u est un su‹xe de v.

Si u = a_1 . ..a_n o„u les a_i sont des lettres, l’image miroir de u est ũ = a_n .. .a_1.

10-2 Opérations sur les langages

Soient L, L^′ deux langages sur un alphabet A. On d«e˛nit les langages suivants :

L + L^′ : union ensembliste de L et L^′. L ∩ L^′ : intersection de L et L^′. L = {u ∈ A^∗ tq u /∈ L}.

LL^′ = {uv tq u ∈ L et v ∈ L^′} : LL^′ est l’ensemble de tous les produits de concat«enation d’un mot de L avec un mot de L^′. LL^′ est vide si et seulement si l’un des langages L ou L^′ est vide. L^∗ = {ε} + L + LL + LLL + . .. = ⋃ n∈N L^n. L^∗ est l’ensemble des produits d’un nombre ˛ni de mots de L. Il est toujours non vide, même si L est vide (∅^∗ = {ε}). La notation A^∗ pour l’ensemble de tous les mots sur A est compatible avec cette notation si l’on consid„ere A comme un ensemble de mots „a une lettre. L^+ = ⋃ n⩾1 L^n. L^+ = L^∗ si et seulement si L contient le mot vide.

L̃ = {ũ tq u ∈ L}.

Les propri«et«es suivantes sont imm«ediates :

L^+ = LL^∗ = L^∗L ; L^∗ = L^+ + {ε} ; (L^∗)^∗ = L^∗ ;

L(M + N) = LM + LN ; (M + N)L = ML + NL ;

(L + M)^∗ = (L^∗M)^∗L^∗ = L^∗(ML^∗)^∗ (r„egle de Lazard).

L’intersection et le compl«ementaire n’ont par contre pas de � bonne � propri«et«e vis-„a-vis de la concat«enation : L^∗ ≠ L^∗ (ε appartient au premier et pas au second) et L(M ∩ N) ≠ (LM) ∩ (LN) (par exemple L = A^∗, M et N les sousensembles des mots de longueur paire, de longueur impaire).

Expressions régulières

Une expression r«eguli„ere sur l’alphabet A est une formule de longueur ˛nie correctement parenth«es«ee utilisant uniquement les op«erations somme, concat«enation et «etoile, le langage vide ∅ et les langages r«eduits „a un mot : {u} o„u u est un mot quelconque sur A. Pour all«eger les notations, on «ecrira u pour le langage {u}. Un langage L est dit r«egulier s’il peut être d«ecrit par une expression r«eguli„ere. Un langage r«egulier est aussi dit rationnel pour des raisons li«ees „a la th«eorie des s«eries formelles.

Exemples :

{ Sur un alphabet A, le langage L constitu«e des mots de longueur paire :

L = {u tq |u| ∈ 2N} est r«egulier car il est d«ecrit par l’expression L = (AA)^∗ (ici A est une abr«eviation pour la somme de toutes les lettres, ce qui constitue une expression r«eguli„ere puisque A est ˛ni).

{ Sur l’alphabet A = {0, 1} le langage L des mots commen‰cant par 1 est d«ecrit par l’expression r«eguli„ere L = 1(0 + 1)^∗, il est donc r«egulier. Sur le même alphabet, le langage L^′ constitu«e des mots contenant exactement trois fois la lettre 1 est d«ecrit par l’expression r«eguli„ere L^′ = 0^∗10^∗10^∗10^∗.

{ Sur l’alphabet A = {a, . .., z} le langage des mots contenant comme facteur l’un des mots : facteur ou factrice est d«e˛ni par l’expression r«eguli„ere : L = A^∗fact(eur + rice)A^∗. Les expressions r«eguli„eres :

(A^∗facteurA^∗) + (A^∗factriceA^∗) A^∗(facteur)^∗(facteur + factrice)(factrice)^∗A^∗

d«e˛nissent le même langage, ce qui montre qu’il n’y a pas unicit«e d’une expression r«eguli„ere d«e˛nissant un langage r«egulier donn«e.

{ Le langage des parenth„eses embo^“t«ees est d«e˛ni par L = {a^nb^n tq n ∈ N} o„u A = {a, b}, a d«esignant une parenth„ese ouvrante et b une parenth„ese fermante. Ce langage n’est pas r«egulier, voir une d«emonstration „a la section 11-6 et une autre d«emonstration dans l’exercice 10-8.

Par d«e˛nition même, la somme, le produit de deux langages r«eguliers et l’«etoile d’un langage r«egulier sont encore r«eguliers, mais il n’est pas «evident que l’intersection de deux langages r«eguliers ou le compl«ementaire d’un langage r«egulier le soient. On verra au chapitre suivant que c’est cependant le cas. Par ailleurs, tout langage ˛ni est r«egulier puisqu’il est la somme des mots qu’il contient. En˛n, si L est un langage r«egulier, alors L̃ l’est aussi : on obtient une expression r«eguli„ere pour L̃ en permutant r«ecursivement les op«erandes des concat«enations et en rempla‰cant les mots par leurs images miroir dans une expression r«eguli„ere pour L

10-3 Appartenance d’un mot „a un langage r«egulier 135

10-3 Appartenance d’un mot à un langage régulier

Soit L un langage r«egulier sur un alphabet A et u ∈ A^∗. On veut d«eterminer par programme si u ∈ L. On suppose que L est d«e˛ni par une expression r«eguli„ere repr«esent«ee par un arbre dont les nffuds internes sont «etiquet«es par les op«erateurs somme, concat«enation et «etoile, et dont les feuilles sont «etiquet«ees par le langage vide ou par un mot sur A, un mot «etant repr«esent«e par un vecteur de lettres.

type ’a exp = (* ’a est le type des lettres *)
| Vide (* langage ∅ *)
| Mot of (’a vect) (* langage à un mot *)
| Somme of (’a exp) * (’a exp)
| Concat of (’a exp) * (’a exp)
| Etoile of (’a exp)
;;

(* dit si le mot u appartient au langage régulier défini par exp *)

let rec appartient(exp,u) = match exp with
| Vide -> false
| Mot(m) -> u = m
| Somme(e1,e2) -> appartient(e1,u) or appartient(e2,u)
| Concat(e1,e2) -> découpe(e1,e2,u,0)
| Etoile(e) -> u = [||] or découpe(e,exp,u,1)

(* dit si l’on peut découper le mot u après la position i de *) (* sorte que la partie gauche est dans e1 et la droite dans e2 *)

and découpe(e1,e2,u,i) =
  if i > vect_length(u) then false
  else let v = sub_vect u 0 i
       and w = sub_vect u i (vect_length(u) - i) in
       (appartient(e1,v) & appartient(e2,w)) or découpe(e1,e2,u,i+1)
;;

 découpe essaie r«ecursivement tous les d«ecoupages possibles de u en deux fac-

teurs jusqu’„a trouver un d«ecoupage «el«ement de E_1E_2 o„u E_i est le langage d«e˛ni par e_i. Remarquer que l’expression bool«eenne :

(appartient(e1,v) & appartient(e2,w)) or découpe(e1,e2,u,i+1)

est un raccourci pour :

if appartient(e1,v)
then if appartient(e2,w) then true else découpe(e1,e2,u,i+1)
else découpe(e1,e2,u,i+1)

c’est-„a-dire que appartient(e2,w) n’est pas «evalu«e si appartient(e1,v) retourne

false, et découpe(e1,e2,u,i+1) n’est «evalu«e que si l’un des deux appels „a appar-
tient a retourn«e false. On remarque que chaque appel r«ecursif „a appartient

porte sur une expression plus petite (en nombre de nffuds) et un mot plus petit, l’une des deux in«egalit«es «etant toujours stricte car on traite „a part l’appartenance du mot vide „a une expression E^∗. Donc appartient termine et on d«emontre par r«ecurrence sur max(|exp|, |u|) que le bool«een retourn«e est correct.

Il ne s’agit certainement pas d’un algorithme e‹cace : par exemple pour constater que le mot aab n’appartient pas au langage d«e˛ni par l’expression (a + b)^∗c, on essaie successivement :

ε ∈ (a + b)^∗ et aab ∈ c ?

a ∈ (a + b) et ε ∈ (a + b)^∗ et ab ∈ c ?
a ∈ (a + b) et a ∈ (a + b) et ε ∈ (a + b)^∗ et b ∈ c ?
a ∈ (a + b) et a ∈ (a + b) et b ∈ (a + b) et ε ∈ (a + b)^∗ et ε ∈ c ?

Il y a donc r«ep«etition des mêmes tests, r«ep«etition due aux � points de d«ecoupage � multiples pour reconna^“tre une concat«enation et pour reconna^“tre une «etoile. Plus pr«ecis«ement, si l’expression r«eguli„ere est la concat«enation de k expressions simples (mots ou sommes de mots), alors on teste dans le pire des cas toutes les possibilit«es de placer k points de d«ecoupage entre les lettres de u, soit pour un mot de longueur n, C^k_{n+1} essais. Compte tenu des court-circuits bool«eens e¸ectu«es par le compilateur caml, il n’est pas «evident que tous ces essais soient e¸ectu«es, mais cela se produit certainement si chaque essai «echoue lors du dernier test compil«e. A k ˛x«e la complexit«e dans le pire des cas de la reconnaissance pour un mot de longueur n „a un langage de la forme L_1 . . .L_k cro^“t au moins aussi vite que n^k.

Si l’expression r«eguli„ere est de la forme L^∗, alors on teste dans le pire des cas tous les d«ecoupages de u en facteurs de longueur sup«erieure ou «egale „a 1, donc tous les sous-ensembles de positions distinctes entre les lettres de u et il y a 2^n tels sous-ensembles. Dans le cas g«en«eral, la complexit«e de appartient pour une expression r«eguli„ere donn«ee comportant au moins une «etoile et pour un mot arbitraire de longueur n est au moins exponentielle.

10-4 Exercices

Exercice 10-1 : mots commutants

1. Lemme de Levi : soient u, v, x, y ∈ A^∗ tels que uv = xy. Montrer qu’il existe z ∈ A^∗ tel que (u = xz et y = zv) ou (x = uz et v = zy).

2. Soient x, y ∈ A^∗. Montrer que x et y commutent si et seulement s’ils sont puissance d’un même mot.

Exercice 10-2 : expression régulière D«e˛nir par une expression r«eguli„ere le langage des mots sur {a, . . ., z} contenant les lettres a, v, i, o, n dans cet ordre (non n«ecessairement cons«ecutives). D«e˛nir par une expression r«eguli„ere le langage des mots ne contenant pas les lettres a,v,i,o,n dans cet ordre.

10-4 Exercices 137

Exercice 10-3 : expression régulière D«e˛nir par une expression r«eguli„ere le langage des mots sur {0, .. ., 9} ne contenant pas le facteur 13. On prouvera que cette expression est correcte.

Exercice 10-4 : expression régulière

1. Donner une expression r«eguli„ere d«e˛nissant le langage des suites croissantes sur l’alphabet {0, . .., 9}.

2. Donner une expression r«eguli„ere d«e˛nissant le langage des suites arithm«etiques sur l’alphabet {0, . .., 9}.

Exercice 10-5 : expression régulière En Turbo-Pascal, un commentaire est un texte plac«e entre les caract„eres (* et *) ou un texte plac«e entre les caract„eres { et }. Donner une expression r«eguli„ere d«e˛nissant le langage de ces commentaires.

Exercice 10-6 : langage défini par un système d’équations. Soient K, L deux langages sur un alphabet A tels que K ne contient pas le mot vide.

1. Montrer qu’il existe un unique langage X sur A solution de l’«equation :

X = KX + L, et d«ecrire explicitement X.

2. De même, si K, K^′, L, L^′, M, M^′ sont des langages sur A tels que K, K^′, L, L^′ ne contiennent pas le mot vide, montrer que le syst„eme : { X = KX + LY + M

Y = K^′X + L^′Y + M^′

admet une solution unique (que l’on ne demande pas d’expliciter), et que si K, K^′, L, L^′, M, M^′ sont r«eguliers, alors X et Y sont aussi r«eguliers.

Exercice 10-7 : expression sans ∅ ni ε Soit L un langage r«egulier non vide et ne contenant pas le mot vide. Montrer qu’il existe une expression r«eguli„ere d«e˛nissant L ne faisant intervenir ni ∅ ni ε.

Exercice 10-8 : langage non régulier Soient L = {a^nb^n tq n ∈ N} le langage des parenth„eses embo^“t«ees et pour p ∈ N, L_p = Lb^p et L_{−p} = a^pL. Montrer que tout langage r«egulier inclus dans un L_p (p ∈ Z) est ˛ni. Ceci d«emontre que L n’est pas r«egulier.

Chapitre 11

Automates finis

11-1 Définitions

Un automate ˛ni est un dispositif physique ou abstrait pouvant se trouver dans un nombre ˛ni d’«etats et susceptible de changer d’«etat en r«eaction „a un «ev«enement ext«erieur. Math«ematiquement, un automate est d«e˛ni par la donn«ee :

{ de l’ensemble des «ev„enements susceptibles d’in‚uer sur l’automate. Cet ensemble est suppos«e ˛ni non vide, donc constitue un alphabet appel«e alphabet d’entr«ee.

{ de l’ensemble des «etats de l’automate. C’est «egalement un ensemble ˛ni non vide.

{ d’une fonction de transition qui, pour chaque «etat et chaque lettre de l’alphabet d’entr«ee indique les «etats possibles vers lesquels l’automate peut «evoluer. Cette fonction peut aussi sp«eci˛er des transitions � spontan«ees � (l’automate «evolue sans «ev«enement ext«erieur) appel«ees transitions vides ou ε-transitions. la fonction de transition est aussi appel«ee programme de l’automate.

On repr«esente g«en«eralement un automate par un graphe de transition dont les nffuds sont les «etats de l’automate et les ‚„eches sont les transitions autoris«ees, «etiquet«ees par la ou les lettres correspondant „a ces transitions. Par exemple la ˛gure ci-contre pr«esente un automate d’ascenseur simpli˛«e dont les «etats sont les «etages o„u peut se trouver la cabine et l’alphabet d’entr«ee est constitu«e des lettres M (mont«ee) et D (descente) correspondant aux boutons d’appel de la cabine.

Un automate est quali˛«e de complet si pour chaque «etat il est d«e˛ni au moins une transition par lettre d’entr«ee, et de d«eterministe s’il n’a pas de ε-transitions et si pour chaque «etat il est d«e˛ni au plus une transition par lettre d’entr«ee. Si un automate incomplet re‰coit une lettre pour laquelle il n’y a pas de transition „a partir de l’«etat courant alors il se bloque et cesse de fonctionner. Si automate d’ascenseur

11-1 D«efinitions 139

˛gure 26 : automate non d«eterministe

un automate non d«eterministe se trouve dans un «etat d’o„u part une ε-transition alors il peut changer d’«etat selon cette transition sans attendre l’arriv«ee d’une lettre d’entr«ee. S’il re‰coit une lettre pour laquelle plusieurs transitions sont d«e˛nies alors il peut suivre n’importe laquelle de ces transitions. La ˛gure 26 pr«esente un automate incomplet et non d«eterministe. Si cet automate est plac«e dans l’«etat 0 et re‰coit les lettres a, b, a, a dans cet ordre, alors il peut suivre l’un des chemins :

0^a−−→ 0^b−−→ 2^a−−→ 3^a−−→ bloqu«e
0^a−−→ 0^b−−→ 2^a−−→ 3^ε−−→ 2^a−−→ 3
0^a−−→ 1^b−−→ 0^a−−→ 0^a−−→ 0
0^a−−→ 1^b−−→ 0^a−−→ 0^a−−→ 1
0^a−−→ 1^b−−→ 0^a−−→ 1^a−−→ 2

Au contraire, l’automate d’ascenseur est complet et d«eterministe, donc il ne peut jamais se bloquer et partant d’un «etat donn«e il ne peut suivre qu’un seul chemin pour une suite de lettres donn«ee.

Dans la vie quotidienne, on utilise des automates pour piloter des appareils physiques ou de mani„ere g«en«erale e¸ectuer des tâches automatiques, l’automate d’ascenseur rel„eve de ce type d’utilisation (dans les ascenseurs modernes il n’est pas n«ecessaire d’appuyer sur un bouton „a chaque «etage, l’exercice 11-4 propose l’«etude d’un mod„ele plus r«ealiste). Un ordinateur peut être consid«er«e comme un automate ayant un nombre ˛ni d’«etats, toutes les con˛gurations possibles de sa m«emoire, et changeant d’«etat lorsque l’on frappe une touche sur un clavier. Les ordinateurs r«eels disposent de plusieurs organes d’entr«ee que l’on peut assimiler „a un ensemble de claviers, mais aussi d’une horloge permettant de dater les «ev„enements re‰cus. Cette notion de temps n’est pas prise en compte dans le mod„ele math«ematique, elle pourrait l’être en consid«erant les tops de l’horloge comme des frappes sur une touche particuli„ere.

Soit A un automate d’alphabet d’entr«ee A, u = a_1 .. .a_n ∈ A^∗ et x, y deux «etats de A. On dit que u fait passer A de l’«etat x „a l’«etat y si x et y sont reli«es par une cha^“ne de transitions correspondant aux lettres a_1, .. ., a_n et au mot vide ε, les lettres ˛gurant dans le même ordre que dans u. On dit qu’il existe une transition g«en«eralis«ee, not«ee x^u∗−−→ y, d’«etiquette u menant de x „a y. Remarquer que si A est un automate complet et d«eterministe alors pour x et u donn«es il existe un unique «etat y tel que x^u∗−−→ y. Le langage menant de x „a y est l’ensemble des mots u faisant passer A de x „a y, il est not«e L_A(x, y).

Un automate reconnaisseur est un automate dans lequel on choisit un «etat q_0 appel«e «etat initial et un ensemble F d’«etats appel«es «etats ˛nals ou «etats acceptants : A reconna^“t un mot u s’il existe un «etat ˛nal f ∈ F tel que q_0^u∗−−→ f. Le langage reconnu par A est le langage menant de l’«etat initial „a un «etat ˛nal quelconque. Dans le cas d’un automate non d«eterministe, un mot est reconnu s’il existe au moins une transition g«en«eralis«ee index«ee par u de q_0 vers F, même si d’autres transitions g«en«eralis«ees peuvent conduire de q_0 vers un «etat non ˛nal ou bloquer l’automate. Deux automates reconnaissant le même langage sont dits «equivalents. Dans la repr«esentation graphique d’un automate reconnaisseur, on indique par une ‚„eche entrante l’«etat initial et par une ‚„eche sortante ou un cercle double chaque «etat ˛nal. Par exemple les deux automates de la ˛gure 27 sur l’alphabet {a, b, c} reconnaissent le langage L = a^∗bc^∗ ; le premier est d«eterministe, le deuxi„eme non.

˛gure 27 : automates reconnaissant le langage a^∗bc^∗

L’int«erêt des automates reconnaisseurs, et surtout des automates reconnaisseurs d«eterministes, est qu’ils permettent de savoir facilement si un mot donn«e appartient au langage de l’automate : on place l’automate dans l’«etat initial et on lui transmet une „a une les lettres de u. Si l’automate arrive dans un «etat ˛nal alors le mot appartient au langage ; sinon, et si toutes les possibilit«es de transition ont «et«e essay«ees dans le cas d’un automate non d«eterministe, alors le mot n’appartient pas au langage. Une autre application des automates reconnaisseurs est de permettre le d«ecoupage d’un mot en facteurs appartenant au langage de l’automate : „a chaque fois que l’automate atteint un «etat ˛nal, il «emet le sous-mot reconnu et est replac«e dans l’«etat initial pour analyser la suite du mot d’entr«ee. Les analyseurs lexicaux proc„edent g«en«eralement de cette mani„ere. Par exemple l’automate de la ˛gure 28 reconna^“t les expressions arithm«etiques non parenth«es«ees conformes „a la syntaxe de caml. L’«etat ˛nal 1 correspond aux constantes enti„eres, les «etats ˛nals 4 et 8 correspondent aux constantes ‚ottantes, l’«etat ˛nal 2 aux op«erations enti„eres, l’«etat ˛nal 5 aux op«erations ‚ottantes et l’«etat ˛nal 3 aux identi˛cateurs «ecrits en minuscules. Bien que cet automate soit d«eterministe, il y a ambigu-“t«e sur la mani„ere de d«ecouper un mot en lex„emes, par exemple le mot 12.3E+07 peut être d«ecoup«e en 1, 2.3E+0, 7. Ce d«ecoupage ne correspond pas „a la syntaxe usuelle des expressions arithm«etiques, mais cette syntaxe ne ˛gure pas dans la description de l’automate. G«en«eralement les analyseurs lexicaux choisissent en cas d’ambigu-“t«e le sous-mot le plus long reconnaissable, et dans le cas d’un automate non d«eterministe, s’il y a plusieurs «etats ˛nals correspondant „a ce sous-mot, ils choisissent entre ces «etats selon une r„egle de priorit«e inscrite dans l’analyseur.

En˛n un automate peut aussi servir „a chercher un mot dans un texte. L’automate de la ˛gure 29 reconna^“t les textes contenant le mot ennemi. Si on lui

˛gure 28 : automate reconnaissant les expressions arithm«etiques simpli˛«ees

soumet un tel texte alors il aboutit „a l’«etat ˛nal n^∘6 sur la premi„ere occurrence du mot ennemi et reste dans cet «etat pour lire le reste du texte. A partir d’un «etat, les transitions «etiquet«ees correspondent „a toutes les lettres autres que celles explicitement indiqu«ees comme partant de l’«etat consid«er«e.

˛gure 29 : automate reconnaissant la premi„ere occurrence de ennemi

11-2 Simulation d’un automate fini.

On peut simuler le fonctionnement d’un automate sur un ordinateur, il su‹t de conserver en m«emoire les «etats et transitions de l’automate et de suivre ces transitions en parcourant un mot „a analyser. Les probl„emes algorithmiques li«es „a cette simulation sont de choisir sous quelle forme on m«emorise les transitions, et de quelle mani„ere on g„ere le non-d«eterminisme.

Simulation d’un automate déterministe

Dans le cas d’un automate d«eterministe il su‹t pour conna^“tre l’automate de sp«eci˛er l’«etat initial, les «etats ˛nals et la fonction de transition qui indique „a partir d’un «etat et d’une lettre vers quel «etat l’automate doit «evoluer. En pratique, si les «etats et les lettres sont des nombres entiers alors on peut d«e˛nir la fonction de transition par une matrice de transition M telle M.(e).(l) contient l’«etat accessible „a partir de l’«etat e et de la lettre l, et un entier particulier, par exemple −1, pour les transitions non d«e˛nies. On peut g«en«eralement se ramener facilement „a ce cas puisque l’ensemble des «etats et l’alphabet d’entr«ee sont ˛nis, donc num«erotables.

Par exemple l’automate � ennemi � de la ˛gure 29 est repr«esent«e par la matrice de transition :

e n m i 0 1 0 0 0 0 1 1 2 0 0 0 2 1 3 0 0 0 3 4 0 0 0 0 4 1 2 5 0 0 5 1 0 0 6 0 6 −1 −1 −1 −1 −1

On a comprim«e la matrice en notant une lettre quelconque autre que e,n,m,i. Sans cette compression ou pour un automate � surveillant � un plus grand nombre de lettres, on obtiendrait une matrice «enorme contenant essentiellement des transitions ind«e˛nies (−1) ou menant „a l’«etat initial (0). Une m«ethode de stockage plus «el«egante qui n’impose pas le codage des «etats et des lettres par des entiers consiste „a «ecrire une fonction de transition directement en caml. La fonction de transition de � ennemi � peut être cod«ee de la mani„ere suivante :

(* e = état, l = lettre *)

let transition(e,l) = match (e,l) with
| (0,‘e‘) -> 1 | (0,_) -> 0
| (1,‘e‘) -> 1 | (1,‘n‘) -> 2 | (1,_) -> 0
| (2,‘e‘) -> 1 | (2,‘n‘) -> 3 | (2,_) -> 0
| (3,‘e‘) -> 4 | (3,_) -> 0
| (4,‘e‘) -> 1 | (4,‘n‘) -> 2 | (4,‘m‘) -> 5 | (4,_) -> 0
| (5,‘e‘) -> 1 | (5,‘i‘) -> 6 | (5,_) -> 0
| (6,_) -> 6
| _ -> failwith "état inconnu"
;;

De cette mani„ere on n’indique que les transitions existantes, et on peut «eventuellement regrouper plusieurs cas identiques „a l’aide de tests appropri«es. L’inconv«enient de la m«ethode � fonction � par rapport „a la m«ethode � matrice � est que le temps de calcul d’une transition est plus long puisqu’il faut examiner tous les cas successivement avant de trouver celui qui s’applique. On peut aussi m«elanger les deux m«ethodes en «ecrivant une fonction qui «elimine rapidement les cas simples et consulte une ou plusieurs tables dans les autres cas. On utilisera ici la m«ethode � fonction � pour stocker l’automate.

(* ’a est le type des états, ’b est celui des lettres *)

type (’a,’b) automate = {
  départ : ’a; (* état initial *)
  final : ’a -> bool; (* dit si un état est final *)
  transition : (’a * ’b) -> ’a (* fonction de transition *)
};;

(* a est un automate déterministe, u un mot à analyser *) (* dit si u appartient au langage de a. *)

let analyse(a,u) = try
  let e = ref(a.départ) in
  for i = 0 to vect_length(u)-1 do
    e := a.transition(!e,u.(i))
  done;
  a.final(!e)
with Failure "transition indéfinie" -> false
;;

La correction de analyse est imm«ediate, et sa complexit«e pour un automate a donn«e est proportionnelle „a la longueur de u sous r«eserve que la fonction a.transition s’ex«ecute en un temps constant.

On peut aussi repr«esenter un automate par un ensemble de fonctions mutuellement r«ecursives o„u chaque appel r«ecursif correspond „a une transition :

let rec état_0(u) = match u with and état_4(u) = match u with
| ‘e‘ :: v -> état_1(v) | ‘e‘ :: v -> état_1(v)
| _ :: v -> état_0(v) | ‘n‘ :: v -> état_2(v)
| _ -> false | ‘m‘ :: v -> état_5(v)
                                       | _ :: v -> état_0(v)
and état_1(u) = match u with | _ -> false
| ‘e‘ :: v -> état_1(v)
| ‘n‘ :: v -> état_2(v) and état_5(u) = match u with
| _ :: v -> état_0(v) | ‘e‘ :: v -> état_1(v)
| _ -> false | ‘i‘ :: v -> état_6(v)
                                       | _ :: v -> état_0(v)
and état_2(u) = match u with | _ -> false
| ‘e‘ :: v -> état_1(v)
| ‘n‘ :: v -> état_3(v) and état_6(u) = true
| _ :: v -> état_0(v) ;;
| _ -> false

and état_3(u) = match u with
| ‘e‘ :: v -> état_4(v)
| _ :: v -> état_0(v)
| _ -> false

Un mot u (repr«esent«e ici par une liste cha^“n«ee de lettres) est reconnu si et seulement si l’appel état_0(u) retourne true. Ce codage est moins compact que la fonction de transition d«e˛nie plus haut, mais chaque fonction de transition s’ex«ecute plus rapidement puisqu’elle n’a „a examiner que la premi„ere lettre du mot propos«e et non le couple («etat, lettre). Tous les appels r«ecursifs sont terminaux, donc l’analyse d’un mot peut être compil«ee de mani„ere „a s’ex«ecuter en m«emoire constante. Le logiciel camllex est un g«en«erateur de programmes : „a partir d’une expression r«eguli„ere fournie en entr«ee, il construit un automate d«eterministe reconnaissant le langage associ«e et r«edige un programme caml simulant cet automate par la technique des fonctions mutuellement r«ecursives.

Simulation d’un automate non déterministe

Un automate non d«eterministe peut être repr«esent«e par une fonction de transition retournant pour un «etat et une lettre donn«es la liste des «etats accessibles, et une deuxi„eme fonction retournant la liste des «etats accessibles „a partir d’un «etat donn«e par une ε-transition. Dans la mesure o„u l’automate est constant on peut calculer, lors de la construction de l’automate, pour chaque «etat la liste de tous les «etats accessibles par un nombre quelconque de ε-transitions et adapter en cons«equence la fonction de transition sur lettre. Il est alors plus commode de consid«erer que l’automate dispose de plusieurs «etats initiaux, exactement tous les «etats accessibles „a partir de l’«etat initial � o‹ciel � par des ε-transitions. On est donc ramen«e au probl„eme suivant :

«etant donn«es un automate non d«eterministe sans ε-transitions, un ensemble I d’«etats initiaux, un ensemble F d’«etats ˛nals et un mot u, d«eterminer si l’on peut passer d’un «etat de I „a un «etat de F en suivant les transitions correspondant aux lettres de u.

Ce probl„eme s’apparente „a un parcours de graphe o„u l’on cherche un chemin menant d’une source „a un but dans un graphe orient«e „a priori quelconque. Il existe essentiellement deux solutions „a ce probl„eme, le parcours en profondeur d’abord du graphe : on suit un chemin aussi loin que possible, puis on revient r«ecursivement sur les choix e¸ectu«es en cas d’impasse ; et le parcours en largeur d’abord : on explore en parall„ele tous les chemins possibles. La m«ethode du parcours en profondeur d’abord s’apparente „a l’algorithme pr«esent«e „a la section 10-3 pour la reconnaissance d’une expression r«eguli„ere. L’algorithme de parcours en largeur est simple : d«eterminer tous les successeurs autoris«es de tous les «etats de I compte tenu de la premi„ere lettre de u, et appliquer r«ecursivement l’algorithme avec cet ensemble de successeurs et la suite de u.

(* ’a est le type des états, ’b est celui des lettres *)

type (’a,’b) automate_nd = {
  départ : ’a list; (* états initiaux *)
  final : ’a -> bool; (* état final ? *)
  transition : (’a * ’b) -> ’a list (* fct. de transition *)
};;

(* cherche tous les successeurs d’une liste d’états *)

let rec successeurs(a,liste,lettre) = match liste with
| [] -> []
| x::suite -> union (a.transition(x,lettre))
                    (successeurs(a,suite,lettre))
;;

(* a est un automate non déterministe, u un mot à analyser *) (* dit si u appartient au langage de a. *)

let analyse_nd(a,u) =
  let l = ref(a.départ) in
  for i = 0 to vect_length(u)-1 do
    l := successeurs(a,!l,u.(i))
  done;
  exists a.final !l
;;

 union et exists sont des fonctions de la biblioth„eque standard de caml

r«ealisant l’union sans r«ep«etition de deux listes et cherchant si une liste contient un «el«ement satisfaisant une propri«et«e. La fonction de transition de l’automate doit renvoyer une liste de successeurs dans tous les cas, «eventuellement une liste vide pour une transition ind«e˛nie, car si l’automate se bloque sur un «etat il faut pouvoir continuer l’analyse avec les autres «etats stock«es dans !l. Par exemple l’automate de la ˛gure 27 est d«e˛ni par :

let a = {
  départ = [0];
  final = (fun x -> x = 1);
  transition = (function (0,‘a‘) -> [0;2]
                       | (0,‘b‘) -> [1]
                       | (1,‘c‘) -> [1]
                       | (2,‘a‘) -> [2]
                       | (2,‘b‘) -> [1]
                       | _ -> [])
};;

Complexit«e : chaque lettre de u donne lieu „a un appel „a la fonction successeurs sur la liste des «etats atteints, et cette liste est de taille born«ee puisque l’automate est ˛ni et la fonction union r«ealise une union sans r«ep«etition. La complexit«e temporelle de analyse_nd est donc lin«eaire par rapport „a la taille de u, et il en est de même de la complexit«e spatiale puisqu’on cr«ee pour chaque lettre de u une nouvelle liste !l de taille born«ee par le nombre d’«etats de l’automate. Comme l’ancienne liste n’est plus utilis«ee, la m«emoire qu’elle occupe peut être � recycl«ee � et dans ce cas la complexit«e spatiale de analyse_nd est constante.

Ainsi, aussi bien avec un automate d«eterministe qu’avec un automate non d«eterministe, on peut reconna^“tre l’appartenance d’un mot de longueur n „a un langage donn«e en O(n) op«erations, ce qui am«eliore nettement la complexit«e obtenue par parcours d’une expression r«eguli„ere (cf. section 10-3). A priori les langages reconnus ne sont pas de même type, l’algorithme de la section 10-3 ne reconna^“t que l’appartenance „a un langage r«egulier tandis que les deux versions de analyse traitent de langages dits reconnaissables, c’est-„a-dire reconnaissables par un automate ˛ni. On verra qu’en fait un langage est r«egulier si et seulement s’il est reconnaissable (th«eor„eme de Kleene) donc la comparaison des algorithmes de reconnaissance est pertinente.

11-3 Déterminisation d’un automate

Les fonctions analyse et analyse_nd vues „a la section pr«ec«edente sont tr„es semblables : on part d’un «etat initial et on applique la fonction de transition „a cet «etat pour chaque lettre du mot u „a analyser, ou on part d’une liste d’«etats initiaux et on applique la fonction successeurs „a cette liste pour chaque lettre de u. Cette similitude sugg„ere qu’un automate ˛ni non d«eterministe A est formellement «equivalent „a un automate d«eterministe A^′ construit de la mani„ere suivante :

{ les «etats de A^′ sont les sous-ensembles d’«etats de A (si A a n «etats alors A^′ a 2^n «etats) ;

{ pour un ensemble E d’«etats de A et une lettre a, A^′ d«e˛nit une unique transition partant de E «etiquet«ee par a, arrivant sur l’ensemble E^′ constitu«e de tous les «etats de A accessibles „a partir d’un «etat «el«ement de E par une transition g«en«eralis«ee d’«etiquette a ;

{ l’«etat initial de A^′ est l’ensemble de tous les «etats de A accessibles „a partir des «etats initiaux de A par des ε-transitions ;

{ un «etat E de A^′ est ˛nal si et seulement s’il contient un «etat ˛nal de A.

Toutes ces r„egles peuvent être appliqu«ees de mani„ere automatique puisque A a un nombre ˛ni d’«etats, c’est-„a-dire qu’il est possible de � construire � l’automate A^′ „a partir d’une description convenable de A. Les d«etails de cette construction font l’objet de l’exercice 11-5.

Complexit«e : partant d’un automate A „a n «etats, . ..

{ On construit les 2^n «etats de A^′ ce qui n«ecessite O(n2^n) op«erations (en supposant qu’un «etat de A^′ est repr«esent«e par une liste d’«etats de A ou un vecteur de bool«eens, il faut O(n) op«erations pour cr«eer cette liste ou ce vecteur).

{ On cherche ensuite pour chaque «etat de A tous les «etats accessibles par ε-transitions, ce qui peut être fait en O(n^3) op«erations (algorithme de Warshall, cf. exercice 11-5 et [Froid] ch. 19).

{ Puis, pour chaque «etat et chaque lettre de l’alphabet d’entr«ee, on d«etermine les «etats accessibles depuis cet «etat en suivant cette lettre et les ε-transitions. Il y a pour un «etat et une lettre donn«es au maximum n transitions sur lettre „a consid«erer et donc n sous-ensembles de taille inf«erieure ou «egale „a n „a r«eunir ; au total, l’alphabet d’entr«ee «etant de taille ˛x«ee, il faut e¸ectuer O(n^3) op«erations.

{ En˛n on d«etermine les transitions des «etats de A^′ par r«eunion des ensembles pr«ec«edents, ce qui n«ecessite O(n^22^n) op«erations.

La complexit«e totale de l’algorithme de d«eterminisation est donc O(n^22^n) pour un automate non d«eterministe „a n «etats.

Lorsque n est petit cet algorithme peut être ex«ecut«e en un temps raisonnable, mais si n d«epasse quelques dizaines il est impraticable. Il y a deux solutions „a ce probl„eme :

1. Conserver l’automate non d«eterministe : l’algorithme de reconnaissance n’est plus lent que d’un facteur constant entre un automate non d«eterministe et un automate d«eterministe «equivalent ; si l’on a peu de mots „a tester alors le gain „a attendre de la d«eterminisation ne vaut pas l’e¸ort qu’il faut fournir.

2. Appliquer l’algorithme de d«eterminisation en ne g«en«erant que les «etats utiles, c’est-„a-dire les sous-ensembles d’«etats de A e¸ectivement obtenus „a partir de l’«etat initial en suivant toutes les ε-transitions et les transitions sur lettre possibles. Si l’automate n’est pas trop compliqu«e, on peut esp«erer obtenir un automate d«eterministe n’ayant pas trop d’«etats en O(n^3 + n^2N) op«erations o„u N est le nombre d’«etats de l’automate d«eterministe e¸ectivement construit (cf. exercice 11-5). Il existe cependant des cas pathologiques o„u tout automate d«eterministe «equivalent „a A a au moins 2^{n−1} «etats (cf. section 11-6).

Exemple

automate non d«eterministe d«epart lettre arriv«ee {0} a {1, 4} {0} b ∅ {1, 4} a ∅ {1, 4} b {0, 2, 3} {0, 2, 3} a {1, 2, 3, 4} {0, 2, 3} b ∅ {1, 2, 3, 4} a {1, 2, 3, 4} {1, 2, 3, 4} b {0, 2, 3}

table de transition

automate d«eterministe «equivalent

11-4 Le théorème de Kleene

Théorème : soit L un langage sur un alphabet A. Il y a «equivalence entre :

1. L est d«e˛ni par une expression r«eguli„ere. 2. L est reconnu par un automate ˛ni.

Démonstration de 1 =⇒ 2 (construction de Thompson)

L est repr«esent«e par une expression r«eguli„ere E que l’on assimile „a un arbre comme „a la section 10-3. On construit r«ecursivement un automate non d«eterministe E^′ qui simule le parcours de E : „a chaque nffud n de E on associe deux «etats dans E^′, un «etat d’entr«ee et un «etat de sortie (un seul «etat pour un nffud de type Etoile). On place des ε-transitions entre ces «etats et ceux des ˛ls de n comme indiqu«e ˛gure 30, et des transitions sur lettre entre les lettres d’une feuille de type Mot (ou une ε-transition dans le cas du mot vide). Les feuilles correspondant au langage vide n’ont pas de transition d«e˛nie. Il est clair, par r«ecurrence sur la taille de E, que E^′ reconna^“t exactement le langage d«ecrit par l’expression r«eguli„ere E.

˛gure 30 : transformation d’une expression r«eguli„ere en automate

La ˛gure 31 illustre la transformation de l’expression r«eguli„ere (a+b)^∗ (a+c)^∗ en automate reconnaisseur. Dans un premier temps on obtient un automate „a 16 «etats, mais on peut supprimer des «etats � inutiles � et raccourcir les transitions associ«ees : 2^ε−−→ 4^a−−→ 5^ε−−→ 3 et 2^ε−−→ 6^b−−→ 7^ε−−→ 3 sont rassembl«ees en une seule transition 2^{a,b}−−−→ 3 et de même pour la branche (a + c), ce qui «elimine 8 «etats. On peut aussi d«eplacer les points d’entr«ee et de sortie de l’automate vers le point d’entr«ee de (a + b)^∗ et le point de sortie de (a + c)^∗ et en˛n raccourcir les boucles reconnaissant (a + b)^∗ et (a + c)^∗ ce qui fournit un automate non d«eterministe „a deux «etats. Cet automate peut être transform«e selon l’algorithme de d«eterminisation en un automate d«eterministe „a trois «etats.

˛gure 31 : automate reconnaissant l’expression (a + b)^∗(a + c)^∗

˛gure 32 : automates simpli˛«es

Automate indexé par des expressions régulières

Pour d«emontrer la r«eciproque (un automate reconna^“t un langage r«egulier), on g«en«eralise la notion d’automate en consid«erant des automates index«es par des expressions r«eguli„eres sur l’alphabet A. Un tel automate A est d«e˛ni par un ensemble d’«etats ˛ni non vide, et une fonction de transition qui associe „a tout couple d’«etats (x, y) une expression r«eguli„ere E_{x,y} sur A, ce que l’on note : x^{Ex,y}−−−−→ y avec l’interpr«etation suivante : partant de l’«etat p, l’automate peut passer dans l’«etat q en lisant un mot u si et seulement s’il existe une suite d’«etats (x_0, . . ., x_n) telle que x_0 = p, x_n = q, et u appartient au langage d«ecrit par l’expression r«eguli„ere : E_{x0,x1} . ..E_{xn−1 ,xn} . On note L_A(p, q) le langage des mots faisant passer A de l’«etat p „a l’«etat q. Remarquons qu’un automate � ordinaire � est un cas particulier d’automate index«e par des expressions r«eguli„eres o„u les expressions E_{x,y} sont ∅ ou des sommes ˛nies de lettres et de ε.

Démonstration de 2 =⇒ 1 (m«ethode par suppression d’«etats)

Soit A un automate ordinaire ˛ni. Comme le langage reconnu par A est une somme de langages L_A(q_0, f) o„u q_0 est un «etat initial et f un «etat ˛nal quelconque, il su‹t de prouver que pour tous «etats x, y de A le langage L_A(x, y) est r«egulier. On ˛xe donc deux «etats x, y de A et on consid„ere d«esormais que A est index«e par des expressions r«eguli„eres.

˛gure 33 : suppression de l’«etat u

Consid«erons un «etat u de A autre que x ou y. On construit un automate A^′, lui aussi index«e par des expressions r«eguli„eres, ayant pour «etats tous les «etats de A sauf u, et tel que pour tous «etats v, w de A^′ on ait L_A′ (v, w) = L_A(v, w). Soient v, w deux «etats de A^′ tels qu’il y a une transition v^α−−→ w et une cha^“ne de transitions v^β−−→ u^γ−−→ u^δ−−→ w dans A. Alors on remplace la transition v^α−−→ w par v^{α+βγ∗δ}

−−−−−−−→ w (cf. ˛gure 33). Ceci «etant fait pour tous couples (v, w), on obtient un automate A^′ qui v«eri˛e L_A′ (v, w) = L_A(v, w) pour tous «etats v, w. Le même proc«ed«e peut être appliqu«e „a A^′ et de proche en proche on aboutit „a l’un des automates A^{′′} ou A^{′′′} de la ˛gure 34 selon que x = y ou x ≠ y o„u α, β, γ, δ et ϕ sont des expressions r«eguli„eres.

A^{′′} A^{′′′}

˛gure 34 : automates r«eduits

Donc L_A(x, x) = L_A′′ (x, x) = α^∗ ou L_A(x, y) = L_A′′′ (x, y) = β^∗γ(ϕ+δβ^∗γ)^∗ sont des langages r«eguliers et ceci ach„eve la d«emonstration du th«eor„eme de Kleene.

Exemple : consid«erons l’automate ordinaire non d«eterministe ˛gure 35 („a gauche). En supprimant d’abord les «etats 1 et 4 puis l’«etat 2 et en˛n l’«etat 3, on obtient l’imposante expression :

ab + ab(ab)^∗ ab + (ab + ab(ab)^∗ a(ab + a(ab)^∗ a)^∗(ab + a(ab)^∗ab))^∗

pour le langage reconnu. En appliquant la même technique „a l’automate d«eterministe «equivalent obtenu en 11-3, on obtient une expression plus simple :

ε + ab(aa^∗ b)^∗.

C’est un excellent exercice de patience que de montrer „a la main l’«equivalence de ces deux expressions. Ainsi, le langage reconnu par l’automate est form«e du mot vide et de l’ensemble des mots constitu«es des lettres a et b, commen‰cant par ab, se terminant par b et ne contenant pas deux b cons«ecutifs.

˛gure 35 : recherche d’une expression r«eguli„ere

11-5 Stabilit«e et algorithmes de d«ecision 151

11-5 Stabilité et algorithmes de décision

Théorème : soient L, L^′ deux langages r«eguliers sur un alphabet A. Alors les langages L, L ∩ L^′ et L \ L^′ sont r«eguliers.

Démonstration : on a L ∩ L^′ = L + L^′ et L \ L^′ = L + L^′ donc il su‹t de prouver que L est r«egulier. Soit A un automate d«eterministe reconnaissant L. On peut supposer que A est complet car si ce n’est pas le cas, on peut ajouter „a A un «etat rebut et diriger vers cet «etat toutes les transitions ind«e˛nies dans A, et faire boucler l’«etat rebut sur lui-même pour toutes les lettres de A. On suppose donc que pour tout mot u ∈ A^∗, il existe un unique «etat x_u de l’automate compl«et«e tel que q_0^u∗−−→ x_u o„u q_0 est l’«etat initial de A. Alors L est l’ensemble des mots u tels que x_u ∈ F o„u F d«esigne l’ensemble des «etats ˛nals de A, et L est l’ensemble des mots u tels que x_u ∈ F, c’est-„a-dire que L est reconnu par le même automate que L en changeant l’ensemble des «etats ˛nals en son compl«ementaire.

Il est ainsi possible, „a partir d’une expression r«eguli„ere E d«e˛nissant un langage L, de construire par programme une expression r«eguli„ere E^′ d«e˛nissant le langage L : on construit un automate reconnaissant L, on le transforme en automate d«eterministe et on le compl„ete, on «echange les «etats ˛nals et non ˛nals et on reconstruit une expression r«eguli„ere, probablement abominable, pour l’automate obtenu. De même on peut par programme trouver une expression r«eguli„ere reconnaissant l’intersection ou la di¸«erence de deux langages d«e˛nis par des expressions r«eguli„eres.

Compte tenu de la taille des expressions obtenues, les algorithmes pr«ec«edents sont pratiquement de peu d’utilit«e. Cependant, d’un point de vue th«eorique, il existe donc des algorithmes r«epondant aux questions suivantes :

{ Un langage d«e˛ni par une expression r«eguli„ere est-il vide ? L = M + N est vide si et seulement si M et N le sont ; L = MN est vide si et seulement si M ou N l’est ; L = M^∗ n’est jamais vide. On peut donc ramener le probl„eme de la vacuit«e au même probl„eme pour des expressions r«eguli„eres plus courtes et les cas de base, ∅, ε, lettre ou mot sont «evidents. En termes d’automates, on peut d«eterminer si le langage reconnu par un automate ˛ni est non vide en cherchant s’il existe un chemin menant d’un «etat initial de l’automate „a un «etat ˛nal, avec l’algorithme de Warshall (de complexit«e O(n^3) o„u n est la taille de l’automate). Donc la question de la vacuit«e est r«esoluble algorithmiquement.

{ Un langage d«e˛ni par une expression r«eguli„ere est-il ˛ni ? L„a aussi, ce probl„eme se ram„ene au même probl„eme pour des expressions r«eguli„eres plus courtes.

{ Deux expressions r«eguli„eres d«e˛nissent-elles le même langage ? Si L et L^′ sont les langages d«e˛nis par ces expressions r«eguli„eres, il su‹t de tester si L \ L^′ et L^′ \ L sont vides, ce qui est d«ecidable puisque l’on peut obtenir des expressions r«eguli„eres pour ces deux langages.

Ainsi, l’«egalit«e s«emantique de deux expressions r«eguli„eres est d«ecidable par programme.

11-6 Langages non réguliers

D’apr„es le th«eor„eme de Kleene, un langage r«egulier est reconnaissable par un automate ˛ni, et cet automate ne peut � m«emoriser � qu’un nombre born«e de lettres d’un mot „a analyser puisqu’il a un nombre ˛ni d’«etats. En cons«equence, tout langage d«e˛ni par une condition imposant de m«emoriser un nombre arbitrairement grand de lettres est non reconnaissable par automate ˛ni et donc non r«egulier. Les exemples les plus simples de langages non r«eguliers sont :

{ le langage des parenth„eses embo^“t«ees : L = {a^nb^n tq n ∈ N} ; { le langage des parenth„eses correctement imbriqu«ees : L est d«e˛ni comme «etant le plus petit langage sur {a, b} solution de l’ «equation : L = ε + aLb + LL ;

{ le langage des palindromes : L = {u(a + ε)ũ tq a ∈ A et u ∈ A^∗} o„u A est un alphabet ayant au moins deux lettres.

Formellement, les d«emonstrations d’irr«egularit«e utilisent la notion de langage r«esiduel ou le lemme de l’«etoile.

Soit L un langage sur A et u ∈ A^∗. Le langage r«esiduel associ«e „a u et L est le langage not«e u^{−1}L d«e˛ni par :

u^{−1}L = {v ∈ A^∗ tq uv ∈ L}.

u^{−1}L est l’ensemble des mots pouvant compl«eter u en un mot «el«ement de L. C’est un langage (sous-ensemble de A^∗) qui peut être vide ou non selon les cas.

Théorème : soit L un langage r«egulier sur un alphabet A. Alors pour tout mot u ∈ A^∗ le langage r«esiduel u^{−1}L est r«egulier et l’ensemble des langages r«esiduels obtenus lorsque u d«ecrit A^∗ est ˛ni.

Démonstration : soit A un automate ˛ni d«eterministe complet reconnaissant L, q_0 l’«etat initial et F l’ensemble des «etats ˛nals de A. Si u ∈ A^∗, soit x_u l’«etat atteint „a partir de q_0 en lisant les lettres de u. Alors u^{−1}L est le langage faisant passer A de x_u „a l’un des «etats ˛nals, donc est r«egulier. Et il y a au plus autant de langages r«esiduels distincts associ«es „a L qu’il y a d’«etats dans A.

Remarque : la r«eciproque est vraie, c’est-„a-dire que si un langage admet un nombre ˛ni de r«esiduels, alors il est r«egulier (cf. [Stern], ch. 1.4).

Application : soit L le langage des parenth„eses embo^“t«ees. Pour n ∈ N on note L_n = (a^n)^{−1}L. Alors les ensembles L_n sont deux „a deux distincts car si n ≠ p alors b^n ∈ L_n et b^n /∈ L_p. Ainsi, L admet une in˛nit«e de langages r«esiduels distincts, ce qui prouve que L n’est pas r«egulier. L’irr«egularit«e des autres langages cit«es ci-dessus se d«emontre de la même mani„ere en exhibant une in˛nit«e de r«esiduels distincts.

Autre application : soit L_n le langage sur {a, b} constitu«e des mots dont la n- „eme lettre avant la ˛n est un a. L_n est r«egulier : L_n = (a + b)^∗a(a + b)^{n−1}, et l’automate non d«eterministe de la ˛gure 36 reconna^“t L_n. Si u est un mot de n lettres sur {a, b}, alors la connaissance de u^{−1}L_n permet de reconstituer u car

˛gure 36 : automate „a n + 1 «etats dont le d«eterminis«e a au moins 2^n «etats

la i-„eme lettre de u est un a si et seulement si a^{i−1} ∈ u^{−1}L_n. Cela signi˛e que L_n a au moins 2^n langages r«esiduels distincts, donc tout automate d«eterministe complet reconnaissant L_n a au moins 2^n «etats. L’automate non d«eterministe de la ˛gure 36 constitue un exemple sur lequel toute m«ethode de d«eterminisation a une complexit«e exponentielle.

Théorème : (lemme de l’«etoile) soit L un langage r«egulier. Alors il existe un entier n tel que tout mot u ∈ L de longueur sup«erieure ou «egale „a n se d«ecompose en trois parties : u = xyz avec |xy| � n, |y| � 1 et xy^kz ∈ L pour tout k ∈ N.

Autrement dit, dans un langage r«egulier, pour tout mot u su‹samment long on peut supprimer ou dupliquer la partie centrale de u un nombre arbitraire de fois sans quitter L. Contrairement au th«eor„eme sur les r«esiduels en nombre ˛ni, le lemme de l’«etoile ne constitue pas une caract«erisation des langages r«eguliers (cf. exercice 11-13).

Démonstration : puisque L est r«egulier, il admet un nombre n ˛ni de langages r«esiduels. Soit u ∈ L de longueur sup«erieure ou «egale „a n. u admet n + 1 pr«e˛xes de longueur inf«erieure ou «egale „a n donc il existe deux pr«e˛xes produisant le même langage r«esiduel. Notons x et xy ces pr«e˛xes, (donc |xy| � n et |y| � 1) et soit u = xyz. Alors (xy)^{−1}L = x^{−1}L c’est-„a-dire :

∀ v ∈ A^∗, xyv ∈ L ⇐⇒ xv ∈ L.

En particulier, xyz ∈ L donc xz ∈ L mais aussi x(yz) ∈ L donc xy(yz) ∈ L et de proche en proche, pour tout k ∈ N, xy^kz ∈ L.

Exemple : le langage des parenth„eses embo^“t«ees n’est pas r«egulier (troisi„eme d«emonstration en comptant celle de l’exercice 10-8). En e¸et, soit n ∈ N^∗ quelconque et u = a^nb^n ∈ L que l’on d«ecoupe en u = xyz avec |xy| � n et |y| � 1. Le facteur y est de la forme y = a^p avec p � 1, donc xz = a^{n−p}b^n /∈ L .

11-7 Exercices

Exercice 11-1 : multiples de 3 Soit A = {0, 1}. On interpr„ete un mot sur A comme la repr«esentation binaire d’un entier naturel avec le bit de poids fort en tête. Construire un automate reconnaissant les multiples de 3.

Exercice 11-2 : automate séquentiel Un automate s«equentiel est un automate d«eterministe muni de deux alphabets : l’alphabet d’entr«ee, A, et l’alphabet de sortie, B. Chaque transition est «etiquet«ee par un couple (a, w) o„u a ∈ A et w ∈ B^∗. L’automate peut utiliser cette transition s’il re‰coit la lettre a et dans ce cas, il «emet le mot w (penser „a un ordinateur muni d’un clavier et d’une imprimante). Que fait l’automate s«equentiel suivant ?

Exercice 11-3 : automate produit Soient A, B deux automates ˛nis d«eterministes complets. L’automate produit A × B a pour «etats tous les couples (a, b) o„u a est un «etat de A et b un «etat de B et pour transitions : (a, b)^x−→ (a^′, b^′) si a^x−→ a^′ est une transition de A et b^x−→ b^′ une transition de B. Si L_A et L_B sont les langages reconnus par A et B, comment peut-on reconna^“tre les langages L_A ∩ L_B, L_A ∪ L_B, L_A \ L_B „a l’aide de A × B ?

Exercice 11-4 : ascenseur Dans un immeuble de trois «etages (Rdc, 1er, 2„eme) on installe un ascenseur avec un bouton d’appel „a chaque «etage et un bouton pour chaque «etage dans la cabine. Concevoir l’automate r«egissant cet ascenseur de sorte que :

{ l’ascenseur se rend aux «etages demand«es ;

{ l’ascenseur s’arrête aux «etages interm«ediaires s’il est appel«e en cours de voyage „a un tel «etage.

On supposera qu’il n’y a pas d’appels simultan«es.

Exercice 11-5 : algorithme de déterminisation Soit A un automate non d«eterministe sur l’alphabet {0, . .., p − 1} dont les «etats sont num«erot«es de 0 „a n − 1, donn«e par :

1. le nombre n d’«etats et le nombre p de lettres ; 2. la liste des ε-transitions (liste de couples (d«epart,arriv«ee)) ; 3. la liste des transitions sur lettre (liste de triplets (d«epart, lettre, arriv«ee)) ; 4. la liste des «etats initiaux ; 5. la liste des «etats ˛nals.

«Ecrire une fonction caml produisant un automate d«eterministe A^′ «equivalent „a A. A^′ sera d«e˛ni par :

1. le nombre q d’«etats ;

2. la liste des transitions sur lettre (liste de triplets (d«epart, lettre, arriv«ee)) ; 3. le num«ero de l’«etat initial ; 4. la liste des «etats ˛nals.

Exercice 11-6 : simplification d’un automate Soit A un automate et q un «etat de A. On appelle langage d’entr«ee de q le langage faisant passer A d’un «etat initial „a q et langage de sortie de q le langage faisant passer A de q „a un «etat ˛nal de A. On dit qu’un «etat est accessible si son langage d’entr«ee est non vide et coaccessible si son langage de sortie est non vide. Un «etat non coaccessible est appel«e «etat rebut.

1. Montrer que l’automate A^′ d«eduit de A en retirant tous les «etats non accessibles ou non coaccessibles et les transitions issues de ces «etats ou aboutissant „a ces «etats est «equivalent „a A.

2. Donner un algorithme en fran‰cais permettant de construire A^′ „a partir de A.

3. Caract«eriser la propri«et«e � A est d«eterministe � en termes de langage d’entr«ee.

4. Soit A quelconque. On construit successivement : B l’automate miroir de A (on retourne les ‚„eches et on intervertit les «etats d’entr«ee et de sortie) ; C le d«eterminis«e de B par la m«ethode des sous-ensembles sans «etat rebut ; D l’automate miroir de C ; E le d«eterminis«e de D par la m«ethode des sousensembles sans «etat rebut.

Montrer que E est «equivalent „a A, que tous les «etats de E sont coaccessibles, et que deux «etats de E distincts ont des langages de sortie distincts.

5. D«emontrer que tout automate d«eterministe «equivalent „a A a au moins autant d’«etats que E (E est appel«e automate d«eterministe minimal «equivalent „a A).

Exercice 11-7 : langage à une lettre Soit L un langage sur l’alphabet „a une lettre {a}. Montrer que L est r«egulier si et seulement s’il existe deux langages ˛nis F et G et un entier n tels que L = F + G(a^n)^∗.

Exercice 11-8 : racine carrée d’un langage Soit L un langage sur un alphabet A. On note √ L = {u ∈ A^∗ tq u^2 ∈ L}. Montrer que si L est r«egulier alors √ L l’est aussi.

Exercice 11-9 : résiduels d’un langage régulier D«emontrer qu’un langage r«egulier n’a qu’un nombre ˛ni de r«esiduels en utilisant uniquement la d«e˛nition des expressions r«eguli„eres (c’est-„a-dire sans utiliser d’automate reconnaisseur).

Exercice 11-10 : langage des parenthèses emboîtées

1. «Ecrire une fonction caml prenant un mot u (vecteur de lettres) et disant s’il appartient au langage L = {a^nb^n, n ∈ N} (langage des parenth„eses embo^“t«ees).

2. Un ordinateur ex«ecutant la fonction pr«ec«edente constitue un automate reconnaissant le langage des parenth„eses embo^“t«ees, connu pour être non r«egulier. Comment est-ce possible ?

Exercice 11-11 : Congruences Montrer que L_5 = {u ∈ {a, b}^∗ tq |u|_a ≡ |u|_b mod 5} est un langage r«egulier. Montrer que L = {u ∈ {a, b}^∗ tq |u|_a = |u|_b} ne l’est pas.

Exercice 11-12 : Un automate sait-il compter ?

1. On repr«esente un triplet d’entiers (m, n, p) par le mot a^mb^nc^p sur l’alphabet {a, b, c}. Montrer que le langage des additions exactes :

L = {a^mb^nc^p tq m + n = p}

n’est pas reconnaissable par automate ˛ni (un automate ne peut donc pas v«eri˛er une addition).

2. On repr«esente un triplet (m, n, p) par le mot m_0n_0p_0m_1n_1p_1 .. .m_qn_qp_q sur l’alphabet {0, 1} o„u m_q .. .m_0, n_q. . .n_0 et p_q . ..p_0 sont les «ecritures binaires de m, n et p prolong«ees par des z«eros pour avoir même longueur. Montrer que le langage des additions exactes pour cette repr«esentation est reconnaissable par automate ˛ni (un automate peut donc v«eri˛er une addition).

Exercice 11-13 : contre-exemple au lemme de l’étoile Soit A un alphabet ayant au moins deux lettres. D«emontrer que le langage L = {pp̃q tq p ∈ A^+, q ∈ A^∗} v«eri˛e le lemme de l’«etoile, mais n’est pas r«egulier.

Exercice 11-14 : test de finitude pour un langage régulier Soit L un langage d«e˛ni par une expression r«eguli„ere E sur un alphabet A. On remplace dans E les symboles ∅ par des z«eros, les symboles ε par des 1, et chaque lettre par un 2. Soit E^′ l’expression obtenue. On interpr„ete alors E^′ comme une formule � alg«ebrique � sur l’ensemble X = {0, 1, 2, ∞} avec les op«erations :

x + y = max(x, y) ;

0x = x0 = 0, 1x = x1 = x, 22 = 2, 2∞ = ∞2 = ∞ ; 0^∗ = 1, 1^∗ = 1, 2^∗ = ∞, ∞^∗ = ∞.

Montrer que l’«evaluation de E^′ retourne 0 si et seulement si L est vide. Caract«eriser les langages L pour lesquels l’«evaluation de E^′ retourne 1, retourne 2, retourne ∞.

Problèmes

Tri par distribution

Question 1 Soit a un entier naturel. On sait que a admet une unique «ecriture binaire :

a = a_0 + 2a_1 + 4a_2 + .. . + 2^{n−1}a_{n−1},

o„u a_i ∈ {0, 1} et n est un entier naturel su‹samment grand. Le nombre a_i est appel«e i-„eme bit de a ou aussi bit i de a.

a) Donner une expression simple calculant a_0 en fonction de a.

b) Quelle est l’«ecriture binaire de ⌊a/2⌋ en fonction de celle de a (⌊ ⌋ d«esigne la partie enti„ere) ?

c) En d«eduire une fonction caml bit : int -> int -> int telle que bit p a retourne le bit p de a si a et p sont des entiers naturels. On donnera deux versions : une version r«ecursive et une version it«erative.

Question 2 Soit v = [|v_0; v_1; . ..; v_{n−1}|] un vecteur „a «el«ements entiers naturels. On veut r«eordonner ce vecteur de sorte que tous les entiers v_i pairs soient plac«es en tête et tous les v_i impairs en queue, l’ordre relatif des «el«ements «etant conserv«e „a l’int«erieur de chaque groupe. Par exemple si :

v = [|3; 1; 4; 1; 5; 9; 2; 6|]

alors on souhaite obtenir apr„es transformations :

v = [|4; 2; 6; 3; 1; 1; 5; 9|].

Il est autoris«e pour ce faire d’utiliser un vecteur auxiliaire w de longueur n.

a) Donner un algorithme en fran‰cais e¸ectuant la transformation demand«ee. On d«emontrera que cet algorithme r«epond e¸ectivement au probl„eme pos«e.

b) «Ecrire une fonction caml permute : int vect -> unit impl«ementant cet algorithme.

c) On appelle transfert une op«eration v.(i) <- qqch ou w.(j) <- qqch. Calculer le nombre de transferts e¸ectu«es par votre programme en fonction des nombres a et b d’entiers pairs et impairs dans v.

d) On g«en«eralise le probl„eme en ajoutant „a permute un param„etre p entier naturel de sorte que l’appel permute p v place en tête de v les «el«ements dont le bit p vaut 0 et en queue ceux dont le bit p vaut 1, l’ordre initial des entiers «etant conserv«e „a l’int«erieur de chaque groupe. Indiquer quelles sont les modi˛cations „a apporter „a votre code donn«e en 2-b.

Question 3 Soit v = [|v_0; v_1; .. .; v_{n−1}|] un vecteur „a «el«ements entiers naturels que l’on veut trier par ordre croissant. On ex«ecute l’algorithme suivant :

α. Calculer M = max(v_0, v_1, ..., v_{n−1}). β. D«eterminer un entier K tel que M < 2^K. γ. Pour p = 0, 1, ..., K − 1 faire permute p v ˛n pour

a) Ex«ecuter cet algorithme sur le vecteur v = [|3; 1; 4; 1; 5; 9; 2; 6|]. On indiquera les valeurs de M, K, et la valeur de v „a la ˛n de chaque it«eration de la boucle γ.

b) Traduire cet algorithme en caml. On rappelle que caml dispose d’une fonction max : int -> int -> int qui retourne le plus grand de ses deux arguments. Il n’y a pas d’«el«evation „a la puissance dans les entiers et il est interdit d’utiliser celle des ‚ottants.

c) Montrer qu’„a la ˛n de chaque it«eration de la boucle γ la propri«et«e suivante est v«eri˛«ee :

la suite (v_0 mod 2^{p+1}, v_1 mod 2^{p+1}, ..., v_{n−1} mod 2^{p+1}) est croissante.

En d«eduire que le vecteur v est tri«e par ordre croissant „a la ˛n de l’algorithme.

d) On suppose que tous les entiers v_i sont compris entre 0 et 2^{30} − 1 (taille maximale d’un entier caml sur une machine 32 bits). Quelle est la complexit«e asymptotique de cet algorithme de tri compt«ee en nombre de transferts effectu«es ?

Interpolation de Lagrange

et multiplication rapide

Soient n ∈ N^∗, P(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + .. . + a_{n−1}x^{n−1} un polynôme „a coe‹cients complexes de degr«e strictement inf«erieur „a n et X = (x_0, x_1, .. ., x_{n−1}) une suite de complexes deux „a deux distincts. La liste des valeurs de P aux points x_i est la suite not«ee Y = P{X} = (P(x_0), . .., P(x_{n−1})). On «etudie dans ce probl„eme des algorithmes permettant de calculer P{X} „a partir de P et X, et des algorithmes permettant de calculer P „a partir de X et P{X}.

Les algorithmes pourront être «ecrits en fran‰cais ou en caml. On supposera que le langage caml dispose d’un type de donn«ees complexe repr«esentant les nombres complexes et des op«erations arithm«etiques usuelles sur les complexes not«ees +:, -:, *: et /:, ainsi que de fonctions de conversion :

complexe_of_floats : (a, b) −→ a + ib
floats_of_complexe : a + ib −→ (a, b).

Les polynômes et les suites de valeurs seront repr«esent«es par des vecteurs caml „a «el«ements complexes :

Le vecteur repr«esentant P est p = [| a_0; a_1; . . .; a_{n−1} |] ; Le vecteur repr«esentant X est x = [| x_0; x_1; . ..; x_{n−1} |] ; Le vecteur repr«esentant P{X} est y = [| P(x_0); P(x_1); . ..; P(x_{n−1}) |].

Question 1 «Ecrire un algorithme calculant la valeur P(z) pour un polynôme P et un complexe z donn«es. On prouvera la validit«e de cet algorithme et on donnera son temps d’ex«ecution mesur«e en nombre d’op«erations complexes en fonction de la longueur n de P.

Question 2 «Ecrire un algorithme calculant Y = P{X} en fonction du polynôme P et de la suite de points X. Il est suppos«e que P et X ont même longueur n. Donner la complexit«e de cet algorithme en fonction de n (en nombre d’op«erations complexes).

Question 3 «Etant donn«e deux suites X = (x_0, .. ., x_{n−1}) et Y = (y_0, . .., y_{n−1}) de n complexes, les x_i «etant distincts, il existe un unique polynôme P de degr«e inf«erieur ou «egal „a n − 1 tel que P{X} = Y. Ce polynôme peut être calcul«e par l’une des relations :

a) Formule de Lagrange : P(x) =^{n−1} ∑ i=0 y_iL_i(x) avec L_i(x) = ∏ 0⩽j<n j≠i

( x − x_j x_i − x_j ) .

b) Formule de Newton : P(x) = Q(x) + y_{n−1} − Q(x_{n−1}) U(x_{n−1})

U(x)

o„u Q est le polynôme d«e˛ni par deg(Q) � n−2, Q{x_0, .. ., x_{n−2}} = (y_0, .. ., y_{n−2}) et U(x) = (x − x_0)(x − x_1).. .(x − x_{n−2}).

c) Formule d’Aitken : P(x) = x − x_{n−1} x_0 − x_{n−1}

P_{0,n−2}(x) + x − x_0 x_{n−1} − x_0

P_{1,n−1}(x)

o„u P_{a,b} est le polynôme de degr«e inf«erieur ou «egal „a b − a tel que :

P_{a,b}{x_a, . .., x_b} = (y_a, .. ., y_b).

Il n’est pas demand«e la d«emonstration de ces formules. «Ecrire les algorithmes correspondant „a ces formules et d«eterminer leur complexit«e asymptotique en fonction de n en nombre d’op«erations complexes. On pourra utiliser si n«ecessaire des fonctions auxiliaires calculant la somme de deux polynômes et le produit d’un polynôme par un polynôme de degr«e 1, en indiquant „a part le code de ces fonctions et leur complexit«e. Aucun des algorithmes pr«esent«es ne doit conduire „a calculer plusieurs fois le même polynôme.

Question 4 On suppose dans cette question que n est une puissance de 2 : n = 2^α, et que X est la suite des racines n-„emes de 1 dans C : x_k = e^{2ikπ/n}. Soient Y = (y_0, .. ., y_{n−1}) une suite de n complexes quelconques et P le polynôme de degr«e strictement inf«erieur „a n d«e˛ni par P{X} = Y. On note Y_0 et Y_1 les sous-suites paire et impaire associ«ees „a Y : Y_0 = (y_0, y_2, y_4, . .., y_{n−2}), Y_1 = (y_1, y_3, y_5, . . ., y_{n−1}), X_0 la sous-suite paire associ«ee „a X et P_0, P_1 les polynômes de degr«es strictement inf«erieurs „a n/2 d«e˛nis par P_0{X_0} = Y_0 et P_1{X_0} = Y_1.

a) Montrer que P(x) =

1 + x^{n/2} 2 P_0(x) +

1 − x^{n/2} 2 P_1(xe^{−2iπ/n}).

b) En d«eduire un algorithme r«ecursif permettant de calculer P en fonction de Y.

c) Montrer que le temps d’ex«ecution de cet algorithme (en nombre d’op«erations complexes) est O(n ln(n)) (on rappelle que n est de la forme 2^α).

d) Montrer de même que l’on peut calculer la suite Y = P{X} „a partir de P selon la strat«egie � diviser pour r«egner � en O(n ln(n)) op«erations.

Question 5 Soient P, Q deux polynômes „a coe‹cients complexes de degr«es strictement inf«erieurs „a n = 2^{α−1}. En utilisant la question pr«ec«edente, montrer que l’on peut calculer les coe‹cients du polynôme PQ en O(n ln(n)) op«erations. Expliquer l’int«erêt de ce r«esultat.

Plus longue sous-séquence commune

Définitions

{ Soit A = (a_0, .. ., a_{n−1}) une liste de n «el«ements. On appelle : sous-s«equence de A toute liste obtenue en retirant un nombre quelconque, «eventuellement nul, d’«el«ements „a A et en conservant l’ordre relatif des «el«ements restants. Par exemple, si A = (3, 1, 4, 1, 5, 9) alors les listes A, (1, 1, 5) et () (la liste vide) sont des souss«equences de A, tandis que la liste (5, 1, 9) n’en est pas une.

{ Soient A = (a_0, . .., a_{n−1}) et B = (b_0, .. ., b_{p−1}) deux listes. On appelle : souss«equence commune „a A et B toute liste C = (c_0, . .., c_{q−1}) qui est „a la fois une sous-s«equence de A et de B. Une plus longue sous-s«equence commune „a A et B (en abr«eg«e plsc(A, B)) est une sous-s«equence commune de longueur maximale. La longueur d’une plsc(A, B) est not«ee lc(A, B). Remarquer que A et B peuvent avoir plusieurs plsc, mais qu’elles ont toutes même longueur.

L’objet du probl„eme est l’«etude d’algorithmes permettant de calculer la longueur lc(A, B), et de trouver une plsc(A, B). Ce probl„eme a des applications pratiques entre autres dans les domaines suivants :

{ Biologie mol«eculaire : d«eterminer si deux cha^“nes d’ADN di¸„erent � notablement �, et sinon, identi˛er les di¸«erences.

{ Correction orthographique : d«eceler les fautes d’orthographe dans un mot incorrect par comparaison avec les mots � voisins � ˛gurant dans un dictionnaire. { Mise „a jour de ˛chiers : A et B sont deux versions successives d’un ˛chier informatique ayant subi � peu � de modi˛cations. Soit C une plsc(A, B). Pour di¸user B aupr„es des d«etenteurs de A, il su‹t de transmettre les listes des «el«ements de A et de B ne ˛gurant pas dans C, ce qui est g«en«eralement plus «economique que de transmettre B en totalit«e.

Les algorithmes pourront être «ecrits en fran‰cais ou en caml. Les calculs de complexit«e seront faits en supposant que les op«erations «el«ementaires sur les «el«ements d’une liste (recopie dans une variable, comparaison de deux «el«ements) ont un temps d’ex«ecution constant. Les r«esultats seront donn«es sous forme asymptotique par rapport aux longueurs des listes trait«ees.

Question 1 : reconnaissance d’une sous-séquence On dispose de deux listes A = (a_0, .. ., a_{n−1}) et C = (c_0, . .., c_{q−1}).

a) «Ecrire un algorithme permettant de savoir si C est ou non une sous-s«equence de A. La validit«e de cet algorithme devra être justi˛«ee.

b) En supposant que C est bien une sous-s«equence de A, «ecrire un algorithme calculant une liste I des indices des «el«ements de A „a supprimer pour obtenir C. Lorsqu’il existe plusieurs listes I solution, une seule doit être retourn«ee.

c) Ex«ecuter les algorithmes pr«ec«edents sur l’exemple :

A = (3, 1, 4, 1, 5, 9), C = (1, 5, 9).

Question 2 : calcul de lc(A, B) On dispose des listes A = (a_0, . .., a_{n−1}) et B = (b_0, . .., b_{p−1}). Pour 0 � i � n et 0 � j � p on note A_i = (a_0, .. ., a_{i−1}), B_j = (b_0, .. ., b_{j−1}) et ℓ_{i,j} = lc(A_i, B_j) avec la convention : A_0 = B_0 = ().

a) D«emontrer pour i ∈ [[1, n]] et j ∈ [[1, p]] :

ℓ_{i,j} = { 1 + ℓ_{i−1,j−1} si a_{i−1} = b_{j−1} ; max(ℓ_{i−1,j}, ℓ_{i,j−1}) sinon.

b) En d«eduire un algorithme e‹cace calculant la matrice L = (ℓ_{i,j})_{0⩽i⩽n, 0⩽j⩽p}.

On prouvera la validit«e de cet algorithme et on donnera sa complexit«e asymptotique par rapport „a n et p. Les listes A, B seront repr«esent«ees au choix par des listes cha^“n«ees ou par des vecteurs.

c) «Ecrire un algorithme permettant, „a partir des listes A, B et de la matrice L de calculer une plsc(A, B).

d) Ex«ecuter les algorithmes pr«ec«edents sur l’exemple :

A = (p, i, o, l, e, t), B = (p, l, i, e, r).

Question 3 : pré-traitement de A et B Pour acc«el«erer le calcul d’une plsc(A, B), on supprime de A tous les «el«ements ne ˛gurant pas dans B et on supprime de B tous ceux ne ˛gurant pas dans A. En notant A^′, B^′ les listes obtenues, toute plsc(A, B) est une plsc(A^′, B^′) et r«eciproquement.

a) Ici on suppose que les «el«ements de A et B appartiennent „a un ensemble E de cardinal su‹samment petit pour qu’il soit envisageable de cr«eer en m«emoire des listes ou des vecteurs de longueur card(E). Ceci est le cas si A et B sont des listes de caract„eres ; E est alors l’ensemble de tous les caract„eres repr«esentables en machine, de cardinal 256 (sur les machines courantes). «Ecrire un algorithme e‹cace calculant les listes A^′ et B^′ „a partir de A et B.

b) Ici on suppose que les «el«ements de A et B appartiennent „a un ensemble E trop gros pour tenir en m«emoire, mais muni d’une relation d’ordre total not«ee �. Ceci est le cas si A et B sont des listes d’entiers avec E = [[−10^9, 10^9]]. On suppose avoir tri«e A et B, c’est-„a-dire calcul«e des listes A^t = (σ(0), . .., σ(n − 1)) et B^t = (τ(0), .. ., τ(p − 1)) o„u σ et τ sont des permutations de [[0, n − 1]] et [[0, p − 1]] telles que les listes (a_{σ(0)}, . .., a_{σ(n−1)}) et (b_{τ(0)}, . . ., b_{τ(p−1)}) sont croissantes. «Ecrire un algorithme calculant A^′ et B^′ „a partir de A, B, A^t, B^t.

Question 4 D«eterminer la complexit«e asymptotique du pr«e-traitement selon a ou b. Pour b, la complexit«e du tri devra être prise en compte : il n’est pas demand«e d’«ecrire un algorithme de tri, vous pouvez citer un algorithme vu en cours. Est-il raisonnable d’e¸ectuer un pr«e-traitement (la r«eponse devra être argument«ee) ?

Arbres de priorité équilibrés

«Etant donn«e un arbre binaire a, on note N(a) le nombre de nffuds de a et H(a) la hauteur de a. On pose par convention :

N(∅) = 0, H(∅) = −1.

Soit a un arbre binaire dont les «etiquettes appartiennent „a un ensemble totalement ordonn«e. On dit que a est un arbre de priorit«e «equilibr«e (APE) s’il v«eri˛e pour tout nffud n ∈ a :

1. l’«etiquette de n est sup«erieure ou «egale „a celles de ses ˛ls s’il en a ; 2. si g et d d«esignent les branches gauche et droite issues de n alors :

N(g) − 1 � N(d) � N(g).

Par convention un arbre vide est un APE. Ce type d’arbre intervient dans les probl„emes de ˛les d’attente avec priorit«e o„u l’on doit e¸ectuer plusieurs tâches selon un ordre de priorit«e. Si chaque tâche est repr«esent«ee par un nffud d’un APE «etiquet«e par la priorit«e de la tâche, alors la tâche repr«esent«ee par la racine de l’arbre est l’une des tâches les plus prioritaires. La condition 2. signi˛e que les autres tâches sont r«eparties «equitablement entre les branches gauche et droite, la branche gauche «etant � plus lourde d’un nffud � en cas d’in«egalit«e. On «etudie dans ce probl„eme les op«erations suivantes :

1. insertion d’une nouvelle tâche ayant une certaine priorit«e ; 2. extraction d’une tâche prioritaire (celle associ«ee „a la racine) et reconstitution d’un APE avec les tâches restantes.

Les APE seront repr«esent«es en caml par des arbres binaires ordinaires suivant la d«eclaration :

type ’a arbre = B_vide | B_noeud of ’a * (’a arbre) * (’a arbre);;

o„u ’a est le type ordonn«e repr«esentant les tâches avec leur priorit«e.

B_vide repr«esente un APE vide ;
B_noeud(e, g, d) repr«esente un APE dont la racine porte l’«etiquette e et dont

les branches gauche et droite sont g et d.

On supposera que deux «etiquettes peuvent être compar«ees par les op«erateurs usuels

<, <=, > et >=.

Question 1 Soit a un APE non vide. Montrer que H(a) = ⌊log_2(N(a))⌋.

Question 2 : insertion «Ecrire une fonction insertion telle que si a d«esigne un APE et e une «etiquette alors insertion(a,e) renvoie un APE a^′ contenant tous les nffuds de a et un nffud suppl«ementaire d’«etiquette e. On prouvera la correction de cette fonction, en particulier on prouvera que l’arbre a^′ retourn«e est bien un APE, et on donnera sa complexit«e temporelle. Ex«ecuter � „a la main � votre fonction sur l’exemple :

a = e = 2.

Question 3 : modification de racine Soit a = B noeud(r, g, d) un APE non vide et e une «etiquette. On souhaite supprimer l’«etiquette r et ins«erer l’«etiquette e pour obtenir un nouvel APE, a^′. Dans un premier temps on constitue l’arbre a_1 = B noeud(e, g, d) qui n’est pas en g«en«eral un APE, et on transforme cet arbre en un APE a^′ ayant les mêmes nffuds. «Ecrire une fonction transforme qui constitue a^′ „a partir de a_1. On prouvera la correction de cette fonction et on donnera sa complexit«e temporelle en fonction de N(a).

Question 4 : extraction de la racine Soit a un APE dont on souhaite retirer la racine. On proc„ede en deux temps :

1. On supprime le nffud le plus „a gauche dans a et on permute les branches gauche et droite de chaque nffud ascendant du nffud supprim«e. Soient a^′ l’arbre obtenu et e l’«etiquette du nffud supprim«e.

2. On remplace l’«etiquette r de la racine de a^′ par e et on reconstitue un APE, a^{′′}, selon l’algorithme de la question pr«ec«edente.

Exemple : a a^′ a^{′′}

a) Justi˛er que l’arbre a^′ obtenu en 1. est bien un APE.

b) «Ecrire le code de la fonction extraction qui retourne l’arbre a^{′′} „a partir de a.

Donner la complexit«e temporelle de extraction en fonction de N(a).

Question 5 : utilisation des APE pour le tri Pour trier une liste [e_0; e_2; . . .; e_{n−1}] d’«el«ements appartenant „a un ensemble totalement ordonn«e, on ins„ere un „a un ces «el«ements dans un APE initialement vide puis on extrait par ordre de priorit«e d«ecroissante les «el«ements de l’APE obtenu et on les ins„ere dans une nouvelle liste initialement vide. Quelle est la complexit«e temporelle de cette m«ethode de tri ?

Compilation d’une expression

On consid„ere une expression arithm«etique constitu«ee de constantes, de variables, d’op«erateurs unaires (fonctions) et d’op«erateurs binaires (addition, multiplication, etc). La compilation d’une telle formule consiste „a transformer cette formule en une liste d’instructions, le code compil«e, dont l’ex«ecution par un processeur fournit la valeur de la formule. Les instructions „a produire d«ependent du processeur ex«ecutant ; on supposera dans ce probl„eme que ce processeur est constitu«e d’une unit«e de calcul et d’une pile op«erationnelle dans laquelle sont stock«es les op«erandes et les r«esultats des calculs e¸ectu«es par l’unit«e de calcul. Les instructions du processeur sont :

{ empiler une constante c, not«ee empile_c c ; { empiler la valeur d’une variable v, not«ee empile_v v ;

{ e¸ectuer une op«eration unaire op, not«ee unaire op, l’op«erande est le sommet de la pile et l’unit«e de calcul le remplace dans la pile par le r«esultat de l’op«eration ;

{ e¸ectuer une op«eration binaire op, not«ee binaire op, les deux op«erandes, a et b sont pris au sommet de la pile (et retir«es de la pile), b «etant d«epil«e le premier puis le r«esultat, a op b, est plac«e au sommet de la pile restante. { e¸ectuer une op«eration binaire op avec inversion des op«erandes, not«ee binaire_inv op, identique „a l’op«eration pr«ec«edente „a ceci pr„es que le r«esultat empil«e est b op a.

Par exemple la formule a/(b + c) peut être compil«ee de deux mani„eres :

{ empile_v a; empile_v b; empile_v c; binaire +; binaire /. { empile_v b; empile_v c; binaire +; empile_v a; binaire_inv /.

Dans les deux cas la valeur de la formule est disponible „a la ˛n de l’ex«ecution du programme au sommet de la pile. On remarque sur cet exemple que le deuxi„eme code n’utilise que deux niveaux de pile pour «evaluer la formule tandis que le premier en utilise trois. Le but de ce probl„eme est de d«eterminer, pour une formule f quelconque, quel est le nombre N(f) minimal de niveaux de pile requis pour «evaluer cette formule, et de produire un code correspondant „a cette utilisation minimale de la pile.

Question 1 Soit l’expression a + (b − c) ∗ (d − e). Combien y a-t-il de codes compil«es di¸«erents correspondants ? Donner, en le justi˛ant, un code utilisant le moins possible de niveaux de pile.

Question 2 D«eterminer une relation entre N(f) et N(g) o„u f et g sont deux formules telles que f = op_1(g), op_1 d«esignant un op«erateur unaire. D«eterminer de même une relation entre N(f), N(g) et N(h) lorsque f = g op_2 h, op_2 d«esignant une op«eration binaire.

Question 3

a) D«eduire de la question pr«ec«edente un algorithme de compilation optimal d’une formule f. Cet algorithme sera donn«e en fran‰cais, puis cod«e en caml en introduisant les d«e˛nitions de type ad«equates pour repr«esenter les formules et les codes compil«es. On ne cherchera pas „a optimiser le temps de construction du code, mais on «evitera la r«ep«etition de calculs identiques.

b) Proposer une m«ethode permettant d’«eviter les concat«enations en queue de liste dans la production du code. Le codage en caml de cette am«elioration n’est pas demand«e.

Question 4 Si la pile op«erationnelle d’un processeur comporte 8 niveaux, quelle est la taille minimale, compt«ee en nombre de nffuds, d’une formule dont le calcul est impossible ?

Recherche d’une chaîne de caractères dans un texte

De nombreux probl„emes de traitement de texte ou de reconnaissance de formes impliquent de d«eterminer si une cha^“ne de caract„eres ˛gure dans un texte et si oui, de trouver la premi„ere occurrence ou toutes les occurrences de la cha^“ne dans le texte. Formellement, soit A un alphabet, m = a_0 . ..a_{|m|−1} et t = b_0 . ..b_{|t|−1} deux mots sur A ; on dit que m ˛gure dans t s’il existe un entier i tel que :

a_0 = b_i, a_1 = b_{i+1}, .. ., a_{|m|−1} = b_{i+|m|−1}. (∗)

Un tel entier i est appel«e une position de m dans t. On «etudie dans ce probl„eme divers algorithmes de recherche de la premi„ere position de m dans t quand elle existe. Dans les programmes, on pourra supposer que les lettres de A sont repr«esent«ees par les entiers de [[0, |A|−1]] o„u |A| est le cardinal de A. Les mots m et t seront repr«esent«es par des vecteurs. Les calculs de complexit«e seront faits en supposant que |A| est constant et que |m| et |t| sont variables avec |m| = o(|t|). En˛n, on supposera que |A| � 2.

Question 1 Le premier algorithme consiste „a essayer successivement toutes les valeurs de i jusqu’„a constater les «egalit«es (∗) ou atteindre la ˛n du texte t.

a) «Ecrire une fonction caml impl«ementant cet algorithme. Donner sa complexit«e asymptotique dans le pire des cas en fonction de |m| et |t|.

b) On suppose dans cette question seulement que toutes les lettres de m sont di¸«erentes. Cette information permet-elle d’am«eliorer l’algorithme pr«ec«edent ? Si oui, donner la complexit«e de l’algorithme modi˛«e.

c) Analyse en moyenne : on note μ(t, m) le nombre de comparaisons de lettres e¸ectu«ees par l’algorithme du 1-a pour tester (∗) pour des valeurs donn«ees de t et m. En admettant que tous les mots m de longueur ℓ sont «equiprobables, le nombre moyen de comparaisons „a t, ℓ ˛x«es est :

μ(t, ℓ) = 1 |A|^ℓ ∑ |m|=ℓ

μ(t, m)

o„u la somme porte sur tous les mots m de longueur ℓ. Montrer que l’on a :

μ(t, ℓ) � |A| |A| − 1

|t|.

d) Majorer de même : μ̃(ℓ, m) = 1 |A|^ℓ ∑ |t|=ℓ

μ(t, m) (nombre moyen de comparai-

sons pour m ˛x«e et t al«eatoire de longueur ℓ).

Question 2 Le deuxi„eme algorithme consiste „a construire un automate d«eterministe complet A_m reconnaissant le langage L_m = A^∗m et „a lui faire lire le texte t. Chaque passage par un «etat ˛nal de A_m correspond „a une occurrence de m dans t.

a) Exemple : A = {a, b, c} et m = aabaac. Construire un automate non d«eterministe reconnaissant L_m et en d«eduire un automate d«eterministe complet reconnaissant le même langage.

b) «Ecrire une fonction caml prenant en argument un automate A_m (sous une forme „a d«e˛nir) et le texte t et retournant la premi„ere position de m dans t si elle existe et d«eclenchant une erreur dans le cas contraire.

Construction automatique de A_m :

Pour m, u ∈ A^∗ on note S(m, u) le plus long mot v qui soit „a la fois un pr«e˛xe de m et un su‹xe de u (v = ε «eventuellement). On construit A_m de la mani„ere suivante :

{ les «etats de A_m sont les pr«e˛xes de m (il y a |m| + 1 pr«e˛xes en comptant ε et m) ;

{ si u est un pr«e˛xe de m et a une lettre alors A_m contient la transition u^a−−→ S(m, ua) ;

{ l’«etat initial de A_m est ε et l’«etat ˛nal m.

c) Montrer que A_m reconna^“t e¸ectivement L_m.

d) Soient u un pr«e˛xe de m di¸«erent de ε et u^′ le mot obtenu en supprimant la premi„ere lettre de u. Montrer que l’on a pour toute lettre a :

S(m, ua) = { ua si ua est un pr«e˛xe de m, S(m, S(m, u^′)a) sinon.

e) On repr«esente en machine un pr«e˛xe a_0 . ..a_{i−1} de m par l’entier i (0 repr«esentant ε) et la fonction de transition de A_m par une matrice M „a |m| + 1 lignes et |A| colonnes telle que M.(i).(a) = j repr«esente la transition :

a_0 .. .a_{i−1}^a−−→ a_0 .. .a_{j−1}

(les lettres de A sont suppos«ees être repr«esent«ees par des nombres entiers). D«eduire de la question pr«ec«edente un algorithme e‹cace de calcul de M „a partir de m et A. D«eterminer sa complexit«e asymptotique en fonction de |m|. Ex«ecuter votre algorithme sur le mot m = aabaac.

f ) Montrer que l’automate A_m construit par la m«ethode pr«ec«edente est optimal, c’est-„a-dire qu’il n’existe pas d’automate d«eterministe complet „a moins de |m| + 1 «etats reconnaissant L_m.

Question 3 Cet algorithme est une variante du premier algorithme : on teste les positions i «eventuelles par valeurs croissantes, mais les tests de (∗) sont e¸ectu«es de droite „a gauche, c’est-„a-dire qu’on e¸ectue dans cet ordre les comparaisons :

a_{|m|−1} = b_{i+|m|−1}, . . ., a_1 = b_{i+1}, a_0 = b_i. (∗^′)

En cas d’«echec, soit a_k ≠ b_{i+k} la premi„ere di¸«erence constat«ee et a_{k−p} la derni„ere occurrence de la lettre b_{i+k} dans m avant la position k (par convention, k − p = −1 si b_{i+k} ne ˛gure pas dans m avant la position k). On remplace alors i par i + p et on reprend les tests (∗^′).

a) Ex«ecuter cet algorithme avec m = aabaac et t = abaabaababcbac.

b) Justi˛er la validit«e de l’algorithme et donner sa complexit«e asymptotique dans le pire des cas en fonction de |m| et |t|.

c) Programmer cet algorithme. On d«e˛nira les structures de donn«ees et fonctions auxiliaires n«ecessaires.

d) Peut-on exploiter simultan«ement les id«ees des algorithmes 2 et 3 ?

Travaux pratiques

Chemins dans Z^2

On appelle � chemin dans Z^2 � toute suite ` = (A_0, . . ., A_n) de points du plan „a coordonn«ees enti„eres telle que l’on passe de chaque point au suivant par une translation dont le vecteur appartient „a l’ensemble :

{N = (0, 1), S = (0, −1), E = (1, 0), W = (−1, 0)} (Nord, Sud, Est et West).

Le mot de ` est la suite des vecteurs joignant deux points successifs :

γ = (

−−−→ A_0A_1,

−−−→ A_1A_2, . ..,

−−−−−−→ A_{n−1}A_n).

On dit que :

{ ` a des points multiples s’il existe i, j distincts tels que A_i = A_j ; { ` est ferm«e si A_0 = A_n ;

{ ` est ferm«e simple si A_0 = A_n et si les points A_0, A_1,.. . , A_{n−1} sont distincts.

L’objet de ce TP est d’«etudier quelques algorithmes sur les chemins : dire si un chemin comporte des points multiples, supprimer les boucles «eventuelles en conservant les extr«emit«es d’un chemin, remplir la surface du plan d«elimit«ee par un chemin ferm«e simple. Un chemin ` sera repr«esent«e en caml soit par la liste des points (couples d’entiers) soit par le mot γ associ«e, le point initial «etant pris par convention «egal „a (0, 0). On utilisera les fonctions de la biblioth„eque graphics et les fonctions random_chemins, dessine et noircit list«ees en annexe pour visualiser les chemins «etudi«es.

1. Conversion mot → liste de points «Ecrire une fonction points : (int*int) -> direction list -> (int*int) list qui calcule les points d’un chemin dont l’origine et le mot sont pass«es en arguments. Tirer des mots de chemins au hasard et les faire a‹cher (e¸acer la fenêtre graphique entre deux trac«es).

2. Détection et élimination des boucles a) «Ecrire une fonction multiples : (int * int) list -> bool qui teste si un chemin contient des points multiples. On utilisera la fonction caml mem : ’a -> ’a list -> bool qui dit si une liste contient un «el«ement donn«e en premier argument.

b) Pour supprimer les boucles dans le chemin ` = (A_0, . .., A_n) on utilise l’algorithme suivant :

1. Constituer la liste de couples ℓ = ((A_1, A_0), (A_2, A_1), ..., (A_n, A_{n−1})). Cette liste sera utilis«ee comme � table de pr«ed«ecesseurs � grâce „a la fonction standard assoc : assoc M ℓ renvoie pour un point M le premier point N tel que le couple (M, N) appartient „a ℓ, c’est-„a-dire le premier pr«ed«ecesseur de M dans ` (si M n’a pas de pr«ed«ecesseur, assoc d«eclenche une erreur).

2. Constituer de proche en proche le chemin sans boucle `^′ = (A^′_0, ..., A^′_p) associ«e „a ` „a l’aide des relations :

A^′_p = A_n, A^′_i = premier pr«ed«ecesseur(A^′_{i+1}), A^′_0 = A_0.

Programmer cet algorithme. On «ecrira une fonction :

sans_boucle : (int*int) list -> (int*int) list

qui calcule `^′ „a partir de `.

Remarque : la complexit«e asymptotique de sans_boucle est O(n^2) car le temps d’une recherche e¸ectu«ee par assoc est lin«eaire en la taille de la liste d’association. On pourrait am«eliorer cette complexit«e en utilisant une structure de donn«ees plus e‹cace qu’une liste d’association, par exemple une table de hachage ou un arbre binaire de recherche.

La fonction suivante retourne un chemin ferm«e simple al«eatoire d’au moins n segments :

let rec random_boucle(n) =
  let ch = random_chemin (n,n,n,n-1) in
  let pt = sans_boucle(points (0,0) ch) in
  if list_length(pt) >= n then pt @ [(0,0)] else random_boucle(n)
;;

On tire un chemin non ferm«e au hasard, on «elimine les boucles et on le ferme avec un segment suppl«ementaire. Si le chemin obtenu est trop court alors on recommence (cela peut boucler ind«e˛niment mais la th«eorie des probabilit«es montre que cette «eventualit«e a une probabilit«e nulle ; en pratique si n n’est pas trop grand on obtient un chemin convenable assez rapidement).

3. Remplissage Soit ` un chemin ferm«e simple ; on veut � noircir � la r«egion born«ee d«elimit«ee par ` (en fait la remplir avec la derni„ere couleur s«electionn«ee par set_color). Voici un algorithme possible pour ce faire :

1. D«eterminer les ordonn«ees minimale et maximale, y_1 et y_2, des points de `.

2. Pour y = y_1, y_1 + 1, ... , y_2 − 1 faire :

2.1. D«eterminer les abscisses (x_i) des segments verticaux de ` coupant la droite horizontale d’ordonn«ee y+^1_2 et classer ces abscisses par valeurs croissantes. On obtient une liste (x_0, x_1, ..., x_{2n−1}). 2.2 Noircir tous les rectangles [x_{2i}, x_{2i+1}] × [y, y + 1].

˛n pour

On se convaincra intuitivement que le nombre d’abscisses trouv«ees est forc«ement pair et que les zones noircies sont les bonnes. Programmer cet algorithme. Le tri d’une liste ℓ d’entiers est obtenu par l’expression : sort__sort (prefix <=) ℓ.

4. Annexe : fonctions fournies. On entrera les d«e˛nitions suivantes :

#open "graphics";;
open_graph "";;
type direction = N | S | E | W;;

(* +--------------------+ | Chemin aléatoire | +--------------------+ *)

(* chemin comportant n fois N, s fois S, e fois E et w fois W *)

let rec random_chemin (n,s,e,w) =
  let t = n+s+e+w in
  if t = 0 then []
  else begin
    let x = random__int(t) in
    if x < n then N :: random_chemin(n-1,s,e,w)
    else if x-n < s then S :: random_chemin(n,s-1,e,w)
    else if x-n-s < e then E :: random_chemin(n,s,e-1,w)
    else W :: random_chemin(n,s,e,w-1)
  end
;;

(* +-------------+

| Affichage | +-------------+ *)

let pas = 20 and rayon1 = 5 and rayon2 = 3;;
let dessine points =

(* origine = centre de la fenêtre *)

let x0 = size_x()/2 and y0 = size_y()/2 in
let (a,b) = match points with
| [] -> (x0,y0)
| (x,y)::suite -> (x0 + x*pas, y0 + y*pas)
in
moveto a b;
fill_circle a b rayon1;

(* tracé des segments et des points *)

  let rec trace = function
    | [] -> ()
    | (x,y)::suite ->
        let r = if suite = [] then rayon1 else rayon2 in
        fill_circle (x0 + x*pas) (y0 + y*pas) r;
        lineto (x0 + x*pas) (y0 + y*pas);
        trace(suite)
  in trace(points)
;;

(* noircit un rectangle de diagonale [(x1,y1),(x2,y2)] *)

let noircit (x1,y1) (x2,y2) =
  let x0 = size_x()/2 and y0 = size_y()/2 in
  let x3 = min x1 x2 and y3 = min y1 y2 in
  let dx = (max x1 x2) - x3 and dy = (max y1 y2) - y3 in
  fill_rect (x0 + x3*pas) (y0 + y3*pas) (dx*pas) (dy*pas)
;;

Le rôle de #open "graphics" est de rendre accessibles les fonctions graphiques (elles sont charg«ees en m«emoire lorsqu’on lance camlgraph mais leurs noms courts ne sont connus de l’interpr«eteur qu’apr„es ce #open "graphics").

random_chemin tire au hasard un mot de chemin, γ, comportant n fois Nord, s fois Sud, e fois Est et w fois West. On obtient un mot de chemin ferm«e si (et seulement si) n = s et e = w.

dessine trace dans la fenêtre graphique un chemin ` (liste de points) pass«e en argument. Les quantit«es pas, rayon1 et rayon2 d«eterminent l’unit«e d’«echelle et la taille des disques mat«erialisant les points du chemin.

noircit trace un rectangle dont on donne deux sommets oppos«es en tenant compte du facteur d’«echelle pas.

Files d’attente et suite de Hamming

1. Implémentation des files d’attente Une ˛le d’attente est liste dont on limite l’usage aux op«erations suivantes :

{ la liste est-elle vide ? { extraire la tête de la liste ;

{ ajouter un «el«ement en queue de liste.

On rencontre souvent des ˛les d’attente dans la vie courante, par exemple „a la caisse d’un supermarch«e ou „a un feu rouge. En informatique une ˛le d’attente permet de stocker des informations qui ne peuvent être trait«ees de suite, mais qui devront l’être en respectant leur ordre d’arriv«ee dans la ˛le (structure de donn«ees FIFO : ˛rst in, ˛rst out).

On peut r«ealiser ces op«erations avec le type liste cha^“n«ee fourni en standard par caml, mais l’op«eration � insertion en queue � a une mauvaise complexit«e sur ce type de listes, aussi utilise-t-on des structures de donn«ees mieux adapt«ees aux fonctionnalit«es des ˛les d’attente. Dans ce TP on impl«ementera une ˛le d’attente par un couple de listes cha^“n«ees : l’avant de la ˛le, class«ee par ordre d’arriv«ee et l’arri„ere, class«ee par ordre inverse d’arriv«ee.

Les nouveaux arrivants seront plac«es en tête de la liste arri„ere, les premiers arriv«es seront extraits en tête de la liste avant. Lorsque la liste avant est «epuis«ee on retourne la liste arri„ere, on la place „a l’avant et on r«einitialise la liste arri„ere „a []. Cette op«eration de retournement a une complexit«e lin«eaire en la taille de la liste arri„ere, donc le temps d’extraction du premier «el«ement d’une ˛le ainsi impl«ement«ee n’est pas constant, mais comme un «el«ement de la ˛le n’est retourn«e qu’une seule fois, le temps cumul«e de n extractions en tête de la ˛le est lin«eaire en n.

arri„ere −→ 13 12 11 10 9 8 7 6

1 2 3 4 5

←− avant

type ’a file = {
  mutable avant : ’a list;
  mutable arrière : ’a list
};;

Dans la d«eclaration ci-dessus les champs avant et arrière sont d«eclar«es mutables de fa‰con „a pouvoir être modi˛«es sur place. Si f est une variable de type ’a file alors on modi˛e sa liste avant par une instruction de la forme : f.avant <- qqch.

Recopier la d«e˛nition du type ’a file et programmer les fonctions suivantes :

nouv_file: unit -> ’a file cr«ee une ˛le initialement vide ;
est_vide : ’a file -> bool dit si une ˛le est vide ;
longueur : ’a file -> int renvoie la longueur de la ˛le ;
ajoute : ’a file -> ’a -> unit ajoute un «el«ement en queue de la ˛le ;
retire : ’a file -> ’a retire le premier «el«ement de la ˛le

et le renvoie ;

premier : ’a file -> ’a renvoie le premier «el«ement de la ˛le sans le retirer.

Les fonctions premier et retire d«eclencheront des erreurs appropri«ees si la ˛le pass«ee en argument est vide.

2. La suite de Hamming Un entier de Hamming est un entier naturel non nul dont les seuls facteurs premiers «eventuels sont 2, 3, 5. Le probl„eme de Hamming consiste „a «enum«erer les n premiers entiers de Hamming par ordre croissant. Pour cela on remarque que le premier entier de Hamming est 1 et que tout autre entier de Hamming est le double, le triple ou le quintuple d’un entier de Hamming plus petit (ces cas n’«etant pas exclusifs). Il su‹t donc d’utiliser trois ˛les d’attente, h_2, h_3 et h_5 contenant initialement le seul nombre 1 puis d’appliquer l’algorithme :

d«eterminer le plus petit des trois nombres en tête des ˛les d’attente, soit x. Imprimer x, le retirer de chacune des ˛les le contenant et ins«erer en queue de h_2, h_3 et h_5 respectivement 2x, 3x et 5x.

a) Programmer cet algorithme et faire a‹cher les n premiers entiers de Hamming.

Observer l’«evolution des ˛les d’attente „a chaque «etape.

b) L’algorithme pr«ec«edent est tr„es dispendieux car il place la plupart des entiers de Hamming dans les trois ˛les alors qu’une seule su‹rait. En e¸et, si x est un entier de Hamming divisible „a la fois par 2, 3 et 5 alors x a «et«e plac«e dans h_2 au moment o„u l’on extrayait x/2, dans h_3 au moment o„u l’on extrayait x/3 et dans h_5 au moment o„u l’on extrait x/5. Modi˛er votre programme de sorte qu’un même entier de Hamming ne soit ins«er«e que dans une seule des ˛les d’attente.

c) Les entiers caml sont limit«es „a un milliard environ ce qui ne permet pas d’aller tr„es loin dans la suite de Hamming. Pour pouvoir traiter des grands nombres on convient de repr«esenter un entier de Hamming x par le triplet (a, b, c) tel que x = 2^a3^b5^c. Reprendre votre programme avec cette convention et calculer le millioni„eme entier de Hamming. Pour comparer deux entiers de Hamming x et y connus par leurs exposants il su‹t de comparer les r«eels ln x et ln y (ln est not«e log en caml). On admettra que la pr«ecision des calculs sur les ‚ottants est su‹sante pour ne pas induire de comparaison erron«ee.

d) D«eterminer exp«erimentalement la complexit«e m«emoire de l’algorithme de recherche du n-„eme nombre de Hamming. Cette complexit«e sera mesur«ee par la somme ℓ des longueurs des trois ˛les h_2, h_3 et h_5. Pour cela on rel„evera les valeurs de ℓ pour n = 1000, n = 2000, n = 4000 etc, et on conjecturera une relation simple entre ℓ et n.

Recherche de contradictions par la méthode des consensus

1. Présentation Soient p_1, . . ., p_n des variables bool«eennes. On appelle :

{ litt«eraux les propositions p_i et leurs compl«ementaires p_i ; { clause toute disjonction de litt«eraux, par exemple p_1 + p_2 + p_3 ; { syst„eme de clauses toute famille ˛nie de clauses.

La clause c est dite triviale s’il existe une variable p telle que p et p apparaissent dans c. Dans ce cas la valeur de v«erit«e de c est vraie quelles que soient les valeurs de v«erit«e des p_i. La clause Faux est la clause constitu«ee d’aucun litt«eral, sa valeur de v«erit«e est fausse quelles que soient les valeurs des variables p_i. Dans ce TP on ne consid«erera que des clauses non triviales. Ces clauses seront repr«esent«ees par un couple de deux listes : la liste des variables apparaissant positivement dans c (p_1 et p_2 dans l’exemple pr«ec«edent) et la liste des variables apparaissant n«egativement (p_3 dans l’exemple pr«ec«edent). Pour une clause non triviale ces listes sont donc disjointes, et elles sont toutes deux vides pour la clause Faux et pour elle seulement.

Un syst„eme de clauses est dit contradictoire si la conjonction de toutes les clauses du syst„eme est «egale „a la clause Faux. Par exemple le syst„eme :

{c + d, c + m, d + m, m}

est contradictoire comme on peut s’en rendre compte en d«eveloppant „a la main le produit :

(c + d)(c + m)(d + m)m = c c d m + c c m m + c m d m + c m m m

+ d c d m + d c m m + d m d m + d m m m.

Cette m«ethode de d«eveloppement complet n’est pas praticable lorsque n est grand : la longueur d’une clause non triviale peut atteindre n, et il y a 2^n clauses de longueur n ; le produit de toutes ces clauses comporte donc dans sa forme d«evelopp«ee n^{2n} termes. .. On peut aussi se rendre compte qu’un syst„eme est contradictoire en calculant la table de v«erit«e de la conjonction des clauses, mais pour n variables bool«eennes il y a quand même 2^n valeurs de v«erit«e „a calculer. L’objectif de ce TP est d’«etudier un autre algorithme de reconnaissance de contradictions, appel«e m«ethode des consensus, qui permet de d«eterminer si un syst„eme est contradictoire en g«en«eral plus e‹cacement qu’en calculant le produit de toutes les clauses du syst„eme ou en cherchant la table de v«erit«e de leur conjonction.

Si c et c^′ sont deux clauses, on dit que c implique c^′ si tout litt«eral apparaissant dans c appara^“t aussi dans c^′. Ceci correspond „a la notion usuelle d’implication : c =⇒ c^′ si et seulement si tout choix des variables rendant c vraie rend aussi c^′ vraie. Par convention la clause Faux implique toutes les autres. Dans un syst„eme S, une clause c ∈ S est dite minimale s’il n’existe pas de clause c^′ ∈ S \ {c} telle que c^′ =⇒ c.

Si c et c^′ sont deux clauses telles qu’il existe une variable p apparaissant positivement dans une clause et n«egativement dans l’autre, par exemple c = p+c_1 et c^′ = p + c^′_1 (c_1 et c^′_1 ne contenant ni p ni p), on appelle consensus des clauses c et c^′ la clause c^{′′} = c_1 + c^′_1. c^{′′} a la propri«et«e d’être vraie chaque fois que c et c^′ le sont, et c’est la plus petite clause pour l’ordre d’implication parmi les clauses ind«ependantes de p ayant cette propri«et«e (c’est-„a-dire si d est une clause ind«ependante de p, on a cc^′ =⇒ d si et seulement si c^{′′} =⇒ d). S’il existe une autre variable q apparaissant positivement dans l’une des clauses c, c^′ et n«egativement dans l’autre alors c_1 + c^′_1 contient q + q donc est la clause triviale. Ceci montre qu’il existe trois cas possibles pour deux clauses c et c^′ :

{ ou bien elle n’ont pas de consensus (aucune variable n’appara^“t positivement dans une clause et n«egativement dans l’autre) ; { ou bien elles ont un unique consensus ;

{ ou bien elles ont plusieurs consensus mais alors ils sont tous triviaux.

Soit S un syst„eme de clauses. On d«etermine si S est contradictoire de la mani„ere suivante :

1. simpli˛er S en retirant toutes les clauses non minimales ; 2. former tous les consensus non triviaux entre deux clauses de S et les ajouter „a S ;

3. recommencer les «etapes 1 et 2 tant que l’on obtient en sortie de 2 un syst„eme di¸«erent de celui en entr«ee de 1 ;

4. le syst„eme d’origine est contradictoire si et seulement si le syst„eme ˛nal est r«eduit „a {Faux }.

La terminaison de cet algorithme est imm«ediate (il n’y a qu’un nombre ˛ni de syst„emes de clauses pour un ensemble de variables donn«e), sa correction l’est moins, ce pourrait être un tr„es bon sujet de probl„eme.

Exemple : quand ils ont un devoir, les «el„eves apprennent leur cours. S’ils ont appris leur cours, ils n’ont pas de mauvaises notes. S’ils n’ont pas de devoir, ils n’ont pas non plus de mauvaise notes. Montrer que les «el„eves n’ont jamais de mauvaises notes.

On mod«elise ce probl„eme avec trois variables bool«eennes : d = � avoir un devoir � ; m = � avoir une mauvaise note � ; c = � apprendre son cours � ; et on dispose des hypoth„eses :

h_1 ≡ (d =⇒ c ≡ c + d), h_2 ≡ (c =⇒ m ≡ c + m), h_3 ≡ (d =⇒ m ≡ d + m).

Il s’agit de montrer que h_1 h_2 h_3 =⇒ m c’est-„a-dire que le syst„eme :

S = {c + d, c + m, d + m, m}

est contradictoire. En d«eroulant „a la main l’algorithme des consensus on obtient successivement :

1. S = {c + d, c + m, d + m, m} 2. S = {c + d, c + m, d + m, m, d + m, c + m, c, d} 1. S = {c + d, m, d + m, c + m, c, d} 2. S = {c + d, m, d + m, c + m, c, d, d, c, m} 1. S = { m, c, d, d, c, m} 2. S = { m, c, d, d, c, m, Faux} 1. S = {Faux} 2. S = {Faux}

Dans cet exemple on aurait aussi pu partir du syst„eme S^′ = {c + d, c + m, d + m} et le � simpli˛er � par l’algorithme des consensus, on obtient en sortie un syst„eme contenant m ce qui su‹t „a prouver h_1 h_2 h_3 =⇒ m.

2. Types de données et fonctions fournies Les variables bool«eennes seront repr«esent«ees par des cha^“nes de caract„eres, les clauses par des couples de listes de cha^“nes de caract„eres et les syst„emes de clauses par des listes de tels couples :

(* v. positives, v. négatives *)

type clause == (string list) * (string list);;
type systeme == clause list;;

(* affichage d’une clause s *)

let rec concat sep liste = match liste with
| [] -> ""
| [x] -> x
| x::suite -> x^sep^(concat sep suite);;

let string_of_clause(p,n) =
  (if n = [] then "" else (concat "." n)^" => ")^
  (if p = [] then "Faux" else concat "+" p);;

let print_clause(c) = format__print_string(string_of_clause c);;
install_printer "print_clause";;

(* construction de clauses *)

let prefix => a b = ([b], [a]) (* a => b *)
and prefix =>~ a b = ([], [a;b]) (* a => non b *)
and prefix ~=> a b = ([a;b],[]) (* non a => b *)
and prefix ~=>~ a b = ([a], [b]) (* non a => non b *)
;;

La fonction print_clause a‹che une clause c sous la forme c_1 =⇒ c_2 o„u c_1 est la conjonction des variables n«egatives de c et c_2 la disjonction des variables positives de c (de fait, (p + q + r + s) ≡ (p.q =⇒ r + s)). Le rôle de l’instruction install_printer "print_clause" est d’indiquer au syst„eme qu’il doit dor«enavant utiliser cette fonction „a chaque fois qu’il doit a‹cher une clause. Les fonctions =>, ~=>, =>~ et ~=>~ permettent de saisir des clauses sous une forme presque math«ematique, on «ecrira :

let s’ = ["d" => "c"; "c" =>~ "m"; "d" ~=>~ "m"];;

pour d«esigner le syst„eme S^′ = {h_1, h_2, h_3} pr«esent«e en exemple. En r«eponse, le syst„eme interactif a‹che :

s’ : (string list * string list) list = [d => c; c.m => Faux; m => d] conform«ement au code de print_clause. On pourra par ailleurs utiliser les fonctions „a caract„ere ensembliste faisant partie de la biblioth„eque standard de caml :

union, intersect, subtract, mem et except.

3. Programmation de l’étape 1 «Ecrire les fonctions suivantes :

implique : clause -> clause -> bool
present : clause -> systeme -> bool
ajoute : clause -> systeme -> systeme
simplifie : clause -> systeme -> systeme

{ implique c c^′ dit si c =⇒ c^′.

{ present c s dit s’il existe une clause c^′ dans s telle que c^′ =⇒ c. { ajoute c s retourne un syst„eme s^′ «equivalent au syst„eme s ∪ {c} en retirant de s ∪ {c} toutes les clauses c^′ ≠ c telles que c =⇒ c^′. De la sorte, si l’on part d’un syst„eme s ne contenant que des clauses minimales, le syst„eme s^′ retourn«e a aussi cette propri«et«e.

{ simplifie s retourne un syst„eme s^′ «equivalent „a s et ne contenant que des clauses minimales. Pour ce faire, on ajoutera une „a une les clauses de s „a un syst„eme initialement vide.

4. Programmation des étapes 2 et 3 «Ecrire les fonctions suivantes :

ajoute_cons : clause -> clause -> systeme -> systeme
ajoute_consensus : clause -> systeme -> systeme -> systeme
cloture : systeme -> systeme

{ ajoute_cons c c^′ s calcule le consensus «eventuel entre c et c^′ et, s’il est non trivial, l’ajoute au syst„eme s.

{ ajoute_consensus c s s^′ calcule tous les consensus non triviaux entre c et une des clauses de s et les ajoute au syst„eme s^′.

{ cloture s calcule la clôture par consensus du syst„eme s, c’est-„a-dire le syst„eme s^′ que l’on obtient en sortie de l’«etape 3. On utilisera la fonction subtract pour d«etecter si deux syst„emes sont «egaux ind«ependamment de l’ordre dans lequel sont rang«ees les clauses dans chaque syst„eme.

5. Applications a) V«eri˛er avec votre programme que les «el„eves ne peuvent jamais avoir de mauvaises notes (sous les hypoth„eses de l’exemple donn«e en introduction).

b) Les r„egles d’admission dans un club «ecossais sont les suivantes :

Tout membre non «ecossais porte des chaussettes rouges. Tout membre qui porte des chaussettes rouges porte un kilt. Les membres mari«es ne sortent pas le dimanche. Un membre sort le dimanche si et seulement s’il est «ecossais. Tout membre qui porte un kilt est «ecossais et mari«e. Tout membre «ecossais porte un kilt. (Lewis Carroll)

Montrer que les r„egles de ce club sont si contraignantes que personne ne peut en être membre.

6. Affichage des étapes d’une contradiction Le programme pr«ec«edent dit que le club «ecossais ne peut pas avoir de membres, mais on ne sait pas vraiment pourquoi : on sait seulement que la machine a trouv«e une contradiction entre toutes les r„egles. En fait il n’est pas di‹cile d’obtenir une d«emonstration en bonne et due forme de la contradiction trouv«ee, il su‹t chaque fois qu’on produit un nouveau consensus de m«emoriser „a partir de quelles clauses il a «et«e obtenu. Lorsqu’on aboutit „a la clause Faux , il ne reste plus qu’„a a‹cher ces «etapes dans le bon ordre. Modi˛er le type clause de la mani„ere suivante :

type clause == (string list) * (string list) * raison
and raison = H | D of clause * clause;;

Une clause est „a pr«esent constitu«ee de la liste de ses variables positives, de la liste de ses variables n«egatives, et d’un composante de type raison indiquant son origine : H pour une hypoth„ese, D(c1,c2) pour une clause d«eduite par consensus des clauses c_1 et c_2.

Modi˛er en cons«equence votre programme de recherche de contradiction et «ecrire une fonction d’a‹chage imprimant, lorsqu’une contradiction a «et«e trouv«ee, toutes les «etapes ayant produit cette contradiction. Dans le cas du club «ecossais on obtiendra par exemple :

let syst = cloture ["e" ~=> "r";
                    "r" => "k";
                    "m" =>~ "d";
                    "d" => "e"; "e" => "d";
                    "k" => "e"; "k" => "m";
                    "e" => "k"]
          in explique (hd syst);;

J’ai l’hypothèse : k => e J’ai l’hypothèse : r => k De r => k et k => e je déduis : r => e J’ai l’hypothèse : e+r De e+r et r => e je déduis : e J’ai l’hypothèse : e => d J’ai l’hypothèse : m.d => Faux De m.d => Faux et e => d je déduis : m.e => Faux J’ai l’hypothèse : e => k J’ai l’hypothèse : k => m De k => m et e => k je déduis : e => m De m.e => Faux et e => m je déduis : e => Faux De e et e => Faux je déduis : Faux

- : unit = ()

Modélisation d’un tableur

Un tableur est un programme permettant de g«erer un tableau constitu«e d’une matrice de valeurs et d’une matrice de formules. Voici un exemple de tableau :

      0 1 2
0 1 2 3
1 4 5 6
2 7 8 9

        valeurs

                                        0 1 2
                                 0 A_{22} A_{00}
                                 1 2A_{20} A_{20} + A_{22} A_{10} + A_{21}
                                 2 A_{02} A_{11} + A_{01}

                                                  formules

Chaque formule indique comment calculer l’«el«ement de la matrice des valeurs ayant même position, par exemple la cellule ligne 1, colonne 2 contient la formule A_{10} + A_{21} ce qui signi˛e que la valeur ligne 1, colonne 2 doit être «egale „a la somme des valeurs ligne 1, colonne 0 et ligne 2, colonne 1. Manifestement ce n’est pas le cas et le rôle du tableur est de remplacer les «el«ements de la matrice des valeurs qui sont associ«es „a une formule par l’«evaluation de la formule en question. A priori il su‹t d’«evaluer chaque formule et de modi˛er en cons«equence la matrice des valeurs, mais un probl„eme d«elicat se pose : dans quel ordre doit-on «evaluer les formules ?

Ce probl„eme est appel«e tri topologique : «etant donn«es un ensemble ˛ni d’objets et un ensemble ˛ni de relations de d«ependance entre ces objets, classer les objets de sorte qu’aucun ne d«epende d’un objet situ«e apr„es lui dans le classement. L’algorithme du tri topologique est le suivant :

1. Noter pour chaque objet o de combien d’objets il d«epend et quels sont les objets qui d«ependent de lui. Ces objets seront appel«es successeurs de o. Initialiser la liste r«esultat „a ∅.

2. Tant qu’il reste des objets ayant un compte de d«ependance nul :

s«electionner un objet ayant un compte de d«ependance nul, le placer dans la liste r«esultat et diminuer d’une unit«e les comptes de d«ependance de tous ses successeurs.

3. S’il reste des objets non class«es alors le probl„eme n’a pas de solution, sinon retourner la liste r«esultat.

La terminaison et la correction de cet algorithme sont «evidentes. L’objet de ce TP est d’impl«ementer l’algorithme du tri topologique dans le cas particulier d’un tableur. On utilisera les d«eclarations caml suivantes :

type lcell == (int*int) list;; (* liste de cellules *)
type formule = Rien | Somme of lcell;;
type tableau = {
          n : int; p : int; (* dimensions *)
          v : int vect vect; (* valeurs des cellules *)
          f : formule vect vect; (* formules *)

          dep: int vect vect; (* nombre de dépendances *)
          suc: lcell vect vect; (* successeurs *)
  mutable lt : lcell (* ordre de calcul *)
};;

Si t est une variable de type tableau et i, j sont deux entiers on aura :

{ t.n est le nombre de lignes du tableau ; { t.p est le nombre de colonnes du tableau ; { t.v.(i).(j) est la valeur ligne i, colonne j ; { t.f.(i).(j) est la formule ligne i, colonne j ;

{ t.dep.(i).(j) est le compte de d«ependance de la cellule ligne i, colonne j ; { t.suc.(i).(j) est la liste des successeurs de la cellule ligne i, colonne j ; { t.lt est la liste des cellules tri«ee par ordre topologique ; { si t.f.(i).(j) = Rien alors la valeur t.v.(i).(j) n’est soumise „a aucune contrainte ;

{ si t.f.(i).(j) = Somme[c_0; . ..; c_{k−1}] alors la valeur t.v.(i).(j) doit être «egale „a la somme des valeurs des cellules c_0, . .., c_{k−1}.

Ici on s’est limit«e aux formules de type addition de cellules, d’autres types de formules pourraient être naturellement impl«ement«ees. Le tableau donn«e en exemple est d«e˛ni par :

let t = {
  n = 3; p = 3;
  v = [| [| 1; 2; 3 |];
         [| 4; 5; 6 |];
         [| 7; 8; 9 |] |];
  f = [| [|Rien; Somme[2,2]; Somme[0,0] |];
         [|Somme[2,0; 2,0]; Somme[2,0; 2,2]; Somme[1,0; 2,1]|];
         [|Somme[0,2]; Somme[1,1; 0,1]; Rien |] |];
  dep = make_matrix 3 3 0;
  suc = make_matrix 3 3 [];
  lt = []
};;

1. Tri topologique Programmer l’algorithme du tri topologique. Voici „a titre indicatif une d«ecomposition possible des op«erations „a e¸ectuer :

dépendances : tableau -> unit

calcule les matrices dep et suc d’un tableau „a partir de sa matrice f.

place : tableau -> (int*int) -> unit

place une cellule dans la liste lt et d«ecr«emente le compte de d«ependance de chaque successeur de la cellule plac«ee.

décompte : tableau -> lcell -> unit

d«ecr«emente les comptes de d«ependance des cellules transmises en deuxi„eme argument et appelle place pour chaque cellule dont le compte de d«ependance devient nul.

tri_topo : tableau -> unit

e¸ectue le tri topologique du tableau transmis.

place et décompte sont deux fonctions mutuellement r«ecursives, elles devront être d«eclar«ees de fa‰con conjointe par :

let rec place t (i,j) = ... and décompte t liste = ...;;

2. Calcul du tableau Maintenant que le tableau est � tri«e topologiquement � il reste „a «evaluer les formules dans l’ordre et „a modi˛er en cons«equence la matrice v du tableau. Programmer cela. On doit trouver pour le tableau servant d’exemple les valeurs suivantes :

      0 1 2

0 1 9 1
1 2 10 21
2 1 19 9

3. Complément Lorsque l’on modi˛e la valeur d’une cellule qui n’est pas soumise „a contraintes, il faut r«e«evaluer toutes les formules qui font intervenir cette cellule, directement ou indirectement. Une solution na-“ve consiste „a recalculer tout le tableau, mais on peut faire mieux en notant pour chaque cellule non contrainte la liste des cellules „a recalculer, tri«ee par ordre topologique.

Analyse syntaxique

1. Présentation L’objectif de ce TP est d’e¸ectuer l’analyse syntaxique d’un programme puis de l’ex«ecuter „a l’aide d’un interpr«eteur „a partir de l’expression arborescente fournie par l’analyseur. Le langage de programmation que devra reconna^“tre l’analyseur est le suivant :

{ Les valeurs d«e˛nies dans le langage sont les nombres entiers et les fonctions „a un argument.

{ Les op«erations d«e˛nies dans le langage sont les op«erations arithm«etiques usuelles entre nombres entiers : +, −, ∗, / et % (modulo) ainsi que l’application de fonction : si e_1 et e_2 sont deux expressions alors

e_1 e_2 d«esigne l’application de la fonction e_1 „a la valeur e_2. Une telle application n’est valide que si e_1 d«esigne e¸ectivement une fonction et e_2 une valeur appartenant au domaine de e_1, mais cette restriction ne sera pas prise en compte dans le cadre de l’analyse syntaxique ; c’est l’interpr«eteur devant «evaluer une expression qui signalera une erreur „a l’ex«ecution en pr«esence d’une application invalide. De même, les op«erations arithm«etiques impossibles telle que l’addition d’une fonction et d’un nombre entier ne seront signal«ees qu’„a l’ex«ecution.

{ Les priorit«es entre op«erations binaires sont les priorit«es alg«ebriques habituelles : l’application de fonction est prioritaire devant la multiplication et la division qui sont prioritaires devant l’addition et la soustraction, elles-mêmes prioritaires devant le modulo. Les op«erations de même priorit«e sont «evalu«ees de gauche „a droite et des parenth„eses peuvent modi˛er l’ordre d’«evaluation d’une expression.

{ Les constructions syntaxiques du langage sont la liaison locale d’une expression „a un identi˛cateur ( let x = e_1 in e_2), la d«e˛nition de fonction ( fun x -> e_1) et l’alternative ( if e_1 then e_2 else e_3) o„u e_1, e_2, e_3 sont des expressions et x un identi˛cateur. Dans le cas de l’alternative, l’interpr«eteur devra «evaluer e_1, v«eri˛er qu’il s’agit d’un nombre entier, puis «evaluer e_2 si e_1 = 0 ou e_3 si e_1 ≠ 0. L’expression non s«electionn«ee ne doit pas être «evalu«ee. Les d«e˛nitions introduites par let seront syst«ematiquement consid«er«ees comme r«ecursives.

Ce langage, bien que r«eduit, est su‹sant pour coder des calculs int«eressants. Par exemple :

let f = fun x -> if x*(x-1) then 1 else f(x-1) + f(x-2) in f 5

2. Analyse lexicale La premi„ere «etape de l’analyse d’une phrase est le d«ecoupage de cette phrase en lex„emes. On d«e˛nit le type suivant pour les «el«ements lexicaux du langage :

type lexème =
| Nombre of int (* constante *)
| Ident of string (* identificateur *)
| Opr of int * char (* opr. infixe *)
| Let | In | Fun | If | Then | Else (* mots-clés *)
| Egal | Flèche (* = et -> *)
| ParO | ParF (* parenthèses *)
;;

«Ecrire une fonction lexèmes : string -> lexème list qui d«ecompose une cha^“ne de caract„eres en liste de lex„emes. Un identi˛cateur est une suite de caract„eres alphab«etiques la plus longue possible. Les mots let, in, fun, if, then et else sont des mots-cl«es et non des identi˛cateurs, ils seront cod«es par les lex„emes correspondants. Un op«erateur in˛xe est constitu«e d’un unique caract„ere, + - * / %, auquel on attache un niveau de priorit«e : 1 pour le modulo, 2 pour l’addition et la soustraction, 3 pour la multiplication et la division. Les parenth„eses et le symbole d’«egalit«e sont cod«es par le caract„ere correspondant, la ‚„eche de d«e˛nition de fonction est cod«ee par les caract„eres ->. La cha^“ne transmise en argument „a lexèmes peut aussi contenir des blancs (espace, tabulation, retour „a la ligne cod«es respectivement ‘ ‘, ‘\t‘ et ‘\n‘ en caml) qui seront consid«er«es comme des s«eparateurs. Si un caract„ere de la cha^“ne n’est pas reconnu alors la fonction lexèmes devra d«eclencher une erreur. Exemple :

lexèmes "let f = fun x -> if x*(x-1)
         then 1 else f(x-1) + f(x-2) in f 5";;
- : lexème list =
[Let; Ident "f"; Egal; Fun; Ident "x"; Flèche; If; Ident "x";
  Opr (3, ‘*‘); ParO; Ident "x"; Opr (2, ‘-‘); Nombre 1; ParF;
  ...

3. Analyse syntaxique L’analyseur syntaxique a pour rôle de transformer une liste de lex„emes telle que celle retourn«ee par la fonction lexèmes pr«ec«edente en une expression cod«ee sous forme arborescente selon la d«e˛nition du type expression suivante :

type expression =
| Const of int (* nombre *)
| Var of string (* identificateur *)
| Fct of string * expression (* fonction *)
| Bin of expression * char * expression (* opérateur binaire *)
| Appl of expression * expression (* appl. de fonction *)
| Test of expression * expression * expression (* sélection *)
| Letin of string * expression * expression (* définition locale *)
;;

La transformation s’e¸ectue par r«e«ecritures de la liste „a analyser selon les r„egles :

1. Nombre(n) −→ Const(n) et Ident(x) −→ Var(x) 2. ( expression ) −→ expression 3. exp_1 Opr(p, op) exp_2 −→ Bin(exp_1, op, exp_2) 4. exp_1 exp_2 −→ Appl(exp_1, exp_2) 5. Fun Ident(x) Flèche expression −→ Fct(x, expression) 6. Let Ident(x) Egal exp_1 In exp_2 −→ Letin(x, exp_1, exp_2) 7. If exp_1 Then exp_2 Else exp_3 −→ Test(exp_1, exp_2, exp_3)

En principe il su‹t d’appliquer ces r„egles tant que possible jusqu’„a r«eduire la liste „a une unique expression. Mais on doit aussi tenir compte des priorit«es des op«erateurs binaires lors de l’application des r„egles 3 et 4 et pr«eciser de quelle mani„ere on rep„ere la ˛n de la derni„ere expression pour chacune des r„egles 5,6 et 7. On adoptera la convention de caml : une expression derri„ere Flèche, In ou Else s’«etant aussi loin que possible, c’est-„a-dire jusqu’au premier des «ev„enements suivants :

{ la ˛n de la phrase ;

{ la rencontre d’une parenth„ese fermante non associ«ee „a une ouvrante ;

{ la rencontre d’un In non associ«e „a un Let ; { la rencontre d’un Then ou d’un Else non associ«e „a un If.

Ainsi, if a then b else c + d doit être transform«e en : Test(a, b, Bin(c, ‘ + ‘, d)).

Algorithme d’analyse syntaxique : parcourir la liste „a analyser et empiler les lex„emes sur une pile contenant les parties de la phrase d«ej„a traduites en expressions et les lex„emes d«elimitant un groupe non encore complet. Les nombres et identi˛cateurs seront traduits en constantes ou variables lors de l’empilement. E¸ectuer sur la pile, au moment de l’empilement, les r«eductions qui peuvent l’être compte-tenu des r„egles de priorit«e, les lex„emes ParF, In, Then et Else «etant consid«er«es comme des op«erateurs de priorit«e 0 pour l’application de la r„egle 3.

Programmation : la pile de r«eduction sera impl«ement«ee par une liste dont la tête est le sommet de pile. Comme elle doit contenir „a la fois des lex„emes et des expressions, on d«e˛nira un type mixte pour les «el«ements de la pile :

type lexème_ou_expression = L of lexème | E of expression;;
type pile == lexème_ou_expression list;;

«Ecrire une fonction empile : lexème_ou_expression -> pile -> pile qui empile un lex„eme ou une expression sur la pile pass«ee en argument, proc„ede r«ecursivement aux r«eductions «eventuelles et retourne la nouvelle pile. La fonction expression cidessous utilise empile pour calculer l’expression associ«ee „a une liste de lex„emes :

let expression liste =
   let pile = ref [L ParO] in
   do_list (fun x -> pile := empile (L x) !pile) liste;
   pile := empile (L ParF) !pile;
   match !pile with
   | [E e] -> e
   | _ -> failwith "erreur de syntaxe"
;;

On empile une parenth„ese ouvrante, tous les lex„emes de la phrase „a analyser puis une parenth„ese fermante, ce qui a pour e¸et de r«eduire la pile „a une seule expression si la liste „a analyser est correcte. C’est cette expression qui est retourn«ee. Exemple :

expression (lexèmes "let f = fun x -> if x*(x-1)
                     then 1 else f(x-1) + f(x-2) in f 5");;
- : expression =
 Letin
  ("f",
   Fct
    ("x",
     Test
      (Bin (Var "x", ‘*‘, Bin (Var "x", ‘-‘, Const 1)), Const 1,

    Bin
     (Appl (Var "f", Bin (Var "x", ‘-‘, Const 1)), ‘+‘,
      Appl (Var "f", Bin (Var "x", ‘-‘, Const 2))))),
Appl (Var "f", Const 5))

4. Évaluation Pour «evaluer une expression comportant des variables on a besoin de conna^“tre les valeurs de ces variables. On utilisera ici une liste d’association form«ee de couples (nom,valeur ) avec la convention qu’une variable x a pour valeur la valeur indiqu«ee par le premier couple (x,qqch) ˛gurant dans la liste. S’il n’y a pas de couple commen‰cant par x alors le programme d’«evaluation provoquera une erreur. Une telle liste est appel«ee liste d’environnement. On d«e˛nit le type des valeurs possibles pour une expression :

type valeur =
  | Int of int
  | Cloture of environnement * expression
and environnement == (string * valeur) list
;;

Une valeur est soit un nombre entier x cod«e Int(x), soit une fonction f cod«ee

Cloture(env,expr ) o„u expr est l’expression donn«ee pour la d«e˛nition de f dans
fun x -> expr et env est la liste d’environnement qui «etait en vigueur lors de la

d«e˛nition de f. Il faut m«emoriser cet environnement car la liste d’environnement en vigueur lors de l’«evaluation d’une application f(x) n’est pas n«ecessairement la même, et c’est celle „a la d«e˛nition qui doit pr«evaloir dans une expression telle que :

let a = 1 in let f = fun x -> x + a in let a = 2 in f 3

«Ecrire une fonction valeur : environnement -> expression -> valeur qui calcule la valeur de l’expression fournie en deuxi„eme param„etre „a l’aide de la liste d’environnement fournie en premier param„etre. On aura par exemple :

valeur [] (expression (lexèmes
 "let f = fun x -> if x*(x-1) then 1 else f(x-1) + f(x-2) in f 5"));;
- : valeur = Int 8

Solutions des exercices

Exercice 1-1

let classe_3(a,b,c) =
  let (a’,b’) = if a <= b then (a,b) else (b,a) in
       if c <= a’ then (c,a’,b’)
  else if c <= b’ then (a’,c,b’)
  else (a’,b’,c)
;;

Il est e¸ectu«e deux ou trois comparaisons pour classer la liste (a, b, c) ce qui est minimal car un algorithme e¸ectuant au plus deux comparaisons ne peut retourner que quatre permutations de (a, b, c) parmi les six possibles. Exercice 1-2

(* dit si n est parfait, n >= 2 *)

let parfait(n) =
  let s = ref 0 in (* somme des diviseurs déjà vus *)
  for d = 1 to n-1 do
    if n mod d = 0 then s := !s + d;
  done;
  n = !s (* résultat = true ou false *)
;;

Exercice 1-3 L’algorithme de H-orner consiste „a calculer par indices d«ecroissants les nombres : y_k = p_k + p_{k+1}x + .. . + p_{n−1}x^{n−k−1} selon la relation de r«ecurrence :

y_n = 0, y_k = p_k + xy_{k+1} si 0 � k < n.

Ici on veut calculer le polynôme Q(X) = P(X + a) donc il su‹t de calculer les polynômes successifs d«e˛nis par :

Q_n(X) = 0, Q_k(X) = p_k + (X + a)Q_{k+1}(X) si 0 � k < n, et l’on a Q = Q_0.

(* calcule le polynôme q tel que q(x) = p(x+a) *)

let translate p a =
  let n = vect_length(p) in
  let q = make_vect n 0 in

  for k = n-1 downto 0 do

(* ici on a : q(x) = p_{k+1} + p_{k+2}(x + a) + ... + p_{n−1}(x + a)^{n−k−2} *)

    for i = n-k-1 downto 1 do q.(i) <- a * q.(i) + q.(i-1) done;
    q.(0) <- a * q.(0) + p.(k)
  done;

  q (* résultat *)
;;

Exercice 1-4 191

Exercice 1-4

1. D«ecodage d’une cha^“ne de caract„eres : l’«ecriture d«ecimale d’un entier naturel n est par d«e˛nition la suite (n_0, n_1, .. ., n_{p−1}) d’entiers compris entre 0 et 9 telle que :

n = n_0 + 10n_1 + .. . + 10^{p−1}n_{p−1},

cette «ecriture «etant unique „a prolongation par des z«eros pr„es. Le calcul de n „a partir de la suite (n_0, n_1, . .., n_{p−1}) se ram„ene donc „a l’«evaluation en x = 10 du polynôme :

P(x) = n_0 + n_1x + . . . + n_{p−1}x^{p−1}

que l’on peut r«ealiser par exemple avec l’algorithme de H-orner.

let valeur(s) =
  let p = string_length(s) in
  let v = ref(0) in
  for i = 0 to p-1 do v := !v*10 + valeur_chiffre(s.[i]) done;
  !v
;;

2. Comparaison de deux entiers : apr„es «elimination des z«eros non signi˛catifs la cha^“ne la plus longue repr«esente le nombre le plus grand lorsque les longueurs des cha^“nes di¸„erent. Si s et s^′ ont même longueur alors la comparaison des entiers repr«esent«es par s et s^′ co-“ncide avec la comparaison lexicographique de s et s^′ : le premier caract„ere di¸«erant entre s et s^′ d«ecide du sens de la comparaison.

(* compare les nombres a et b représentés par s et s’ *) (* retourne 1 si a > b, -1 si a < b et 0 si a = b *)

let compare s s’ =
  let n = string_length(s) and n’ = string_length(s’) in

(* saute les zéros non significatifs *)

let d = ref(0) and d’ = ref(0) in
while (!d < n) & (s.[!d] = ‘0‘) do d := !d + 1 done;
while (!d’ < n’) & (s’.[!d’] = ‘0‘) do d’ := !d’ + 1 done;

(* si les longueurs résiduelles sont différentes *) (* alors la comparaison est terminée *)

if n - !d > n’ - !d’ then 1
else if n - !d < n’ - !d’ then -1
else begin

(* comparaison lexicographique *)

let i = ref(0) in
while (!i < n - !d) & (s.[!d + !i] = s’.[!d’ + !i])
do i := !i + 1 done;

    if !i = n - !d then 0
    else if s.[!d + !i] > s’.[!d’ + !i] then 1 else -1

  end
;;

Exercice 1-5

1. La d«ecroissance de (x_n) et sa convergence vers √ a s’«etablissent de fa‰con classique par «etude de la fonction associ«ee f : x −→^1_2 (x + a/x). L’algorithme de Heron n’est pas r«eellement un algorithme car il implique de calculer une in˛nit«e de termes pour obtenir la limite. Par contre on peut en d«eduire un v«eritable algorithme de calcul approch«e de √ a „a ε pr„es en testant la condition : (x_n − ε)^2 < a

et en arrêtant les calculs d„es qu’elle est r«ealis«ee.

2. Si l’algorithme boucle alors il engendre une suite in˛nie (x_k) enti„ere, strictement d«ecroissante et positive, c’est absurde. Il existe donc un rang n > 0 tel que x_{n+1} � x_n. Par ailleurs (x_{n−1} + a/x_{n−1})/2 � √ a donc x_n � ⌊ √ a⌋ et si x_n > ⌊ √ a⌋ alors x_n � ⌊ √ a⌋ + 1 > √ a donc x_{n+1} � f(x_n) < x_n ce qui est contradictoire avec la d«e˛nition de n. Ainsi x_n = ⌊ √ a⌋. Exercice 1-6 Notons T (n, p) le nombre cherch«e. On a :

T (n, 0) = T (n, n) = 1, T (n, p) = 1 + T (n − 1, p) + T (n − 1, p − 1) si 0 < p < n.

Si l’on pose T^′(n, p) = T (n, p) + 1 alors on obtient :

T^′(n, 0) = T^′(n, n) = 2, T^′(n, p) = T^′(n − 1, p) + T^′(n − 1, p − 1) si 0 < p < n.

Il en r«esulte par r«ecurrence que T^′(n, p) = 2C^p_n et donc T (n, p) = 2C^p_n − 1. Ainsi la fonction binome fait environ deux fois plus de calculs que le r«esultat qu’elle fournit !

Exercice 1-7 Si l’on utilise la relation de r«ecurrence de Pascal alors il faut m«emoriser les valeurs d«ej„a calcul«ees ce qui peut être fait en utilisant un vecteur. L’exercice 1-3 adapt«e au calcul de (X + 1)^n fournit une solution relativement e‹cace si l’on veut tous les coe‹cients C^p_n pour un n donn«e. Une solution pour calculer un seul coe‹cient C^p_n est d’utiliser une autre formule de r«ecurrence, par exemple :

C^p_n = n! p! (n − p)! = n p C^{p−1}_{n−1}

Exercice 1-8 193

ce qui donne le programme :

(* calcule C(n,p) pour 0 <= p <= n *)

let rec binome(n,p) = match p with
| 0 -> 1
| _ -> (n * binome(n-1,p-1))/p
;;

Ce programme pr«esente toutefois un risque de d«ebordement de capacit«e lorsque nC^{p−1}_{n−1} est sup«erieur au plus grand entier repr«esentable en machine, ce qui peut se produire même si C^p_n est inf«erieur „a ce plus grand entier. Noter par ailleurs que la formule n * (binome(n-1,p-1)/p) est incorrecte car il est possible que C^{p−1}_{n−1} ne soit pas divisible par p (par exemple si n est pair et p = 2). Le manuel de r«ef«erence de caml pr«ecise que l’expression ambigu-e : n * binome(n-1,p-1)/p est interpr«et«ee comme (n * binome(n-1,p-1))/p.

Exercice 1-8 Soit N(n, p) le nombre cherch«e. Compte tenu des sens uniques, on a :

N(0, p) = N(n, 0) = 1 ;

N(n, p) = N(n − 1, p) + N(n − 1, p − 1) + N(n, p − 1).

Ces relations ne sont pas directement exploitables car elle conduiraient „a refaire de nombreuses fois les mêmes calculs (on montre que le nombre d’appels „a une fonction r«ecursive impl«ementant na-“vement ces relations est «egal „a^3_2 N(n, p)−^1_2 comme „a l’exercice 1-6). Pour «eviter la r«ep«etition des calculs, on peut utiliser une matrice (n + 1) × (p + 1) pour conserver les valeurs d«ej„a calcul«ees, ou mieux, travailler sur une colonne que l’on � d«eplace � de i = 0 „a i = n :

(* Calcule le nombre de chemins de A(0,0) à B(n,p) *)

let Nchemins(n,p) =
  let colonne = make_vect (p+1) 1 (* sauvegarde de N(i-1,0..p) *)
  and v = ref 1 (* sauvegarde de N(i-1,j-1) *)
  in

  for i = 1 to n do
    v := 1;
    for j = 1 to p do

(* ici on a colonne.(0..j-1) = N(i,0..j-1), colonne.(j..p) = N(i-1,j..p), !v = N(i-1,j-1). *)

      let w = colonne.(j) in
      colonne.(j) <- colonne.(j) + !v + colonne.(j-1);
      v := w
    done
  done;

  colonne.(p) (* résultat *)
;;

Exercice 1-9 Soit n = 2^p et P_n et P^′_n les temps d’ex«ecution cherch«es. On a P_{n+1} = P_n + Kna^2 puisque x^n est cod«e sur na chi¸res, d’o„u :

P_n = Ka^2(1 + 2 + . . . + (n − 1)) = K n(n − 1) 2 a^2 ≈

Kn^2a^2 2 . Par ailleurs P^′_{2k} = P^′_k + K(ka)^2, donc :

P^′_n = Ka^2(1 + 2^2 + 4^2 + . . . + (2^{p−1})^2) = K n^2 − 1 3 a^2 ≈

Kn^2a^2 3 . Ainsi, avec cette hypoth„ese sur la dur«ee d’une multiplication, puiss_2 a un temps d’ex«ecution de l’ordre de^2_3 du temps d’ex«ecution de puiss_1.

Remarque : la conclusion demeure pour n quelconque car on a les relations :

P^′_{2n} = P^′_n + Ka^2n^2, P^′_{2n+1} = P^′_n + Ka^2(n^2 + 2n),

et l’on obtient par r«ecurrence :

∀ n ∈ N^∗,

Ka^2(n − 1)^2 3 � P^′_n �

Ka^2(n + 1)^2 3 .

Exercice 1-10 Notons n = n_02^0 + n_12^1 + .. . + n_{k−1}2^{k−1} l’«ecriture binaire de n. On calcule de proche en proche les quantit«es :

y_i = x^{n020+n121+}.. .^{+ni−1 2i−1} et z_i = x^{2i}

par les relations :

y_0 = 1, z_0 = x, z_{i+1} = z^2_i , y_{i+1} = y_iz^{ni}_i .

let puiss_3(x,n) =
  let y = ref 1
  and z = ref x
  and p = ref n in
  while !p > 0 do
    if !p mod 2 = 1 then y := !y * !z;
    z := !z * !z;
    p := !p / 2
  done;
  !y
;;

Exercice 1-12 195

Exercice 1-11 Le programme puiss_2 de l’exercice 1-9 requiert 6 multiplications. En remarquant que 15 = 3 ∗ 5, on calcule en 2 multiplications x^3 = y puis en 3 multiplications suppl«ementaires y^5 = x^{15}, soit en tout 5 multiplications. Est-ce le minimum ? Il su‹t de chercher toutes les puissances de x que l’on peut obtenir en moins de 4 multiplications ce qui peut être fait „a la main. On trouve les exposants 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12 et 16. Donc le nombre minimal demand«e est bien 5.

Exercice 1-12

1. let rec fibonacci(n) =
      if n < 2 then 1 else fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2);;

Le nombre d’appels „a fibonacci pour calculer F_n est «egal „a 2F_n − 1 (d«emonstration similaire „a celle de l’exercice 1-6).

2. (* fibo(n) calcule le couple (Fn-1, Fn) *)

let rec fibo(n) = match n with
| 0 -> (0,1)
| 1 -> (1,1)
| _ -> let (u,v) = fibo(n-1) in (v,u+v)
;;

let fibonacci(n) = let (u,v) = fibo(n) in v;;

Il y a r«ecursion simple, donc le nombre d’appels „a fibo pour calculer F_n est «egal „a n pour n � 1.

3. Par r«ecurrence sur p.

4. Avec p = n, p = n − 1, p = n + 1 on obtient les relations :

F_{2n} = F^2_n + F^2_{n−1}, F_{2n−1} = F_{n−1}(2F_n − F_{n−1}), F_{2n+1} = F_n(F_n + 2F_{n−1}). Notons T (n) = (F_{n−1}, F_n). On a donc :

T_{2n} = (F_{n−1}(2F_n−F_{n−1}), F^2_n+F^2_{n−1}), T_{2n+1} = (F^2_n +F^2_{n−1}, F_n(F_n +2F_{n−1})), c’est-„a-dire que T_{2n} et T_{2n+1} se calculent facilement en fonction de T_n. On en d«eduit le programme suivant :

(* fibo(n) calcule le couple (Fn-1, Fn) *)

let rec fibo(n) = match n with
| 0 -> (0,1)
| 1 -> (1,1)
| _ -> let (u,v) = fibo(n/2) in
       if n mod 2 = 0 then (u*(2*v - u), u*u + v*v)
                      else (u*u + v*v, v*(v + 2*u))
;;

Soit T_n le nombre d’appels „a fibo pour calculer F_n. On a T_n = 1 + T_{⌊n/2⌋} et T_1 = 1, d’o„u T_n = 1 + ⌊log_2 n⌋.

Exercice 1-13

1. Si x est pair strictement sup«erieur „a 1 alors on a f(x) = 2f(x/2) et x/2 < x.

Si x est impair strictement sup«erieur „a 1 alors on a f(x) = 1 + 2f((x + 1)/2) et (x + 1)/2 < x. Donc dans les deux cas r«ecursifs on rappelle f en une ou deux «etapes avec un argument strictement inf«erieur „a x ; ceci prouve la terminaison du calcul de f(x) par r«ecurrence sur x.

2. Soit g(x) = f(x) + x. En rempla‰cant f(x) par g(x) − x dans la d«e˛nition de f et en simpli˛ant on obtient un programme calculant g :

let rec g(x) =
   if x <= 1 then 1+x
   else if x mod 2 = 0 then 2*g(x/2)
   else g(x+1)
;;

et il est imm«ediat de constater que g(x) est toujours une puissance de 2.

3. Par r«ecurrence sur x on montre pour x > 0 que g(x) est la premi„ere puissance de 2 sup«erieure ou «egale „a 2x et f(x) = g(x) − x est le compl«ement „a additionner „a x pour obtenir cette puissance de 2.

Exercice 1-14

1. (* calcule le ppcm des éléments du vecteur a *) (* on suppose que a contient au moins un élément. *)

let ppcm_i a =
  let p = ref a.(0) in
  for i = 1 to vect_length(a) - 1 do p := ppcm2(!p,a.(i)) done;
  !p
;;

2. (* calcule le ppcm des éléments a.(i)..a.(j) *)

(* on suppose i <= j. *)

let rec ppcm_rec a i j =
  if j = i then a.(i)
  else if j = i+1 then ppcm2(a.(i),a.(j))
  else let k = (i+j)/2 in ppcm2(ppcm_rec a i k,
                               ppcm_rec a (k+1) j)
;;

let ppcm_dr(a) = ppcm_rec a 0 (vect_length(a)-1);;

Performances : ppcm_i e¸ectue n−1 appels „a ppcm2 pour un vecteur de longueur n. Pour ppcm_dr, si T (n) est le nombre d’appels „a ppcm2 e¸ectu«es, alors on a :

T (1) = 0, T (n) = T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉) + 1 si n � 2.

On constate imm«ediatement par r«ecurrence que T (n) = n − 1 donc les algorithmes sont de performances identiques si l’on ne compte que l’op«eration ppcm2. ppcm_dr

Exercice 1-15 197

est probablement plus lente que ppcm_i compte tenu des op«erations non compt«ees (division de a en 2, gestion des appels r«ecursifs) et certainement plus compliqu«ee „a «ecrire et „a lire . ..

Exercice 1-15 Soient A(x) = a_0 +a_1x+a_2x^2 et B(x) = b_0 +b_1x+b_2x^2 : il s’agit de d«eterminer les cinq coe‹cients du polynôme C(x) = A(x)B(x), ce qui peut se faire en calculant les valeurs de C en cinq points et en calculant le polynôme de Lagrange associ«e. Par exemple, en prenant les points 0, 1, −1, 2 et −2 on obtient :

C(x) = c_0 + c_1x + c_2x^2 + c_3x^3 + c_4x^4 = C(0) 4 (x^4 − 5x^2 + 4) − C(1) 6 (x^4 + x^3 − 4x^2 − 4x) − C(−1) 6 (x^4 − x^3 − 4x^2 + 4x) + C(2) 24 (x^4 + 2x^3 − x^2 − 2x) + C(−2) 24 (x^4 − 2x^3 − x^2 + 2x),

d’o„u :

c_0 = C(0)

c_1 = 2 3 (C(1) − C(−1)) + 1 12 (C(−2) − C(2))

c_2 = − 5 4 C(0) + 2 3 (C(1) + C(−1)) − 1 24 (C(2) + C(−2))

c_3 = 1 6 (C(−1) − C(1)) + 1 12 (C(2) − C(−2))

c_4 = 1 4 C(0) − 1 6 (C(1) + C(−1)) + 1 24 (C(2) + C(−2)),

avec :

C(0) = a_0b_0 C(1) = (a_0 + a_1 + a_2)(b_0 + b_1 + b_2) C(−1) = (a_0 − a_1 + a_2)(b_0 − b_1 + b_2) C(2) = (a_0 + 2a_1 + 4a_2)(b_0 + 2b_1 + 4b_2) C(−2) = (a_0 − 2a_1 + 4a_2)(b_0 − 2b_1 + 4b_2).

On en d«eduit un algorithme calculant le produit de deux polynômes de longueurs inf«erieures ou «egales „a 3n en cinq multiplications de polynômes de longueurs inf«erieures ou «egales „a n :

Soient A et B les polynômes „a multiplier. Les d«ecomposer sous la forme :

A = A_0 + x^nA_1 + x^{2n}A_2, B = B_0 + x^nB_1 + x^{2n}B_2

avec deg(A_i) < n, deg(B_i) < n. Calculer les produits :

P_0 = A_0B_0 P_1 = (A_0 + A_1 + A_2)(B_0 + B_1 + B_2) P_2 = (A_0 − A_1 + A_2)(B_0 − B_1 + B_2) P_3 = (A_0 + 2A_1 + 4A_2)(B_0 + 2B_1 + 4B_2) P_4 = (A_0 − 2A_1 + 4A_2)(B_0 − 2B_1 + 4B_2).

Alors AB = C_0 + x^nC_1 + x^{2n}C_2 + x^{3n}C_3 + x^{4n}C_4 avec :

C_0 = P_0 C_1 = 1 12 (8(P_1 − P_2) + (P_4 − P_3))

C_2 = 1 24 (−30P_0 + 16(P_1 + P_2) − (P_3 + P_4))

C_3 = 1 12 (2(P_2 − P_1) + (P_3 − P_4))

C_4 = 1 24 (6P_0 − 4(P_1 + P_2) + (P_3 + P_4)).

Si les polynômes A et B sont „a coe‹cients entiers alors on v«eri˛e ais«ement que les divisions par 12 ou 24 dans les expressions de C_1, C_2, C_3 et C_4 sont des divisions exactes, donc le calcul de AB peut être conduit sans fractions. En utilisant cet algorithme de multiplication r«ecursivement pour calculer P_0, . .., P_5, on obtient un algorithme de multiplication de polynômes e¸ectuant 5^{⌈log3 (n)⌉} multiplications de coe‹cients pour calculer le produit de polynômes de longueurs inf«erieures ou «egales „a n. La m«ethode de Knuth calcule le même produit en 3^{⌈log2(n)⌉} multiplications de coe‹cients, et on a :

5^{⌈log3(n)⌉} � 5^{1+log3(n)} = 5n^{log3(5)}, 3^{⌈log2(n)⌉} � 3^{log2(n)} = n^{log2 (3)},

avec log_3(5) ≈ 1.47 < log_2(3) ≈ 1.58, donc cette m«ethode de multiplication r«ecursive est asymptotiquement meilleure que celle de Knuth. Toutefois, les calculs „a e¸ectuer sont plus complexes et elle ne bat exp«erimentalement la m«ethode de Knuth que pour de grandes valeurs de n, ce qui la rend de peu d’utilit«e pratique La multiplication par transformation de Fourier rapide (voir le probl„eme

� Interpolation de Lagrange et multiplication rapide �) bat ces deux algorithmes

de multiplication d„es n d«epasse quelques milliers).

Exercice 2-2 199

Exercice 2-1 Version vecteur :

(* renvoie le plus grand élément de v *)

let maximum v =
    if vect_length(v) = 0 then failwith "vecteur vide"
    else begin
      let m = ref v.(0) in
      for i = 1 to vect_length(v)-1 do m := max !m v.(i) done;
      !m
    end
;;

Version liste cha^“n«ee :

(* renvoie le plus grand élément de l *)

let rec maximum l = match l with
| [] -> failwith "liste vide"
| [a] -> a
| a :: suite -> max a (maximum suite)
;;

Pour les listes cha^“n«ees, on peut obtenir une fonction r«ecursive terminale (pouvant s’ex«ecuter en m«emoire constante) en ajoutant un deuxi„eme param„etre contenant le maximum du d«ebut de la liste :

let rec maxi2 m l = match l with
| [] -> m
| a::suite -> maxi2 (max a m) suite
;;

let maximum l = match l with
| [] -> failwith "liste vide"
| a :: suite -> maxi2 a suite
;;

Exercice 2-2

(* applique f à chaque élément de l en commençant par la fin *)

let rec do_list_rev f l = match l with
| [] -> ()
| a::suite -> do_list_rev f suite; let _ = f(a) in ()
;;

Exercice 2-3 Avec concat«enation en queue :

let rec rev_q l = match l with
| [] -> []
| a::suite -> rev_q(suite) @ [a]
;;

Complexit«e : on consid„ere que la concat«enation en queue de deux listes cha^“n«ees a un temps d’ex«ecution «egal „a aℓ o„u ℓ est la longueur de la premi„ere liste et a une constante. Soit T (n) le temps de calcul de l’image miroir d’une liste de n «el«ements „a l’aide de la fonction rev_q. On a l’«equation de r«ecurrence :

T (n) = T (n − 1) + a(n − 1).

D’o„u :

T (n) = T (0) + a(0 + 1 + . .. + (n − 1)) = T (0) + a n(n − 1) 2 ≈ an^2 2 . Avec concat«enation en tête :

(* calcule "miroir(l) @ r" par concaténations en tête *)

let rec rev1 l r = match l with
| [] -> r
| a::suite -> rev1 suite (a::r)
;;
let rev_t l = rev1 l [];;

Complexit«e : le temps de calcul de rev1 l r est manifestement proportionnel „a la longueur de l donc pour une liste „a n «el«ements le temps de calcul de rev_t l est proportionnel „a n.

Exercice 2-4

1. Rotation d’une liste cha^“n«ee L. On peut d«ecouper L en deux listes :

L_1 = (a_0, . . ., a_{k−1}), L_2 = (a_k, . .., a_{n−1})

et l’on a L^′ = L_2 @ L_1. Le d«ecoupage s’e¸ectue en temps proportionnel „a k et la concat«enation s’e¸ectue en temps proportionnel „a n − k, donc la rotation a une complexit«e proportionnelle „a n.

Rotation d’un vecteur V dans un deuxi„eme vecteur W.

Pour i = 0..n − 1 faire W.(i) ←− V.((i + k) mod n) ˛n.

L„a aussi la complexit«e est proportionnelle „a n.

2. Rotation d’un vecteur V sur place. On peut e¸ectuer une rotation d’une position par l’algorithme :

x ←− V.(0) Pour i = 0..n − 2 faire V.(i) ←− V.(i + 1) ˛n pour. V.(n − 1) ←− x.

Exercice 2-5 201

La rotation sur place de k positions peut alors être e¸ectu«ee par k rotations d’une position avec une complexit«e totale proportionnelle „a kn.

3. Rotation Tournesol. Soit σ la permutation „a e¸ectuer. σ admet une d«ecomposition en cycles „a supports disjoints :

σ = c_1 ∘ c_2 ∘ . .. ∘ c_p,

o„u chaque c_i est un cycle de la forme :

c_i = (j, (j + k) mod n, (j + 2k) mod n, . . .)

pour un certain entier j que l’on peut supposer compris entre 0 et k − 1. Une it«eration de la boucle while :

let temp = v.(!i0)
...
v.(!i) <- temp;
compte := !compte + 1;

e¸ectue sur place la permutation circulaire (!i0, (!i0 + k) mod n, . ..) donc l’un des cycles c_i composant σ, plus pr«ecis«ement celui contenant !i0, tout en cumulant dans compte le nombre d’«el«ements d«eplac«es. A la ˛n de cette boucle while on a donc d«eplac«e au moins n «el«ements et il reste „a v«eri˛er que les cycles e¸ectu«es sont distincts pour prouver que chaque «el«ement a «et«e d«eplac«e une et une seule fois.

Notons d le pgcd de n et k. Alors deux entiers i et j appartiennent au même cycle si et seulement s’ils sont congrus modulo d donc le nombre d’«el«ements d’un cycle est n/d et les cycles contenant 0, 1, . .. , d − 1 sont distincts. Ce sont exactement les cycles r«ealis«es par le programme Tournesol puisqu’on atteint ainsi d × (n/d) = n «el«ements d«eplac«es. Ainsi le programme est valide.

Int«erêt : le temps de r«ealisation d’un cycle de longueur n/d est de la forme a + b(n/d) o„u a et b sont des constantes (a est le temps d’initialisation et b est la dur«ee d’ex«ecution d’un cycle), donc le temps de r«ealisation de la rotation compl„ete est de la forme ad + bn + c = O(n) au lieu λkn pour l’algorithme donn«e „a la question pr«ec«edente.

Exercice 2-5 Test de pr«esence :

let rec contient f l = match l with
| [] -> false
| a::suite -> (f a) or (contient f suite)
;;

L’expression bool«eenne (f a) or (contient f suite) est «evalu«ee en caml comme :

if (f a) then true else (contient f suite) c’est-„a-dire que la partie (contient f suite) n’est pas «evalu«ee si (f a) retourne

true. Ainsi, la fonction contient s’arrête d„es qu’un «el«ement satisfaisant le pr«edicat
f est trouv«e, sans parcourir le reste de la liste.

Dernier «el«ement v«eri˛ant le crit„ere : on peut calculer l’image miroir de l (cf. exercice 2-3) puis chercher le premier «el«ement de cette liste v«eri˛ant le crit„ere „a l’aide du programme cherche_liste pr«esent«e „a la section 2-4. On peut aussi parcourir la liste en conservant le dernier «el«ement trouv«e jusque l„a :

(* retourne le dernier élément de l vérifiant f *) (* ou à défaut x *)

let rec dernier_1 f x l = match l with
| [] -> x
| a::suite -> if f(a) then dernier_1 f a suite
                      else dernier_1 f x suite
;;

(* retourne le dernier élément de l vérifiant f *)

let rec dernier f l = match l with
| [] -> failwith "non trouvé"
| a::suite -> if f(a) then dernier_1 f a suite
                      else dernier f suite
;;

Exercice 2-6 Une m«ethode simple est de comparer le d«ebut de A et B : s’ils co-“ncident alors B est une sous-liste de A au rang 0. Sinon on cherche si B est une sous-liste de la queue de A et on adapte le rang «eventuellement trouv«e.

Version liste cha^“n«ee :

(* dit si le début de a est égal à la liste b *)

let rec est_début a b = match (a,b) with
| (_,[]) -> true
| ([],_) -> false
| (x::sa, y::sb) -> (x = y) & (est_début sa sb)
;;

(* cherche si b est une sous-liste de a et renvoie *) (* le premier rang d’apparition de b dans a si oui. *) (* Sinon, renvoie -1. *)

let rec cherche_sous_liste a b = match a with
| [] -> -1
| _::suite -> if est_début a b then 0
              else let i = cherche_sous_liste suite b in
                   if i >= 0 then i+1 else -1
;;

Exercice 2-7 203

Version vecteur :

(* cherche si b est un sous-vecteur de a et renvoie *) (* le premier rang d’apparition de b dans a si oui. *) (* Sinon, renvoie -1. On suppose b non vide. *)

let cherche_sous_vect a b =

    let la = vect_length(a)
    and lb = vect_length(b)
    and i = ref 0
    and trouve = ref false in

    while (!i+lb <= la) & (not !trouve) do
      let j = ref 0 in
      while (!j < lb) & (a.(!i + !j) = b.(!j)) do j := !j+1 done;
      trouve := (!j = lb);
      i := !i+1
    done;

    if !trouve then !i-1 else -1
;;

Exercice 2-7

(* vecteur circulaire avec indice de début et longueur *)

type ’a cercle = {v:’a vect; mutable d:int; mutable l:int};;

(* insère x en tête de c *)

let ins_tete c x =
  let n = vect_length(c.v) in
  if c.l >= n then failwith "plus de place"
  else begin
    c.d <- (c.d + n - 1) mod n;
    c.v.(c.d) <- x;
    c.l <- c.l + 1
  end
;;

(* insère x en queue de c *)

let ins_queue c x =
  let n = vect_length(c.v) in
  if c.l >= n then failwith "plus de place"
  else begin
    c.v.((c.d + c.l) mod n) <- x;
    c.l <- c.l + 1
  end
;;

(* extrait la tête de c *)

let extr_tete c =
  let n = vect_length(c.v) in
  if c.l = 0 then failwith "liste vide"
  else begin
    let x = c.v.(c.d) in
    c.d <- (c.d + 1) mod n;
    c.l <- c.l - 1;
    x
  end
;;

(* extrait le dernier élément de c *)

let extr_dernier c =
  let n = vect_length(c.v) in
  if c.l = 0 then failwith "liste vide"
  else begin
    c.l <- c.l - 1;
    c.v.((c.d + c.l) mod n)
  end
;;

Remarques :

{ ins_tete d«ecr«emente l’indice de d«ebut par l’instruction :

c.d <- (c.d + n - 1) mod n;

et non (c.d - 1) mod n car l’op«erateur mod en caml retourne un r«esultat n«egatif si son premier argument est n«egatif.

{ L’insertion d’un «el«ement en tête ou en queue peut «echouer si le vecteur c.v est enti„erement rempli. On peut rem«edier „a ce probl„eme en recopiant le vecteur c.v dans un vecteur plus grand en cas de d«ebordement :

type ’a cercle = {mutable v:’a vect; mutable d:int; mutable l:int};;

(* allonge c.v par doublement de taille *)

let allonge c = c.v <- concat_vect c.v c.v;;

Le temps d’une insertion n’est alors plus constant, mais le temps cumul«e T_n de n insertions reste asymptotiquement proportionnel „a n car concat_vect v1 v2 s’ex«ecute en un temps asymptotiquement proportionnel „a la somme des longueurs de v1 et v2 donc on a l’«equation de r«ecurrence : T_{2n} = T_n + ^(n) qui a pour solution T_n = ^(n) (cf. section 6-3).

{ Une autre possibilit«e d’impl«ementation des listes „a double entr«ee est d’utiliser deux listes cha^“n«ees L_1 et L_2 telles que L = L_1 @ miroir(L_2) (cf. exercice 2-3). Dans ce cas les op«erations d’insertion et d’extraction peuvent être e¸ectu«ees de mani„ere fonctionnelle, c’est-„a-dire sans perdre la liste initiale :

Exercice 3-1 205

type ’a dbliste = {début:’a list; fin:’a list};;

let ins_tete l x = {début = x::l.début; fin = l.fin};;
let ins_queue l x = {début = l.début; fin = x::l.fin};;

let extr_tete(l) = match l.début with
| x::suite -> (x, {début=suite; fin=l.fin})
| [] -> match rev(l.fin) with
              | x::suite -> (x, {début=suite; fin=[]})
              | [] -> failwith "liste vide"
;;

let extr_dernier(l) = match l.fin with
| x::suite -> (x, {début=l.début; fin=suite})
| [] -> match rev(l.début) with
              | x::suite -> (x, {début=[]; fin=suite})
              | [] -> failwith "liste vide"
;;

Avec cette impl«ementation, les op«erations d’insertion en tête et en queue sont e¸ectu«ees en temps constant, une suite de k extractions „a la même extr«emit«e s’e¸ectue dans le pire des cas en un temps asymptotiquement proportionnel „a la longueur n de la liste, et une suite de k extractions sans contrainte d’extr«emit«e s’e¸ectue dans le pire des cas en un temps asymptotiquement proportionnel „a kn.

Exercice 3-1

(* insertion sans répétition dans un vecteur trié *)

let insère_vect compare v x =
  let n = vect_length(v)
  and i = ref(0)
  and c = ref(PLUSPETIT) in

(* cherche à quelle place insérer x *)

while (!i < n) & (!c = PLUSPETIT) do
  c := compare v.(!i) x;
  i := !i + 1
done;

(* élément déjà présent ? *)

if !c = EQUIV then copy_vect v

(* sinon effectue l’insertion *)

  else begin
    let w = make_vect (n+1) x in
    for j = 0 to !i-2 do w.(j) <- v.(j) done;
    for j = !i-1 to n-1 do w.(j+1) <- v.(j) done;
    w
  end
;;

(* insertion sans répétition dans une liste chaînée triée *)

let rec insère_liste compare l x = match l with
| [] -> [x]
| a::suite -> match compare a x with
    | PLUSPETIT -> a :: (insère_liste compare suite x)
    | EQUIV -> l
    | _ -> x :: l
;;

Exercice 3-2 (* fusion sans répétition de deux listes chaînées *)

let rec fusion_sr compare l1 l2 = match (l1,l2) with
| ([],_) -> l2
| (_,[]) -> l1
| (a::s1, b::s2) -> match compare a b with
    | EQUIV -> fusion_sr compare l1 s2
    | PLUSPETIT -> a :: (fusion_sr compare s1 l2)
    | _ -> b :: (fusion_sr compare l1 s2)
;;

(* fusion sans répétition de deux vecteurs *)

let fusion_vect_sr compare v1 v2 =

  let v = make_vect (vect_length(v1)+vect_length(v2)) v1.(0) in
  let i = ref 0 (* indice de v1 *)
  and j = ref 0 (* indice de v2 *)
  and k = ref 0 (* indice de v *)
  in

  while (!i < vect_length(v1)) & (!j < vect_length(v2)) do
  match compare v1.(!i) v2.(!j) with
  | EQUIV -> v.(!k) <- v1.(!i); k:= !k+1; i:= !i+1; j:= !j+1
  | PLUSGRAND -> v.(!k) <- v2.(!j); k:= !k+1; j:= !j+1
  | _ -> v.(!k) <- v1.(!i); k:= !k+1; i:= !i+1
  done;

(* ici, un des deux vecteurs est épuisé *) (* on recopie la fin de l’autre *)

  while !i < vect_length(v1) do
     v.(!k) <- v1.(!i); k := !k+1; i := !i+1
  done;
  while !j < vect_length(v2) do
     v.(!k) <- v2.(!j); k := !k+1; j := !j+1
  done;

  sub_vect v 0 !k (* résultat *)
;;

Exercice 3-5 207

Remarque : fusion_vect_sr initialise le vecteur r«esultat avec v1.(0) ce qui d«eclenche une erreur si v1 est de longueur nulle. On peut corriger ce d«efaut en traitant „a part le cas o„u l’un des vecteurs est vide et en retournant une copie de l’autre dans ce cas.

Exercice 3-3 La fusion sans r«ep«etition fournit la r«eunion de deux ensembles. Le calcul de l’intersection peut être conduit par un algorithme similaire :

let rec intersection compare e1 e2 = match (e1,e2) with
| ([],_) -> []
| (_,[]) -> []
| (a::s1, b::s2) -> match compare a b with
    | EQUIV -> a :: (intersection compare e1 s2)
    | PLUSPETIT -> (intersection compare s1 e2)
    | _ -> (intersection compare e1 s2)
;;

La di¸«erence et la di¸«erence sym«etrique se traitent de mani„ere analogue. Toutes ces op«erations ont une complexit«e asymptotique O(ℓ_1 + ℓ_2) o„u ℓ_1 et ℓ_2 sont les cardinaux des ensembles e_1 et e_2.

Exercice 3-4 Comme dans l’exercice 3-3, une adaptation de l’algorithme de fusion donne le r«esultat :

let rec addition p q = match (p,q) with
| ([], _) -> q
| (_, []) -> p
| ((a,e)::p’, (b,f)::q’) ->
    if e < f then (a,e) :: (addition p’ q )
    else if e > f then (b,f) :: (addition p q’)
    else let c = a + b in
         if c = 0 then addition p’ q’
         else (c,e) :: (addition p’ q’)
;;

Exercice 3-5 Fusion de trois listes : on peut fusionner L_1 et L_2 dans une liste L puis fusionner L et L_3. Le nombre maximal de comparaisons est :

N_{comp} = (ℓ_1 + ℓ_2 − 1) + (ℓ_1 + ℓ_2 + ℓ_3 − 1) = 2ℓ_1 + 2ℓ_2 + ℓ_3 − 2.

Il y a int«erêt avec cette strat«egie „a prendre pour L_3 la liste la plus longue, mais si les longueurs des listes ne sont pas connues „a l’avance, alors le temps de d«etermination de la liste la plus longue peut être plus coûteux que l’«economie r«ealis«ee en temps de comparaisons.

Une autre possibilit«e est de fusionner les trois listes en parall„ele suivant l’algorithme :

renvoie le num«ero de la liste contenant le plus petit «el«ement fonction minimum(L_1,L_2,L_3 : liste)

i ←− 0 si L_1 ≠ ∅ alors i ←− 1 si L_2 ≠ ∅ alors

si i = 0 alors i ←− 2 si i = 1 et si tête(L_2) < tête(L_1) alors i ←− 2 si L_3 ≠ ∅ alors

si i = 0 alors i ←− 3 si i = 1 et si tête(L_3) < tête(L_1) alors i ←− 3 si i = 2 et si tête(L_3) < tête(L_2) alors i ←− 3 retourner i ˛n fusionne L_1, L_2, L_3 dans L fonction fusion3(L_1,L_2,L_3 : liste)

i ←− minimum(L_1, L_2, L_3) si i = 0 alors [] si i = 1 alors tête(L_1) :: fusionne(queue(L_1), L_2, L_3) si i = 2 alors tête(L_2) :: fusionne(L_1,queue(L_2), L_3) si i = 3 alors tête(L_3) :: fusionne(L_1, L_2,queue(L_3)) ˛n Chaque «el«ement plac«e dans la liste r«esultat donne lieu „a au plus deux comparaisons (une seule pour l’avant dernier et aucune pour le dernier) d’o„u :

N_{comp} = 2(ℓ_1 + ℓ_2 + ℓ_3) − 3.

Cet algorithme est donc moins bon.

Fusion de quatre listes : on peut envisager au moins quatre algorithmes.

a. Fusion de L_1 et L_2 dans L, fusion de L et L_3 dans L^′ et fusion de L^′ et L_4 avec 3ℓ_1 + 3ℓ_2 + 2ℓ_3 + ℓ_4 − 3 comparaisons.

b. Fusion de L_1 et L_2 dans L, fusion de L_3 et L_4 dans L^′ puis fusion de L et L^′ avec 2ℓ_1 + 2ℓ_2 + 2ℓ_3 + 2ℓ_4 − 3 comparaisons.

c. Fusion en parall„ele comme pour trois listes, le minimum de 4 objets «etant d«etermin«e en au plus 3 comparaisons soit au total 3ℓ_1 + 3ℓ_2 + 3ℓ_3 + 3ℓ_4 − 6 comparaisons.

d. Fusion en parall„ele avec un calcul de minimum plus astucieux : supposons que l’on ait class«e les têtes de L_1, L_2, L_3 et L_4. On conna^“t alors le minimum qui peut être ins«er«e dans L, et on peut classer la nouvelle tête de la liste d’o„u vient ce minimum par rapport aux trois autres en seulement 2 comparaisons. On fusionne ainsi les quatre listes avec au maximum 2ℓ_1 + 2ℓ_2 + 2ℓ_3 + 2ℓ_4 − 3 comparaisons.

Exercice 3-7 209

Le meilleur algorithme parmi ceux envisag«es pour fusionner quatre listes est b ou d avec une pr«ef«erence pour b qui est plus simple „a programmer. Plus g«en«eralement, on peut fusionner p listes tri«ees de longueurs ℓ_1, . . ., ℓ_p avec moins de ⌈log_2 p⌉(ℓ_1 + . .. + ℓ_p) comparaisons en fusionnant les listes deux par deux, puis en fusionnant les listes obtenues deux par deux, et ainsi de suite.

Exercice 3-6

(* applique une passe du tri à bulles à l, retourne la liste *) (* obtenue et l’indicateur fini qui dit si l était triée *)

let rec bulles1 compare l fini = match l with
| [] -> [], fini
| [a] -> [a], fini
| a::b::suite -> if compare a b = PLUSGRAND
   then let l,f = bulles1 compare (a::suite) false in (b::l),f
   else let l,f = bulles1 compare (b::suite) fini in (a::l),f
;;

let rec bulles_liste compare l =
  let l’,fini = bulles1 compare l true in
  if fini then l’ else bulles_liste compare l’
;;

Remarque : „a l’issue d’une passe du tri „a bulles le dernier «el«ement de la liste obtenue est le maximum de cette liste donc il est „a la bonne place et peut être ignor«e lors des passes suivantes. Cette optimisation pourrait être programm«ee en ajoutant un troisi„eme param„etre „a bulles1 indiquant combien d’«el«ements restent „a comparer.

Exercice 3-7 Soit μ(n) la moyenne cherch«ee. Consid«erons une liste L = (a_0, .. ., a_n) „a n + 1 «el«ements et soient L^′ = (a_0, . .., a_{n−1}), L^{′′} = (b_0, . .., b_{n−1}) la liste tri«ee associ«ee „a L^′, et p la position ˛nale de a_n dans la liste tri«ee associ«ee „a L. Le tri „a bulles de L e¸ectue N_{inv}(L) «echanges, et l’on a N_{inv}(L) = N_{inv}(L^′) + n − p. On en d«eduit la relation :

μ(n + 1) = μ(n) + 1 K^{n+1} ∑ L (n − p) = μ(n) + 1 K^{n+1} ∑ L^′

K−1∑

a_n=0

(n − p).

Lorsque a_n varie de 0 „a K − 1, la liste L^′ «etant ˛x«ee, on a : n − p = n si 0 � a_n < b_0 ; n − p = n − 1 si b_0 � a_n < b_1 ;

. ..

n − p = 0 si b_{n−1} � a_n < K. donc :

K−1∑

a_n=0

(n − p) = nb_0 + (n − 1)(b_1 − b_0) + .. . + 1(b_{n−1} − b_{n−2})

= b_0 + . .. + b_{n−1} = a_0 + . .. + a_{n−1}.

On a alors : 1 K^{n+1} ∑ L^′

K−1∑

a_n=0

(n − p) = 1 K^{n+1} ∑ L^′

(a_0 + . . . + a_{n−1}) = n

K − 1 2K

car 1 K^n ∑ L^′

a_i =

K − 1 2 (valeur moyenne de a_i sur l’ensemble des listes L). Donc

μ(n + 1) = μ(n) + n

K − 1 2K avec μ(1) = 0, et ˛nalement :

μ(n) = n(n − 1)

K − 1 4K . Lorsque K est grand,^{K−1}_{4K} ≈^1_4 donc le nombre moyen d’«echanges e¸ectu«es par le tri „a bulles d’un vecteur de longueur n est de l’ordre de n^2/4, ce qui implique que la complexit«e en moyenne du tri „a bulles est quadratique (sous l’hypoth„ese d’«equidistribution de tous les vecteurs de longueur n).

Exercice 3-8

1. Non en g«en«eral. Par exemple si a_0 est le plus grand «el«ement de L et si (a_1, .. ., a_{n−1}) est tri«ee par ordre croissant, alors L est 1-presque tri«ee „a gauche mais pas „a droite.

2. La complexit«e du tri „a bulles sur une liste L est proportionnelle au nombre d’inversions de L et, lorsque L est p-presque tri«ee „a gauche, ce nombre d’inversions est major«e par np. On a le même r«esultat pour une liste ppresque tri«ee „a droite.

Exercice 3-9 On remarque que merge e¸ectue la fusion de deux listes cha^“n«ees suivant la relation d’ordre d«e˛nie par la fonction bool«eenne order (order x y renvoie true si et seulement si x ≼ y).

sort fonctionne de la mani„ere suivante : on constitue par initlist l une liste de sous-listes de l tri«ees et de longueur 2, la derni„ere «etant «eventuellement de longueur 1. Puis on fusionne ces sous-listes deux par deux avec merge2, et on recommence tant qu’il reste au moins deux sous-listes (fonction mergeall). Par r«ecurrence sur la profondeur de r«ecursion, on montre que la liste renvoy«ee par mergeall est constitu«ee de sous-listes tri«ees formant une partition de la liste initiale l. La r«ecursion est ˛nie car le nombre de sous-listes renvoy«ees d«ecro^“t strictement „a chaque appel jusqu’„a ce qu’il ne reste plus qu’une seule sous-liste qui est la liste tri«ee associ«ee „a l.

Exercice 3-10 211

Exercice 3-10

(* Cherche la plus grande séquence croissante initiale *) (* de la liste l et renvoie cette séquence et le reste *) (* de la liste. *)

let rec cherche_séquence compare l = match l with
| [] -> ([], [])
| [a] -> ([a], [])
| a::(b::suite as l’) ->
    if compare a b = PLUSGRAND then [a],l’
    else let (s,r) = cherche_séquence compare l’ in (a::s, r)
;;

(* fusionne les sous-séquences croissantes de l deux par deux *)

let rec fusionne_séquences compare l = match l with
| [] -> []
| _ -> let (l1, r1) = cherche_séquence compare l in
        let (l2, r2) = cherche_séquence compare r1 in
        (fusion compare l1 l2) @ (fusionne_séquences compare r2)
;;

(* code principal : on fusionne les séquences deux par *) (* deux tant qu’il y en a plusieurs *)

let rec fusion_naturelle compare l =
   let (l1,r1) = cherche_séquence compare l in
    if r1 = [] then l
    else let (l2,r2) = cherche_séquence compare r1 in
    fusion_naturelle compare
       ((fusion compare l1 l2) @ (fusionne_séquences compare r2))
;;

On «etablit s«epar«ement la validit«e de cherche_séquence, fusionne_séquences et fusion_naturelle par r«ecurrence sur la longueur de la liste pass«ee en argument. La complexit«e asymptotique de cherche_séquence est proportionnelle „a la taille de la s«equence initiale trouv«ee donc la complexit«e des op«erations :

let (l1, r1) = cherche_séquence compare l in
let (l2, r2) = cherche_séquence compare r1 in fusion l1 l2

est proportionnelle „a la somme des tailles des listes l1 et l2. Il en est de même pour la concat«enation en queue dans :

(fusion compare l1 l2) @ (fusionne_séquences compare r2)

et donc fusionne_séquences compare l a une complexit«e asymptotique O(p) o„u p est la taille de l. En˛n, fusion_naturelle it„ere fusionne_séquences tant qu’il reste au moins deux s«equences croissantes maximales, et le nombre de telles s«equences est divis«e par deux ou plus „a l’arrondi sup«erieur pr„es „a chaque it«eration. Donc le nombre d’it«erations est O(ln n) et le temps d’ex«ecution de fusion naturelle est O(n ln n).

Remarque : plutôt que de rechercher syst«ematiquement les s«equences croissantes „a chaque appel „a fusionne_séquences, on pourrait d«ecouper dans un premier temps l en listes de s«equences croissantes, puis les fusionner deux par deux comme dans l’exercice 3-9.

Exercice 3-11

(* découpe l en deux listes séparées par le pivot p *)

let rec découpe compare p l = match l with
| [] -> [],[]
| a::suite ->
     let (l1,l2) = découpe compare p suite in
     if (compare a p) = PLUSPETIT then (a::l1,l2) else (l1,a::l2)
;;

let rec tri compare l = match l with
| [] -> []
| a::suite -> let (l1,l2) = découpe compare a suite in
              (tri compare l1) @ (a :: (tri compare l2))
;;

Remarques :

{ Cet algorithme de tri est stable, car découpe place dans la liste de droite les «el«ements «equivalents „a p en conservant leurs dispositions relatives.

{ L’usage de la concat«enation en queue, @, n’est pas p«enalisant ici car la complexit«e de cette concat«enation dans le calcul de :

(tri compare l1) @ (a :: (tri compare l2))

est O(n) o„u n est la taille de l et découpe a une complexit«e ^(n) donc le coût temporel de découpe suivi de @ reste ^(n). On peut toutefois «eviter la concat«enation en queue avec le code suivant :

(* trie la liste l et la concatène à m *)

let rec tri compare l m = match l with
| [] -> m
| a::suite -> let (l1,l2) = découpe compare a suite in
              tri compare l1 (a :: (tri compare l2 m))
;;

Exercice 3-12

let tri_rapide_itératif compare v =

(* empile le premier appel *)

let pile = ref [(0,vect_length(v)-1)] in

while !pile <> [] do
  let (a,b) = hd(!pile) in (* bornes du vecteur à traiter *)
  if a < b

Exercice 4-1 213

then let c = segmentation compare v a b in

(* empile le plus grand sous-vecteur en premier *)

         if c-a < b-c then pile := (a,c-1)::(c+1,b)::(tl !pile)
                      else pile := (c+1,b)::(a,c-1)::(tl !pile)
    else pile := tl !pile
  done
;;

Taille maximale de la pile : soient ℓ_1, .. ., ℓ_i les longueurs des sous-vecteurs empil«es „a la ˛n d’une it«eration de la boucle while. Si ℓ_i � 2 alors le sous-vecteur de longueur ℓ_i est remplac«e lors de l’it«eration suivante par deux sous-vecteurs de longueurs ℓ^′_i et ℓ^′_{i+1} avec ℓ^′_i � ℓ^′_{i+1} et ℓ^′_i + ℓ^′_{i+1} = ℓ_i − 1. Si ℓ_i � 1 alors le sous-vecteur de longueur ℓ_i est retir«e de la pile. On a donc par r«ecurrence :

ℓ_i + ℓ_{i−1} + .. . + ℓ_{i−p} � ℓ_{i−p−1} − p � ℓ_{i−p−1}

pour 0 � p < i, d’o„u l’on d«eduit :

n � ℓ_1 + . . . + ℓ_i � 2(ℓ_2 + .. . + ℓ_i) � . . . � 2^{i−1}ℓ_i.

Si i > log_2 n alors ℓ_i < 2 et l’it«eration suivante de la boucle while ne provoquera pas de nouvel empilement. Le nombre de sous-vecteurs empil«es est donc toujours major«e par 1 + log_2 n.

Exercice 4-1 On raisonne par r«ecurrence sur la longueur d’une formule post˛xe f :

{ si f est de longueur 1 alors f est un nombre et il n’y a aucune r«eduction „a e¸ectuer ;

{ si f est de longueur au moins «egale „a 2 supposons qu’il y ait deux r«eductions di¸«erentes possibles, par exemple :

(1) x φ −→ φ[x] (2) y ψ −→ ψ[y]

o„u x, y sont des nombres et φ, ψ des op«erateurs unaires (le fait que φ et ψ soient des op«erateurs unaires ne restreint pas la g«en«eralit«e du raisonnement qui suit). On note f_1 la formule d«eduite de f par application de (1), f_2 la formule d«eduite de f par application de (2), f_3 la formule d«eduite de f_1 par application de (2) et f_4 la formule d«eduite de f_2 par application de (1). Comme les sous-listes [x, φ] et [y, ψ] ne se chevauchent pas dans f, on a f_3 = f_4. Par hypoth„ese de r«ecurrence f_1 et f_2 admettent des valeurs bien d«e˛nies, et comme f_3 est obtenue „a la fois par r«eduction de f_1 et de f_2, les valeurs de f_1 et f_3 sont «egales de même que les valeurs de f_2 et f_3. On en d«eduit que f_1 et f_2 ont même valeur ce qu’il fallait d«emontrer.

Exercice 4-2 Ceci impose de pr«evoir plusieurs types de valeurs dont le type bool«een et les op«erations associ«ees pour pouvoir «evaluer condition, et donc de tester „a chaque op«eration si les op«erandes ont le type requis. Par ailleurs, la forme post˛xe associ«ee „a une formule conditionnelle est :

exp_1, exp_2, condition, si

„a l’ordre des termes pr„es, et donc les deux expressions exp_1 et exp_2 devront être «evalu«ees avant de savoir laquelle est „a retenir, ce qui ne permet pas d’«evaluer une formule conditionnelle telle que :

si x ≠ 0 alors sin x x sinon1.

Le langage PostScript r«esout ce probl„eme en introduisant un type de valeur proc«edure constitu«e d’une formule post˛xe repr«esentant les calculs que doit ex«ecuter la proc«edure. Une proc«edure plac«ee sur la pile est «evalu«ee par des op«erateurs sp«ecialis«es tels exec, loop et if.

Exercice 4-3 Une m«ethode simple consiste „a «evaluer l’image miroir de cette formule „a l’aide de l’algorithme d’«evaluation post˛xe en permutant les op«erandes lors de l’«evaluation d’une op«eration binaire.

Exercice 4-4

let évalue(f) =

(* piles des valeurs et des opérateurs *)

let pv = ref []
and po = ref [] in

(* empile une valeur en effectuant les opérations *) (* unaires en attente *)

let rec pushv x = match !po with
| OP_UNAIRE(f)::so -> po := so; pushv(f x)
| _ -> pv := x :: !pv
in

(* dépile une valeur *)

let popv() = match !pv with
| [] -> failwith "formule incorrecte"
| x::sv -> pv := sv; x
in

(* effectue les opérations binaires de priorité *) (* supérieure ou égale à p *)

let rec réduit(p) = match !po with
| OP_BINAIRE(q,f)::so when q >= p ->

Exercice 4-4 215

     let y = popv() in
     let x = popv() in
     po := so;
     pushv (f x y);
     réduit(p)

| _ -> ()
in

(* empile un opérateur ou une parenthèse en *) (* effectuant les opérations binaires prioritaires *)

let pusho lexeme = match lexeme with
| VALEUR(_) -> failwith "cas impossible"
| OP_UNAIRE(_) -> po := lexeme :: !po
| OP_BINAIRE(p,_) -> réduit(p); po := lexeme :: !po
| PARENTHÈSE_OUVRANTE -> po := lexeme :: !po
| PARENTHÈSE_FERMANTE ->
   réduit(-1);
   match !po with
   | PARENTHÈSE_OUVRANTE::so -> po := so; pushv(popv())
   | _ -> failwith "formule incorrecte"
in

(* traitement d’un lexème *)

let traitement(lexeme) = match lexeme with
| VALEUR(x) -> pushv x
| _ -> pusho lexeme
in

(* parcours de la formule et extraction du résultat *)

  traitement PARENTHÈSE_OUVRANTE;
  do_list traitement f;
  traitement PARENTHÈSE_FERMANTE;
  match (!pv, !po) with
  | [x],[] -> x
  | _ -> failwith "formule incorrecte"
;;

Remarques : on a suppos«e que toutes les priorit«es des op«erateurs binaires sont positives, donc l’instruction réduit(-1) e¸ectue toutes les op«erations unaires et binaires en instance jusqu’„a rencontrer une parenth„ese ouvrante dans la pile des op«erateurs. De même, l’introduction d’une parenth„ese ouvrante avant le parcours de f et d’une parenth„ese fermante apr„es ce parcours permet d’e¸ectuer simplement les derni„eres op«erations en instance.

Exercice 4-5 Il su‹t de remplacer dans l’exercice 4-4 la pile de valeurs pv par une pile de lex„emes et d’y empiler les op«erateurs retir«es de po dans les fonctions réduit et pushv au lieu de calculer les r«esultats de ces op«erations. Lorsque f a «et«e enti„erement parcourue, pv contient l’image miroir de la liste f^′ d«esir«ee.

Exercice 4-6 L’exercice 4-5 fournit un algorithme de construction de f^′, ce qui prouve son existence. On en d«emontre l’unicit«e par r«ecurrence sur la longueur de f.

{ Une formule in˛xe de longueur 1 bien form«ee est r«eduite „a une variable, et la seule formule post˛xe «equivalente est elle aussi r«eduite „a cette variable.

{ Consid«erons une formule in˛xe bien form«ee f de longueur n > 1 comportant donc au moins un op«erateur. Les r„egles de priorit«e d«eterminent de mani„ere non ambigu-e le dernier op«erateur, op, „a «evaluer : c’est un op«erateur unaire si f est de la forme f = op(qqch) et c’est l’op«erateur binaire de niveau le plus externe, de priorit«e la plus basse et le plus „a droite dans les autres cas. Cet op«erateur doit donc être plac«e en derni„ere position de f^′ et le d«ebut de f^′ est constitu«e d’une ou de deux formules post˛xes calculant le ou les op«erandes de op dans le bon ordre. Ces formules sont les formules post˛xes associ«ees aux sous-formules de f d«e˛nissant les op«erandes de op, donc elles sont uniques par hypoth„ese de r«ecurrence.

Exercice 5-1 On a p = p nand p ; p et q = p nand q ; p ou q = p nand q. Donc le connecteur nand permet d’exprimer les trois connecteurs et, ou, non et donc toutes les formules bool«eennes.

La n«egation ne peut être exprim«ee uniquement „a l’aide de et et de ou car toute formule non constante constitu«ee de ces connecteurs vaut faux lorsque toutes les variables valent faux.

Exercice 5-2

1. peutetre

2. type normand = Vrai | Faux | Peutetre;;

       let non = fun
       | Vrai -> Faux
       | Faux -> Vrai
       | Peutetre -> Peutetre
       ;;

       let et = fun
       | Vrai Vrai -> Vrai
       | Faux _ -> Faux
       | _ Faux -> Faux
       | _ _ -> Peutetre
       ;;

Exercice 5-3 217

let ou p q = non(et (non p) (non q));;
let oubien p q = et (ou p q) (non(et p q));;

3. #(* vérifie que deux fonctions normandes de trois *) (* variables sont égales *)

let est_égal f g =
  let val = [|Vrai; Faux; Peutetre|] in
  let res = ref(true) in
  for i = 0 to 2 do for j = 0 to 2 do for k = 0 to 2 do
    res := !res & ( f val.(i) val.(j) val.(k)
                   = g val.(i) val.(j) val.(k) )
  done done done;
  !res
;;
est_égal :
 (normand -> normand -> normand -> ’a) ->
 (normand -> normand -> normand -> ’a) -> bool = <fun>

#(* associativité *)
est_égal (fun p q r -> et (et p q) r)
         (fun p q r -> et p (et q r));;
- : bool = true
#est_égal (fun p q r -> ou (ou p q) r)
          (fun p q r -> ou p (ou q r));;
- : bool = true

#(* distributivité *)
est_égal (fun p q r -> et (ou p q) r)
         (fun p q r -> ou (et p r) (et q r));;
- : bool = true

(* etc *)

4. Non : on montre par r«ecurrence sur la longueur d’une expression et-ou-non que si la fonction f associ«ee est non constante alors la valeur de f est peutetre lorsque toutes les variables valent peutetre.

Exercice 5-3

1. f vaut faux si et seulement si parmi p_1, .. ., p_n il y a un nombre pair de variables valant vrai. Soit g un facteur de f : g sp«eci˛e un cas o„u f vaut faux, donc sp«eci˛e les valeurs de toutes les variables p_1, . .., p_n. Le nombre minimal de facteurs de f est donc le nombre de r«esultats faux dans la table de v«erit«e de f, soit 2^{n−1}.

2. Non : partant de la forme normale conjonctive d’une fonction bool«eenne f, on peut toujours regrouper deux facteurs qui ne di¸„erent que par la variable p_n. En e¸et, si u est une proposition quelconque, alors on a :

(u + p_n)u ≡ (u + p_n)(u + p_n ) ≡ u(u + p_n ) ≡ u.

Exercice 5-4 On a : p ≡ p ⊕ vrai, p + q ≡ p ⊕ q ⊕ pq et (p ⊕ q)(r ⊕ s) ≡ pr ⊕ ps ⊕ qr ⊕ qs. Ces trois r„egles permettent de mettre r«ecursivement une formule exprim«ee „a l’aide de et, ou et non sous la forme d’une somme exclusive des constantes vrai, faux et de produit de variables.

On peut aussi consid«erer qu’une fonction bool«eenne est une application de (Z/2Z)^n dans Z/2Z, et qu’une telle application est polynomiale car Z/2Z est un corps ˛ni pour les lois ⊕ et ×. La transformation d’une formule logique en somme exclusive correspond donc „a une «ecriture polynomiale de la fonction associ«ee.

On d«emontre l’unicit«e „a ordre pr„es d’une telle «ecriture, apr„es suppression des termes nuls ou r«ep«et«es, par r«ecurrence sur n. Pour n = 1 il su‹t de constater que les quatre expressions possibles, vrai, faux, p et vrai ⊕ p d«e˛nissent des fonctions bool«eennes de p distinctes. Supposons l’unicit«e «etablie pour toute formule bool«eenne „a n − 1 variables et consid«erons une formule bool«eenne f „a n variables p_1, .. ., p_n, ayant deux d«ecompositions en sommes exclusives simpli˛«ees. En regroupant dans chaque d«ecomposition les termes ayant p_n en facteur, on a :

f ≡ a ⊕ bp_n ≡ c ⊕ dp_n

o„u a, b, c, d sont des sommes exclusives simpli˛«ees en les variables p_1, .. ., p_{n−1}. En prenant p_n = 0 on obtient a ≡ c donc a = c par hypoth„ese de r«ecurrence, et en prenant p_n = 1 on obtient a + b ≡ c + d avec a = c d’o„u b ≡ d et donc b = d par hypoth„ese de r«ecurrence encore (= d«esigne ici l’«egalit«e „a ordre pr„es).

Puisqu’il y a unicit«e on peut tester si f repr«esente une tautologie en calculant sa forme somme exclusive simpli˛«ee : ou bien elle se r«eduit „a vrai et f repr«esente bien une tautologie, ou bien elle se r«eduit „a faux et f n’est jamais satis˛able, ou bien elle contient d’autres termes et sa valeur n’est pas constante. Comme pour la m«ethode � forme conjonctive �, cette m«ethode a un coût m«emoire (et donc aussi temps) exponentiel dans le pire des cas. Par exemple la forme somme exclusive r«eduite de :

(p_1 ⊕ p_2)(p_1 ⊕ p_3). ..(p_1 ⊕ p_n)

est : (⨁ p_1p^{α2}_2 . ..p^{αn}_n ) ⊕ p_2 . ..p_n

o„u (α_2, . .., α_n) d«ecrit {0, 1}^{n−1}, donc cette forme comporte 2^{n−1} + 1 termes.

Exercice 5-5 La seule di‹cult«e est de r«ealiser la r«eunion sans r«ep«etition des listes de variables de deux sous-formules. Comme les cha^“nes de caract„eres peuvent être compar«ees par l’ordre lexicographique (ordre total qui est celui que fournit <= en caml), on peut utiliser la m«ethode de fusion sans r«ep«etition sur les listes de variables tri«ees selon cet ordre.

let rec liste_variables f = match f with
| Const(_) -> []
| Var(p) -> [p]

Exercice 5-6 219

| Mono(_,g) -> liste_variables g
| Bin(_,g,h) -> union (liste_variables g) (liste_variables h)
                where rec union l l’ = match (l,l’) with
                | [],_ -> l’
                | _,[] -> l
                | p::suite, p’::suite’ ->
                    if p < p’ then p :: (union suite l’)
                    else if p > p’ then p’ :: (union l suite)
                    else p :: (union suite suite’)
;;

Exercice 5-6

let rec simplifie f = match f with
| (Const(_) | Var(_)) -> f

| Mono(op,g) -> begin
    match simplifie g with
    | Const(x) -> Const(op x)
    | g’ -> Mono(op,g’)
    end

| Bin(op,g,h) -> begin
    match (simplifie g, simplifie h) with
    | Const(x),Const(y) -> Const(op x y)
    | Const(x),h’ -> simplifie_à_gauche op x h’
    | g’,Const(x) -> simplifie_à_droite op g’ x
    | g’,h’ -> Bin(op,g’,h’)
    end

where simplifie_à_gauche op x f =
    match (op x true),(op x false) with
    | true,true -> Const(true)
    | true,false -> f
    | false,true -> Mono(non,f)
    | false,false -> Const(false)

and simplifie_à_droite op f x =
    match (op true x),(op false x) with
    | true,true -> Const(true)
    | true,false -> f
    | false,true -> Mono(non,f)
    | false,false -> Const(false)
;;

Les fonctions auxiliaires simplifie_à_gauche et simplifie_à_droite testent si les expressions op x f ou op f x dans lesquelles f est inconnue d«ependent e¸ectivement de f, et si oui de quelle mani„ere. Ces fonctions sont tr„es g«en«erales puisqu’il n’est fait aucune hypoth„ese sur les connecteurs utilis«es, mais en contrepartie on doit � red«ecouvrir � „a chaque fois les r„egles de simpli˛cation. Si le temps de calcul d’un connecteur est constant, ce qui est probable, la complexit«e asymptotique de cette m«ethode de simpli˛cation est O(N) o„u N est la longueur de la formule „a simpli˛er. Un codage � en dur � des r„egles de simpli˛cation n’apporterait pas d’am«elioration signi˛cative. Remarquons que les doubles n«egations ne sont pas simpli˛«ees, et que les fonctions simplifie_à_droite et simplifie_à_gauche peuvent cr«eer des doubles n«egations suppl«ementaires. On pourrait corriger ce d«efaut par la même m«ethode „a l’aide d’une fonction de simpli˛cation d’un op«erateur unaire.

Exercice 5-7 On v«eri˛e ais«ement que le circuit propos«e convient. Je n’ai pas de meilleure r«eponse „a la deuxi„eme question que de passer en revue tous les circuits „a quatre portes ou moins et de constater qu’aucun ne convient. Voici un programme de recherche listant tous les circuits de taille minimale „a n portes ou moins g«en«erant les fonctions S_0 et S_1 :

(* tables de vérité *)

type table == bool list;;

(* un circuit est une liste de tables de vérité *) (* classées par ordre lexicographique *)

(* ajoute une table à un circuit *)

let rec ajoute t circ = match circ with
| [] -> [t]
| a::suite -> if t = a then circ
         else if t < a then t::circ
         else a :: ajoute t suite
;;

(* variables et fonctions à obtenir *)

let e0 = [true; true; true; true; false; false; false; false]
and e1 = [true; true; false; false; true; true; false; false]
and e2 = [true; false; true; false; true; false; true; false]
and s0 = [true; false; false; true; false; true; true; false]
and s1 = [true; true; true; false; true; false; false; false]
;;

(* fonctions de transfert *)

let non a = map (fun x -> not x) a;;
let et a b = map2 (prefix &) a b;;
let ou a b = map2 (prefix or) a b;;
let ouex a b = map2 (prefix <>) a b;;
let nonet a b = non(et a b);;
let nonou a b = non(ou a b);;
let binops = [et; ou; ouex; nonet; nonou];;

Exercice 5-7 221

(* liste des paires de points d’un circuit *)

let rec paires = function
| [] -> []
| a::suite -> (map (fun b -> (a,b)) suite) @ paires(suite)
;;

(* * ensembles de circuits * déjavus = circuits de taille < n examinés * trouvés = circuits contenant s0 et s1 * possibles = circuits de taille < n-1 ou de taille * n-1 contenant s0 ou s1 *)

let déjavus = ref(set__empty eq__compare);;
let trouvés = ref(set__empty eq__compare);;
let possibles = ref(set__empty eq__compare);;

(* examine un circuit *)

let nouveau n circ =
  if not(set__mem circ !déjavus) then begin
    let l = list_length(circ)
    and a0 = mem s0 circ
    and a1 = mem s1 circ in
    if l < n then déjavus := set__add circ !déjavus;
    if a0 & a1 then trouvés := set__add circ !trouvés;
    if (l < n-1) or ((l = n-1) & (a0 or a1))
               then possibles := set__add circ !possibles
  end
;;

(* engendre tous les circuits déduits de *) (* "circ" par adjonction d’une porte *)

let successeurs n circ =

(* ajoute un inverseur ou une porte binaire *)

  let job1 a = nouveau n (ajoute (non a) circ)
  and job2 (a,b) f = nouveau n (ajoute (f a b) circ) in
  do_list job1 circ;
  do_list (fun p -> do_list (job2 p) binops) (paires circ)
;;

(* engendre récursivement tous les circuits *) (* par nombre croissant de portes jusqu’à la *) (* la taille n et retourne tous les circuits *) (* de taille minimale contenant s0 et s1 *)

let cherche(n) =
  déjavus := set__empty eq__compare;
  trouvés := set__empty eq__compare;

      possibles := set__empty eq__compare;

      déjavus := set__add [e2;e1;e0] !déjavus;
      possibles := set__add [e2;e1;e0] !possibles;

      while set__is_empty !trouvés
        & not(set__is_empty !possibles) do
          let p = !possibles in
          possibles := set__empty eq__compare;
          set__iter (successeurs n) p
      done;
      set__elements !trouvés
    ;;

cherche(7) recherche tous les circuits „a 4 portes ou moins contenant S_0 et S_1 et

n’en trouve aucun. cherche(8) trouve 24 circuits „a 5 portes convenant qui se r«eduisent apr„es «elimination des sym«etries aux 8 circuits suivants :

Exercice 5-9 223

Exercice 5-8 Soit p la profondeur du circuit calculant S_n : par r«ecurrence le nombre d’entr«ees de ce circuit est au plus «egal „a 2^p et toutes les entr«ees A_0 . . .A_{n−1}, B_0 . ..B_{n−1} doivent être prises en compte car chacune de ces entr«ees est susceptible d’in‚uer sur S_n. On a donc 2^p � 2n d’o„u le r«esultat.

Exercice 5-9 Première méthode

Soit N = A_{n−1} . ..A_1A_0^2 le nombre „a diviser par 3 et R = R_1R_0^2 le reste „a obtenir avec 0 � R � 2. On proc„ede par r«ecurrence en supposant disposer du reste R^′ = R^′_1R^′_0^2 de la division par 3 de N^′ = A_{n−1} . ..A_1^2 :

A_0 R^′_0 R^′_1 R_0 R_1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1

Il appara^“t que R_0 = 1 si et seulement si R^′_0 = 0, R^′_1 = A_0 et que R_1 = 1 si et seulement si R^′_0 = A_0, R^′_1 = A_0, ce qui donne la cellule de division «el«ementaire :

R^′_0

A_0

R^′_1

R_0

R_1

Un diviseur n-bits s’obtient alors par mise en cascade de telles cellules, ce qui donne un circuit „a 5n portes de profondeur 3n.

Deuxième méthode

Comme 4 ≡ 1 [3 ], on a N ≡ A_1A_0^2 + A_3A_2^2 + .. . + A_{2p−1}A_{2p−2}^2 [3 ] o„u p = ⌈n/2⌉ et A_{2p−1} = 0 si n est impair. Donc, pour obtenir le r«esidu de N modulo 3, il su‹t de grouper les bits de N deux par deux, de calculer les r«esidus modulo 3 de chaque groupe, puis d’additionner modulo 3 les r«esidus obtenus. Le circuit logique ci-dessous calcule le r«esidu B_1B_0^2 de A_1A_0^2 modulo 3.

A_0

A_1

B_0

B_1

Consid«erons „a pr«esent le probl„eme de l’addition modulo 3 : «etant donn«es deux nombres A = A_1A_0^2 et B = B_1B_0^2 compris entre 0 et 2, on veut obtenir C = C_1C_0^2 lui aussi compris entre 0 et 2 tel que A + B ≡ C [3 ]. On construit la table de v«erit«e de (C_0, C_1) :

A_0 A_1 B_0 B_1 C_0 C_1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0

On en d«eduit : C_0 = B_0 si A_0 = A_1 = 0, C_0 = B_0 + B_1 si A_0 = 1, et C_0 = B_1 si A_1 = 1, soit dans tous les cas : C_0 = B_0(A_0 + A_1) + A_0(B_0 + B_1) + A_1B_1. On obtient de même : C_1 = B_1(A_0 + A_1)+A_1(B_0 + B_1)+A_0B_0 et l’on peut construire un circuit � additionneur modulo 3 � impl«ementant ces formules :

A_0

A_1

B_0

B_1

C_1

C_0

A_0B_0

B_0(A_0 + A_1)

A_1(B_0 + B_1 )

A_0(B_0 + B_1)

B_1(A_0 + A_1)

A_1B_1

En˛n, on calcule la somme modulo 3 des p r«esidus en assemblant p − 1 additionneurs modulo 3 en arbre binaire comme le multiplieur parall„ele d«ecrit „a la section 6-1, ˛gure 14. On obtient ainsi un circuit calculant le r«esidu modulo 3 d’un nombre de n bits ayant une profondeur 2 + 4⌈log_2 p⌉ = 4⌈log_2 n⌉ − 2 et un nombre de portes «el«ementaires «egal „a 3⌊n/2⌋ + 12(p − 1) �^{15}_2 n.

Exercice 5-10 225

Exercice 5-10 1. A_0

B_0

S

E

I 2. A_0

B_0

S_0

E_0

I_0

A_1

B_1

S_1

E_1

I_1

S E I 3. On compare les bits par groupes de n puis on compare avec un dernier comparateur n-bits les n sorties S, I obtenues :

A_0

B_0 A_1

B_1 A_2

B_2 A_3

B_3

S_{0..3} I_{0..3}

S E I

4. C’est possible, mais il existe de meilleures solutions : la construction d’un comparateur 256-bits par association de comparateurs requiert 17 comparateurs 16-bits et a une profondeur double de celle de ces comparateurs, ce qui donne r«ecursivement 255 comparateurs 2-bits, soit 2805 portes et une profondeur de 32.

Une autre solution est de fusionner les r«esultats de deux comparateurs 128-bits en utilisant le circuit additionnel de la question 2 „a condition que ces comparateurs fournissent les sorties S, E et I. Le coût de cette association est de 5 portes et la profondeur est augment«ee de 2. En r«ealisant les comparateurs 128-bits suivant le même principe, on peut obtenir un comparateur 256-bits avec 256 comparateurs 1-bit et 255 modules de fusion, soit au total 2043 portes et une profondeur de 18.

D’ailleurs il n’est pas n«ecessaire de calculer la sortie I pour les comparateurs interm«ediaires, S et E contiennent toute l’information n«ecessaire pour r«ealiser les fusions. La sortie I ˛nale peut être calcul«ee par : I = S + E ce qui n«ecessite une seule porte et une profondeur de 1. Avec cette «economie, on obtient un comparateur 256-bits constitu«e de 1278 portes ayant une profondeur de 19 . ..

Exercice 5-10 La table de v«erit«e du circuit demand«e est la suivante (on n’a marqu«e que les 1 dans les colonnes a{g pour une meilleure lisibilit«e) :

n D C B A a b c d e f g 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 2 0 0 1 0 1 1 1 1 1 3 0 0 1 1 1 1 1 1 1 4 0 1 0 0 1 1 1 1 5 0 1 0 1 1 1 1 1 1 6 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 7 0 1 1 1 1 1 1 8 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 9 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1

En distinguant selon la valeur du couple (D, C), on obtient la table suivante :

D C a b c d e f g 0 0 A + B 1 A + B A + B A A + B B 0 1 A + B A ⊕ B 1 A ⊕ B AB AB AB 1 0 1 1 1 1 A 1 1

D’o„u les formules : a = (C ⊕ A) + B + D,

b = C(A ⊕ B),

c = A + B + C + D,

d = C(A + B) + C(A ⊕ B) + D,

e = A(B + C),

f = C A + B + CAB + D,

g = CB + CAB + D.

Exercice 6-3 227

Exercice 6-1

1. On a T (n) = nT (n − 1) + an + b donc T (n)n! = T (n − 1)(n − 1)! + a(n − 1)! + bn!.

Comme la s«erie

∑_∞ k=0 1/k! est convergente, on en d«eduit qu’il existe λ > 0 tel que T (n) ∼ λn!.

2. Il y a n mineurs d’ordre n − 1 „a calculer, C^2_n mineurs d’ordre n − 2 et de mani„ere g«en«erale C^k_n mineurs d’ordre n − k. Le temps de calcul d’un mineur d’ordre k connaissant tous les mineurs d’ordre k − 1 est t_k = ak + b en supposant que les mineurs d’ordre k − 1 sont m«emoris«es de telle sorte qu’ils puissent être retrouv«es en temps constant. Donc le temps de calcul d’un d«eterminant n × n est :

T (n) = n∑ k=0 C^k_nt_{n−k} = n∑ k=0 C^k_nt_k = n∑ k=0 (ak + b)C^k_n = n2^{n−1}a + 2^nb.

La complexit«e spatiale est proportionnelle „a :

max(C^k_n, 0 � k � n) = C^{⌊n/2⌋}_n ∼

2^{(n−1)/2} √ πn . La m«ethode du pivot de Gauss qui a une complexit«e O(n^3) est nettement plus performante, mais elle produit des fractions et des r«esultats approch«es, sauf si l’on e¸ectue le calcul en g«erant „a part num«erateur et d«enominateur mais dans ce cas les coe‹cients manipul«es sont de plus en plus gros et il faut e¸ectuer les op«erations en multipr«ecision, ce qui modi˛e la complexit«e.

Exercice 6-2 Si n est impair, on augmente les matrices d’une ligne et d’une colonne nulle. Le temps de calcul v«eri˛e donc l’«equation : T (n) = 7T (⌈n/2⌉) + O(n^2) o„u O(n^2) repr«esente le temps des additions/soustractions et des recopies de coe‹cients. On en d«eduit : T (n) = ^(n^{log2 7}).

Exercice 6-3 Si on se limite „a des cha^“nes de longueur exactement n, en consid«erant qu’il y a 256 caract„eres possibles, cela fait 256^n cha^“nes di¸«erentes suppos«ees «equiprobables. La probabilit«e de trouver deux caract„eres di¸«erents „a une position donn«ee dans chaque cha^“ne est p = 255/256 donc le rang moyen d’apparition de la premi„ere di¸«erence est inf«erieur ou «egal „a 256/255 ≈ 1.004 (et sup«erieur ou «egal „a 1). Le nombre moyen de comparaisons de caract„eres e¸ectu«ees est «egal „a ce rang moyen, donc est compris entre 1 et 1.004.

Si les longueurs ne sont pas ˛x«ees, soit p_k la probabilit«e que la premi„ere cha^“ne soit de longueur k. On peut ajouter un marqueur de ˛n „a chaque cha^“ne (pris en dehors des 256 caract„eres usuels) et comparer les k+1 premiers caract„eres des deux cha^“nes. Le nombre moyen de caract„eres compar«es (pour une premi„ere cha^“ne de longueur k) est :

c_k = 255 256 (^k∑ m=1 m 256^{m−1} ) + k + 1 256^k = 255 256 (^k∑ m=1 m 256^{m−1} + ∞∑ m=k+1

k + 1 256^{m−1} )

� 255 256 (^∞∑ m=1 m 256^{m−1} ) = 256 255 et le nombre moyen de caract„eres compar«es pour une premi„ere cha^“ne de longueur quelconque est : N = p_0c_0 + p_1c_1 + .. . + p_nc_n p_0 + p_1 + .. . + p_n � 256 255 .

Exercice 6-4

1. Le calcul na-“f de la suite de Fibonacci (u_n = u_{n−1} + u_{n−2}) donne

T (n) = T (n − 1) + T (n − 2) + K.

2. D’apr„es la relation de r«ecurrence la fonction T est croissante, donc on peut «ecrire : T (n) � 2T (n − 2) + f(n) et par r«ecurrence, T (n) � 2^{n/2}λ. Le temps d’ex«ecution est au moins exponentiel.

On peut obtenir une estimation plus pr«ecise en consid«erant les racines de l’«equation caract«eristique x^2 = x + 1 associ«ee „a l’«equation de r«ecurrence u_n = u_{n−1} + u_{n−2}, c’est-„a-dire :

ϕ = 1 + √ 5 2 et ϕ = 1 − √ 5 2 = − 1 ϕ = 1 − ϕ.

On a T (n) = (ϕ + ϕ)T (n − 1) − ϕϕT (n − 2) + f(n), donc en posant :

u(n) = T (n) − ϕT (n − 1) et v(n) = T (n) − ϕT (n − 1)

on obtient les deux relations :

u(n) = ϕu(n − 1) + f(n), v(n) = ϕv(n − 1) + f(n).

Ceci permet de calculer exactement u(n), v(n) puis T (n) = ϕu(n) − ϕv(n) ϕ − ϕ . On obtient :

T (n) = ϕ^nu(1) − ϕ^nv(1)

ϕ − ϕ + n∑ k=2 f(k) ϕ^{n−k} − ϕ^{n−k} ϕ − ϕ .

Donc si f est „a croissance polynomiale alors T (n) ∼ λϕ^n pour un certain λ > 0.

Exercice 6-5 T (2^p) = 2T (2^{p−1}) + p2^p donc T (2^p) = 2^p ( T (1) +^p ∑ k=1 k ) ∼ p^22^{p−1}.

Par monotonie, il vient : T (n) = ^(n(ln n)^2).

Exercice 6-8 229

Exercice 6-6 On pose n_p = 2^p − 1 de sorte que ⌊(n_p − 1)/2⌋ = 2^{p−1} − 1 = n_{p−1}. On peut donc «etudier la relation partielle :

T (n_p) = 2T (n_{p−1}) + 2^p − 1,

qui a pour solution :

T (n_p) = 2^p ( T (n_0) + p∑ k=0 2^k − 1 2^k ) ∼ p2^p.

On en d«eduit, par monotonie : T (n) = ^(n ln(n)).

Exercice 6-7 Soient T_{rec}(n), M_{rec}(n), T_{iter}(n), M_{iter}(n), les complexit«es temporelles et spatiales de u_rec et u_iter. On a imm«ediatement T_{iter}(n) = O(n^2) et M_{iter}(n) = O(n). Par ailleurs il existe des constantes a et b telles que :

T_{rec}(n) = a + bn + n∑ k=1 T_{rec}(n − k) = a + bn + n−1∑ k=0 T_{rec}(k)

= 2T_{rec}(n − 1) + b

donc T_{rec}(n) ∼ λ2^n pour un certain λ > 0.

En supposant une r«ecup«eration syst«ematique de la m«emoire utilis«ee par les variables locales d„es qu’une fonction est termin«ee, comme u_rec n’utilise qu’un nombre ˛xe de m«emoires locales (n, s, k et l’adresse de retour), le nombre de positions m«emoire n«ecessaires au calcul de u_rec est proportionnel au nombre maximal d’appels imbriqu«es, soit M_{rec}(n) = O(n).

Exercice 6-8 On a de mani„ere imm«ediate T_{iter}(n) = O(n) et M_{iter}(n) = O(n). Par ailleurs T_{rec} v«eri˛e la relation :

T_{rec}(n) = a + T_{rec}(⌊n/2⌋) + T_{rec}(⌊n/3⌋).

Soit α > 0. En posant U(n) =

T_{rec}(n) + a n^α on obtient :

U(n) � 1 2^α

U(⌊n/2⌋) + 1 3^α

U(⌊n/3⌋)

donc si l’on a 1/2^α + 1/3^α � 1 alors la fonction U est born«ee et l’on en d«eduit que T_{rec}(n) = O(n^α). Comme l’«equation 1/2^α + 1/3^α = 1 admet une unique racine α_0 ≈ 0.787, on obtient ˛nalement T_{rec}(n) = O(n^{α0} ). En˛n M_{rec}(n) est proportionnel au nombre maximal d’appels imbriqu«es, soit M_{rec}(n) = O(ln n).

La m«ethode r«ecursive na-“ve s’av„ere donc plus e‹cace que la m«ethode it«erative avec stockage des r«esultats interm«ediaires ! Dans le cas particulier de cette «equation de r«ecurrence, on peut obtenir un algorithme plus rapide que u_rec en remarquant que le calcul de u_n ne n«ecessite que la connaissance des termes pr«ec«edents de la forme u_{⌊n/2}a_3b_⌋ et donc qu’il su‹t de construire une matrice index«ee par a et b, de taille ⌈log_2 n⌉ × ⌈log_3 n⌉, pour «eviter le recalcul de termes. On obtient alors un algorithme calculant u_n en temps O(ln^2 n) et en m«emoire O(ln^2 n).

Exercice 7-1 Le nombre total de nffuds est n = n_0 + n_1 + .. . + n_p et le nombre de ˛ls est f = 0 × n_0 + 1 × n_1 + . . . + p × n_p. Donc si a n’est pas vide, on a n = f + 1 soit :

n_0 = 1 + n_2 + . . . + (p − 1)n_p.

Exercice 7-2 S’il y a n nffuds alors il y a n − 1 ˛ls, donc chaque nffud a en moyenne (n − 1)/n ˛ls. Le nombre moyen de ˛ls droit d«epend de l’arbre consid«er«e mais, si l’on fait la moyenne sur tous les arbres binaires de taille n, on obtient par sym«etrie (n−1)/2n ˛ls droit en moyenne. Le nombre moyen de fr„eres (moyenne sur tous les nffuds et sur tous les arbres binaires de taille n) semble plus compliqu«e.

Exercice 7-3 Ces ordres ne di¸„erent que par le moment o„u l’on traite un nffud int«erieur, ils co-“ncident donc sur les feuilles.

Exercice 7-4 La condition donn«ee est n«ecessaire par d«e˛nition des ordres pr«e˛xe et post˛xe. Pour la r«eciproque, consid«erons deux nffuds x et y tels que x pr«ec„ede y en ordre pr«e˛xe et succ„ede „a y en ordre post˛xe, et soit z le premier ascendant commun „a x et y en remontant vers la racine : si z n’est «egal ni „a x ni „a y alors x et y appartiennent „a deux branches distinctes issues de z et leurs ordres pr«e˛xe et post˛xe relatifs co-“ncident, c’est absurde. On obtient aussi une contradiction si z = y et donc n«ecessairement z = x.

Exercice 7-5

(* transforme une forêt générale en arbre binaire *)

let rec bin_of_g_foret f = match f with
| [] -> B_vide
| G_noeud(x,fils)::suite ->
    B_noeud(x, bin_of_g_foret fils, bin_of_g_foret suite)
;;

(* transforme un arbre général en arbre binaire *)

let bin_of_g(a) = bin_of_g_foret([a]);;

(* transforme un arbre binaire en forêt générale *)

let rec g_foret_of_bin a = match a with
| B_vide -> []
| B_noeud(x,g,d) ->
    G_noeud(x, g_foret_of_bin g) :: g_foret_of_bin d
;;

Exercice 7-7 231

Exercice 7-6 Les ordres pr«e˛xe sur a et a^′ co-“ncident ; l’ordre post˛xe sur a co-“ncide avec l’ordre in˛xe sur a^′ ; l’ordre post˛xe sur a^′ n’a pas d’interpr«etation simple pour a.

Exercice 7-7 successeur préfixe

let rec succ_pref(i,n) =
  if 2*i <= n then 2*i (* fils gauche *)
  else if (i mod 2 = 0) & (i+1 <= n) then i+1 (* frère droit *)
  else if i > 1 then succ_pref(i/2, 2*(i/2)-1)

(* successeur du père après suppression des fils *)

  else failwith "plus de successeur"
;;

La correction de la fonction succ_pref se d«emontre par r«ecurrence sur n. Notons f_n(i) = succ pref(i, n) : f_1 est manifestement correcte. Si f_n est correcte (c’est-„a-dire si f_n(i) est correct pour 1 � i � n), soit p le pr«ed«ecesseur de n + 1 dans la num«erotation pr«e˛xe : il faut montrer que f_{n+1}(i) = f_n(i) pour 1 � i � n et i ≠ p, que f_{n+1}(p) = n + 1 et que f_{n+1}(n + 1) = f_n(p).

{ Si n+1 est pair, alors p = (n+1)/2, donc pour i ≠ p et i � n les r«esultats des trois tests sont inchang«es si l’on remplace n par n + 1, d’o„u f_{n+1}(i) = f_n(i). On a aussi clairement f_{n+1}(p) = n + 1 et f_{n+1}(n + 1) = f_{2p−1}(p) = f_n(p).

{ Si n + 1 est impair alors p = n, donc pour i < n les r«esultats des trois tests sont l„a aussi inchang«es et l’on a f_{n+1}(i) = f_n(i). En˛n, f_{n+1}(p) = n + 1 et f_{n+1}(n + 1) = f_{n−1}(n/2) = f_n(n).

Le calcul de succ_pref peut s’e¸ectuer en m«emoire constante puisque c’est une fonction r«ecursive terminale. Par contre le temps d’ex«ecution de succ_pref n’est pas constant et le temps maximal de calcul de succ pref(i, n) est clairement ^(ln n). Cependant on constate que, lors du parcours en ordre pr«e˛xe du vecteur, un entier i est � appel«e � par succ_pref (c’est-„a-dire que l’on demande un calcul succ pref(i, p) pour un certain entier p) au plus deux fois : une fois pour obtenir le successeur normal de i, et une deuxi„eme fois pour obtenir le successeur � anormal � succ pref(i, 2i − 1) lorsque l’on a ˛ni de visiter la descendance de i s’il en a une.

Ceci d«ecoule directement de la correction de succ_pref. Donc le temps cumul«e de calcul de tous les successeurs lors de ce parcours est O(n).

successeur postfixe

(* cherche le noeud le plus à gauche descendant de i *)

let rec descend(i,n) = if 2*i <= n then descend(2*i,n) else i;;

let succ_post(i,n) =
  if i = 1 then failwith "plus de successeur"
  else if (i mod 2 = 1) or (i = n) then i/2 (* père *)
  else descend(i+1,n) (* descendant gauche du frère droit *)
;;

Les corrections de descend et succ_post sont imm«ediates. Comme la fonction descend est r«ecursive terminale, descend et succ_post peuvent s’ex«ecuter en m«emoire constante.

successeur infixe

let rec succ_inf(i,n) =
  if 2*i+1 <= n then descend(2*i+1,n) (* desc. gauche du fils droit *)
  else if i mod 2 = 0 then i/2 (* père *)
  else if i > 1 then succ_inf(i/2,i-1)

(* successeur du père après suppression de ce fils *)

  else failwith "plus de successeur"
;;

On «etablit la correction de succ_inf par r«ecurrence sur n de la même mani„ere que celle de succ_pref. Cette fonction a elle aussi une complexit«e spatiale constante puisque r«ecursive terminale.

Exercice 7-8 x pr«ec„ede y dans l’ordre pr«e˛xe (in˛xe, post˛xe) inverse si et seulement si x succ„ede „a y dans l’ordre post˛xe (in˛xe, pr«e˛xe) direct.

Exercice 7-9

parcours e¸ectue un parcours en profondeur d’abord en ordre pr«e˛xe d’une forêt.
courspar e¸ectue un parcours en largeur d’abord en respectant l’ordre naturel des

branches. Soient n le nombre de nffuds et ℓ la largeur de la forêt : si le temps de traitement d’un nffud est constant alors la complexit«e temporelle de parcours est ^(n) et celle de de courspar est O(n + nℓ) (et ^(n^2) pour un arbre binaire complet).

Exercice 7-10

let rec liste_préfixe(a) = match a with
| B_vide -> []
| B_noeud(e,g,d) -> e :: ((liste_préfixe g) @ (liste_préfixe d))
;;

Complexit«e : soit n_g(i) le nombre de descendants gauche d’un nffud i. Le temps de calcul de

e :: ((liste_préfixe g) @ (liste_préfixe d))

non compris le temps pass«e dans les appels r«ecursifs est de la forme αn_g(i) + β donc le temps total de calcul pour un arbre a de taille n est :

T (a) = α ∑ i∈a n_g(i) + βn � αnh + βn

o„u h la hauteur de l’arbre (en e¸et, dans ∑ n_g(i) un nffud donn«e est compt«e autant de fois qu’il a d’ascendants „a sa droite, donc au plus h fois). La complexit«e en nh est e¸ectivement atteinte pour un arbre en forme de peigne gauche (chaque

Exercice 7-12 233

branche droite contient un seul nffud). Une meilleure solution consiste „a parcourir l’arbre en ordre post˛xe inverse (cf. exercice 7-8) en accumulant les nffuds rencontr«es, ce qui permet de ne faire que des insertions en tête de liste et donne une complexit«e lin«eaire en n :

let rec liste_préfixe(a,l) = match a with
| B_vide -> l
| B_noeud(e,g,d) -> let l’ = liste_préfixe(d,l) in
                    let l’’ = liste_préfixe(g,l’) in
                    e :: l’’
;;

Exercice 7-11 Voir le ˛chier arbres.ml disponible sur le serveur de l’INRIA :

http://pauillac.inria.fr/~quercia/automatx.tgz

Exercice 7-12

1. let rec est_sous_arbre(a,b) = match (a,b) with
   | (B_vide,B_vide) -> true
   | B_noeud(ea,ga,da), B_noeud(eb,gb,db) ->
        (a = b) or est_sous_arbre(a,gb) or est_sous_arbre(a,db)
   | _ -> false
   ;;

L’«egalit«e entre arbres est pr«ed«e˛nie en caml (comme l’«egalit«e entre deux structures quelconques de même type non fonctionnel). Si ce n’«etait pas le cas, on pourrait la d«e˛nir par :

   let rec égal(a,b) = match (a,b) with
   | (B_vide,B_vide) -> true
   | (B_noeud(ea,ga,da),B_noeud(eb,gb,db)) ->
        (ea = eb) & égal(ga,gb) & égal(da,db)
   | _ -> false
   ;;

2. let rec est_inclus(a,b) = match (a,b) with
   | (B_vide,_) -> true
   | (_,B_vide) -> false
   | (B_noeud(ea,ga,da),B_noeud(eb,gb,db)) ->
        ((ea = eb) & coïncide(ga,gb) & coïncide(da,db))
      or est_inclus(a,gb) or est_inclus(a,db)

   and coïncide(a,b) = match (a,b) with
   | (B_vide,_) -> true
   | (_,B_vide) -> false
   | (B_noeud(ea,ga,da),B_noeud(eb,gb,db)) ->
        (ea = eb) & coïncide(ga,gb) & coïncide(da,db)
   ;;

Exercice 7-13 On ne peut pas r«epondre pr«ecis«ement „a la question car les donn«ees fournies (ann«ees de naissance et de d«ec„es des individus) ne permettent pas de savoir dans quel ordre ont eu lieu les naissances et les d«ec„es dans une même ann«ee, ni „a quelles dates la royaut«e «etait e¸ectivement en vigueur (Louis XVII, et les descendants de Charles X n’ont pas r«egn«e car le r«egime politique en vigueur alors «etait le r«egime r«epublicain). Le programme ci-dessous fait abstraction des changements de r«egime et suppose que dans une même ann«ee toutes les naissances ont lieu avant tous les d«ec„es et que, en cas de d«ec„es multiples, les individus meurent en respectant l’ordre dynastique. On parcourt l’arbre en ordre pr«e˛xe et on imprime tous les noms d’individus encore en vie apr„es le d«ec„es du dernier roi rencontr«e jusqu’alors.

type individu == string*int*int;; (* nom, naissance, décès *)

(* imprime les noms des rois à partir de la date d *) (* retourne la date de décès du dernier roi *)

let rec imprime(d, (G_noeud((x,_,b), fils))) =
   if b >= d then print_endline(x);
   let f = ref(fils) and d’ = ref(max b d) in
   while !f <> [] do
     d’ := imprime(!d’, hd(!f));
     f := tl(!f)
   done;
   !d’
;;

Remarquer que l’arbre donn«e est incoh«erent : le cousin de Louis XV est cens«e être n«e deux ans apr„es le d«ec„es de son p„ere, cette incoh«erence ˛gure dans le document cit«e en r«ef«erence.

Exercice 7-14

1. On constitue l’expression parenth«es«ee par parcours pr«e˛xe inverse comme „a l’exercice 7-10 pour garantir une complexit«e lin«eaire (rappel : rev calcule l’image d’une liste de longueur n en temps ^(n)).

   let rec exp_of_arbre a accu = match a with
   | G_noeud(e,f) -> Pargauche :: Etiquette(e)
                  :: exp_of_forêt (rev f) (Pardroite :: accu)

   and exp_of_forêt f accu = match f with
   | [] -> accu
   | n::suite -> exp_of_forêt suite (exp_of_arbre n accu)
   ;;

2. let rec arbre_of_expr liste = match liste with
   | Pargauche :: Etiquette(e) :: suite ->
      let (f,reste) = forêt_of_expr(suite) in (G_noeud(e,f), reste)
   | _ -> failwith "expression mal formée"

Exercice 7-16 235

     and forêt_of_expr liste = match liste with
     | Pardroite :: suite -> ([],suite)
     | _ -> let (a,suite) = arbre_of_expr(liste) in
            let (f,reste) = forêt_of_expr(suite) in
            (a::f, reste)
     ;;

arbre_of_expr(liste) v«eri˛e que le d«ebut de liste est l’expression d’un arbre et

renvoie cet arbre et le reste de la liste. De même, forêt_of_expr(liste) extrait la forêt repr«esent«ee par le d«ebut de liste et termin«ee par une parenth„ese fermante, et renvoie cette forêt et le reste de la liste sans la parenth„ese fermante. La liste compl„ete repr«esente bien un arbre si et seulement si arbre_of_expr(liste) termine sans erreur et si le reste de la liste est vide.

Exercice 7-15

(* imprime une formule en plaçant des parenthèses si *) (* nécessaire. "p" est la priorité de l’opérateur *) (* précédent ou suivant. *)

let rec imprime_avec_parenthèses p f = match f with
| Valeur(_) -> imprime(f)
| Op1(_) -> imprime(f)
| Op2(_,q,_,_) -> if q < p then begin
                    print_char ‘(‘; imprime(f); print_char ‘)‘
                  end
                  else imprime(f)

(* imprime une formule sans placer de parenthèses autour *)

and imprime(f) = match f with
| Valeur(v) -> print_string(v)
| Op1(nom,g) -> print_string(nom);
                    print_char ‘(‘;
                    imprime(g);
                    print_char ‘)‘
| Op2(nom,p,g,h) -> imprime_avec_parenthèses p g;
                    print_char ‘ ‘;
                    print_string(nom);
                    print_char ‘ ‘;
                    imprime_avec_parenthèses p h
;;

Exercice 7-16 Soit h(n) la hauteur maximale d’un arbre α-«equilibr«e de taille inf«erieure ou «egale „a n. On a la relation : h(n) � 1 + h(⌊αn⌋)

et donc par r«ecurrence, h(n) � k + h(⌊α^kn⌋).

En prenant k = ⌈− ln(n)/ ln(α)⌉ on obtient h(n) = O(ln n) et l’in«egalit«e inverse est vraie pour tout arbre binaire de taille n, qu’il soit «equilibr«e ou non.

Exercice 7-17 Pour h ∈ N soit m(h) le plus petit nombre de nffuds d’un arbre de hauteur h «equilibr«e „a k pr„es. On a pour h � 2 :

m(h) = 1 + m(h − 1) + min(m(h − 1), m(h − 2), . .., m(h − k − 1)).

Par cons«equent la fonction m est croissante sur N^∗ et m(0) = 1, m(1) = 2, donc elle est croissante sur N. On en d«eduit :

m(h) = 1+m(h−1)+m(h−k−1) ⇐⇒ 1+m(h) = (1+m(h−1))+(1+m(h−k−1)).

Soit α l’unique racine positive de l’ «equation x^{k+1} = x^k + 1 (1 < α < 2). Par r«ecurrence on a m(h) � cα^h pour une certaine constante c donc : h � ln(m(h)) − ln c ln α . Pour un arbre binaire «equilibr«e „a k pr„es et „a n nffuds on a alors : h � ln(n) − ln c ln α . Exercice 7-18

1. La transformation � ˛ls gauche - fr„ere droit � met en correspondance les arbres g«en«eraux ordonn«es „a n nffuds et les arbres binaires „a n nffuds dont la branche droite est vide. Donc G_n = B_{n−1}.

2. C’est imm«ediat par r«ecurrence sur n. L’exercice 7-14 fournit par ailleurs un algorithme de calcul de l’arbre repr«esent«e par une liste admissible de parenth„eses.

3. On note f(i) la di¸«erence entre le nombre de parenth„eses ouvrantes et le nombre de parenth„eses fermantes dans [u_0, .. ., u_{i−1}]. La ˛gure ci-dessous pr«esente les graphes des fonctions f associ«ees aux it«er«ees par T de la suite

u = [ ( ) ( ( ) ) ) ( ].

Exercice 7-19 237

Soit i_m le premier entier i ∈ [[2, 2n]] o„u f atteint son minimum : T a pour e¸et de diminuer i_m d’une unit«e modulo 2n − 1 donc il existe un unique entier k tel que T^k(u) corresponde „a i_m = 2n, c’est-„a-dire tel que T^k(u) soit admissible.

4. Il y a C^n_{2n−1} suites u constitu«ees de n parenth„eses ouvrantes et n parenth„eses fermantes la premi„ere «etant ouvrante, et ces suites se r«epartissent en C^n_{2n−1}/(2n − 1) groupes de 2n − 1 suites d«eduites les unes des autres par l’action de T . Chaque groupe contient une et une seule suite admissible, donc le nombre de suites admissibles est :

C^n_{2n−1} 2n − 1 = 1 n C^{n−1}_{2n−2}

et l’on a : G_n = 1 n C^{n−1}_{2n−2}, B_n = 1 n + 1

C^n_{2n}.

Exercice 7-19

1. Soit h la hauteur de a et x un nffud de profondeur h. S’il existe un nffud y de profondeur h^′ < h − 1 ayant une branche vide, alors on peut � d«eplacer � le nffud x pour le mettre „a la place de cette branche vide. L’arbre a^′ obtenu est un arbre binaire „a n nffuds tel que L_e(a^′) = L_e(a) + h^′ − h + 1 < L_e(a) donc la longueur du chemin externe de a n’est pas minimale. Ceci prouve qu’une condition n«ecessaire pour que L_e(a) soit minimale est que tous les nffuds de profondeur inf«erieure ou «egale „a h − 2 ont deux ˛ls, ce qui «equivaut „a dire qu’il y a 2^k nffuds de profondeur k pour tout k ∈ [[0, h − 1]].

R«eciproquement, supposons cette derni„ere condition remplie et notons p le nombre de nffuds de a de profondeur h. Alors n = p + 2^h − 1 avec 1 � p � 2^h d’o„u h = ⌊log_2 n⌋, p = n + 1 − 2^h et :

L_e(a) = 2p(h + 1) + (2^h − p)h = (n + 1)h + 2p,

quantit«e ind«ependante de l’arbre consid«er«e, et donc minimale. L’in«egalit«e L_e(a) � (n + 1)⌊log_2 n⌋ pour un arbre binaire quelconque „a n nffuds est alors imm«ediate.

2. On repr«esente les comparaisons e¸ectu«ees par A lors du tri d’une permutation σ par des questions de la forme : � est-ce que σ(i) � σ(j) ? � o„u i et j sont deux entiers � choisis � par A en fonction des r«eponses obtenues pour les questions pr«ec«edentes (l’in«egalit«e dans la question pourrait être stricte, mais c’est une distinction sans importance puisqu’on trie des listes d’«el«ements distincts).

On construit alors un arbre de d«ecision a associ«e „a A de la mani„ere suivante : la racine de a est «etiquet«ee par la premi„ere comparaison e¸ectu«ee par A sur une permutation σ. Cette premi„ere comparaison est ind«ependante de σ puisque A est un algorithme de tri par comparaisons. Les branches de l’arbre de d«ecision sont d«e˛nies r«ecursivement : la branche gauche est l’arbre de d«ecision associ«e au tri de toutes les permutations pour lesquelles la r«eponse „a la premi„ere question est oui, la branche droite est l’arbre de d«ecision associ«e au tri des permutations ayant r«epondu non „a la premi„ere question. Ces branches sont «etiquet«ees par les questions pos«ees par A pour le tri des permutations consid«er«ees, premi„ere question except«ee.

L’arbre a obtenu est un arbre ayant une branche vide pour chaque permutation σ de [[1, n]] : cette branche vide est issue de la derni„ere question que A a pos«e lors du tri de σ, et deux permutations distinctes ne peuvent aboutir sur la même branche vide sinon elles seraient indiscernables par A et A ne serait pas un algorithme de tri. Il peut y avoir d’autres branches vides correspondant aux questions pour lesquelles toutes les permutations „a qui la question a «et«e pos«ee ont r«epondu de la même mani„ere, soit a^′ l’arbre d«eduit de a en supprimant ces questions inutiles. Le nombre de comparaisons e¸ectu«ees par A pour trier une permutation σ est «egal „a la profondeur de la branche vide associ«ee „a σ dans a^′, donc la complexit«e moyenne de A est au moins «egale au quotient par n! de la longueur du chemin externe de a^′. Comme a^′ a exactement n! branches vides, il a au moins n! − 1 nffuds et, d’apr„es la premi„ere question, L_e(a^′) � n!⌊log_2(n! − 1)⌋.

Exercice 8-1 On examine tous les nffuds en ordre in˛xe et on v«eri˛e au fur et „a mesure que les «etiquettes forment une suite croissante.

(* vérifie que les étiquettes de a sont en ordre croissant *) (* et supérieures à m. Retourne la plus grande étiquette *) (* trouvée ou m pour un arbre vide *)

let rec vérifie compare a m = match a with
| B_vide -> m
| B_noeud(e,g,d) ->
   let g1 = vérifie compare g m in
   let d1 = vérifie compare d e in
   if compare e g1 = PLUSPETIT then failwith "arbre mal formé"
   else d1
;;

let est_de_recherche compare a = match a with
| B_vide -> true
| _ -> try let _ = vérifie compare a (minimum a) in true
            with Failure "arbre mal formé" -> false
;;

Exercice 8-2 On peut trier une liste en construisant un arbre binaire de recherche associ«e et en le parcourant en ordre in˛xe. Comme le parcours in˛xe d’un arbre a une complexit«e lin«eaire en la taille de l’arbre, on obtient ainsi un algorithme de tri par comparaisons de complexit«e T_n + O(n), d’o„u le r«esultat compte tenu de la complexit«e intrins„eque d’un tri par comparaisons.

Exercice 8-5 239

Exercice 8-3

(* place les éléments de v.(a..b) dans un arbre de recherche *)

let rec construit v a b =
  if a > b then B_vide
  else if a = b then B_noeud(v.(a),B_vide,B_vide)
  else let c = (a+b)/2 in
       B_noeud(v.(c), construit v a (c-1), construit v (c+1) b)
;;

let arbre_of_vect v = construit v 0 (vect_length(v)-1);;

Si T (n) est le temps d’ex«ecution de arbre_of_vect pour un sous-vecteur de longueur n alors on a :

T (n) � T

( ⌊n − 1 2 ⌋ ) + T ( ⌈ n − 1 2 ⌉) + K,

d’o„u l’on d«eduit T (n) � max(T (1), K)n par r«ecurrence sur n. Ainsi, T (n) = O(n) et même T (n) = ^(n) car chaque «el«ement du sous-vecteur est plac«e dans l’arbre. Le cas d’une liste cha^“n«ee tri«ee peut se traiter de même, mais il faut parcourir la liste pour rep«erer l’«el«ement m«edian et ceci doit être fait „a chaque niveau de r«ecursion, ce qui donne une complexit«e ^(n ln n). Il est pr«ef«erable de recopier la liste dans un vecteur avant de la mettre en arbre.

Exercice 8-4 Par r«ecurrence sur n, on montre que l’arbre obtenu par insertion aux feuilles est identique „a celui obtenu par insertion „a la racine en inversant l’ordre d’insertion des «el«ements.

Exercice 8-5 Pour fusionner un arbre a de racine r et un arbre b on d«ecoupe b en arbres major«e et minor«e par r et on fusionne ces sous-arbres avec les branches de b.

let rec fusion compare a b = match a with
| B_vide -> b
| B_noeud(e,g,d) ->
    let (g’,d’) = découpe compare e b in
    B_noeud(e, fusion compare g g’, fusion compare d d’)
;;

Complexit«e : soient n_a la taille de a et h_b la hauteur de b. fusion est appel«e exactement une fois pour chaque nffud et chaque branche vide de a, et le temps de d«ecoupage du deuxi„eme arbre est O(h_b) (car les arbres d«ecoup«es dans b ont une hauteur inf«erieure ou «egale „a celle de b). Le temps de fusion dans le pire des cas est donc O(n_ah_b). Ce temps peut être atteint si n_a est n«egligeable devant h_b et si la hauteur des arbres d«ecoup«es ne diminue que d’une quantit«e born«ee „a chaque d«ecoupage.

On pourrait sym«etriser les rôles de a et b en permutant les arbres „a chaque appel r«ecursif, mais l’analyse semble d«elicate et exp«erimentalement les arbres ainsi obtenus sont tr„es d«es«equilibr«es. Une solution plus sûre est de parcourir a et b en ordre in˛xe et de reconstituer un arbre binaire de recherche „a partir de la fusion des listes associ«ees.

Exercice 8-6 Dans quicksort chaque «el«ement „a partir du deuxi„eme est compar«e „a la tête de la liste, puis le tri se poursuit r«ecursivement sur les sous-listes u et v obtenues. Dans l’insertion aux feuilles le premier «el«ement ins«er«e est la tête de liste et il est plac«e „a la racine de l’arbre en construction. Tous les autres «el«ements seront compar«es au premier puis ins«er«es dans la branche gauche ou droite en fonction du r«esultat de la comparaison. Donc les «el«ements ins«er«es dans la branche gauche sont exactement les «el«ements de la liste u, et ils sont ins«er«es dans l’ordre d«e˛ni par u, ce qui «etablit le r«esultat par r«ecurrence.

Complexit«e moyenne de quicksort : le nombre de comparaisons „a e¸ectuer pour ins«erer un «el«ement dans un arbre binaire de recherche est «egal „a la profondeur de la position d’insertion moins 1, donc le nombre total de comparaisons e¸ectu«ees est «egal „a la somme des profondeurs de tous les nffuds de l’arbre ˛nal diminu«ee de n. Comme la longueur moyenne du chemin interne d’un arbre binaire construit al«eatoirement est «equivalente „a 2n ln(n) (cf. section 7-4), on en d«eduit que le nombre moyen de comparaisons e¸ectu«ees est ^(n ln n).

Exercice 9-1 Oui avant simpli˛cation, non apr„es. Par exemple avec e = CL[(1, x); (1, y); (1, z)], e^′ = y et f = CL[(−1, x)] on a e < e^′ donc CL[(1, e); (1, f)] < CL[(1, e^′); (1, f)], mais apr„es simpli˛cation, CL[(1, y); (1, z)] > CL[(−1, x); (1, y)]. On construit un contre-exemple similaire pour le produit, et en ce qui concerne la substitution, subs(y = −x, e) > subs(y = −x, e^′) apr„es simpli˛cation.

Exercice 9-2 Recherche d’une sous-expression :

let rec figure e f =
  (compare e f = EQUIV)
  or
  (match e,f with
   | CL(e1), CL(f1) -> contient e1 f1
   | PG(e1), PG(f1) -> contient e1 f1
   | _ -> false)
  or
  (match e with
   | Fct(_,e1) -> figure e1 f
   | CL(l) -> figure_liste l f
   | PG(l) -> figure_liste l f
   | _ -> false)

and figure_liste l f = match l with
| [] -> false
| (_,e)::suite -> (figure e f) or (figure_liste suite f)

Exercice 9-2 241

    and contient l l’ = match l,l’ with
    | _, [] -> true
    | [], _ -> false
    | (a::s), (b::s’) -> if b = a then contient s s’
                          else (b > a) & (contient s l’)
    ;;

figure_liste parcourt la liste l jusqu’„a trouver un terme dans lequel ˛gure f ou

avoir «epuis«e la liste, et contient dit si une liste en contient une autre, ces listes «etant suppos«ees tri«ees par ordre croissant.

L’algorithme de substitution suit le même sch«ema de parcours que figure, mais au lieu de s’arrêter sur la premi„ere substitution r«eussie, on doit continuer „a parcourir le reste de la formule pour remplacer les autres occurrences «eventuelles de f par g. On e¸ectue une substitution simple, c’est-„a-dire que la formule obtenue apr„es substitution n’est pas r«eexamin«ee pour chercher de nouvelles substitutions possibles. En e¸et, une substitution r«ecursive peut ne pas terminer :

substitue x x (x^x) : x −→ x^x −→ (x^x)^{(xx)} −→ ((x^x)^{(xx)})^{((xx )(x} x) ) −→ .. ..

(* compte-rendu d’une tentative de substitution *)

type ’a compte_rendu = Succès of ’a | Echec;;

(* remplace les occurrences dans e de f par g *)

let rec substitue e f g =

  if compare e f = EQUIV then g

  else let res = match e,f with
   | CL(e1), CL(f1) ->
     (match supprime e1 f1 with
      | Succès(h1) -> Succès(CL((1.0,g)::(subs_liste h1 f g)))
      | Echec -> Echec)
   | PG(e1), PG(f1) ->
     (match supprime e1 f1 with
      | Succès(h1) -> Succès(PG((1.0,g)::(subs_liste h1 f g)))
      | Echec -> Echec)
  | _ -> Echec

  in match res with
   | Succès(h) -> h
   | Echec -> match e with
   | Fct(n,e1) -> Fct(n, substitue e1 f g)
   | CL(l) -> CL(subs_liste l f g)
   | PG(l) -> PG(subs_liste l f g)
   | _ -> e

(* idem pour une liste *)

and subs_liste l f g = match l with
   | [] -> []
   | (c,e)::suite -> (c,substitue e f g)::(subs_liste suite f g)

(* supprime les éléments de l’ dans l si l’ est inclus dans l *)

and supprime l l’ = match l,l’ with
   | _, [] -> Succès(l)
   | [], _ -> Echec
   | (a::s), (b::s’) ->
            if b = a then supprime s s’
       else if b > a then match supprime s l’ with
                         | Succès(l’’) -> Succès(a::l’’)
                         | Echec -> Echec
       else Echec
;;

Exercice 9-3 On note T (n) le nombre maximal de nffuds que peut contenir la d«eriv«ee d’une expression de n nffuds. La d«erivation de f_1 ∘ .. .∘f_{n−1}(x) montre que T (n) � n^2/2. Supposons qu’il existe un nombre K � 1 tel que T (k) � Kk^2 pour tout k strictement inf«erieur „a n et consid«erons une formule e „a n nffuds (n � 2).

Si e = f(u) alors e^′ = u^′f^′(u) comporte au plus K(n − 1)^2 + a(n − 1) + b nffuds o„u a est le nombre d’occurrences de x dans f^′(x) et b le nombre de nffuds de f^′(x) autres que ces occurrences. En consid«erant que a et b sont born«es, on peut supposer que a � 2K et b � K quitte „a changer K, et donc le nombre de nffuds de u^′f^′(u) est major«e par Kn^2.

Si e = a_1e_1 + . .. + a_pe_p alors e^′ = a_1e^′_1 + . . .a_pe^′_p. Soient n_1, .. ., n_p les nombres de nffuds de e_1, . .., e_p : n_1 + .. . + n_p = n − 1 et le nombre de nffuds de e^′ est major«e par :

1 + K(n^2_1 + . .. + n^2_p) � 1 + K(n_1 + . .. + n_p)^2 � Kn^2.

Si e = e^{a1}_1 . . .e^{ap}_p o„u e_i contient n_i nffuds alors e^′ = ∑ a_ie^′_ie^{−1}_i e, donc le nombre de nffuds de e^′ est major«e par :

1 + p + K(n^2_1 + . .. + n^2_p) + (p + 1)(n_1 + .. . + n_p) � K((n − p)^2 + p − 1) + n(p + 1) � Kn^2 + Kp^2 + (K − n(2K − 1))p + n − K

φ(p)

On a n^2_1 + .. . + n^2_p � (n − p)^2 + p − 1 car le p-uplet (n_1, . .., n_p) varie dans l’ensemble convexe d’«equations n_1 + .. . + n_p = n − 1, n_i � 1, donc sa distance „a l’origine est maximale quand ce p-uplet est un point extr«emal. Par ailleurs :

φ(1) = K(1 − n) + n(2 − K), φ(n − 1) = (1 − K)n^2 + K(n − 1)

Exercice 9-4 243

et ces quantit«es sont n«egatives si K � 2 et n � 1. Comme φ est une fonction convexe, on a aussi φ(p) � 0 pour K � 2, p ∈ [1, n − 1]. L’hypoth„ese T (n) � Kn^2 est donc r«ecurrente et par cons«equent «etablie. La complexit«e spatiale est proportionnelle au nombre de nffuds cr«e«es (même en tenant compte de la pile de r«ecursion puisque sa hauteur est celle de e) donc est O(n^2). De même, le temps de cr«eation d’un nffud «etant born«e, et la d«erivation se r«esumant „a la cr«eation de nffuds et „a quelques calculs en nombre born«e par nffud, la complexit«e temporelle est elle aussi O(n^2).

Exercice 9-4 Il s’agit en fait d’un probl„eme de parcours de graphe o„u l’on ne veut passer qu’une seule fois par chaque nffud. Une solution na-“ve est d’ajouter „a la repr«esentation des nffuds un indicateur mutable signalant que le nffud a d«ej„a «et«e trait«e :

type ’a résultat = Inconnu | Calculé of ’a;;

type ’a mexpression = {
  exp : ’a expression;
  mutable res : ’a mexpression résultat
}

and ’a expression =
| MConst of ’a
| MVar of string
| MFct of string * (’a mexpression)
| MCL of (’a * ’a mexpression) list
| MPG of (’a * ’a mexpression) list
;;

Un nffud n de type mexpression est constitu«e de deux champs : n.exp qui d«ecrit la structure alg«ebrique de n et n.res qui contient le r«esultat du calcul en cours si l’on est d«ej„a pass«e par n, ou Inconnu sinon. La d«erivation s’«ecrit alors :

let fder f u = let r = match f with
| "exp" -> MFct("exp",u) (* exp’(u) = exp(u) *)
| "ln" -> MPG [(-1.0,u)] (* ln’(u) = u^-1 *)
| "cos" -> MCL [(-1.0,{exp=MFct("sin",u); res=Inconnu})]

(* cos’(u) = -sin(u) *)

| "sin" -> MFct("cos",u) (* sin’(u) = cos(u) *)
  ....... (* autres dérivées usuelles *)
| _ -> MFct(f^"’",u) (* f’(u) = f’(u) *)
in {exp=r; res=Inconnu}
;;

let rec dérive x m = match m.res with
| Calculé(r) -> r
| Inconnu -> let e = match m.exp with
  | MConst(_) -> MConst(0.0)
  | MVar(v) -> if v = x then MConst(1.0) else MConst(0.0)

  | MFct(f,u) -> MPG [(1.0,dérive x u); (1.0,fder f u)]
  | MCL(liste) -> MCL(map (dériveCL x) liste)
  | MPG(liste) -> MCL(map (dérivePG liste x) liste)
  in
  let m’ = {exp=e; res=Inconnu}
  in m.res <- Calculé(m’); m’

and dériveCL x (a,e) = (a,dérive x e)
and dérivePG liste x (a,e) =
  (a, {exp=MPG( (1.0,dérive x e) :: (-1.0,e) :: liste );
       res=Inconnu})
;;

Cette structure de donn«ees semble � fonctionner �, c’est-„a-dire que les branches partag«ees ne sont d«eriv«ees qu’une fois et le partage est conserv«e dans la d«eriv«ee, mais elle a un grave d«efaut : dérive x m modi˛e physiquement m et il faut r«einitialiser tous les champs res des nffuds de m „a Inconnu avant de calculer une d«eriv«ee par rapport „a une autre variable, cette r«einitialisation a¸ectant non seulement m, mais aussi la d«eriv«ee que l’on vient de calculer. Autrement dit, le r«esultat d’un calcul peut être modi˛«e sans qu’on en soit conscient lors d’un calcul ult«erieur !

Une solution moins dangereuse consiste „a ranger les d«eriv«ees que l’on calcule avec la variable de d«erivation dans une table ind«ependante et „a consulter cette table „a chaque fois que l’on veut d«eriver une expression. La technique des tables de hachage permet un acc„es aux formules m«emoris«ees en un temps moyen constant, c’est para^“t-il cette technique qui est utilis«ee dans le logiciel maple.

Exercice 9-5 Soit T_n la taille maximale d’un arbre tenant dans n mots m«emoire. On a la relation de r«ecurrence :

T_1 = T_2 = 1, T_n = 1 + max(pT_{n−p−1}, 1 � p � n − 2).

En particulier pour p ˛x«e, T_n � pT_{n−p−1} donc T_n cro^“t au moins comme p^{n/(p+1)}. L’«etude de la fonction p −→ p^{1/(p+1)} montre qu’elle passe par un maximum pour p = p_0 ≈ 3.59 o„u p_0 est la racine de l’«equation x ln x = x + 1 et on montre (di‹cilement) que T_n = O(p^{n/(p0 +1)}_0 ) donc T_n a une croissance exponentielle. En particulier T_{100} > 10^{12}, c’est-„a-dire que l’on peut � tasser � un arbre bien choisi de mille milliards de nffuds dans 100 mots m«emoire !

Exercice 9-6

let rec simplifie e = match e with
| Const(_) -> e
| Var(_) -> e

| Fct(f,u) -> begin
    match simplifie(u) with
    | Const(c) -> feval f c

Exercice 9-6 245

    | u’ -> Fct(f,u’)
    end

| CL(liste) -> begin
    let l1 = map simp_couple liste in (* simplifie les termes *)
    let l2 = développeCL(l1) in (* distributivité *)
    let l3 = tri(l2) in (* tri et regroupement *)
    let l4 = constantesCL 0.0 l3 in (* regr. les constantes *)
    match l4 with
    | [] -> Const(0.0)
    | [(1.0,x)] -> x
    | _ -> CL(l4)
    end

| PG(liste) -> begin
    let l1 = map simp_couple liste in (* simplifie les facteurs *)
    let l2 = développePG(l1) in (* distributivité *)
    let l3 = tri(l2) in (* tri et regroupement *)
    let (c,f) = constantesPG 1.0 l3 (* regr. les constantes *)
    in match (c,f) with
    | (_,[]) -> Const(c)
    | (0.0,_) -> Const(0.0)
    | (1.0,[1.0,g]) -> g
    | (1.0,g) -> PG(g)
    | (_,[1.0,CL(l)]) -> CL(distribue c l)
    | (_,[1.0,g]) -> CL [c,g]
    | _ -> CL [c,PG(f)]
    end

and simp_couple(a,e) = (a,simplifie e)

(* éclate les CL. imbriquées *)

and développeCL(liste) = match liste with
| [] -> []
| (a,CL(l))::suite -> (distribue a l) @ (développeCL suite)
| x::suite -> x :: (développeCL suite)

(* éclate les produits imbriqués *)

and développePG(liste) = match liste with
| [] -> []
| (a,PG(l))::suite ->
      (distribue a l) @ (développePG suite)
| (a,CL([b,PG(l)]))::suite ->
      (a,Const(b)) :: (distribue a l) @ (développePG suite)
| (a,CL([b,x]))::suite ->
      (a,Const(b)) :: (a,x) :: (développePG suite)
| x::suite ->
      x :: (développePG suite)

(* distribue un coefficient ou exposant *)

and distribue c liste = match liste with
| [] -> []
| (a,x)::suite -> (c*.a,x)::(distribue c suite)

(* tri rapide, regroupement et élimination des termes nuls *)

and tri(liste) = match liste with
| [] -> []
| [(a,x)] -> if a = 0.0 then [] else [(a,x)]
| (a,x)::suite ->
     let (b,l1,l2) = sépare (a,[],[]) x suite in
     if b = 0.0 then (tri l1) @ (tri l2)
                else (tri l1) @ [(b,x)] @ (tri l2)

and sépare (a,l1,l2) x liste = match liste with
| [] -> (a,l1,l2)
| (b,y)::suite -> if y < x then sépare (a,(b,y)::l1,l2) x suite
             else if y > x then sépare (a,l1,(b,y)::l2) x suite
             else sépare(a+.b,l1,l2) x suite

(* additionne les constantes *)

and constantesCL c liste = match liste with
| (a,Const(b))::suite -> constantesCL (a*.b +.c) suite
| _ -> if c = 0.0 then liste else (1.0,Const(c))::liste

(* multiplie les constantes *)

and constantesPG c liste = match liste with
| (a,Const(b))::suite -> constantesPG (c *. b**.a) suite
| _ -> (c,liste)

(* évaluation d’une fonction *)

and feval f u = match f with
| "exp" -> Const(exp u)
| "ln" -> Const(log u)
| "cos" -> Const(cos u)
| "sin" -> Const(sin u)
  ....... (* autres fonctions usuelles *)
| _ -> Fct(f,Const(u)) (* fonction non évaluable *)
;;

Remarque : on trie les listes des combinaisons lin«eaires et produits g«en«eralis«es par l’algorithme du tri rapide, modi˛«e pour regrouper en même temps les sousexpressions «egales au pivot. La complexit«e de ce tri est O(n ln n) en moyenne seulement. Par ailleurs, on utilise la comparaison polymorphe < qui classe les constantes avant tous les autres types d’expressions, ceci parce que le constructeur Const est d«eclar«e en premier dans la d«e˛nition du type expression. On est

Exercice 10-2 247

ainsi assur«e que tous les termes constants ˛gureront en d«ebut de liste apr„es classement, ce qui simpli˛e le regroupement des constantes. Cette simpli˛cation est probablement � non portable � et devra être revue si l’on change de compilateur.

Exercice 9-7 D’apr„es l’exercice 9-3, si e est une expression „a n nffuds alors ∂e/∂x a O(n^2) nffuds donc la simpli˛cation de ∂e/∂x prend un temps O(n^4 ln n). Si l’on simpli˛e au fur et „a mesure les sous-expressions que l’on d«erive, en notant T (e) le temps de calcul et simpli˛cation de ∂e/∂x, on a :

T (e) � α lorsque e est une constante ou une variable, T (f(u)) � T (u) + βn^2 ln n, T (a_1e_1 + . .. + a_pe_p) � T (e_1) + . .. + T (e_p) + βn^2 ln n,

T (e^{a1}_1 . ..e^{ap}_p ) � T (e_1) + . .. + T (e_p) + βn^2 ln n.

On en d«eduit que T (e) = O(n^3 ln n). Il semble donc pr«ef«erable de simpli˛er „a chaque «etape de la d«erivation plutôt que d’attendre la ˛n, la complexit«e ayant un meilleur majorant. Mais il s’agit de majorants seulement et il n’est pas «evident qu’ils soient optimaux. Compte tenu du partage important de sous-expressions lors de la d«erivation, on peut aussi envisager de d«eriver, simpli˛er et m«emoriser chaque sous-expression, tout cela en même temps.

Exercice 10-1

1. Si |u| � |x| alors la relation uv = xy implique que u est un pr«e˛xe de x donc il existe z ∈ A^∗ tel que x = uz. On a alors uv = uzy d’o„u v = zy. Le cas |u| > |x| se traite de même.

2. Si x et y ont mêmes longueurs on a imm«ediatement x = y. Sinon, supposons |x| > |y| : puisque xy = yx il existe z tel que x = yz et x = zy donc y et z commutent et on conclut par r«ecurrence sur la longueur du plus grand des deux mots.

Exercice 10-2 L_1 = A^∗aA^∗vA^∗iA^∗oA^∗nA^∗.

L_2 = n^{′∗} +o^{′∗}nn^{′∗} +i^{′∗}oo^{′∗}nn^{′∗} +v^{′∗}ii^{′∗}oo^{′∗}nn^{′∗} +a^{′∗}vv^{′∗}ii^{′∗}oo^{′∗}nn^{′∗} o„u x^′ d«esigne toutes les lettres sauf x. Un «el„eve m’a signal«e l’expression plus simple :

L_2 = a^{′∗}v^{′∗}i^{′∗}o^{′∗}n^{′∗}

qui se d«eduit de la mienne par factorisations „a droite successives. Montrons la validit«e de cette derni„ere expression : soit u = u_au_vu_iu_ou_n avec u_x ∈ x^{′∗}. Si u contient les lettres a, v, i, o dans cet ordre alors ces lettres appartiennent respectivement aux facteurs u_vu_iu_ou_n, u_iu_ou_n,u_ou_n et u_n donc il ne peut y avoir de n dans u apr„es le o. R«eciproquement, si u ne contient pas les lettres a, v, i, o, n dans cet ordre, alors on note u_a le plus long pr«e˛xe de u sans a, m_a le su‹xe tel que u = u_am_a, puis u_v le plus long pr«e˛xe de m_a sans v, m_v le su‹xe correspondant, et ainsi de suite. On a donc u = u_au_vu_iu_ou_nm_n avec u_x ∈ x^{′∗} et si m_n ≠ ε alors m_a, m_v, m_i, m_o et m_n sont tous di¸«erents de ε donc commencent par les lettres a, v, i, o et n, ce qui est contraire „a l’hypoth„ese faite sur u.

Exercice 10-3 Soit X l’ensemble des chi¸res autres que 1 et 3 et L le langage cherch«e. On a :

L = (X + 3)^∗(1^∗1X(X + 3)^∗)^∗1^∗.

En e¸et, si u est un mot quelconque, on peut d«ecouper u en facteurs s«epar«es par des suites de 1, c’est-„a-dire u = u_11^{n1} .. .u_p1^{np} o„u les u_i ne contiennent pas le chi¸re 1, u_i ≠ ε pour i � 2 et n_1 � 1, .. . n_{p−1} � 1, n_p � 0. Alors u ∈ L si et seulement si u_2, .. . , u_p ne commencent pas par 3, soit u_1 ∈ (X + 3)^∗ et u_i ∈ X(X + 3)^∗ pour i � 2. En d«ecoupant un mot suivant les suites de 3, on obtient une autre expression :

L = 3^∗((X + 1)^∗X33^∗)^∗(X + 1)^∗.

Exercice 10-4

1. 0^∗1^∗2^∗3^∗4^∗5^∗6^∗7^∗8^∗9^∗.

2. Le langage des suites arithm«etiques de raison nulle est : 0^∗ + 1^∗ + . .. + 9^∗.

Les suites arithm«etiques de raison non nulle sont en nombre ˛ni (puisque les termes sont born«es), il su‹t de les lister toutes.

Exercice 10-5 On note a, b, c, d, e les caract„eres (, ), {, } et * et a^′, b^′, c^′, d^′, e^′ les ensembles compl«ementaires dans l’ensemble de tous les caract„eres. Alors le langage des commentaires est d«e˛ni par : L = aeL_1eb + cd^{′∗}d

o„u L_1 est le langage des mots ne comportant pas la s«equence *). On a, comme „a l’exercice 10-3 :

L_1 = e^∗(e^{′∗}(b + e)^{′∗}bb^∗)^∗e^{′∗}.

Exercice 10-6

1. Soit X solution de X = KX+L. On a donc X = K(KX+L)+L = K^2X+(K+ε)L puis de proche en proche :

X = K^nX + (K^{n−1} + . . . + K + ε)L

pour tout entier n � 1. Comme K ne contient pas le mot vide, la longueur d’un mot de K^nX est au moins «egale „a n, donc tout mot de X appartient „a l’un des langages (K^{n−1} + . .. + K + ε)L pour n assez grand. Ceci prouve que X ⊂ K^∗L. R«eciproquement, tout mot de K^∗L appartient „a un langage de la forme (K^{n−1} + .. . + K + ε)L pour n convenable, donc appartient aussi „a X, d’o„u X = K^∗L. En˛n, le langage K^∗L est e¸ectivement solution de l’«equation : KK^∗L + L = (KK^∗ + ε)L = K^∗L.

Remarque : si K contient le mot vide alors K^∗L est encore solution de l’«equation, mais il n’y a plus unicit«e car tout langage contenant K^∗L est aussi solution.

Exercice 10-8 249

2. Le syst„eme : { X = KX + LY + M Y = K^′X + L^′Y + M^′ peut être r«esolu par substitution. La premi„ere «equation donne :

X = K^∗(LY + M) = K^∗LY + K^∗M

que l’on reporte dans la deuxi„eme :

Y = (K^′K^∗L + L^′)Y + K^′M + M^′

et K^′K^∗L + L^′ ne contient pas ε, donc on peut calculer Y puis X. Les expressions obtenues pour Y et X sont clairement r«eguli„eres.

Exercice 10-7 En appliquant les r„egles : M(N + P) = MN + MP, (N + P)M = NM + PM et (M + N)^∗ = (M^∗N)^∗M^∗, on peut «eliminer tous les + ou les remonter au niveau d’imbrication z«ero dans une expression r«eguli„ere d«e˛nissant L. On applique alors les r„egles : ∅^∗ = ε^∗ = ε, ∅M = M∅ = ∅ et εM = M = Mε pour «eliminer les ∅ et ε internes. Comme ε /∈ L, il ne reste plus de ε au niveau z«ero. On obtient ainsi une expression r«eguli„ere pour L sous forme d’une somme d’expressions dont une au moins n’est pas ∅ car L ≠ ∅, donc on peut «eliminer tous les ∅ de cette somme.

Exercice 10-8 Soit M un langage d«e˛ni par une expression r«eguli„ere de longueur n � 1. On montre par r«ecurrence sur n que si M est inclus dans un L_p alors M est ˛ni.

Pour n = 1, M = ε ou M = ∅ ou M est r«eduit „a une lettre, donc est ˛ni. Pour n � 1, M est de l’une des formes :

{ M = M_1 + M_2 : M_1 et M_2 sont inclus dans le même L_p que M et sont d«e˛nis par des expressions plus courtes, donc sont ˛nis.

{ M = M^∗_1 : si M_1 = ∅ alors M = ε est ˛ni. Sinon, si u ∈ M_1, alors |u|_b − |u|_a = p car u ∈ M ⊂ L_p et il en est de même pour u^2 ce qui implique p = 0. Mais le seul mot de L_0 = L dont le carr«e soit aussi dans L_0 est le mot vide, donc M_1 est r«eduit „a ε et M = M^∗_1 = ε est ˛ni.

{ M = M_1M_2 : si M_1 ou M_2 est vide alors M est vide. Sinon, soient u ∈ M_1 et v ∈ M_2. Comme uv ∈ L_p on a |u|_b − |u|_a = p − |v|_b + |v|_a = q et u est constitu«e d’une suite de a suivie d’une suite de b, donc u ∈ L_q. Comme l’entier q est ind«ependant de u d’apr„es son expression en fonction de v, on a en fait M_1 ⊂ L_q et donc M_1 est ˛ni par hypoth„ese de r«ecurrence. Le même raisonnement s’applique „a M_2 et donc M est aussi ˛ni.

Exercice 11-1 On construit un automate simulant l’«evaluation de ∑ a_k2^k mod 3 par l’algorithme de H-orner :

Exercice 11-2 On interpr„ete les mots sur {0, 1} comme les repr«esentations binaires de nombres entiers naturels avec bit de poids faible en tête. Notons f(x) (resp. g(x), h(x)) le mot «emis par l’automate lorsqu’il part de l’«etat 0 (resp. 1, 2) et lit le nombre x, compl«et«e par su‹samment de z«eros pour rejoindre l’«etat ˛nal (ce nombre est bien d«e˛ni puisque l’automate «emet 0 lorsqu’il lit un z«ero „a partir de l’«etat 0). On a :

f(0) = 0, f(2x) = 2f(x), f(2x + 1) = 2g(x) + 1, g(0) = 1, g(2x) = 2f(x) + 1, g(2x + 1) = 2h(x), h(0) = 2, h(2x) = 2g(x), h(2x + 1) = 2h(x) + 1.

Voici les premi„eres valeurs prises par f, g, h :

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 f(x) 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 g(x) 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 h(x) 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32

On conjecture alors que f(x) = 3x, g(x) = 3x + 1 et h(x) = 3x + 2, et l’on «etablit facilement la validit«e de cette conjecture par r«ecurrence sur x. En conclusion, l’automate s«equentiel prend un nombre x «ecrit en binaire avec les bits de poids faible en tête et compl«et«e par su‹samment de z«eros, et «emet le nombre 3x.

Exercice 11-3 L’automate A × B permet de faire fonctionner en parall„ele les automates A et B sur un même mot en prenant comme «etats initiaux les couples constitu«es d’un «etat initial pour A et un «etat initial pour B. Les «etats ˛nals sont choisis en fonction du langage „a reconna^“tre : pour L_A ∩ L_B un «etat de A × B est ˛nal si et seulement si ses composantes sont des «etats ˛nals dans A et B. De même pour L_A ∪ L_B et L_A \ L_B.

Exercice 11-4 On d«e˛nit comme «etats de l’ascenseur l’agr«egation des informations suivantes :

{ sa position (nombre entier pour un «etage, nombre demi entier entre deux «etages) ;

{ sa direction (mont«ee, descente, arrêt) ; { quels «etages ont «et«e demand«es et non encore servis.

L’alphabet d’entr«ee est constitu«e de trois lettres 0, 1, 2 repr«esentant chacune un «etage d’appel (indi¸«eremment „a l’int«erieur ou „a l’ext«erieur de la cabine), et d’une quatri„eme lettre, τ, repr«esentant le temps qui passe et qui sera «emise „a intervalles r«eguliers pour forcer l’ascenseur „a changer d’«etat lorsqu’il n’y a pas d’appels.

Exercice 11-5 Première étape : calcul des clôtures par ε-transitions. On repr«esente les ensembles d’«etats par des vecteurs de bool«eens et il s’agit de construire une matrice m telle que m.(i).(j) vaut true si et seulement si l’on peut passer de l’«etat i „a l’«etat j par ε-transitions. Dans un premier temps on initialise m avec toutes les ε-transitions connues, puis on applique l’algorithme de Warshall pour trouver les «etats accessibles par ε-transitions g«en«eralis«ees.

let clôture(n,liste) =

(* n = nombre d’états, liste = liste des e-transitions *) (* retourne la matrice d’incidence m *)

(* création et initialisation de la matrice d’incidence *)

let m = make_matrix n n false in
for i = 0 to n-1 do m.(i).(i) <- true done;
do_list (fun (x,y) -> m.(x).(y) <- true) liste;

(* calcule la clôture par l’algorithme de Warshall *)

      for i = 0 to n-1 do
        for j = 0 to n-1 do
          for k = 0 to n-1 do
            m.(j).(k) <- m.(j).(k) or (m.(j).(i) & m.(i).(k))
      done done done;

     m (* résultat *)
;;

On prouve la correction de clôture avec l’invariant de boucle :

„a l’entr«ee de la boucle for i, pour tous j et k, m.(j).(k) vaut true si et seulement s’il existe un chemin par ε-transitions menant de l’«etat j „a l’«etat k et passant par des «etats interm«ediaires de num«ero strictement inf«erieur „a i.

Complexit«e : O(n^3) de mani„ere «evidente (si liste ne comporte pas de r«ep«etitions et donc est de taille inf«erieure ou «egale „a n^2).

Deuxième étape : calcul des transitions sur lettre.

A l’aide de la matrice m obtenue pr«ec«edemment et de la liste des transitions sur lettre fournie en argument, on construit la matrice t de transition g«en«eralis«ee de l’automate, telle que t.(i).(a) est l’ensemble des «etats accessibles „a partir de l’«etat i par transition sur la lettre a puis ε-transitions.

let transitions_g(n,p,liste,m) =

(* n = nombre d’états, p = nombre de lettres *) (* liste = liste des transitions sur lettre *) (* m = matrice d’incidence *) (* renvoie la matrice de transition généralisée *)

let t = make_matrix n p [||] in
for i = 0 to n-1 do for a = 0 to p-1 do
  t.(i).(a) <- make_vect n false
done done;

(* initialise avec les transitions fournies *)

   do_list (fun (x,a,i) ->
              for y = 0 to n-1 do
                if m.(i).(y) then t.(x).(a).(y) <- true
              done)
           liste;

   t (* résultat *)
;;

La complexit«e de cette «etape est O(pn^3) en consid«erant que liste contient au plus pn^2 triplets (c’est-„a-dire est sans r«ep«etitions).

Troisième étape : calcul des ensembles d’états accessibles depuis les états initiaux.

On applique la m«ethode vue en cours : ne g«en«erer que les ensembles d’«etats n«ecessaires. Pour cela on part de l’ensemble des «etats initiaux (sous forme de vecteur de bool«eens) et on essaye toutes les transitions jusqu’„a ce qu’il n’y ait plus de nouvel «etat cr«e«e. De fa‰con „a garder un temps d’acc„es constant, les «etats d«ej„a cr«e«es sont conserv«es dans un vecteur de longueur variable dont la taille est doubl«ee „a chaque fois qu’il menace de d«eborder (ce doublement garantit un temps d’insertion moyen constant).

type ’a mémoire = {
   mutable v : ’a vect; (* vecteur sur-dimensionné *)
   mutable l : int};; (* nombre d’éléments présents *)

(* cherche "état" dans la mémoire "mem" et l’insère au besoin *) (* "mem" est modifiée sur place, renvoie l’indice de "état". *)

let numéro(mem,état) =

  let i = ref(0) in
  while (!i < mem.l) & (mem.v.(!i) <> état) do incr i done;
  if !i < mem.l then !i (* état déjà enregistré *)

  else begin

(* état non trouvé, il faut l’insérer *)

if mem.l = vect_length(mem.v) then begin

(* plus de place, agrandit le tampon *)

  let w = make_vect (2*mem.l) état in
  for j = 0 to mem.l - 1 do w.(j) <- mem.v.(j) done;
  mem.v <- w
end;

(* maintenant il y a assez de place, insère "état" *)

    mem.v.(mem.l) <- état;
    mem.l <- mem.l + 1;
    !i (* indice de "état" *)

  end
;;

Il n’y a plus qu’„a calculer les sous-ensembles obtenus „a partir du sous-ensemble initial et „a construire la nouvelle table de transition :

(* n = nombre d’états (autom. indéterministe)*) (* p = nombre de lettres *) (* initiaux = liste des états initiaux *) (* finals = liste des états finals *) (* m = matrice d’incidence *) (* t = matrice de transition généralisée *)

(* renvoie le nombre d’états, la liste des *) (* transitions et la liste des états finals *) (* du nouvel automate *)

let construit(n,p,initiaux,finals,m,t) =

(* transforme "initiaux" en vecteur de booléens *) (* et complète par epsilon-transitions *)

let e = make_vect n false in
let f(x) = for i = 0 to n-1 do e.(i) <- e.(i) or m.(x).(i) done
in do_list f initiaux;

(* initialise la mémoire et la nouvelle liste *) (* de transitions *)

let mem = {v = [|e|]; l=1} and trans = ref([]) in

(* boucle sur tous les ensembles d’états générés *)

let num = ref(0) in while !num < mem.l do

(* traitement de l’ensemble de numéro !num *)

let e = mem.v.(!num) in
for l = 0 to p-1 do

(* calcule les états accessibles avec la lettre "l" *)

    let e’ = make_vect n false in
    for i = 0 to n-1 do if e.(i) then for j = 0 to n-1 do
      e’.(j) <- e’.(j) or t.(i).(l).(j)
    done done;
    let n’ = numéro(mem,e’) in trans := (!num,l,n’) :: !trans
  done;
  incr num

done;

(* terminé, il reste à déterminer les états finals *)

  let f = ref([]) in
  for i = 0 to mem.l-1 do
    if exists (fun x -> mem.v.(i).(x)) finals then f := i :: !f
  done;
  (mem.l, !trans, !f) (* renvoie les résultats promis *)
;;

(* déterminisation *)

let déterminise(n,p,teps,tlettre,initiaux,finals) =
  let m = clôture(n,teps) in
  let t = transitions_g(n,p,tlettre,m) in
  let (n’,t’,f’) = construit(n,p,initiaux,finals,m,t) in
  (n’,t’,0,f’)
;;

Exercice 11-6 255

(* exemple du cours : a -> 0, b -> 1 *)

déterminise( 5, (* n *)
             2, (* p *)
             [], (* teps *)
             [(0,0,1); (0,0,4);
              (1,1,0); (1,1,2);
              (2,0,1); (2,0,3);
              (3,0,2); (3,0,4);
              (4,1,3); (4,1,0)], (* tlettre *)
             [0], (* initiaux *)
             [0] (* finals *)
);;
- : int * (int * int * int) list * int * int list =
5, (* n’ *)
[4, 1, 3; 4, 0, 4; (* 1234 *)
 3, 1, 2; 3, 0, 4; (* 023 *)
 2, 1, 2; 2, 0, 2; (* rebut *)
 1, 1, 3; 1, 0, 2; (* 14 *)
 0, 1, 2; 0, 0, 1], (* 0 *)
0, (* init. *)
[3; 0] (* final *)

Complexit«e : la recherche et l’insertion «eventuelle d’un nouvel «etat dans la m«emoire prennent un temps O(N) o„u N est le nombre d’«etats d«ej„a enregistr«es en supposant que les comparaisons entre «etats prennent un temps constant. La constitution d’une transition prend un temps O(n^2) compte non tenu de la recherche de l’«etat cr«e«e dans la m«emoire. Le temps total de cr«eation du nouvel automate en n«egligeant les dur«ees d’initialisation est donc O(n^3 + Nn^2 + N^2) o„u N est le nombre total d’«etats cr«e«es. On pourrait «eliminer la partie N^2 due aux recherches dans la m«emoire en utilisant une m«emoire plus rapide (par exemple un arbre binaire de recherche). Notons que la technique consistant „a doubler la taille du vecteur m«emoire donne un temps moyen d’insertion constant, mais que cela n’a pas d’e¸et sur la complexit«e totale puisque les recherches ont une complexit«e lin«eaire.

Exercice 11-6

1. Soit u ∈ A^∗ : si u ∈ L_A alors il existe une suite de transitions index«ee par u faisant passer A d’un «etat initial „a un «etat ˛nal et par d«e˛nition les «etats appartenant „a cette suite sont accessibles et coaccessibles donc appartiennent „a A^′. La même suite de transitions fait passer A^′ d’un «etat initial „a un «etat ˛nal donc u ∈ L_A′ . La r«eciproque est imm«ediate.

2. Calcul de l’ensemble des «etats accessibles : pour chaque «etat q de A on d«etermine l’ensemble S_q de tous les «etats accessibles „a partir de q avec une εtransition ou une transition sur lettre (ensemble des successeurs de q dans A). L’ensemble E des «etats accessibles est alors obtenu par l’algorithme suivant :

E ←− ∅ ; F ←− {«etats initiaux de A}. tant que F ≠ ∅ faire : E ←− E ∪ F ; F ←− ( ⋃ q∈F S_q ) \ E ˛n tant que.

retourner E.

L’ensemble E retourn«e ne contient manifestement que des «etats accessibles et si q est un «etat accessible alors on montre que q est plac«e dans E par r«ecurrence sur la longueur d’un chemin dans A reliant un «etat initial „a q. L’ensemble des «etats coaccessibles s’obtient de même „a partir de l’ensemble des «etats ˛nals de A et des ensembles de pr«ed«ecesseurs d’un «etat.

3. A est d«eterministe si et seulement si les langages d’entr«ee des «etats de A sont deux „a deux disjoints.

4. B et C reconnaissent le langage ~L_A donc D et E reconnaissent le langage L_A.

En particulier E est «equivalent „a A.

L’algorithme de d«eterminisation par la m«ethode des sous-ensembles sans «etat rebut ne produit que des «etats accessibles donc tous les «etats de C sont accessibles, et par cons«equent tous les «etats de D sont coaccessibles. Les «etats de E sont des ensembles d’«etats de D non vides (car on d«eterminise sans «etat rebut), ils sont eux aussi tous coaccessibles.

C «etant d«eterministe „a «etats accessibles, les langages d’entr«ee des «etats de C sont deux „a deux disjoints non vides donc les langages de sortie des «etats de D sont eux aussi deux „a deux disjoints et non vides. Alors si {q_1, . .., q_n} est un «etat de E, son langage de sortie dans E est la r«eunion des langages de sortie dans D des «etats q_1, . .., q_n, elle est distincte de toute autre r«eunion associ«ee „a un sous-ensemble di¸«erent de {q_1, . .., q_n}.

5. Soient q_1, . .., q_n les «etats de E et, pour chaque i, u_i un mot de L_A menant E de son «etat initial „a q_i. Soit E^′ un automate d«eterministe quelconque reconnaissant L_A et q^′_i l’«etat de E^′ atteint „a partir de son «etat initial par la suite de transitions index«ee par u_i. Les langages de sortie des q_i dans E sont deux „a deux distincts donc il en est de même pour les langages de sortie des q^′_i dans E^′. En particulier les «etats q^′_i sont deux „a deux distincts et E^′ a au moins autant d’«etats que E.

Ainsi E est un automate d«eterministe «equivalent „a A, minimal en nombre d’«etats. On peut d«emontrer en prolongeant le raisonnement pr«ec«edent que si E^′ a autant d’«etats que E alors E et E^′ sont isomorphes par la correspondance q_i −→ q^′_i.

Exercice 11-7 Si L = F + G(a^n)^∗ alors L est r«egulier. Si L est ˛ni, L = L + ∅(a^0)^∗. Si L est in˛ni, soit A un automate d«eterministe reconnaissant L. «Etant d«eterministe, A a la forme suivante :

On note n la longueur de la boucle, F le langage menant de l’«etat initial „a un «etat ˛nal avant la boucle et G le langage menant de l’«etat initial „a un «etat ˛nal int«erieur „a la boucle sans emprunter l’arc retour. Alors L = F + G(a^n)^∗.

Exercice 11-10 257

Exercice 11-8 Soit A un automate ˛ni reconnaissant L. Si x est un «etat de A, on note I_x le langage menant de l’«etat initial de A „a x et F_x le langage menant de x „a un «etat ˛nal de A. Alors I_x et F_x sont r«eguliers (thm. de Kleene) et √ L est la r«eunion pour tous les «etats x de A des langages r«eguliers I_x ∩ F_x.

La r«eciproque de cette propri«et«e est fausse, c’est-„a-dire que si √ L est r«egulier, il n’en va pas n«ecessairement de même pour L. Par exemple si L = {u^2 tq u ∈ A^∗} o„u A poss„ede au moins deux lettres, alors √ L = A^∗ est r«egulier mais L ne l’est pas car il admet une in˛nit«e de langages r«esiduels : (ab^n)^{−1}L ∋ ab^n /∈ (ab^p)^{−1}L pour n ≠ p.

Exercice 11-9 On proc„ede par r«ecurrence sur la longueur d’une expression r«eguli„ere d«e˛nissant un langage L.

{ Si L = ∅, L = ε ou L est une lettre, le r«esultat est «evident. { Si L = M + N alors pour u ∈ A^∗ on a u^{−1}L = u^{−1}M + u^{−1}N donc M et N ayant un nombre ˛ni de r«esiduels, il en va de même pour L.

{ Si L = MN, notons M_1, . .. , M_p les r«esiduels de M et N_1, . .. , N_q ceux de N. Alors tout r«esiduel de MN est la r«eunion d’un M_iN et de certains N_j, donc L a au plus p2^q r«esiduels (plus pr«ecis«ement, si u ∈ A^∗ alors u^{−1}L = (u^{−1}M)N + ∑ u=vw v∈M w^{−1}N).

{ Si L = M^∗, alors les r«esiduels de L sont des r«eunions de M_iM^∗ o„u M_1, . .., M_p sont les r«esiduels de M : u^{−1}M^∗ = ∑ u=vw v∈M^∗

(w^{−1}M)M^∗.

Exercice 11-10

1. let vérifie(v) =
        let n = vect_length(v) and i = ref(0) and j = ref(0) in
        while (!i < n) & (v.(!i) = ‘a‘) do i := !i+1 done;
        j := !i;
        while (!j < n) & (v.(!j) = ‘b‘) do j := !j+1 done;
        (!i*2 = n) & (!j = n)
       ;;

2. l’ordinateur ne reconna^“t pas le langage des parenth„eses embo^“t«ees, mais seulement le langage des parenth„eses embo^“t«ees de longueur born«ee par sa capacit«e m«emoire et par le plus grand entier repr«esentable en machine.

Exercice 11-11

L’automate ci-contre reconna^“t le langage L_5 qui est donc un langage r«egulier (le num«ero d’un «etat correspond „a la di¸«erence |x|_a − |x|_b mod 5, o„u x est le pr«e˛xe d«ej„a lu du mot „a analyser). Par contre, pour tous n, p ∈ N avec n ≠ p on a b^n ∈ (a^n)^{−1}L et b^n /∈ (a^p)^{−1}L donc les r«esiduels (a^n)^{−1}L sont deux „a deux distincts ce qui prouve l’irr«egularit«e de L.

Exercice 11-12

1. Si n, p ∈ N alors parmi les r«esiduels (a^nb)^{−1}L, seul (a^pb)^{−1}L contient c^{p+1}, donc ces r«esiduels sont distincts et en nombre in˛ni.

2. On construit un automate � additionneur � qui e¸ectue l’addition en binaire des nombres m et n et v«eri˛e au fur et „a mesure que le chi¸re de p correspondant est le bon. Les «etats de l’automate ci-dessous sont not«es N (pas de retenue, on attend un chi¸re de m), Nx (pas de retenue, on a lu le chi¸re x de m et on attend celui de n), Nxy (pas de retenue, on a lu les chi¸res x de m et y de n) et de même pour R, Rx et Rxy lorsqu’il y a une retenue en attente.

Exercice 11-13 On montre que L v«eri˛e le lemme de l’«etoile avec n = 3. Soit u = pp̃q avec p ∈ A^+ et q ∈ A^∗. On d«ecompose u sous la forme u = xyz avec |xy| � 3, |y| � 1, et xy^kz ∈ L pour tout k ∈ N de la mani„ere suivante :

{ Si |p| = 1 alors on choisit x = pp̃, y = la premi„ere lettre de q (qui existe puisque |u| � 3) et z = le reste de q. Donc xy^kz = pp̃y^kz ∈ L pour tout k ∈ N.

{ Si |p| � 2 alors on choisit x = ε, y = la premi„ere lettre de p et z = le reste de u. On a p = yr avec r ∈ A^+ donc xy^0z = rr̃yq ∈ L, xy^1z = u ∈ L et si k � 2 alors xy^kz = y^krr̃yq ∈ L car y est une lettre.

Ainsi, L v«eri˛e le lemme de l’«etoile. Pourtant L n’est pas r«egulier, car si a, b sont deux lettres distinctes alors les r«esiduels L_n = (ab^n)^{−1}L sont deux „a deux distincts quand n d«ecrit N : L_n est le seul de ces r«esiduels „a contenir le mot b^na.

Exercice 11-14 On montre par r«ecurrence sur la taille de E que l’«evaluation de E^′ retourne :

0 si et seulement si L = ∅, 1 si et seulement si L = ε, 2 si et seulement si L est ˛ni di¸«erent de ∅ et ε, ∞ si et seulement si L est in˛ni.

Solutions des problèmes

Tri par distribution

Question 1-a a_0 = a mod 2.

Question 1-b ⌊a/2⌋ = a_1 + 2a_2 + 4a_3 + . .. + 2^{n−2}a_{n−1}.

Question 1-c

let rec bit_r p a = if p = 0 then a mod 2 else bit_r (p-1) (a/2);;

let bit_i p a =
  let x = ref(a) in
  for i = 0 to p-1 do x := !x/2 done;
  !x mod 2
;;

Remarque : il existe des m«ethodes de calcul du p-„eme bit de a en temps constant, par exemple : let bit p a = (a lsr p) mod 2;;

Question 2-a

permute(v):

i ←− 0; j ←− 0 pour k = 0, 1, ..., n − 1 faire :

si v.(k) est pair alors v.(i) ←− v.(k); i ←− i + 1 sinon w.(j) ←− v.(k); j ←− j + 1 ˛n pour pour k = 0, 1, ..., j − 1 faire v.(i + k) ←− w.(k) ˛n pour ˛n La validit«e se d«emontre „a l’aide de l’invariant de boucle suivant : „a l’entr«ee dans la boucle, on a i + j = k et les sous-vecteurs v.(0...i − 1) et w.(0...j − 1) constituent une partition du sous-vecteur initial v.(0...k − 1) telle que tous les «el«ements pairs sont dans v et tous les impairs dans w, l’ordre initial des «el«ements «etant conserv«e dans chaque groupe.

Question 2-b

let permute v =
  let n = vect_length(v) in
  let w = make_vect n 0 in
  let i = ref(0) and j = ref(0) in
  for k = 0 to n-1 do
    if v.(k) mod 2 = 0 then begin v.(!i) <- v.(k); i := !i+1 end
                       else begin w.(!j) <- v.(k); j := !j+1 end;
  done;
  for k = 0 to !j-1 do v.(!i+k) <- w.(k) done
;;

Question 2-c a + 2b.

Question 2-d Remplacer le test : if v.(k) mod 2 = 0 par : if (bit p v.(k)) = 0.

Question 3-b

let tri v =
  let n = vect_length(v) in
  let M = ref(v.(0)) in for i = 1 to n-1 do M := max !M v.(i) done;
  let K = ref(0) in while !M > 0 do K := !K+1; M := !M/2 done;
  for p = 0 to !K-1 do permute p v done
;;

Question 3-c Si la suite (v_0 mod 2^p, .. ., v_{n−1} mod 2^p) est croissante, alors les sous-suites de (v_0, . . ., v_{n−1}) d«etermin«ees par permute p v sont elles aussi croissantes � modulo 2^p � puisque permute conserve l’ordre relatif des «el«ements. On place en tête de v les «el«ements ayant un bit de rang p nul, c’est-„a-dire ceux compris entre 0 et 2^p − 1 modulo 2^{p+1}, puis les «el«ements compris entre 2^p et 2^{p+1} − 1 modulo 2^{p+1} donc la suite (v_0 mod 2^{p+1}, . . ., v_{n−1} mod 2^{p+1}) est bien croissante.

Question 3-d La complexit«e est O(n) ou plus pr«ecis«ement O(n ln M).

Interpolation de Lagrange et multiplication rapide

Question 1 On utilise l’algorithme de H-orner vu en cours :

Valeur(P, z) : calcule la valeur du polynôme P au point z.

n ←− longueur(P) r ←− 0 pour i = n − 1...0 faire : r ←− r ∗ z + P.(i) retourner r ˛n Validit«e : „a la sortie de la boucle on a l’invariant : r = a_i + . .. + a_{n−1}z^{n−i−1}. Complexit«e : n multiplications et n additions, soit T (n) = 2n.

Question 2 On it„ere le calcul de P(x_i) pour chaque i :

Liste valeurs(P, X) : calcule la liste des valeurs P(x_i).

n ←− longueur(X) Y ←− vecteur de longueur n pour i = 0...n − 1 faire : Y.(i) ←− Valeur(P, X.(i)) retourner Y ˛n Complexit«e : n appels „a Valeur, soit T (n) = 2n^2.

Question 3 Fonctions auxiliaires de calcul sur les polynômes :

Combinaison(P, Q, a, b) : calcule aP + bQ

p ←− longueur(P) q ←− longueur(Q) r ←− max(p, q) R ←− [|0; ...; 0|] (r fois z«ero) pour i = 0...p − 1 faire : R.(i) ←− a ∗ P.(i) pour i = 0...q − 1 faire : R.(i) ←− R.(i) + b ∗ Q.(i) retourner R ˛n Complexit«e : T (p, q) = p + 2q.

Produit(P, a, b) : calcule P(z) ∗ (az + b).

n ←− longueur(P) R ←− vecteur de longueur n + 1 pour i = 1...n − 1 faire : R.(i) ←− b ∗ P.(i) + a ∗ P.(i − 1) R.(0) ←− b ∗ P.(0) R.(n) ←− a ∗ P.(n − 1) retourner R ˛n Complexit«e : T (n) = 3n − 1.

Formule de Lagrange On calcule pour chaque i le polynôme L_i et on cumule les polynômes y_iL_i dans le r«esultat :

Lagrange(X, Y) :

calcule le polynôme P tel que P{X} = Y par la formule de Lagrange n ←− longueur(X) P ←− [|0; ...; 0|] (n fois z«ero) pour i = 0...n − 1 faire :

L ←− [|Y.(i)|] (polynôme constant) pour j = 0...n − 1 si j ≠ i faire :

a ←− 1/(X.(i) − X.(j)) b ←− −X.(i) ∗ a L ←− Produit(L, a, b) ˛n pour j P ←− Combinaison(P, L, 1, 1) ˛n pour i retourner P ˛n Complexit«e : dans la boucle pour j il est fait 4 op«erations pour calculer a et b et 3k−1 op«erations pour calculer Produit(L, a, b) o„u k est la longueur courante de L. Cette longueur prend les valeurs 1, 2, .. ., n donc le nombre total d’op«erations pour calculer y_iL_i est :_n ∑ k=1 (3k + 3) =^3_2 n^2 +^9_2 n.

L’addition de P et y_iL_i coûte 3n op«erations (n su‹raient si l’on d«e˛nit une fonction d’addition sans coe‹cients). La complexit«e totale est donc :

T (n) =^3_2 n^3 +^{15}_2 n^2 = O(n^3).

Formule de Newton On calcule r«ecursivement P et U :

Newton aux(X, Y, i) :

calcule le polynôme P pour x_0, .. ., x_i et le polynôme V(z) = (z−x_0). ..(z−x_i).

si i = 0 alors retourner ([|Y.(0)|], [| − X.(0); 1|]) sinon :

(Q, U) ←− Newton aux(X, Y, i − 1) c ←− (Y.(i) − Valeur(Q, X.(i)))/Valeur(U, X.(i)) P ←− Combinaison(Q, U, 1, c) V ←− Produit(U, 1, −X.(i)) retourner (P, V) ˛n sinon ˛n Newton(X, Y) :

n ←− longueur(X) (P, V) ←− Newton aux(X, Y, n − 1) retourner P ˛n Complexit«e : soit T_{aux}(i) le temps n«ecessaire au calcul de Newton aux(X, Y, i). On a la relation de r«ecurrence : { T_{aux}(0) = 1;

T_{aux}(i) = T_{aux}(i − 1) + 10i + 9.

(en comptant 3i + 2 op«erations pour la combinaison de Q et U). On en d«eduit pour n � 1 :

T (n) = T_{aux}(n − 1) = 1 + n−1∑ i=0 (10i + 9) = 5n^2 + 4n + 1 = O(n^2).

Formule d’Aitken La formule donn«ee contient deux appels r«ecursifs, ce qui conduit „a calculer plusieurs fois les polynômes interm«ediaires et „a une complexit«e totale exponentielle. Il faut donc m«emoriser les calculs e¸ectu«es :

Aitken(X,Y) :

calcule tous les polynômes P_{a,b} et renvoie le dernier.

n ←− longueur(X) table ←− tableau n × n de polynômes vides pour i = 0...n − 1 faire : table.(i).(i) ←− Y.(i) pour k = 1...n − 1 faire :

pour i = 0...n − k − 1 faire :

a ←− 1/(X.(i) − X.(i + k)) b ←− −X.(i + k) ∗ a c ←− −a d ←− X.(i) ∗ a P ←− Produit(table.(i).(i + k − 1), a, b) Q ←− Produit(table.(i + 1).(i + k), c, d) table.(i).(i + k) ←− Combinaison(P, Q, 1, 1) ˛n pour i ˛n pour k retourner T.(0).(n − 1) ˛n Complexit«e : le calcul de table.(i).(i + k) requiert 9k + 7 op«erations (car les polynômes table.(i).(i + k − 1) et table.(i + 1).(i + k) sont de longueur k). On obtient :

T (n) = n−1∑ k=1 n−k−1 ∑ i=0 (9k + 7) = n−1∑ k=1 (n − k)(9k + 7) =^3_2 n^3 +^7_2 n^2 − 5n = O(n^3).

Conclusion de cette question : la formule de Newton est la plus performante des trois pour le calcul des coe‹cients du polynôme d’interpolation. La formule d’Aitken est int«eressante pour le calcul num«erique de P(x) (dans ce cas sa complexit«e devient O(n^2) car les appels „a Produit et Combinaison sont remplac«es par un nombre constant d’op«erations complexes). La formule de Lagrange peut aussi être utilis«ee pour un calcul num«erique, mais elle pr«esente l’inconv«enient par rapport aux autres de ne pas être «evolutive, c’est-„a-dire que les calculs faits ne peuvent pas être r«eutilis«es si l’on ajoute des points d’interpolation.

Question 4-a Soit x = x_k : si k est pair alors x^{n/2} = 1 et P_0(x) = y_k par d«e˛nition de P_0. Si k est impair alors x^{n/2} = −1 et P_1(xe^{−2iπ/n}) = P_1(x_{k−1}) = y_k par d«e˛nition de P_1. Donc le polynôme propos«e interpole bien Y pour la liste X et son degr«e est au plus n − 1 car ceux de P_0 et P_1 sont major«es par n/2 − 1.

Question 4-b

Interpole(Y) :

calcule le polynôme d’interpolation de Y aux racines de l’unit«e.

n ←− longueur(Y) si n = 1 retourner [|Y.(0)|] sinon :

diviser Y en deux parties Y_0, Y_1 comme d«e˛ni dans l’«enonc«e P_0 ←− Interpole(Y_0) P_1 ←− Interpole(Y_1)

calcul du polynôme P_1(xe^{−2iπ/n}) z ←− 1 pour k = 0...n/2 − 1 faire :

P_1.(k) ←− P_1.(k) ∗ z z ←− z ∗ e^{−2iπ/n} ˛n pour k

combine P_0 et P_1 R ←− vecteur de longueur n pour k = 0...n/2 − 1 faire :

R.(k) ←− (P_0.(k) + P_1.(k))/2 R.(k + n/2) ←− (P_0.(k) − P_1.(k))/2 ˛n pour k retourner R ˛n sinon ˛n Question 4-c Si l’on excepte les appels r«ecursifs, Interpole e¸ectue un nombre d’op«erations complexes lin«eaire en n. On a donc l’«equation T (2^α) = 2T (2^{α−1}) + a2^α + b que l’on r«esout en : T (2^α) 2^α = T (2^{α−1}) 2^{α−1}

+ a + b2^{−α},

T (2^α) 2^α = T (1) 1 + (α − 1)a + b(^1_2 − 2^{−α}),

T (2^α) ∼ aα2^α = O(n ln n) pour n → ∞.

Question 4-d Le principe est le même : on divise P en deux polynômes � entrelac«es � :

P(z) = a_0 + a_1z + . .. + a_{n−1}z^{n−1}

= (a_0 + a_2z^2 + . .. + a_{n−2}z^{n−2}) + z(a_1 + a_3z^2 + .. . + a_{n−1}z^{n−2}) = P_0(z^2) + zP_1(z^2)

o„u P_0, P_1 sont deux polynômes de longueur n/2. Pour calculer la liste (P(e^{2ikπ/n})), il su‹t de conna^“tre les listes (P_0(e^{4ikπ/n})) et (P_1(e^{4ikπ/n})), c’est-„a-dire les listes des valeurs de P_0 et P_1 aux racines n/2-„emes de l’unit«e. A partir de ces deux listes, on obtient une valeur P(e^{2ikπ/n}) en un temps constant (deux op«erations) donc le temps total de calcul suit une relation de r«ecurrence similaire „a celle «etablie pour l’algorithme d’interpolation.

Question 5 On calcule les listes des valeurs de P et Q pour les racines 2n-„emes de l’unit«e en O(n ln n) op«erations, on multiplie terme „a terme ces deux listes en O(n) op«erations, ce qui donne la liste des valeurs du produit PQ pour les racines 2n-„emes de l’unit«e. Cette liste permet de reconstituer PQ par interpolation en O(n ln n) op«erations.

Le choix des racines de l’unit«e permet donc de multiplier deux polynômes en O(n ln n) op«erations, au lieu de n^2 multiplications et n(n − 1) additions complexes pour la multiplication par distributivit«e et ^(n^{log2(3)}) pour la multiplication r«ecursive de Karatsuba. Cependant cet algorithme, appel«e multiplication par transformation de Fourier rapide, n«ecessite d’e¸ectuer des calculs en nombres complexes, donc approch«es. On obtient alors une approximation du produit. S’il s’agit de polynômes „a coe‹cients entiers, sachant que le r«esultat est „a coe‹cients entiers on peut arrondir le r«esultat approch«e : Knuth d«emontre que l’incertitude sur les coe‹cients de PQ est de l’ordre de (n ln n)ε o„u ε est l’incertitude sur une op«eration. Donc, pour n ln n ≪ 10^{18}, il su‹t de faire les calculs � avec une vingtaine de chi¸res apr„es la virgule � pour être sûr d’avoir un arrondi correct. Par ailleurs, le gain en vitesse n’est r«eel que pour de tr„es grandes valeurs de n compte tenu des complications de l’algorithme et de la n«ecessit«e de garantir la pr«ecision des calculs interm«ediaires. La multiplication par transformation de Fourier rapide est utilis«ee pour les calculs sur des tr„es grands nombres (plusieurs milliers de chi¸res).

Plus longue sous-séquence commune

Question 1-a On parcourt simultan«ement A et C en � retirant � un «el«ement de C „a chaque fois qu’il appara^“t dans A.

let rec sous_séquence (a,c) =
  if c = [] then true
  else if a = [] then false
  else if (hd a) <> (hd c) then sous_séquence (tl a, c)
                          else sous_séquence (tl a, tl c)
;;

Validit«e : lorsque C ou A est vide alors sous_séquence renvoie imm«ediatement le r«esultat correct. Supposons C et A non vides : si C est une sous-s«equence de A alors il existe une suite d’indices 0 � i_0 < i_1 < . .. < i_{q−1} < n tels que c_k = a_{ik} pour tout k. Donc, si c_0 ≠ a_0, alors i_0 � 1 et C est une sous-s«equence de (a_1, . .., a_{n−1}). Lorsque c_0 = a_0 on a (c_1, .. ., c_{q−1}) = (a_{i1} , . . ., a_{iq−1} ) qui est une sous-s«equence de (a_1, . .., a_{n−1}) car i_1 � 1.

R«eciproquement, si c_0 = a_0 et si (c_1, .. ., c_{q−1}) est une sous-s«equence de (a_1, . .., a_{n−1}) alors il existe des indices 1 � i_1 < . .. < i_{q−1} < n tels que c_k = a_{ik} pour k � 1, et cette relation a encore lieu pour k = 0 en posant i_0 = 0, donc C est une sous-s«equence de A. En˛n, si c_0 ≠ a_0 et C est une sous-s«equence de (a_1, . .., a_{n−1}) alors C est «evidement une sous-s«equence de A.

Ceci prouve que, si l’appel sous_séquence a c termine, alors il renvoie le bon r«esultat. Et il y a terminaison car la longueur de l’argument a diminue d’une unit«e „a chaque appel r«ecursif.

Question 1-b On reprend l’algorithme pr«ec«edent en accumulant les indices des «el«ements de A non appari«es „a ceux de C. La construction de la liste des indices n’est pas termin«ee lorsque C = () car il faut constituer la liste des indices des «el«ements restant dans A.

let rec indices_à_supprimer(a,c,i) =
  if a = [] then []
  else if (c = []) or ((hd a) <> (hd c))
    then i :: (indices_à_supprimer(tl a, c, i+1))
    else indices_à_supprimer(tl a, tl c, i+1)
;;

(* utilisation *)

indices_à_supprimer(a,c,0);;

Question 2-a Si a_{i−1} = b_{j−1} : si C = (c_0, .. ., c_{q−1}) est une plsc „a A_{i−1} et B_{j−1} alors la liste C^′ = (c_0, .. ., c_{q−1}, a_{i−1}) est une sous-s«equence commune „a A_i et B_j. Ceci prouve que ℓ_{i,j} � 1 + ℓ_{i−1,j−1}. Si C = (c_0, . .., c_{q−1}) est une plsc „a A_i et B_j avec q � 2 alors C^′ = (c_0, .. ., c_{q−2}) est une sous-s«equence commune „a A_{i−1} et B_{j−1}, quelle que soit la valeur de c_{q−1}. Ceci prouve que ℓ_{i−1,j−1} � ℓ_{i,j} − 1 dans le cas ℓ_{i,j} � 2 et l’in«egalit«e est «egalement vraie si ℓ_{i,j} = 1.

Si a_{i−1} ≠ b_{j−1} : toute plsc „a A_{i−1} et B_j est une sous-s«equence commune „a A_i et B_j donc ℓ_{i,j} � ℓ_{i−1,j}. De même, ℓ_{i,j} � ℓ_{i,j−1} et donc ℓ_{i,j} � max(ℓ_{i,j−1}, ℓ_{i−1,j}). Inversement, si C = (c_0, .. ., c_{q−1}) est une plsc „a A_i et B_j, alors c_{q−1} ≠ a_{i−1} ou c_{q−1} ≠ b_{j−1} donc C est une sous-s«equence commune „a A_{i−1} et B_j ou „a A_i et B_{j−1}. Dans le premier cas on obtient : ℓ_{i,j} � ℓ_{i−1,j} et dans le second cas : ℓ_{i,j} � ℓ_{i,j−1} d’o„u, dans tous les cas : ℓ_{i,j} � max(ℓ_{i,j−1}, ℓ_{i−1,j}).

Question 2-b On choisit ici de repr«esenter A et B par des vecteurs pour acc«eder en temps constant „a a_{i−1} et b_{j−1} :

let matrice_plsc(a,b) =
  let n = vect_length(a) and p = vect_length(b) in
  let l = make_matrix (n+1) (p+1) 0 in
  for i = 1 to n do
    for j = 1 to p do

(* invariant de boucle : ici, tous les coefficients *) (* l.(u).(v) sont corrects si u < i ou (u = i et v < j) *)

      if a.(i-1) = b.(j-1)
        then l.(i).(j) <- 1 + l.(i-1).(j-1)
        else l.(i).(j) <- max l.(i-1).(j) l.(i).(j-1)
    done
  done;
  l
;;

Validit«e : „a la suite de la cr«eation de l on a l.(0).(j) = l.(i).(0) = 0 pour tous i et j. Ceci montre que la propri«et«e «enonc«ee en commentaire est v«eri˛«ee lors de la premi„ere entr«ee dans la boucle interne (i = j = 1). L’invariance de cette propri«et«e r«esulte de ce que l’on applique les formules du 2a et de ce que les valeurs l.(i−1).(j−1), l.(i−1).(j) et l.(i).(j−1) ont «et«e correctement calcul«ees auparavant.

Complexit«e : le temps de cr«eation de l est proportionnel „a sa taille, soit O(np). Le temps de calcul d’un coe‹cient l.(i).(j) est born«e (un acc„es „a a, un acc„es „a b, une comparaison, une addition ou un calcul de max et une a¸ectation „a un «el«ement de tableau, plus quelques soustractions pour calculer i − 1 et j − 1) et chaque coe‹cient de l est calcul«e au plus une fois, donc le temps de remplissage de l est aussi O(np).

Remarque : si A et B sont repr«esent«ees par des listes cha^“n«ees et non des vecteurs, on peut encore produire la matrice l en O(np) op«erations car ces listes sont parcourues s«equentiellement :

let matrice_plsc(a,b) =
  let n = list_length(a) and p = list_length(b) in
  let l = make_matrix (n+1) (p+1) 0 in
  let a’ = ref(a) in
  for i = 1 to n do
    let b’ = ref(b) in
    for j = 1 to p do

(* invariant de boucle : ici, tous les coefficients *) (* l.(u).(v) sont corrects si u < i ou (u = i et v < j) *)

      if hd(!a’) = hd(!b’)
        then l.(i).(j) <- 1 + l.(i-1).(j-1)
        else l.(i).(j) <- max l.(i-1).(j) l.(i).(j-1);
      b’ := tl(!b’)
    done;
    a’ := tl(!a’)
  done;
  l
;;

Question 2-c ℓ = l.(n).(p) est la longueur d’une plsc „a A et B. Si a_{n−1} = b_{p−1} alors d’apr„es 2a il existe une plsc „a A et B obtenue en pla‰cant a_{n−1} au bout d’une plsc „a A_{n−1} et B_{p−1}. Si a_{n−1} ≠ b_{p−1}, alors on cherche une plsc „a A_{n−1} et B_p ou „a A_n et B_{p−1} suivant que l.(n − 1).(p) > l.(n).(p − 1) ou non. On traite ici le cas d’une repr«esentation de A et B par des vecteurs :

let plsc(a,b,l) =
  let n = vect_length(a) and p = vect_length(b) in
  let q = l.(n).(p) in
  let c = make_vect q a.(0) in
  let i = ref(n) and j = ref(p) and k = ref(q) in
  while !k > 0 do
    if a.(!i-1) = b.(!j-1)
      then begin
        c.(!k-1) <- a.(!i-1);
        i := !i - 1;
        j := !j - 1;
        k := !k - 1
      end
    else if l.(!i-1).(!j) > l.(!i).(!j-1)
      then i := !i-1
      else j := !j-1
  done;
  c
;;

Question 3-a On cr«ee deux vecteurs bool«eens, E_A et E_B, index«es par les «el«ements de E (convertis en nombres entiers au besoin) tels que :

{ E_A.(x) = true si est seulement si x appara^“t dans A ; { E_B.(x) = true si est seulement si x appara^“t dans B.

Ensuite on parcourt A en extrayant les «el«ements x tels que E_B.(x) vaut true et on parcourt B en extrayant les «el«ements x tels que E_A.(x) vaut true. Ceci donne les listes A^′ et B^′.

(* On suppose les éléments de E sont numérotés de 0 à r-1 *)

let crée_tableau(a) =
  let e_a = make_vect r false in
  for i = 0 to vect_length(a) - 1 do
    e_a.(numéro(a.(i))) <- true
  done;
  e_a
;;

let extrait(a,e_b) =
  let a’ = make_vect (vect_length a) a.(0) in
  let k = ref 0 in
  for i = 0 to vect_length(a) - 1 do
    if e_b.(numéro(a.(i))) then begin
      a’.(!k) <- a.(i);
      k := !k + 1
    end
  done;
  sub_vect a’ !k
;;

Question 3-b On passe en revue les listes A^t et B^t comme pour une fusion, en notant les indices des «el«ements communs „a A et B. On constitue alors A^′ et B^′ „a partir de ces notes.

let intersection(a,b,at,bt) =

  let n = vect_length(a) and p = vect_length(b) in
  let dans_b = make_vect n false
  and dans_a = make_vect p false in
  let i = ref 0 and j = ref 0 in

  while (!i < n) & (!j < p) do

    if a.(at.(!i)) = b.(bt.(!j))
      then begin

(* élément commun *)

let x = a.(at.(!i)) in

(* note tous les éléments de a égaux à cet élément *)

while (!i < n) & (a.(at.(!i)) = x) do
  dans_b.(at.(!i)) <- true;
  i := !i+1
done;

(* note tous les éléments de b égaux à cet élément *)

        while (!j < p) & (b.(bt.(!j)) = x) do
          dans_a.(bt.(!j)) <- true;
          j := !j+1
        done
      end

    else if a.(at.(!i)) < b.(bt.(!j))
      then i := !i + 1
      else j := !j + 1

  done;
  (dans_a, dans_b)
;;

let extrait(a,dans_b) =
  let a’ = make_vect (vect_length a) a.(0) in
  let k = ref 0 in
  for i = 0 to vect_length(a) - 1 do
    if dans_b.(i) then begin
      a’.(!k) <- a.(i);
      k := !k + 1
    end
  done;
  sub_vect a’ !k
;;

Question 4 Premier cas : soit r le cardinal de E. La cr«eation de e_a se fait en O(r) op«erations, le remplissage en O(n) op«erations et l’extraction de a’ „a partir de a et e_b en O(n) op«erations. La complexit«e du pr«e-traitement est donc O(n + p + r).

Second cas : le calcul de at „a partir de a se fait en O(n ln(n)) op«erations si l’on emploie un algorithme de tri par fusion (le quicksort a aussi cette complexit«e, mais en moyenne seulement) ; le calcul des vecteurs dans_a et dans_b a la complexit«e d’une fusion : O(n + p) et l’extraction de a’ „a partir de a et dans_b se fait en O(n) op«erations. La complexit«e du pr«e-traitement est donc O(n ln(n) + p ln(p)).

En supposant n = p et r petit devant n dans 3a, on a donc une complexit«e de pr«e-traitement O(n) ou O(n ln(n)) ce qui est n«egligeable devant la complexit«e de calcul de la plsc : O(n^2). On peut donc toujours proc«eder au pr«e-traitement, ce n’est asymptotiquement pas p«enalisant. Cependant, l’utilit«e de ce pr«e-traitement est discutable : dans le cas 3a, si E est petit et A, B sont grandes, alors il est probable que presque tous les «el«ements de E ˛gurent au moins une fois dans chacune des listes, et le pr«e-traitement ne diminue pas notablement les longueurs des listes „a traiter. Dans le cas 3b, si A et B sont al«eatoires, ind«ependantes, et de longueur petite devant card(E) alors elles sont probablement � presque disjointes � et le pr«e-traitement peut être e‹cace. Par contre, si A et B ne sont pas ind«ependantes (en particulier s’il s’agit de versions successives d’un ˛chier), il est probable que le pr«e-traitement ne permettra de retirer que quelques «el«ements seulement.

En˛n, si n et p sont � petits �, le temps de pr«e-traitement ne peut plus être consid«er«e comme n«egligeable. . . En conclusion, je d«econseille ce pr«e-traitement.

Complément

Le syst„eme Unix poss„ede une commande diff listant les di¸«erences entre deux ˛chiers texte suivant un algorithme inspir«e de la recherche d’une plsc : la distance entre deux ˛chiers A et B consid«er«es comme des listes de lignes est le nombre d’«el«ements de A et de B ne faisant pas partie d’une plsc „a A et B. Elle est not«ee d(A, B). On d«etermine cette distance en comparant A et B par les deux bouts : on progresse alternativement d’une unit«e de distance „a partir des d«ebuts de A et B, puis d’une unit«e „a partir des ˛ns de A et B, jusqu’„a un point milieu, c’est-„a-dire un couple (i, j) tel que d(A_i, B_j) = ⌊d(A, B)/2⌋. Le nombre de couples

(i, j) examin«es au cours de cette recherche est major«e par (n + p)d(A, B) et il n’est pas n«ecessaire de construire une matrice de taille np pour cela, il su‹t de disposer de O(d(A, B)) positions m«emoire.

On peut alors obtenir r«ecursivement une plsc „a A et B en concat«enant une plsc „a A_i et B_j avec une plsc „a A \ A_i et B \ B_j. Le temps de calcul d’une plsc suivant cet algorithme (d«ecouvert ind«ependamment par EW. Myers (1986) et E. Ukkonen (1985)) est O(nd(A, B)) pour n = p. Pour plus de renseignements, consulter l’aide Emacs sur la commande diff et le code source (en C) de GNU-di¸.

Arbres de priorité équilibrés

Question 1 Par r«ecurrence sur H(a).

Question 2

let rec insertion(a,e) = match a with
| B_vide -> B_noeud(e,B_vide,B_vide)
| B_noeud(r,g,d) -> if e >= r then B_noeud(e, insertion(d,r), g)
                             else B_noeud(r, insertion(d,e), g)
;;

Correction : insertion(a, e) renvoie un APE contenant la seule «etiquette e lorsque a est vide. Si insertion(a, e) renvoie un r«esultat correct pour tout arbre de hauteur strictement inf«erieure „a h, alors pour un arbre a = B noeud(r, g, d) de hauteur h on ins„ere la plus petite des «etiquettes e ou r dans la branche droite, ce qui fournit un nouvel APE d^′ correct par hypoth„ese de r«ecurrence, puis on renvoie a^′ = B noeud(max(e, r), d^′, g). Ceci est un arbre de priorit«e car max(e, r) est la plus grande «etiquette ˛gurant dans a^′ et d^′, g sont des APE. De plus, N(d^′) = N(d) + 1 est compris entre N(g) et N(g) + 1, donc les deux branches ont même nombre de nffuds „a une unit«e pr„es, celle de gauche (d^′ ) «etant la plus lourde en cas d’in«egalit«e.

Complexit«e : O(H(a)).

Question 3

let rec transforme(a1) = match a1 with

| B_vide -> a1
| B_noeud(e,B_vide,B_vide) -> a1
| B_noeud(e,g,d) ->

(* compare les racines de g et d si elles existent *)

let g_plus_grand_que_d =
  match (g,d) with
  | (B_noeud(x,_,_), B_noeud(y,_,_)) -> x >= y
  | _ -> true (* une des branches est vide, c’est donc d *)
in

(* compare e au plus grand fils *)

  if g_plus_grand_que_d then match g with
     | B_vide -> a1
     | B_noeud(e’,g’,d’) ->
        if e >= e’ then a1
        else B_noeud(e’, transforme(B_noeud(e,g’,d’)), d)
  else match d with
     | B_vide -> a1
     | B_noeud(e’,g’,d’) ->
        if e >= e’ then a1
        else B_noeud(e’, g, transforme(B_noeud(e,g’,d’)))
;;

Correction : par r«ecurrence sur la hauteur de a_1 comme „a la question pr«ec«edente. Complexit«e : O(H(a)).

Question 4-a Par r«ecurrence sur H(a).

Question 4-b

let rec retire_gauche(a) = match a with
| B_vide -> failwith "arbre vide"
| B_noeud(r,B_vide,B_vide) -> (B_vide,r)
| B_noeud(r,g,d) -> let (g’,e) = retire_gauche(g) in
                             (B_noeud(r,d,g’),e)
;;

let extraction(a) = let (a’,e) = retire_gauche(a) in
match a’ with
| B_vide -> (a’,e)
| B_noeud(r,g,d) -> (transforme(B_noeud(e,g,d)), r)
;;

Complexit«e : O(H(a)).

Question 5 Le temps de constitution de l’APE v«eri˛e la relation de r«ecurrence :

T_n = T_{n−1} + O(ln(n)).

Donc T_n = O(ln 1 + ln 2 + .. . + ln n) = O(n ln n). Le temps d’extraction de tous les noeuds de l’APE v«eri˛e la même relation, donc est aussi O(n ln n) et le temps de constitution de la liste ˛nale, non compris les extractions dans l’APE, est O(n) car on e¸ectue des insertions en tête de liste. Le temps total du tri est donc O(n ln n).

Compilation d’une expression

Question 1 L’ordre des op«erations est, compte tenu de la priorit«e de ∗ sur + et des parenth„eses : −, −, ∗, +. Les op«erandes de chaque soustraction doivent être empil«es juste avant l’op«eration de soustraction et la multiplication doit être e¸ectu«ee imm«ediatement apr„es les soustractions. Les libert«es dans le choix du code compil«e portent donc sur le fait que chaque op«eration peut être cod«ee de mani„ere directe ou inverse. Ceci fait au total 16 possibilit«es de compilation (64 si l’on consid„ere que + et ∗ sont commutatives). Le code suivant n’utilise que trois niveaux de pile :

empile_v b; empile_v c; binaire −; empile_v d; empile_v e;
binaire −; binaire ∗; empile_v a; binaire_inv +.

Ce code est optimal puisque la multiplication doit imm«ediatement suivre la deuxi„eme soustraction et donc il faut au moins trois op«erandes dans la pile avant d’effectuer la deuxi„eme soustraction.

Question 2 Si f = op_1(g) alors N(f) = N(g).

Si f = g op_2 h, il y a deux mani„eres de compiler f :

{ < calcul de g >; < calcul de h >; binaire op_2. { < calcul de h >; < calcul de g >; binaire_inv op_2.

Le nombre de niveaux de pile utilis«e est max(N(g), 1 + N(h)) dans le premier cas et max(N(h), 1 + N(g)) dans le second cas. On a donc :

N(f) = min(max(N(g), 1 + N(h)), max(N(h), 1 + N(g))) = N(h) si N(g) < N(h) N(g) si N(g) > N(h) 1 + N(g) si N(g) = N(h).

Compilation d’une expression 275

Question 3-a Algorithme :

{ une constante c est compil«ee en empile_c c ; { une variable v est compil«ee en empile_v v ;

{ pour compiler op_1(g), compiler g et ins«erer unaire op_1 en queue du code obtenu ;

{ pour compiler g op_2 h, compiler s«epar«ement g et h, soient g et h les codes obtenus, puis comparer N(g) et N(h).

Si N(g) < N(h) alors retourner le code : h ; g ; binaire_inv op_2, sinon retourner le code : g ; h ; binaire op_2.

Le calcul de N(g) et N(h) dans le dernier cas peut être e¸ectu«e par parcours des formules g et h en appliquant les relations obtenues „a la question pr«ec«edente. Le programme ci-dessous «evite le double parcours en retournant „a la fois le code compil«e et le nombre de niveaux de pile utilis«es par ce code.

type ’a formule =
| Const of ’a
| Var of string
| Op1 of string * (’a formule)
| Op2 of string * (’a formule) * (’a formule)
;;

type ’a instruction =
| Empile_c of ’a
| Empile_v of string
| Unaire of string
| Binaire of string
| Binaire_inv of string
;;

let rec compile(f) = (* retourne le code de f et N(f) *)
match f with
| Const(c) -> ([Empile_c c], 1)
| Var(v) -> ([Empile_v v], 1)
| Op1(op1,g) -> let (code,n) = compile(g) in (code @ [Unaire op1], n)
| Op2(op2,g,h) ->
   let (codeg,ng) = compile(g)
   and (codeh,nh) = compile(h) in
   if ng > nh then (codeg @ codeh @ [Binaire op2], ng)
   else if ng < nh then (codeh @ codeg @ [Binaire_inv op2], nh)
   else (codeg @ codeh @ [Binaire op2], 1+ng)
;;

Question 3-b On peut transformer la formule „a compiler en un arbre d’instructions par un premier parcours en profondeur, chaque nffud «etant remplac«e par l’instruction correspondante, puis mettre ces instructions en liste par un deuxi„eme parcours en profondeur en ins«erant les instructions en tête d’une liste initialement vide.

Question 4 Soit k(n) le nombre minimal de nffuds d’une formule non calculable avec n niveaux de pile. Pour n � 2, une telle formule est de la forme f = g op_2 h avec N(g) � n, N(h) � n (sinon f n’est pas minimale) et donc N(g) > n − 1, N(h) > n − 1 (sinon N(f) � n). On en d«eduit k(n) = 2k(n − 1) + 1 et k(1) = 3 d’o„u k(n) = 2^{n+1} − 1. En particulier, k(8) = 511.

Recherche d’une chaîne de caractères dans un texte

Question 1-a

let position(t,m) =
  let i = ref 0 and j = ref 0 in
  while (!j < vect_length(m)) & (!i + !j < vect_length(t)) do
    if m.(!j) = t.(!i + !j)
    then j := !j + 1
    else begin i := !i + 1; j := 0 end
  done;
  if !j = vect_length(m) then !i else failwith "non trouvé"
;;

Remarque : on peut remplacer le test : !i + !j < vect_length(t) par le test :

!i < vect_length(t) - vect_length(m) cette derni„ere expression «etant calcul«ee en dehors de la boucle.

Complexit«e : i peut aller jusqu’„a |t| − |m| − 1 et pour chaque valeur de i, j peut aller de 0 „a |m| − 1 (cas o„u c’est la derni„ere comparaison qui «echoue, par exemple m = aaaab et t = aaa.. .aaa) et il est fait un nombre constant d’op«erations pour chaque couple (i, j) donc le nombre total d’op«erations dans le pire des cas est O((|t| − |m|)|m|) = O(|t||m|).

Question 1-b Oui. Lorsqu’une comparaison «echoue on a m_j ≠ t_{i+j} et la premi„ere lettre de m ne peut pas être retrouv«ee dans t avant la position i + j puisque les positions pr«ec«edentes contiennent les lettres m_1, . .. , m_{j−1}. On peut donc remplacer l’instruction i := !i + 1 par i := !i + !j + 1 dans le programme pr«ec«edent. De toutes fa‰cons, chaque lettre de t ne sera examin«ee qu’au plus deux fois (que l’algorithme soit modi˛«e ou non), donc la complexit«e de la recherche devient O(|t|).

Remarque : il n’est pas n«ecessaire que toutes les lettres de m soient distinctes pour obtenir cette situation, il su‹t en fait que la premi„ere lettre de m soit distincte de toutes les autres.

Question 1-c Pour k, i ∈ N on note N(k, i) le nombre de mots m de longueur ℓ pour lesquels on e¸ectue k comparaisons de lettres dans (∗) avant de conclure „a la pr«esence de m dans t ou de passer „a la position suivante i + 1. Alors :

μ(t, ℓ) = 1 |A|^ℓ

|t|−1∑

i=0 ℓ∑ k=0 kN(k, i).

On a :

N(k, i) = 1 si k = ℓ, N(k, i) = (|A| − 1)|A|^{ℓ−k} si k < ℓ et i + k < |t|, N(k, i) = |A|^{ℓ−k} si k < ℓ et i + k = |t|, N(k, i) = 0 sinon.

D’o„u :

μ(t, ℓ) �

|t|−1∑

i=0 (^{ℓ−1}∑ k=0 k(|A| − 1)|A|^{−k} + ℓ|A|^{−ℓ} )

� |t|(|A| − 1)

(^∞∑ k=0 k|A|^{−k} ) = |A| |A| − 1

|t|.

Question 1-d Par un calcul similaire on obtient μ̃(ℓ, m) � |A||A| − 1 |m|.

Question 2-a automate non d«eterministe :

apr„es d«eterminisation :

Question 2-b On convient de repr«esenter A_m par une matrice de transition a telle que a.(i).(j) donne le num«ero de l’«etat succ«edant „a l’«etat i lorsqu’on lit la lettre j, et par un vecteur de bool«eens f tel que f.(i) = true si et seulement si l’«etat i est un «etat ˛nal. L’«etat initial de A_m est par convention l’«etat 0 (i, j sont des entiers, l’automate est suppos«e d«eterministe complet).

let position a f m texte =
  let état = ref 0 (* numéro de l’état courant *)
  and i = ref 0 in (* indice dans le texte *)
  while not(f.(!état)) & (!i < vect_length(texte)) do
    état := a.(!état).(texte.(!i));
    i := !i + 1
  done;
  if f.(!état) then !i - vect_length(m) - 1 else failwith "non trouvé"
;;

La complexit«e de position est O(|t|) puisque les acc„es „a la matrice a et au vecteur f se font en temps constant.

Question 2-c On montre par r«ecurrence sur |t| que A_m passe de l’«etat ε „a l’«etat S(m, t) en lisant le texte t. Donc un mot t est reconnu par A_m si et seulement si S(m, t) = m, soit si et seulement si m est un su‹xe de t, soit en˛n si et seulement si t ∈ A^∗m.

Question 2-d Le premier cas est «evident. Dans le deuxi„eme cas, ua n’est pas un pr«e˛xe de m donc il faut retirer au moins une lettre „a ua pour obtenir un pr«e˛xe de m, et par cons«equent S(m, ua) = S(m, u^′a). Notons v = S(m, u^′) et w = S(m, u^′a) : il faut d«emontrer que S(m, va) = w. Pour cela on remarque que S(m, va) est un su‹xe de u^′a en même temps pr«e˛xe de m donc, par d«e˛nition de w, S(m, va) est un su‹xe de w. Si w = ε on obtient l’«egalit«e cherch«ee et sinon, w = w^′a et w^′ est un su‹xe de u^′ en même temps pr«e˛xe de m donc c’est un su‹xe de v et w = w^′a est un su‹xe de va en même temps pr«e˛xe de m, donc en˛n w est un su‹xe de S(m, va), ce qui ach„eve la d«emonstration.

Question 2-e

calcul de la premi„ere ligne Pour chaque lettre a ≠ m.(0) : M.(0).(a) ←− 0. Pour a = m.(0) : M.(0).(a) ←− 1.

calcul de proche en proche v ←− 0.

Pour u = 1, ..., |m| − 1 :

pour chaque lettre a ≠ m.(u) : M.(u).(a) ←− M.(v).(a). pour a = m.(u) : M.(u).(a) ←− u + 1; v ←− M.(v).(a).

Fin pour.

derni„ere ligne Pour chaque lettre a : M.(|m|).(a) ←− M.(v).(a).

Complexit«e : O(|m||A|) = O(|m|).

Exemple :

m u v a b c
a 0 1 0 0
a 1 0 2 0 0
b 2 1 2 3 0
a 3 0 4 0 0
a 4 1 5 0 0
c 5 2 2 3 6

6 0 1 0 0

Question 2-f Comme tout automate d«eterministe reconnaissant L_m a au moins autant d’«etats que L_m a de r«esiduels, il su‹t de prouver que L_m a au moins |m| + 1 r«esiduels distincts. Soient u et uv deux pr«e˛xes de m (m = uvw) avec v ≠ ε. Alors le langage r«esiduel de uv contient w ce qui n’est pas le cas du langage r«esiduel de u. Donc les langages r«esiduels des pr«e˛xes de m sont deux „a deux distincts et il y en a |m| + 1.

Question 3-b Comme k − p < k, on a p � 1 donc le mot m est d«ecal«e vers la ˛n de t. Il faut seulement justi˛er que si p > 1 on ne risque pas de manquer des positions d’apparition de m dans t : si on d«ecale m de q positions avec q < p alors la lettre a_{k−q} est mise en correspondance avec b_{i+k} donc il y a non concordance.

La complexit«e dans le pire des cas est la même qu’au 1-a car on peut seulement a‹rmer que k � 0 et p � 1 donc on peut avoir „a comparer chaque lettre de m avec chaque lettre de t (sauf pour les derni„eres lettres de t).

Question 3-c De fa‰con „a «eviter de recalculer l’entier p „a chaque comparaison n«egative, on pr«ecalcule la fonction de d«ecalage dans une matrice mat index«ee par les positions dans m et les lettres de A :

(* p est la taille de l’alphabet, retourne *) (* la matrice de décalage associée au mot m *)

let matrice p m =
  let n = vect_length(m) in
  let mat = make_matrix n p 1 in

    for i = 1 to n-1 do
      for a = 0 to p-1 do mat.(i).(a) <- mat.(i-1).(a) + 1 done;
      mat.(i).(m.(i-1)) <- 1
   done;

   mat
;;

La validit«e de matrice est «evidente, sa complexit«e est O(|m||A|) = O(|m|).

let position mat m texte =
  let n = vect_length(m) in
  let imax = vect_length(texte) - n in
  let i = ref 0 and j = ref(n-1) in

  while (!i <= imax) & (!j >= 0) do
    if m.(!j) = texte.(!i + !j) then j := !j-1
    else begin i := !i + mat.(!j).(texte.(!i + !j)); j := n-1 end
  done;

  if !j < 0 then !i else failwith "non trouvé"
;;

Question 3-d Oui. Au lieu de chercher la derni„ere occurrence de b_{i+k} dans a_1 .. .a_{k−1}, on peut chercher la derni„ere occurrence du mot b_{i+k}a_{k+1} .. .a_{|m|−1} dans a_1 . . .a_{k−1} et d«ecaler m en cons«equence. Ceci garantit que chaque lettre de t ne sera examin«ee qu’une fois dans le pire des cas, et 1/|m| fois en g«en«eral. La construction de la table de d«ecalage est cependant plus compliqu«ee.

Solutions des travaux pratiques

Chemins dans Z^2

1. Conversion mot → liste de points

(* avance (x,y) d’un pas dans la direction dir *)

let avance dir (x,y) = match dir with
  | N -> (x, y + 1)
  | S -> (x, y - 1)
  | E -> (x + 1, y )
  | W -> (x - 1, y )
;;

(* liste des points associés au mot "chemin" avec l’origine z *)

let rec points z chemin = match chemin with
  | [] -> [z]
  | dir::suite -> z :: points (avance dir z) suite
;;

2. Détection et élimination des boucles

(* détecte les points multiples (algorithme en O(n^2)) *)

let rec multiples points = match points with
  | [] -> false
  | p::suite -> (mem p suite) or (multiples suite)
;;

(* liste d’association (point, prédécesseur) *)

let rec prédécesseurs points = match points with
  | u::v::suite -> (v,u) :: prédécesseurs (v::suite)
  | _ -> []
;;

(* élimine les boucles *)

let sans_boucle points =
  let z0 = hd(points) in
  let pred = prédécesseurs(points) in
  let l = ref([hd(rev points)]) in
  while hd(!l) <> z0 do l := (assoc (hd !l) pred) :: !l done;
  !l
;;

3. Remplissage

(* ordonnées extrêmes *)

let rec extrêmes points = match points with
  | [] -> failwith "liste vide"
  | [(x,y)] -> (y,y)
  | (x,y)::suite -> let (y1,y2) = extrêmes(suite)
                    in (min y1 y, max y2 y)
;;

(* intersections avec une horizontale *)

let rec intersecte y0 points = match points with
  | (x1,y1)::(x2,y2)::suite ->
      if (min y1 y2 = y0) & (max y1 y2 > y0)
      then x1 :: intersecte y0 ((x2,y2)::suite)
      else intersecte y0 ((x2,y2)::suite)
  | _ -> []
;;

(* remplissage *)

let remplit points =
  let (ymin,ymax) = extrêmes(points) in
  for y = ymin to ymax-1 do
    let l = ref(sort__sort (prefix <=) (intersecte y points)) in
    while !l <> [] do match !l with
      | x1::x2::suite -> noircit (x1,y) (x2,y+1); l := suite
      | _ -> failwith "cas impossible"
    done
  done
;;

Files d’attente et suite de Hamming

1. Implémentation des files d’attente

(* création, inspection *)

let nouv_file() = {avant = []; arrière = []};;
let est_vide f = (f.avant = []) & (f.arrière = []);;
let longueur f = list_length(f.avant) + list_length(f.arrière);;

(* insertion, suppression *)

let ajoute f x = f.arrière <- x :: f.arrière;;
let retire f = match f.avant with
 | x::suite -> f.avant <- suite; x
 | [] -> match rev(f.arrière) with
               | x::suite -> f.avant <- suite; f.arrière <- []; x
               | [] -> failwith "file vide"
;;
let premier f = let x = retire f in f.avant <- x :: f.avant; x;;

2. La suite de Hamming

a) (* initialisation *)

let h2 = nouv_file();; ajoute h2 2;;
let h3 = nouv_file();; ajoute h3 3;;
let h5 = nouv_file();; ajoute h5 5;;

(* extrait l’entier de Hamming suivant *)

let suivant() =
  let x2 = premier(h2)
  and x3 = premier(h3)
  and x5 = premier(h5) in
  let x = min (min x2 x3) x5 in
  if x = x2 then (let _ = retire h2 in ());
  if x = x3 then (let _ = retire h3 in ());
  if x = x5 then (let _ = retire h5 in ());
  ajoute h2 (2*x);
  ajoute h3 (3*x);
  ajoute h5 (5*x);
  x
;;

b) (* extraction optimisée *)

let suivant() =
  let x2 = premier(h2)
  and x3 = premier(h3)
  and x5 = premier(h5) in
  let x = min (min x2 x3) x5 in
  if x = x2 then (let _ = retire h2 in ());
  if x = x3 then (let _ = retire h3 in ());
  if x = x5 then (let _ = retire h5 in ());
  ajoute h5 (5*x);
  if x mod 5 > 0 then begin
     ajoute h3 (3*x);
     if x mod 3 > 0 then ajoute h2 (2*x)
  end;
  x
;;

Validit«e. On montre par r«ecurrence sur n la propri«et«e suivante : soit H_n le n-„eme entier de Hamming sup«erieur ou «egal „a 2. Alors „a l’issue du n-„eme appel „a suivant, le nombre retourn«e est H_n et les ˛les h_2, h_3, h_5 contiennent ensemble tous les entiers de Hamming compris entre H_{n+1} et 5H_n de la forme 2H_k ou 3H_k ou 5H_k pour k � n, chaque entier «etant pr«esent dans une seule des ˛les.

Le cas n = 1 est imm«ediat. Supposons la propri«et«e vraie au rang n et examinons la situation „a l’issue du (n + 1)-„eme appel „a suivant : le nombre x retourn«e est H_{n+1} car c’est le plus petit des «el«ements pr«esents dans h_2, h_3, h_5 „a l’issue de l’appel pr«ec«edent. x «etant retir«e de toutes les ˛les qui le contiennent (il y en a fait une seule), tous les entiers restant dans h_2, h_3, h_5 sont sup«erieurs strictement „a H_{n+1}. On sait d«ej„a que h_2, h_3 et h_5 contiennent ensemble tous les entiers de Hamming sup«erieurs strictement „a H_{n+1} de la forme 2H_k ou 3H_k ou 5H_k avec k � n, il reste „a «etudier le cas des multiples de H_{n+1}. Étude de 5H_{n+1} : 5H_{n+1} est ins«er«e dans h_5 et c’est un nouvel «el«ement car avant cette insertion h_2, h_3 et h_5 ne contenaient que des nombres inf«erieurs ou «egaux „a 5H_n.

Étude de 3H_{n+1} : si l’entier H_{n+1} est divisible par 5, H_{n+1} = 5H_p, alors 3H_{n+1} = 5(3H_p) = 5H_q et q < n + 1 car H_q =^3_5 H_{n+1} < H_{n+1} donc 3H_{n+1} est pr«esent dans une et une seule des ˛les h_2, h_3, h_5 avant l’extraction de H_{n+1} et il n’est pas r«eins«er«e lors de cette extraction.

Si H_{n+1} n’est pas divisible par 5 alors 3H_{n+1} n’appartient „a aucune des ˛les h_2, h_3, h_5 avant l’insertion e¸ectu«ee lors de l’extraction de H_{n+1}. En e¸et, on ne peut avoir 3H_{n+1} = 5H_k puisque H_{n+1} n’est pas divisible par 5 et on n’a pas non plus 3H_{n+1} = 3H_k ou 3H_{n+1} = 2H_k avec k � n car ces relations impliquent H_k � H_{n+1} > H_n. Donc 3H_{n+1} est bien pr«esent dans une et une seule des ˛les h_2, h_3, h_5 „a l’issue du (n + 1)-„eme appel „a suivant.

Étude de 2H_{n+1} : en distinguant les cas � H_{n+1} divisible par 5 �, � H_{n+1} non divisible par 5 mais divisible par 3 � et � H_{n+1} divisible ni par 5 ni par 3 �, on d«emontre de même que 2H_{n+1} est pr«esent dans une et une seule des ˛les h_2, h_3, h_5 „a l’issue du (n + 1)-„eme appel „a suivant. Ceci ach„eve la d«emonstration de validit«e de suivant.

c) (* initialisation *)

let h2 = nouv_file();; ajoute h2 (1,0,0);;
let h3 = nouv_file();; ajoute h3 (0,1,0);;
let h5 = nouv_file();; ajoute h5 (0,0,1);;

(* compare deux triplets de Hamming *)

let ln2 = log(2.0) and ln3 = log(3.0) and ln5 = log(5.0);;
let minimum (a,b,c as x) (a’,b’,c’ as y) =
  let t = float_of_int(a-a’)*.ln2
       +. float_of_int(b-b’)*.ln3
       +. float_of_int(c-c’)*.ln5 in
  if t <= 0. then x else y
;;

(* extrait le triplet de Hamming suivant *)

let suivant() =
  let x2 = premier(h2)
  and x3 = premier(h3)
  and x5 = premier(h5) in
  let (a,b,c as x) = minimum (minimum x2 x3) x5 in
  if x = x2 then (let _ = retire h2 in ());
  if x = x3 then (let _ = retire h3 in ());
  if x = x5 then (let _ = retire h5 in ());
  ajoute h5 (a,b,c+1);
  if c = 0 then begin
     ajoute h3 (a,b+1,c);
     if b = 0 then ajoute h2 (a+1,b,c)
  end;
  x
;;

d) Le programme suivant a‹che la somme ℓ_n des longueurs des trois ˛les h_2, h_3 et h_5 apr„es extraction du n-„eme entier de Hamming :

(* taille des files pour n0, 2n0, 4n0, .., n1 *)

let étude n0 n1 =

  h2.avant <- [1,0,0]; h2.arrière <- [];
  h3.avant <- [1,0,0]; h3.arrière <- [];
  h5.avant <- [1,0,0]; h5.arrière <- [];

  let borne = ref n0 in
  for n = 2 to n1 do
    let _ = suivant() in
    if n = !borne then begin
      let l = longueur h2 + longueur h3 + longueur h5 in
      printf__printf "n = %6d l = %6d\n" n l;
      borne := !borne * 2
    end
  done
;;
#étude 1000 100000;;
n = 1000 l = 256
n = 2000 l = 402
n = 4000 l = 638
n = 8000 l = 1007
n = 16000 l = 1596
n = 32000 l = 2526
n = 64000 l = 4002
- : unit = ()

On constate ℓ_{8n} ≈ 4ℓ_n ce qui conduit „a conjecturer que ℓ_n ≈ λn^{2/3} pour une certaine constante λ. Cette conjecture est exacte, on trouvera une d«emonstration de ce fait et une «etude de divers algorithmes permettant de calculer les n premiers entiers de Hamming, ou seulement le n-„eme, dans les deux documents suivants :

http://pauillac.inria.fr/~quercia/papers/hamming.ps.gz
http://pauillac.inria.fr/~quercia/papers/hamming-new.ps.gz

Recherche de contradictions par la méthode des consensus

3. Programmation de l’étape 1

(* compare deux clauses *)

let implique (p1,n1) (p2,n2) =
  (subtract p1 p2 = []) & (subtract n1 n2 = []);;

(* teste si une clause est impliquée par un système *)

let rec present c syst = match syst with
  | [] -> false
  | x::suite -> (implique x c) or (present c suite);;

(* ajoute une clause au système en éliminant *) (* les clauses qui en découlent *)

let rec ajoute c syst = match syst with
  | [] -> [c]
  | a::suite -> if implique c a
                then if implique a c then syst else ajoute c suite
                else if implique a c then syst else a :: (ajoute c suite)
;;

(* simplifie un système *)

let simplifie s =
  let rec simpl s1 s2 = match s2 with
    | [] -> s1
    | c::suite -> simpl (ajoute c s1) suite
  in simpl [] s
;;

4. Programmation des étapes 2 et 3

(* ajoute au système le consensus éventuel de deux clauses *)

let ajoute_cons (p1,n1) (p2,n2) syst =
  match (intersect p1 n2, intersect p2 n1) with
    | ([x],[]) ->
         ajoute (union (except x p1) p2, union n1 (except x n2)) syst
    | ([],[x]) ->
         ajoute (union p1 (except x p2), union (except x n1) n2) syst
    | _ -> syst
;;

(* ajoute à l tous les consensus entre c et une clause du système *)

let rec ajoute_consensus c syst l = match syst with
  | [] -> l
  | c1::suite -> ajoute_consensus c suite (ajoute_cons c c1 l)
;;

(* clôt un système par consensus *)

let rec cloture s =
  let rec consensus s1 s2 = match s1 with
    | [] -> s2
    | c::suite -> consensus suite (ajoute_consensus c s s2)
  in
  let t = simplifie(consensus s s) in
  if (subtract s t = []) & (subtract t s = []) then s else cloture t
;;

6. Affichage des étapes d’une contradiction

(* "ajoute", "simplifie", "ajoute_consensus", "cloture" sont inchangées *)

let prefix => a b = ([b], [a], H) (* a => b *)
and prefix =>~ a b = ([], [a;b], H) (* a => non b *)
and prefix ~=> a b = ([a;b],[], H) (* non a => b *)
and prefix ~=>~ a b = ([a], [b], H) (* non a => non b *)
;;

let string_of_clause(p,n,_) =
  (if n = [] then "" else (concat "." n)^" => ")^
  (if p = [] then "Faux" else concat "+" p)
;;

let print_clause(c) = format__print_string(string_of_clause c);;
install_printer "print_clause";;

(* compare deux clauses *)

let implique (p1,n1,_) (p2,n2,_) =
   (subtract p1 p2 = []) & (subtract n1 n2 = []);;

(* ajoute au système le consensus éventuel de deux clauses *)

let ajoute_cons (p1,n1,_ as c1) (p2,n2,_ as c2) syst =
  match (intersect p1 n2, intersect p2 n1) with
  | ([x],[]) ->
     ajoute (union (except x p1) p2, union n1 (except x n2), D(c1,c2)) syst
  | ([],[x]) ->
     ajoute (union p1 (except x p2), union (except x n1) n2, D(c1,c2)) syst
  | _ -> syst
;;

(* explique les étapes d’une déduction *)

let explique clause =
  let vus = ref [] in
  let rec expl (p,n,r as c) =
  if not(mem c !vus) then match r with
  | H -> print_string "J’ai l’hypothèse : ";
         print_string (string_of_clause c);
         print_newline();
         vus := c :: !vus
  | D((p1,n1,r1 as c1),(p2,n2,r2 as c2)) ->
         if r1 = H then (expl c2; expl c1) else (expl c1; expl c2);
         print_string "De "; print_string(string_of_clause c1);
         print_string " et "; print_string(string_of_clause c2);
         print_string " je déduis : "; print_string(string_of_clause c);
         print_newline();
         vus := c :: !vus
  in expl clause
;;

Modélisation d’un tableur

1. Tri topologique

let dépendances(t) =
  for i = 0 to t.n-1 do for j = 0 to t.p-1 do
    t.suc.(i).(j) <- []
  done done;
  for i = 0 to t.n-1 do for j = 0 to t.p-1 do match t.f.(i).(j) with
  | Rien -> t.dep.(i).(j) <- 0
  | Somme(liste) ->
    t.dep.(i).(j) <- list_length(liste);
    do_list (fun (k,l) -> t.suc.(k).(l) <- (i,j)::t.suc.(k).(l)) liste
  done done
;;

let rec place t (i,j) = t.lt <- (i,j)::t.lt; décompte t t.suc.(i).(j)
and décompte t liste = match liste with
  | [] -> ()
  | (i,j)::suite -> t.dep.(i).(j) <- t.dep.(i).(j) - 1;
                    if t.dep.(i).(j) = 0 then place t (i,j);
                    décompte t suite
;;

let tri_topo(t) =
  dépendances(t);
  t.lt <- [];
  for i = 0 to t.n-1 do for j = 0 to t.p-1 do
    if t.f.(i).(j) = Rien then place t (i,j)
  done done;
  t.lt <- rev(t.lt);
  if list_length(t.lt) < t.n*t.p then failwith "tri impossible"
;;

2. Calcul du tableau

let calc t (i,j) = match t.f.(i).(j) with
| Rien -> ()
| Somme(liste) ->
  t.v.(i).(j) <- 0;
  do_list (fun (k,l) -> t.v.(i).(j) <- t.v.(i).(j) + t.v.(k).(l)) liste
;;
let calcule t = do_list (calc t) t.lt;;

3. Complément

On ajoute dans la structure tableau une nouvelle matrice contenant pour chaque cellule la liste des cellules qui en d«ependent, liste tri«ee par ordre topologique. Cette liste s’obtient par fusion des listes des cellules d«ependant des successeurs de la cellule consid«er«ee. On est ainsi ramen«e au probl„eme du calcul d’un tableau en ordre topologique inverse, il su‹t de conduire les calculs dans l’ordre donn«e par

rev(t.lt).

Analyse syntaxique

2. Analyse lexicale

(* découpe une chaine en lexèmes *)

let lexèmes s =

  let i = ref 0 (* indice pour s *)
  and res = ref [] (* liste des lexèmes trouvés *)
  and l = string_length s in
while !i < l do match s.[!i] with

(* chiffre -> Nombre *)

| ‘0‘..‘9‘ ->
      let x = ref 0 in
      while (!i < l) & (s.[!i] >= ‘0‘) & (s.[!i] <= ‘9‘) do
        x := !x*10 + int_of_char s.[!i] - int_of_char ‘0‘;
        i := !i + 1
      done;
      res := Nombre(!x) :: !res

(* caractère alphabétique -> Ident *)

| ‘a‘..‘z‘ ->
      let i0 = !i in
      while (!i < l) & (s.[!i] >= ‘a‘) & (s.[!i] <= ‘z‘) do
        i := !i+1
      done;
      res := (match sub_string s i0 (!i - i0) with
                | "let" -> Let
                | "in" -> In
                | "fun" -> Fun
                | "if" -> If
                | "then" -> Then
                | "else" -> Else
                | x -> Ident(x)) :: !res

(* opérateurs, parenthèses et symboles *)

| ‘%‘ -> res := Opr(1,‘%‘) :: !res; i := !i+1
| ‘+‘ -> res := Opr(2,‘+‘) :: !res; i := !i+1
| ‘*‘ -> res := Opr(3,‘*‘) :: !res; i := !i+1
| ‘/‘ -> res := Opr(3,‘/‘) :: !res; i := !i+1
| ‘(‘ -> res := ParO :: !res; i := !i+1
| ‘)‘ -> res := ParF :: !res; i := !i+1
| ‘=‘ -> res := Egal :: !res; i := !i+1

(* reconnaît - et -> *)

| ‘-‘ -> if (!i+1 < l) & (s.[!i+1] = ‘>‘)
         then begin res := Flèche :: !res; i := !i+2 end
         else begin res := Opr(2,‘-‘) :: !res; i := !i+1 end

(* ignore les espaces *)

| ‘ ‘ | ‘\t‘ | ‘\n‘ -> i := !i+1

(* refuse les autres caractères *)

    | _ -> failwith ("caractère illégal : " ^ (make_string 1 s.[!i]))

  done;
  rev !res
;;

3. Analyse syntaxique

(* empile un lexème ou une expression et *) (* simplifie la pile autant que possible *)

let rec empile e pile =

(* priorité de e *)

let p = match e with
  | L(In) | L(Then) | L(Else) | L(ParF) -> 0
  | L(Opr(p,_)) -> p
  | _ -> 5 (* > priorité maximum *)
in

(* conversion des nombres et identificateurs *)

let e = match e with
  | L(Nombre x) -> E(Const x)
  | L(Ident x) -> E(Var x)
  | _ -> e
in

match e, pile with

(* application de fonction *)

| (E x), (E f)::suite -> empile (E(Appl(f,x))) suite

(* parenthèses *)

| (L ParF), (E a)::(L ParO)::suite -> empile (E a) suite

(* opération prioritaire en instance *)

| _, (E b)::(L(Opr(q,o)))::(E a)::suite
 when p <= q -> empile e (empile (E(Bin(a,o,b))) suite)

(* définition de fonction *)

| _, (E a)::(L Flèche)::(E(Var x))::(L Fun)::suite
 when p = 0 -> empile e (empile (E(Fct(x,a))) suite)

(* liaison locale *)

| _, (E b)::(L In)::(E a)::(L Egal)::(E(Var x))::(L Let)::suite
 when p = 0 -> empile e (empile (E(Letin(x,a,b))) suite)

(* test *)

| _, (E c)::(L Else)::(E b)::(L Then)::(E a)::(L If)::suite
 when p = 0 -> empile e (empile (E(Test(a,b,c))) suite)

(* pas de simplification possible *)

  | _, _ -> e::pile
;;

4. Évaluation

(* évaluation *)

let rec valeur env expr = match expr with

  | Const c -> Int c
  | Var x -> assoc x env
  | Fct(x,e) -> Cloture(env,expr)

  | Bin(e1,op,e2) ->
      let v1 = match valeur env e1 with
        | Int x -> x | _ -> failwith "valeur non entière" in
      let v2 = match valeur env e2 with
        | Int x -> x | _ -> failwith "valeur non entière" in
      let v = match op with
        | ‘+‘ -> v1 + v2
        | ‘-‘ -> v1 - v2
        | ‘*‘ -> v1 * v2
        | ‘/‘ -> v1 / v2
        | ‘%‘ -> v1 mod v2
        | _ -> failwith "opérateur inconnu"
      in Int v

  | Appl(f,e) ->
      let env1,x,code = match valeur env f with
        | Cloture(env1,Fct(x,code)) -> env1,x,code
        | _ -> failwith "valeur non fontionnelle"
      in valeur ((x,valeur env e) :: env1) code

  | Test(e1,e2,e3) ->
      let v = match valeur env e1 with
        | Int x -> x | _ -> failwith "valeur non entière"
      in valeur env (if v = 0 then e2 else e3)

  | Letin(x,e1,e2) ->

(* attention : si e1 s’évalue en une fonction, il faut *) (* introduire une liaison pour x dans la cloture de cette *) (* fonction pour le cas où la fonction serait récursive *)

      let v = match valeur env e1 with
        | Int(c) -> Int(c)
        | Cloture(env2,code) -> let rec y = Cloture((x,y)::env2,code) in y
      in valeur ((x, v) :: env) e2
;;

Annexes

Bibliographie 295

Bibliographie

[Aho] Aho, Ullman

Concepts fondamentaux de l’informatique Dunod, 1993

[Albert] Ouvrage collectif, coordination L. Albert Cours et exercices d’informatique Vuibert, 1998

[Corm] Cormen, Leiserson, Rivest

Introduction „a l’algorithmique Dunod, 1993

[Froid] Froidevaux, Gaudel, Soria

Types de donn«ees et algorithmes Ediscience, 1994

[Knuth] Knuth

The art of computer programming Addison-Wesley, 1973

[Leroy] Leroy, Weis

Le langage Caml Inter«Editions, 1993

[Mehl] Mehlhorn

Data Structures and Algorithms Springer-Verlag, 1984

[Sedg] Sedgewick

Algorithmes en langage C Inter«editions, 1991

[Stern] Stern

Fondements math«ematiques de l’informatique Ediscience, 1994

Aide mémoire de caml

Déclarations et instructions commentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (* ... *) d«e˛nition d’une valeur . . . . . . . . . . . . let v = expression

r«ecursive . . . . . . . . . . . . . . . let rec v = ... locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . let v = ... in expression expression where v = ...

d«e˛nitions parall„eles . . . . . . . . . . . . . . let v = ... and w = ...

successives . . . . . . . . . . . . let v = ... in let w = ... variable modi˛able . . . . . . . . . . . . . . . let v = ref(expression) valeur d’une r«ef«erence . . . . . . . . . . . . !v modi˛cation d’une r«ef«erence . . . . . . v := ... fonction sans argument . . . . . . . . . . . let f() = ... fonction „a un argument . . . . . . . . . . . let f x = ... fonction „a n arguments . . . . . . . . . . . let f x1 .. xn = ... expression conditionnelle . . . . . . . . . if ... then expr-vrai else expr-faux choix multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . match valeur with

| motif-1 -> expression-1
| motif-2 -> expression-2
  ...
| motif-n -> expression-n
| -> expression-par-défaut

ne rien faire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . () calculs en s«equence . . . . . . . . . . . . . . . begin ... end boucle croissante . . . . . . . . . . . . . . . . . for i = début to fin do ... done boucle d«ecroissante . . . . . . . . . . . . . . . for i = début downto fin do ... done boucle conditionnelle . . . . . . . . . . . . . while condition do ... done d«eclencher une erreur . . . . . . . . . . . . . failwith "message"

Expressions booléennes vrai, faux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . true false et, ou, non . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . & or not comparaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . < <= = <> >= > bool«een −→ cha^“ne . . . . . . . . . . . . . . string of bool cha^“ne −→ bool«een . . . . . . . . . . . . . bool of string

Expressions entières op«erations arithm«etiques . . . . . . . . . . + - * / modulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . mod valeur absolue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . abs entier pr«ec«edent, suivant . . . . . . . . . . pred succ minimum et maximum . . . . . . . . . . . min a b, max a b op«erations bit „a bit . . . . . . . . . . . . . . . land lor lxor lnot d«ecalage de bits . . . . . . . . . . . . . . . . . . lsl lsr asr entier −→ cha^“ne . . . . . . . . . . . . . . . . string of int cha^“ne −→ entier . . . . . . . . . . . . . . . . int of string entier al«eatoire entre 0 et n − 1 . . . random int(n)

Expressions réelles op«erations arithm«etiques . . . . . . . . . . +. -. *. /. puissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ** ou **. minimum et maximum . . . . . . . . . . . min a b, max a b fonctions math«ematiques . . . . . . . . . abs float exp log sqrt sin cos tan

sinh cosh tanh asin acos atan atan2

r«eel −→ cha^“ne . . . . . . . . . . . . . . . . string of float r«eel −→ entier . . . . . . . . . . . . . . . . int of float cha^“ne −→ r«eel . . . . . . . . . . . . . . . . . . float of string entier −→ r«eel . . . . . . . . . . . . . . . . . . float of int r«eel al«eatoire entre 0 et a . . . . . . . . . random float(a)

Expressions rationnelles utiliser les rationnels . . . . . . . . . . . . . #open "num" op«erations arithm«etiques . . . . . . . . . . +/ -/ */ // **/

minus num quo num mod num square num

comparaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . </ <=/ =/ <>/ >=/ >/ minimum et maximum . . . . . . . . . . . min num a b, max num a b valeur absolue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . abs num num«erateur, d«enominateur . . . . . . . . numerator num denominator num simpli˛er une fraction . . . . . . . . . . . . normalize num simpli˛cation automatique . . . . . . . . arith status set normalize ratio true partie enti„ere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . floor num round num ceiling num rationnel −→ cha^“ne . . . . . . . . . . . . . string of num rationnel −→ entier . . . . . . . . . . . . . . int of num rationnel −→ r«eel . . . . . . . . . . . . . . . . float of num cha^“ne −→ rationnel . . . . . . . . . . . num of string entier −→ rationnel . . . . . . . . . . . num of int r«eel −→ rationnel . . . . . . . . . . . num of float

Listes liste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [x; y; z; ... ] liste vide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [ ] tête et queue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . hd tl, x :: suite longueur d’une liste . . . . . . . . . . . . . . list length concat«enation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . @ image miroir . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . rev appliquer une fonction . . . . . . . . . . . . map fonction liste it«erer un traitement . . . . . . . . . . . . . . do list traitement liste test d’appartenance . . . . . . . . . . . . . . . mem élément liste test de pr«esence . . . . . . . . . . . . . . . . . . exists prédicat liste

for all prédicat liste recherche d’un «el«ement . . . . . . . . . . . index élément liste op«erations ensemblistes . . . . . . . . . . . union intersect subtract tri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sort sort ordre liste association . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . assoc b [(a,x); (b,y); (c,z); ... ] = y it«erer une op«eration . . . . . . . . . . . . . . it list op a [x; y; z] = op (op (op a x) y) z

list it op [x; y; z] a

= op x (op y (op z a)) Vecteurs vecteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [|x; y; z; ... |] vecteur vide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [| |] i-„eme «element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v.(i) modi˛cation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v.(i) <- qqch longueur d’un vecteur . . . . . . . . . . . . vect length cr«eation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . make vect longueur valeur cr«eation d’une matrice . . . . . . . . . . . . make matrix n p valeur extraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sub vect vecteur début longueur concat«enation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . concat vect copie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . copy vect appliquer une fonction . . . . . . . . . . . . map vect fonction vecteur it«erer un traitement . . . . . . . . . . . . . . do vect traitement vecteur vecteur −→ liste . . . . . . . . . . . . . . . . . list of vect liste −→ vecteur . . . . . . . . . . . . . . vect of list

Chaînes de caractères caract„ere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ‘x‘ cha^“ne de caract„eres . . . . . . . . . . . . . . "xyz... " i-„eme caract„ere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . chaîne.[i] modi˛cation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . chaîne.[i] <- qqch longueur d’une cha^“ne . . . . . . . . . . . . string length cr«eation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . make string longueur caractère caract„ere −→ cha^“ne . . . . . . . . . . . . . make string 1 caractère extraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sub string chaîne début longueur concat«enation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ch1 ^ ch2, concat [ch1; ch2; ch3; ... ]

Graphisme utiliser le graphisme . . . . . . . . . . . . . . #open "graphics" initialiser la fenêtre graphique . . . . open graph "" refermer la fenêtre . . . . . . . . . . . . . . . . close graph() e¸acer la fenêtre . . . . . . . . . . . . . . . . . . clear graph() position du crayon . . . . . . . . . . . . . . . . current point() changer la couleur du crayon . . . . . set color couleur couleurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . black white red green blue yellow cyan

magenta, rgb r g b

changer l’«epaisseur du crayon . . . . . set line width épaisseur tracer un point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . plot x y d«eplacer, crayon lev«e . . . . . . . . . . . . . moveto x y

crayon baiss«e . . . . . . . . . . . lineto x y tracer un cercle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . draw circle x y rayon «ecrire un texte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . draw string "texte" peindre un rectangle . . . . . . . . . . . . . . fill rect x y largeur hauteur un polygone . . . . . . . . . . . . . . fill poly [| (x0,y0); (x1,y1); ... |] un disque . . . . . . . . . . . . . . . . fill circle x y rayon attendre un «ev„enement . . . . . . . . . . . read key()

wait next event [ev1; ev2; ... ]

Entrées-sorties au terminal impression de valeurs . . . . . . . . . . . . . print int print float num print num

print char print string print endline

changer de ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . print newline() impression formatt«ee . . . . . . . . . . . . . printf printf format valeurs lecture de valeurs . . . . . . . . . . . . . . . . . read int read float read line

Entrées-sorties dans un fichier ouverture en lecture . . . . . . . . . . . . . . let canal = open in "nom" en «ecriture . . . . . . . . . . . . . let canal = open out "nom" lecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . input char input line input byte

input value

«ecriture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . output char output string output byte

output value flush

fermeture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . close in close out

Commande de l’interpréteur tracer une fonction . . . . . . . . . . . . . . . trace "fonction"

ne plus tracer . . . . . . . . . . . . . . . . untrace "fonction" utiliser une fonction d’impression . install printer "fonction" ne plus l’utiliser . . . . . . . . . . . . . . remove printer "fonction" charger un ˛chier source . . . . . . . . . . load "nom", include "nom" charger un module compil«e . . . . . . . . load object "nom" nom compl„etement quali˛«e . . . . . . . module nom utiliser les noms courts d’un module #open "module"

ne plus les utiliser . . . . . . . . . . . . #close "module" ajouter un r«epertoire de recherche directory "chemin" quitter l’interpr«eteur . . . . . . . . . . . . . quit()

300 Annexes

Index

+ 133 :: 27,30 @ 31 ∗ 133 ⇐⇒ 61 =⇒ 61 −→ 56,186 ⌈ ⌉ 18 ⌊ ⌋ 18 ∼ 133 ^ 81 ε 132 A additionneur 1-bit 65,68,74 { modulo 3 224 { n-bits 65,74 Aitken 160 algorithme 9 { r«ecursif 14 algorithmique 10 alphabet 132 ambigu-“t«e 58,59 analyse syntaxique 184 ancêtre 87 arbre { binaire 88,90 { binaire de recherche 109 { binaire parfait 91,104 { construit al«eatoirement 103,111 { de d«ecision 88,99,108,110 { de priorit«e 163 { d«enombrement 101,107 { dynastique 88,105 { «equilibr«e en hauteur 100,107 { «equilibr«e en poids 107 { g«en«eral 87,92 { hauteur 87,99 { largeur 95 { ordonn«e 88 { repr«esentation ascendante 93 { syntaxique 70 { taille 87,99 ascendant 87 ascenseur 138,154 automate { complet 138 { d«eterminisation 146 { d«eterministe 138

{ «equivalent 140 { ˛ni 138 { index«e par des expressions r«eguli„eres 149 { produit 154 { reconnaisseur 139 { s«equentiel 154 { simulation 141 B

B noeud 90
B vide 90

bascule RS 64 branche d’un arbre 88 { droite, gauche, vide 90 C Carroll 180 Catalan 102 C«esaro 81 champ 54 circuit { combinatoire 63 { logique 63 { s«equentiel 63

CL 118

coe‹cients du binôme 15,21,89 combinaison lin«eaire 118 comparaison { d’algorithmes 76,85,86 { relation 34 { temps moyen 85 compilateur 131 compilation { d’une expression 166 { d’une formule in˛xe 59 complexité { asymptotique 77 { dans le pire des cas 77 { en moyenne 77,108 { «equation de r«ecurrence 79,82,84 { intrins„eque 99 { spatiale 76 { temporelle 76

concat vect 31

concaténation { de langages 133 { de listes 31 { de mots 132 conjonction 61

Index 301

connecteur logique 60,65,69 { ternaire 73 consensus 176 constructeur 90,120,246 contradiction 176 D Davis et Putnam 72 de Morgan 62,73 décision { algorithmes 151 { arbre 88,99,108,110 degr«e d’un nffud 87 d«epiler 53 d«er«ecursi˛cation 52 d«erivation d’une expression 120 descendant 87 d«eterminant 84 d«eterminisation 146,154 dichotomie 36 di¸«erence d’ensembles 50 disjonction 61 distribution de v«erit«e 71 diviser pour r«egner 17,78,82

do list 27,32
do vect 27

E «el«ements «equivalents 34 empiler 53 «equation de degr«e deux 9,89

EQUIV 34
et 61

«etat accessible 155 { coaccessible 155 { rebut 151,155 «etiquette 88 «etoile d’un langage 133 { lemme 153 évaluation { d’un arbre 97 { d’un polynôme 12 { d’une formule in˛xe 59 { d’une formule logique 71 { d’une formule post˛xe 56 exponentiation 11,14,17,22 expression { arithm«etique 115,141 { conditionnelle 58 { normalis«ee 118 { r«eguli„ere 134 F facteur d’un mot 133

faux 60

feuille 87 Fibonacci 22,79,101 ˛le d’attente 174 ˛ls 87

{ droit, gauche 88 { gauche - fr„ere droit 94,104 fonction 9 { bool«eenne 61,65,68,73 { de transition 138 forêt 88 forme normale { normale conjonctive 69,72,73 { normale disjonctive 68 { normale exclusive 74 formule { d«erivation 120 { in˛xe 55,59 { logique 69,74 { math«ematique 55 { post˛xe 55,56,59 { pr«e˛xe 55,59 { repr«esentation 116 { simpli˛cation 124 { valeur 55 Fourier 266 fr„ere 87 fusion { d’arbres de recherche 114 { de listes cha^“n«ees 39 { de vecteurs 38 { multiple 50 { sans r«ep«etition 50 G

G noeud 92

graphe 122 H Hamming 174 Hanoi 80 hauteur d’un arbre 87,99

hd 26

H-orner 13,20 I image miroir 32,133 implication 61 indice de boucle 11 infixe { formule 55,59 { ordre 95,104,109 insertion { „a la racine 112,114 { aux feuilles 103,111,114 { dans un arbre de priorit«e 164 { dans un arbre de recherche 111 { dans une liste 30 { dans une liste tri«ee 34 { sans r«ep«etition 50 interpolation de Lagrange 159,197 interpr«eteur 131 intersection d’ensembles 50 invariant de boucle 13

302 Annexes

inversion 41 it«eration 11 K Karatsuba 20,23,266 Kleene 147 Knuth 18,266 L Lagrange 160,197 langage 132 { des parenth„eses 134,137,152,155 { non r«egulier 152 { reconnaissable 145 { r«egulier 134 { r«esiduel 152 largeur d’un arbre 95 Lazard 133 lemme de l’«etoile 153,156 lettre 132 Levi 136 lex„eme 55,130 lexical 131 lexicographique 61,120,191,218,220 liste 24 { „a double entr«ee 33 { cha^“n«ee 26 { parenth«es«ee 105 { presque tri«ee 51 { tri«ee 34 litt«eral 67 logique ternaire 73 longueur du chemin externe 103,108 { du chemin interne 103,240 M machine parall„ele 78 { s«equentielle 78 maple 244 matrice de transition 141

merge 51

minterme 67 monôme 67 mot 132 multiplication { de Karatsuba 20 { de Knuth 18 { de polynômes 18 { matricielle 84 { par transformation de Fourier rapide 266 { rapide 23,159 mutable 54 Myers 272 N n-uplet 25 Newton 160 nffud 87

{ interne 87 { terminal 87 nombre de Catalan 102 { parfait 20

non 61

O op«erations { sur les ensembles 50 { sur les langages 133 ordre { in˛xe 95,104,109 { lexicographique 61,120,191,218,220 { post˛xe 95,104 { pr«e˛xe 95,104 { sur les expressions 119 { sym«etrique 95

ou 61
oubien 61

P parcours { d’un arbre 94,104 { d’une formule 70 { d’une liste 27 { de graphe 144,243 { en largeur d’abord 95,98,144 { en profondeur d’abord 95,144 partage 124,129 p„ere 87,93

PG 118

pile 53,56,59,166 { d’ex«ecution 54

PLUSGRAND 34
PLUSPETIT 34

pointeur 11 polynôme creux 50 porte logique 63 postfixe { formule 55,59 { ordre 95,104 pr«edicat 33 préfixe { facteur 133 { formule 55,59 { ordre 95,104 priorit«e 59 produit bool«eeen 61 { g«en«eralis«e 118 profondeur { d’un circuit 64 { d’un nffud 87,102,103 programme 9 { d’un automate 138 proposition 60 { identique 60 Q queue d’une liste 24 quicksort 46

Index 303 R racine carr«ee 21 { carr«ee d’un langage 155 { d’un arbre 87 recherche { d’une cha^“ne de caract„eres 167 { d’une sous-liste 33 { dans un arbre binaire de recherche 110 { dans une liste 28 { dans une liste tri«ee 35 { par dichotomie 36 record 54 récursivité { mutuelle 16,143 { simple 14 { terminale 110,199,231,232 r«eduction 56,58,186 r«ef«erence 11 r«egulier 134 relation de comparaison 34

rev 32

rotation d’une liste 32 S satis˛abilit«e 69,71 segmentation 46 s«emantique 130,151 s«erie g«en«eratrice 101,102 simplification { d’un automate 155 { d’une formule 124,129 { d’une formule logique 74 somme bool«eenne 61 { de langages 133 sommet de pile 53

sort 51

sortance 64 Strassen 84 structure FIFO 175 { LIFO 53 substitution 129 su‹xe 133 suppression { dans un arbre 113 { dans une liste 30 syntaxique 131 T table de v«erit«e 61,71 taille d’un arbre 87,99 tautologie 60,69,71,74 temps { de propagation 64 { de s«eparation-recombinaison 80 { moyen d’une comparaison 85 terminaison 11 tête d’une liste 24 Thompson 147

tl 26

tours de Hanoi 80 transition g«en«eralis«ee 139 transitions d’un automate 138 tri { „a bulles 41,50,51 { complexit«e en moyenne 108 { complexit«e intrins„eque 99 { d’une liste 39 { en arbre 165 { par comparaisons 40,99,108 { par distribution 158 { par fusion 42 { par fusion naturelle 52 { par s«election 80 { rapide 46,52,114 { stable 40 { topologique 182 Turbo-Pascal 137 U Ukkonen 272 union d’ensembles 50 V valeur d’une formule 55 { de v«erit«e 60 variable propositionnelle 61

vect length 26

vecteur 26 { circulaire 33 { d’indexation 49

vrai 60

W Wallis 102 Warshall 251